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Teoria de vigas

Vigas: Elementos prismaticos

Sujeitos a carregamentos perpendiculares ao seu eixo. Flexao

Flexao: Mudanca de curvatura (< =1/0) do eixo

T~ M
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Tipos de solicitacdes em barras

* Flexao
Pura (normal, obliqua)
Simples

Composta

Geral

Flexéo simples:

E, = f o, dA=0 M, = j (yTxz — 2T4y)dA =0

Fy, = j‘txydA =-V M, = fzadi =0

FZ=JszdA=O Mz=f(_yax)=M




Teoria de vigas - Hipoteses
Carregamentos estaticamente aplicados;

Conservacao da planicidade original das ST (durante o
processo de deformacao); M’ A/

A
Campos pequenos (suaves) de deslocamentos e deformacdes;

Flexao em um dos eixos principais de inércia. i

*ST: secao transversal

D 4 M



Coeficiente de Poisson o
Para o corpo sujeito a forca
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Por exemplo: v = 0,2



Teoria de vigas - Hipoteses

 Deformacdes transversais da ST desprezados

(supressdo do efeito de Poisson);

P’

Considera — se,por hipotese: v = 0



Teoria de vigas

Varias teorias de vigas para representar
cinematica das deformacoes

TEB

u(x,z) w(x, z) v=0

‘eoria de Euler-Bernoulli (TEB)  vigas esbeltas

Teoria de Timoshenko (TT) vigas espessas

i Bickford [6]: vigas isotrépicas
Reddy [7]: vigas laminadas

Teoria de ordem superior




Teoria de vigas

« Euler-Bernoulli
ST mantem ortogonal ao eixo neutro durante o processo de

flexdo. Rotacao é a derivada do deslocamento.
Negligencia efeito cortante. Adequado para vigas esbeltas
(h/L<0,1) —

 Timoshenko
Considera deformacéao por cisalnamento. ST permanece
plana. Rotacao é independente do deslocamento da viga./,
Adequado para vigas espessas (h/L>0,1).

* Bickford /Reddy
Considera deformagao por cisalhamento. ST nao permanece

plana. Modelo mais preciso. Adequado para vigas espessas
(h/L>0,1).

ST: secao transversal




Viga de Euler-Bernoulli - Cinematica

Curvatura e deflexdo:  , — _ 20/%

T (14062)372

Pequenas rotacgdes:

ao

K:E

k=1/p

A distorcao é dada por:

ou ov ov
ny_a'l'a_g'l'a—yxy

Negligenciando cisalhamento, ou seja, a distorc¢ao:

Vxy= 0



Viga de Euler-Bernoulli - Cinematica




Viga de Euler-Bernoulli - Cinematica

av(x)

u(x) =y —==-y-v ()
9
£(x) =£
9
e(x) = —;v-% = —y.v"(x)
oc=F ¢
~ 6, (0)=-E-v' (%) y
~
y ™~
5 ~
= 6 =—v'(x)




Distribuicao de tensao na flexao pura

« Variacao linear da tensao normal (em y);
 Atensao normal independe de z;

* y=0—->0,=0:Linha Neutra (LN),
tensdes nulas no CG da ST:
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FOormula da Flexao Pura

M. = _[O' 'y dA  Relagao de Equilibrio
A

o(x)=|-E-v'(x)]|y T

M = I{[—E-v"(x)]-y}-y dA

M, =[-E-v' @] [y? a4
A

I, = Iy2 -dA (momento de inércia)
A

M, =B @), Formula da Flexao Pura



Flexao Pura

O = 7 "V Tracéao fibras inferiores ao CG
G.;ﬁx'""m”
M —
i
_|_>
cg 2
— — — — —]— - - -y LN
__|3
1 ol
a) digtribuicdo de tensbes se momento
traciona fibras inferiores

Y

a) Vista lateral b) Vista frontal da secao



a) Vista lateral

Flexao Pura

TS

T

Tracao fibras superiores ao CG

TaCE0
Grrax'

cd

Yy

b) Vista frontal da secdo

= LN

compressan
Gn’s'x

a) distribuicio de tensfes se momento
traciona fibras superiores
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Flexao Pura

« Se M >0 alinha AB diminui o comprimento
enquanto AB’ aumenta o comprimento.

« TensOes e deformacdes sao negativas
(compresséao) acima do plano neutro e positivas

(tracao) abaixo.

M

Z

I

Z

O =

Y




Verificacao ou Dimensionamento

+ Dimensionamento da pega deve ser feito avaliande as tensdes normais devido a
flex3o na segdo critica

+ Ha dois extremos a serem verificados em cada se¢do: maximeo positive e negativo,
onde representam, respectivamente, a tens3o maxima de tragio e compressao.

« Compara-se entdo com as tensées admissiveis limites do material ( O ), ou seja:

Calcular -
M -t Se oz0— o= O tragdo .
o = : > _ > + 2
IE Se g=0 — T = _C'—‘-:mj':a;:-r-e::&ﬂ 1 = - PN
[ — y =
M -t Se CJ'-:_"G;}CTE!:T;}‘&-;&G
I:F — 2 }{ S # | N G{:f“
£ Se O=0—>02—OCcompressio I

L - 'y



EXEMPLO 1

A viga tem secao transversal trapezoidal. Determinar o maior valor do momento fletor
(M) que pode ser aplicado para que a tensdao normal em mddulo ndo exceda 5,0 kN/cm?.

24 cm IV

/ A——
| |
M 12 cm 12|cm 12 cm
Yy

Secao Transversal (ST)




EXEMPLO 1

a) Calcular diagrama de Momento Fletor

ASANANNN

b) Obter CG e Iz da ST
Dividir em geometrias basicas: n =3

CGy

24

CGy

B

wy

| | |
| 'I2cm| ‘I2cmI 12cm

Regidao 1= Regido 3:
(Vegh =(Ves)s =16 em; A = A4 =144 em’
Regido 2:

(Veg)s =12 cm A, =288 em’

2-(vegh - +(Veg)a- 4, _ 2-16-144+12-288

=14 cm
2-4,+4, 2.144 + 288

Yeg =



EXEMPLO 1 b)ObterCGelzdaST

=2l 404 c) Analise de tensdes:

Regido 1= Regido 3:

No diagrama, identificar secdo com M maximo

yi=¥;=21c¢m;

L =L =2 4608 on' u M 10 M -10
M-V M- M-
. O, =—— 2 = <O, <505 M <12.672 kNem
egido 2. -’ I 25344 T 25344
I, = 12'?;43 =13.824 om®;
12 ‘-'1'-{- - .:I"'. iG] a.l’.'f- - [:_1 4:" .
i i Ty = = (compressdo) —»
(I)eo =2-[4.608+(2)" 144|+ [13 824 + (—2)" 288|=25 344 cm* uE I, 25344
M- (D) G o oeoreceae — M 13 505 A <9051 kNewm
25 344 i 25 344

I_-l[] CM—L. 14 ka‘

M. =9031 iNem




EXEMPLO 1

J.lf- s { . :
Yin — 9051-10 — 36 KN em®
I, 25344

ANANANAN

M-y, 51- (-1
[ ,:ngﬂltl‘ﬂz

. —5 KN/ em?*
I 25 344

14 cm

M. =9.051 kNem

z’
I\

10 cm




EXEMPLO 2

Para uma viga com momento maximo de 400 kNm, formada por um perfil | de aco
laminado, da tabela anexo, determine um perfil de modo que suas tensoes
solicitantes ndo superem a tensao admissivel do material que é de 150 MPa.

(O = 2y =
X /max ]_ max W_ "
e ¥ ) )
I. o \
W, = 400 KNm
yma}; d

W: modulo de resisténcia (depende da geometria) ?
unidade L3

. . . . I
Alguns livros usam o eixo horizontal sendo X, assim, W, = —

Ymax



EXEMPLO 2

(0 e = 2 =
L T o) =M 239 150100 (kPa)
| W W
W = ! W >267.10"m — W >(2.670).10° mm’
Vmax

400 kNm

|
- hf «rt

Wx = Wz (pois eixo Z é X, no exemplo)

M



Perfis |

2
=)
)
p=
:
a
o
B
c
q

(Unidades Sl)

(Perfis de padrdo americano)

Apéndice C. Propriedades de perfis de aco laminado

Propriedades dos perfis de padrao americano

y J
~by

Mesa ;
o) Espessura Eixos X-X Eixos Y-Y
C% % da alma
Area Altura |Largura Espessural ¥ W, r I W, r

Designagdo Amm? dmm| b,mm t,mm | t,mm | 10°mm* | 10°mm* | mm |{0°mm* 10°mm® mm
1610 X 180 22900 622 204 27,7 20,3 1.320 4.200 240 (349 341 39,0
158 20.100 622 200 21,1 15,7 1.230 3.950 247 325 321 399
149 19.000 610 184 22,1 18,9 995 3.260 229 20,2 215 32,3
134 17.100 610 181 22,1 15,9 938 3.080 234 19,0 206 33,0
119 15.200 610 178 22,1 12,7 878 2.880 240 17,9 198 34.0
» IS1I0x 143 18200 516 | 183 234 [203 | 700 |2710 | 196 |21,3 228 33,9
128 16.400 516 179 234 16,8 658 2.550 200 | 19,7 216 344
112 14200 508 162 20,2 16,1 530 2.090 193 | 12,6 152 29,5
983 12.500 508 159 20,2 12,8 495 1.950 199 11,8 145 304
1460 x 104 13.300 457 159 17,6 18,1 385 1.685 170 10,4 127 21,5
81,4 10400 457 152 17,6 11,7 333 1.460 179 8,83 113 28.8
I380 X 74 9.500 381 143 15,6 14,0 201 1.060 145 6,65 90,8 26,1
64 8.150 381 140 15,8 104 185 971 151 6,15 85,7 27,1

«Copyright ® The McGraw-Hill Companies, Inc. Permission required forreproductionor display.

grupo

W >(2.670).10° mn

Perfil Escolhido:

| 510x143



EXEMPLO 2
M M,
' Ox = ?xmax
X X M,,
t, O, = Wy
y

"

Mazurek

Johnston| DeWolf

Beer

M =400 kNm

400
150.103 > —
Wy

W, = 2670.10° mm?

Propriedades dos perfis de padrao americano

Vi
|
» i
Apéndice C. Propriedades de perfis de aco laminado T =
(Unidades Sl) g &
Perfis | ty
(Perfis de padrao americano) 1 ‘
¥
- ”1 ’l
Mesa | 2 >
Espessura Eixos X-X Eixos Y-Y
3 J da alma I
Area Altura |Largura Espessur I, W, r I I“I W, r,
Designacéo Amm? dmm| b,mm ft,mm | ¢, mm|10°mm* 10°mm* mm 10° m 10°mm® § mm
1610 X 180 22900 622 204 27,7 20,3 1.320 4.200 240 349 341 39,0
158 20.100 622 200 27,7 15,7 1.230 3.950 247 |325 321 39,9
149 19.000 610 184 22,1 18,9 995 3.260 229 20,2 215 323
134 17.100 610 181 22,1 15,9 938 3.080 234 19,0 206 33,0
119 15200 610 178 22,1 12:7 878 2.880 240 17,9 198 340
I510 X 143 18.200 516 183 234 20,3 700 2.710 196 |21,3 228 33,9
128 16.400 516 179 234 16,8 658 2.550 200 |19,7 216 344
112 14.200 508 162 20,2 16,1 530 2.090 193 12,6 152 29,5
98,3 12.500 508 159 20,2 12,8 495 1.950 199 |[11,8 145 304
1460 x 104 13.300 457 159 17,6 18,1 385 1.685 170 10,4 127 27,5
81,4 10.400 457 152 17,6 11,7 333 1.460 179 8,83 113 28,8
1380 74 9.500 381 143 15,6 14,0 201 1.060 145 6,65 90,8 26,1
64 8.150 381 140 15.8 104 185 971 151 6,15 85,7 27,1
E—

+Copyright ® The McGraw-Hill

ies, Inc.

ion required for

display.

N&o possivel esse

/

perfil

Para esse M,
nenhum perfil
seria possivel



EXEMPLO 3

Para a viga bi-apoiada a seguir com material que possui tensdo admissivel de 60 MPa para tragdo e 150
MPa para compressdo, calcule o maximo valor da carga distribuida “¢”, nas unidades de kKN/m. A sua seg¢do
transversal é um perfil U, conforme desenho.

q

by 44

AN

1 m
] T
L=3m
°
.
(cm)

Resposta:
a) Determinar o diagrama de momento fletor:

T%a = gLi2 T
Rb=qLi2

qLi2

Cy
v

g’ 18

Momento maximo ocorre na secao central e de
valor: M., =Qq.32/8 = 1,125.q



EXEMPLO 3

Resposta:

a) Dividir em trechos de geometria basica e estabelecer sistema auxiliar, ver

desenho:

[ma

11

11

e L
al >
1 2 Zaux
L] L ]
egl g2
L 3
-— 3 &gl
1'Yauzx
Regido 1 = Regiao 2
(Veg), =6 em; 4, =24 em’
Regido 3:
(Vog), =135 ecm | A, =45 cm”
2-(v A vee),- A, 2624413545
:L'f(; — ( f“l_?}l 1 (. CG}, 1 _ ¥ 2963 M

2.24+45

Regidao 1= Regiao 2:

v, =-3.63 cm ;
212°
I = 2127 _eg en
e 12
Regiao 3:
v, =387 em ;
g 3
I =133 3375 em';

e

(1) = 2288 +(~3.63) 24|+ [33.75+ (3.87) 45|=1916 2 om*

11

*_
1 2

U ® .
— = 4C6 cg2

*_ __ _
m‘ 3 L cgl

*_

w

9,63

0,37




q
EXEMPLO 3 l L l LB
I AN Z\
(7 s = 1. Ve f L=3m P

o M- yy _1125-(0,0537)

1,125¢+(0,0537)
" - — <0

3 -
1916,2.10°° vacao = 00.10° (kPa)

(tragdo)

—q <19,0 (kN /m)

o My, 1125-(-0,0963)

1,125¢-(-0,0963)| _
sup 1, 1916,2.107°

1916,2.10°% ‘_mem:sao ~150.10° (kPa)

(compresséo) —

—q <26,5 (kN/m)
S Gpax =19 KN/ m



EXEMPLO 4

A viga esta sujeita aos carregamentos mostrado na figura. Determine a minima dimensao a exigida para sua secao
transversal se a tensao admissivel a tracao é de 150 MPa e compressao de 200 MPa.

S0 kN 30 kN

[1/2].a

i
1

. - . . ] [/3].2

|e -

Secao transversal



EXEMPLO 4

a) Diagrama de Momento fletor

F oY
9 M. A -
< = Z+C = 'éu' 1t36-5 =3 C= 85«
- i - A -
Y 3y + - LI C) - L Jd%
—| ™
L J
o M
" b,
A N
-~
\.
— ..f'l’
~ -
—~ d
~—— fﬁ
o




EXEMPLO 4

b) Caracteristicas geométricas

0,982 0v

Orlﬂ é:ll&/

bH8




EXEMPLO 4 ¢ Andlise de tensdes
(ﬁ\'b \ = 25-04l6%e~ £ ﬁ‘w-:_ 150.12“‘,?&)
" T Bt o t
R 618
® a7, 0106w

L
et | (1)) -

(%), -

8

3

( ) 1(25)(058330u]l${,“m:200.10

( 30) (o.4t67a)

|3Y ul

648

@ 7, 0.1085wv

3
4‘260-1‘0 ([fm)

5t Cude,

643
a7, 0,163~

(-20) (05833 b 3
l’:"’f/(:’q‘ﬂ al f‘dﬂ

a7, 01269 m/

6Echo @

25 t\]"“/

Sugestao:

Verifique a se¢ao com
maximo valor de M
positivo e negativo



EXEMPLO 4

q)l a = 1269 s
oo ® ' €z 25 QY006 _gazup
._2_%_8.(0'[2,6““

€5 = 25¢08%)00 23 =25 Hfg.
Vg (0:26%)"

Se{o{o C! 6,z (30 (otn6t ﬂn'zfo"l\ _— 10T e
W) g (0,69
§y = (30Y (-0:3833. onten) L {50 Mo
ot (7126

126,9

50



AVISOS - PROVA 1

Prova individual.

Realizaremos dia 17/06/20 a P1, que contera os seguintes assuntos:

1) diagrama de esforcos plano e espacial;
2) cargas axiais, tensdes normais, tangenciais, barras rigidas;
3) torgao;

4) flexao pura

A prova sera assincrona. Postarei a prova as 15 horas no site e enviarei por email a todos.

Ela deve ser enviada em um arquivo unico em pdf com seu nome até as 20:30h do mesmo dia, 17/06.

O arquivo com as resolucdes explicitadas devem ser claros para visualizagao. A prova pode ser escaneada
ou aglutinadas por fotos em um unico arquivo. Algumas fotos de exercicios ficaram dificeis de enxergar ano

passado. Numere as folhas.



Exercicio de flexado pura
Entregar 17/06/21

Nao adiarel

VER MOODLE



FLEXAO COMPOSTA
\ \

S
‘ / \\ N J 0 _
..L )M \ / \Z> Tragdo
-, P %
o $"\ N . c<0
\ / \, Compresséo
5

Ty
FLEXAO PURA + ESFORCO NORMAL



FLEXAO COMPOSTA

chompresséo Gr:ragéo chompresséo + O ntra(;éo
e
- LN
— — T _—
X,LN X X
-
Gtra(;éo
Gftragéo " »
tracéo 5
) distribuicio de tens&o b) distribuic&o de tens&o - efeito de tragéo Of ™+ o e

- efeito de flexao c) distribuicdo de tensao

- efeito de flexdo + tracao



FLEXAO COMPOSTA

Duas observacoes podem ser feitas neste caso:

1. Podem-se ter secoes totalmente tracionadas ou comprimidas;

2. Aposicdo da LN é alterada, ndo passando mais pelo CG da secao.

Gcompresséo Gntrag °
f _—
Fosicao da LN: \ ™
L PN =
M F FPI -
- ) )
O, =— Vy+—=0—2 Yy =———
I. A M..A
Gntrac;éo
Gftra(;ao »
a) distribuicdo de tenséo b) distribui¢éo de tenséo - efeito de tragéo

- efeito de flexdo

=
— ©
=

O,

tracao tracdo
£+ Oy

c) distribuicdo de tenséo
- efeito de flexdo + tracéo



EXEMPLO 5

6. Um bloco retangular tem o peso desprezivel e esta submetido a uma forga vertical P = 420 kN e a
excentricidade ey = 20 cm, conforme desenho. Obter o maximo valor de tensdo de tragao.

' W= [‘,7

_—

_ (+420).0,20-(-0,36) 420

Ll
Respostas: 0,0 = ~1.944.4 kN/m? ( ]

0,2.0,72° 0,2.0.72
12 "“-f'

3
oy
I

-

)

|
~

e
-

- —— -




EXEMPLO 6

30. A viga engastada e a forca P = 800 N estdo contidas no plano xy. A forca P forma um angulo de 6 = 30°
com y. A secdo transversal € circular maci¢ca com diametro de 40 mm. Obtenha as tensdes normais nos pontos
B e C, de uma secdo que esta a = 150 mm do engaste. Adote b =200 mm. Obtenha também a tensao cisalhante
no ponto C.

Secao
Transversal




EXEMPLO 6
F =P.cos(0)=692,82 N. H = P.sen(0) =400 N

Na secdo a 150 mm do engaste, os esforcos sdo:
N=400N(T)
M; = - 692,82.200 = - 138.564,1 N.mm (tracionando as fibras superiores da se¢cdo em a=150mm)

i
H
g B—’

w140 4 | ®) |

\
LA l\l_ﬂ“\~ @ Qf |

(i)




EXEMPLO 6

b) Caracteristicas geométricas:
Area da secio: 4=1.256,64 mm’

r.d?

Momento de nércia: I, = =125.663,71 mm"*

¢) Analise de tensodes

Formula da flexdo composta:

M -y N
g = +
I, A
~138.564,1)-:20 400 :
G'C:( ) + =-=21,7 N/ mm~
125.663,71  1.256,64
~138.564,1)-0 400
o, = { )0, =032 N/mm’
125.663,71  1.256,64

Secéo
Transversal

E
H

-400 |
W 1 @
ﬂib

242,14 l\\ @

(.7




EXEMPLO 7

19. O poste esta engastado no solo e tem uma for¢a concentrada aplicada, devido ao peso dos cabos de energia
elétrica, de P = 5 kN, inclinado com a vertical em um angulo de 6 = 30° com a vertical. A secgdo transversal
(ST) do poste é um retangulo macigo de dimensdes indicadas na figura. A forca P e as cotas das distancias R
e L estdo com referéncia ao CG da ST. Obtenha as tensdes normais nos pontos A e B da ST indicada. Adote
R=15melL=2,5m.

Secao
Transversal

l—' 120 mm

80 mm

a) Obter esfor¢os na se¢io de interesse:

F =P.cos(0) =433 kN . H = P.sen(60) =2,5 kN

Y-



EXEMPLO 7 Secao AB

N=-F=-4,33kN
My, =-HL-FR=-2525-4,3315 = -12,75 kN.m
(tracionando as fibras do lado esquerdo da secao) |
} F My= HL+F.R

’

A B




EXEMPLO 7 ——

b) Caracteristicas geométricas:

| 80
Area da se¢iio: 4 =0,08.0,12 =0,0096 m’ y Ly *F
3 3 “ My: HL+F.R
Momento de inércia: [ = bh = 0,12.0,08 =512.10"° m* i €
‘ 12 12 /




EXEMPLO 7

c) Analise de tensdes

. N=F=-433kN
Formula da flexdo composta: ¢ = —2 z + — ] _ _
I, A M, =-12,75 kN.m (tracionando as fibras do lado esquerdo
da secéo)

(=12,75)-(-0,04) —433
O, = > +
512.10 0.0096
o,=99,2 MPa

=99.609,4—-451=99.158,4 kN/m’

~(~12,75)-(0,04) N 4,33
5,12.10° 0,0096
o, =—100,1 MPa

=-99.609,4 —451=-100.060,4 kN /m’

B




EXEMPLO 8

A parte vertical da prensa € composta de um tubo
retangular de espessura t = 13 mm. A prensa foi usada para
prender blocos de madeira que estavam colados, com forca

de P = 27 kN, determine a tensao (a) no ponto A e (b) no
ponto B.

')f ‘_J KA [»if— !

lw* a a P i

.

L /" ~— 100 mm —>1
l-d— 250 mm —>'<—>l Secao a-a




EXEMPLO 8

a) Obter esforcos na secdo de interesse

N=P=27 kN .
M, = - P.e (tracionando as fibras do lado esquerdo da secéo)
“e” é a excentricidade entre o ponto de aplicacéo de P e o CG da secgéo:

e =250+ 50 = 300 mm
M, =-27.300 = - 8100 kN.mm (tracionando as fibras do lado esquerdo da se¢éo)

N

| " lf
21N F ? LY m

"y

|

“ )

—

76 mm

$

gy

) T
l« ] —_—

“OOmm

(Zsafloo/z)

ZM o I '7-(250#50)3
M- 27/300} = 8,1-/0 Nmm

2%/ 20 . NP7 £t 27 <«



EXEMPLO 8

AF o]

t
(28 _—
'_ p l_. - T(ﬁ A 75

]
i

RN

N
Aé‘l -
} B

T TRACONA v TrAc anjA

C 1 ComPgIme
6 - M2
3 ——

X



EXEMPLO 8

b) Caracteristicas geométricas:

Area da secdo: 4 =100.75-(100—-26).(75-26) = 3874 mm’*

Momento de inércia: 7 =

¢) Anélise de tensdes

Formula da flexdo composta:

:M},-z N

I, 4

(—8.100)-(-50) N

75.100°  (75-26).(100-26)°

=4.595.335.33 mm’

A —

4.595.335,33
o, =951 MPa

~ (-8.100)- (50)

(o3
5 4.595.33533
o, =-81,2 MPa

12 12
27 i
~ 0,088133+0,006970 = 0,095103 kN / mm*
3.874
27 2
+ g7z = ~0:088133+0,006970 = ~0,081163 kN / mm



