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Exemplo 16: Viga bi apoiada

ip 2. Esforcos em cada trecho:
A B Determinacao das equacdes nos cortes de cada trecho:
C
@\ Trecho1: O<x<a
l L | 2 F,=0
| g | b |
x R,-V(x)=0->V(x)=R,

| | F(x)=P-b/L (constante)

STM,_ =0

Mx)-R, - x=0->M(x)=R,-x

1. Obter reacoes: M)=P-b-x/L (reta)

Parax =a : M{a)=P-b-allL

P
l A V(x)
B VAN
AN C )
= T
T T Ra
Ra = Pb/L
Rb = Pa/L




Exemplo 16: Viga bi apoiada

Trecho2: a<x<L

3. Diagramas:
>F,=0
r r , . ) lp
R,-P-V(x)=0->V()=R,-P=P.b/L-P=P}/L-1)=-P-al/L
V(x) =—P-a/ L (constante) A; 2 jﬂ
RN
> M, =0 A
Pb/L T
MxX)+P-(x—a)-R, - x=0-2>M(x)=P-b-x/L-P(x-a) Pall
Pbi/L
M(x)=P-a—(P-a/L)-x (reta) (%)

PalvL




Exemplo 17: Viga bi-apoiada e momento concentrado*

Determinar os esforcos solicitantes (M,V e N) na viga AC, sob a ac&do do binario indicado, onde a barra rigida BD

tem dimensao de 85 cm.

95§f

2F=0:>A,=0;XM;=0:-8,5.A,=10.0,85—>

\_‘}‘?

Ay=1 kN (;C,=-1 kN () 4o A .é-
-

*Resisténcia do Materiais: Um guia préatico. Valerio Almeida; Marcelo Greco, Daniel Maciel. Elsevier, 2018



Dois trechos para realizar os cortes:

Trecho 1: 0 < x < 4,5

2E =02V =1-2VXx) =1L, M;=0: > M(x) =x

Valores nos extremos do intervalo: Di agramas:

Trecho 2: 45 < x < 8,5

YF=0-Vx)=1-Vx) =1 XMs=0:>Mx)=x—85 @

(W)

4,5

(kN,m)



Equacoes Diferenciais de Equilibrio

Seja um trecho da barra sujeito a carreg. distribuidos: P(x)dx

a) Paralelo ao eixo, p, p(x)

Z E. =0 dN(x) + px(x)dx =0 M(x) ﬂ V(x) + dV(X)

dN(x) N(x) N{x)+dN{x)
ax - PxX) ¢ <(X)T —— >°i ‘7

M(x) + dM(x)

b) Perpendicular ao eixo, p - |

> M, =0
Y F,=0
: (M +dM)+[p(x)-dx]-déE—M -V -dx=0
V—p(x)-dc—V+dV)=0

M)
dv(x) o
= -p(x
. p(x) |
d M) _ -p(x)

dx®



Equacao Diferencial de Equilibrio

POy EMO_ Ly dM )

dx dx* dx

=V(x)

a) Casop(x)=0

Sem carga distribuida no trecho x; <x <x,
V(x) = C, =cte — Funcao (diagrama) de esforco cortante constante

M (x) =C,-x+ C, — Funcao (diagrama) de momento fletor linear

h) ' Caso pix) =p="1le

Carga distribuida uniforme no trecho x;, <x<x,

V(x) =— px+ C,— Funcao (diagrama) de esforco cortante linear

-
-

MX))=-p XT + C,-x+ C, — Funcao (diagrama) de momento fletor & parabola

-~

c) Generalizacéo para vV p(x) € imediata



Exemplo 17: Carregamento distribuido constantemente

\ A+

(1)

: .__.’i“l

)

x
TF.0: W)= 0
Z%:G: Vf"():.-?.’(.
TN,=0° MNrx) \-(1:1.]‘1'/2-:0

0(:1.(1[



Exemplo 17: Carregamento distribuido constantemente

Substituindo valores dos extremos do trecho:

V(x)=—px

7 (0)=0
V(l)=—pl

2
M(x) = —%

M(0)=0

2

pl
M()y=-—
() ;

Diagramas:
P N
Y v v v vy o
A B
K / )




Estudo da concavidade de funcoes

Lembrar do calculo:

L | Para o cortante: imediato

Vv

Y'<0 V' 0
Vll{ﬂ

Para o momento, inverte!:

d*M(x)
dx2 - -p(X) M'< 0 M"<0

M">0

M






DIAGRAMAS DE ESFORCOS CORTANTE E MOMENTO FLETOR (DCM)

Roteiro para obter V(x) e M(X):

1. Dividir estrutura em trechos onde néao ha alteracao de acdes/reacoes;

Trecho1:0<x<a

©)
@i 2 i ii i@i@) ® Trecho2:a<x<a+bh

Trecho3:a+b<x<a+b+c

o\ //0\X Trecho4:a+b+c<x<a+b+c+d
OO Trecho5:a+b+c+d<x<atb+tct+d+e

Trecho6:a+b+c+dte<x<at+tb+c+d+e+f

‘_. a - b c d a f




DIAGRAMAS DE ESFORCOS CORTANTE E MOMENTO FLETOR (DCM)

Roteiro para obter V(x) e M(X):

2. Fazer um corte no trecho, usar equacoes de equilibrio 2 Fy=0 eXMs =0

I
51) M (x)

7Y

R

L—L—_l

» x

3. Desenhar V(x) e M(x) seguindo convencao

VT& PO
® ~—®




Exemplo 18: Viga bi-apoiada p(x) = q

9 1. Obter reacées:
N
yAN /¥ i .
1 SO il I
' T T

2. Corte em cada trecho

L/ =

Determinacao das equacdes nos cortes de cada trecho:

Trecho dnico: 0<x<L

ZF:,_.:[] — R, —g-x-V(x)=0->V(x)=R,—qg-x

VixX)=qg-L/2-g-x (linear)

Z.-U'; =0 — M(x}+{q-x}-:-."E—R_,__-x=0—>.h'{x)=R=-x—q-.‘f:

M(x)=(g-L/2)-x—g-x"/2 (parabola)

/2



Exemplo 18: Viga bi-apoiada p(x) = q

3. Diagramas: dM (x)
dx

L
ZV(x)ZO%q-LIZ—q-xZU%xZE

ML/2)=(q-L/2)-L/2—q-(L/2)*/2 :%

+ e v ]

B

X L




Exemplo 19: Viga bi-apoiada e balanco*

Determinar os diagramas de esforcos. Dados g = 28 kN/m e P =5 kN.

| «
- r [ [ | § Calcular reag0es:

112 kN q

P
B C 20\
A ‘ D
N Z\
By T

C
1m | 3m 1m ’
FiGura 1.56B Indicacao das reacoes e forgas resultantes na viga.
ZFX =0:—>B,—5:¢c0s20°=0 - B,=4,7 kN («)
28 kN/m ZMB =0:-53-C, =112-1+171-4 - C, =39,6 kN (T

l i i i i i 1,71 kN YF =0:5B,=112+171 39,6=741kN (1)
l 4,7 kN
N\ >
AT
741 KkN 396 kN

o 1m 3m I1mI

*Resisténcia do Materiais: Um guia pratico. Valerio Almeida; Marcelo Greco, Daniel Maciel. Elsevier, 2018



Trecho 1: 0 e x < 1

28.x
i i L ()
)

EF, =0:—= N(x)=0—=N(x)=0
ZF], =0: =2 V(x)+28x=0—-= V(x)=-28-x

ZM,.- :ﬂ:—:rM{x]+18x-%:ﬂﬁhﬂx]:—14-xl

Valores nos extremos do intervalo: N(0) = N(1) = 0; V(0) = 0: V(1) = -28
M(0)=0; M(1)=-14

Nao tem derivada nula nesse intervalo para construir M(x)

N(x)

17



ZF,:={}:—} N(x)-4,7 =0 — N(x) =47

Trecho 2: 1 <x <4 ‘
Zl", =0: =2 Vx)+28 x-741=0—-V(x)=-28 -x+74,1

Y Mg=0:- M(x)+28 x- X741 (x 1) =0 > M(x)= ~14 - x* + 74,1 - x - 74,1

b

Valores nos extremos do intervalo: N(1) = N(4) = 4,7: V(1) = 46,1; V(4) = -37.9
M(1) =-14; M(4)=-1,7

Obter ponto de extremo de M, fazendo: V(x) = -28x+74,1=0 -5 x=265m

M(x =2,65)=-14-(2,65")+74,1-(2,65)- 74,1 =239

l i i Ly%@ﬁ”

4,7 kN
74,1 kN

| X



Trecho 3: 4 <x <5

ZF, =0:-» N(x)=4,7 =0 - N(x)=4,7

ZF? =0: = Vx)+112-74,1-396 =0 - V(x)=1,71

Y Mi=0:5Mx)+112-(x-2)-74,1-(x - 1)- 39,6 - (x - 4) =0 -
M(x)=171x -8,55

Valores nos extremos do intervalo: N(4) = N(5) = 4,7; V(4) = V(5) = 1,71
M{4) =-1,71; M(5)=0

28.x

Ll 49
Ei\."(x)_’

4,7 kN
74,1 kN

39,6 kN

W

19



Exemplo 20: Viga bi-
apoiada e balanco

Diagramas:

4,7

46,1
\ 1,71
V) *

\ e \
37,9
14
1,71
A

(kN,m)

23,9




Exemplo 21: Viga bi-apoiada e balanco sem resolver por equacao

g= 1 tf/m 1. Rea(;("jes

=svpcO
O 3 9@ = 1234+ Y43
S = 554
™~ = 0,5
- 3m o 3m J. 3m . 3m |
o™~
1 -2

21



2. Esforcos

Trecho 1. 0<x<3m
Trecho 2. 3<x<6m
Trecho 3. 6<x<9m
Trecho 4: 9<x<12m

Trecho 1: 0<x<3m 22

—l—r‘e.%@: AcC
Cﬁ“?év N0 101cid € Firy -

6-?(.'!
AL T
S E.:; a. Vaz= 654 @
Lns._..fj }ZJL:C)-S =0
foe

Ve <O

ay 17”‘”)" L2085

ZM, - - 0,5-3= /54
Ta"; f?bOM 5 fmv’




Trecho 2: 3<x<6m

trechs 2 cp

Conlal Anicif b

Mc 4 NC+:0
A Sm@-\:f_\z‘#c*' £j, Vc+ :016 ‘l”F

TC);E .-+ MC'.;- - 1;5'4"’:41'-\/
134/ =+
A i ;W r\iq ”p_ )ﬁ@
T UD.
0, 5%
j /l/p- =
\/_,2-]-3 -05-0
Vo =245 #f

il’]ﬁ 0. ﬁp-—l- 3'_‘,‘)57"' 9:5'6: 0

H‘D = - fJE#W

—

23




Trecho 3: 6<x<9m

‘reclo 2 oR
aﬁr\'&m 1T -Ljﬁ*’l 3
Ny l
WC E-TE‘
/'-".D., > Smv T 3w
95
ND_}::'G

Np, ¥ 5<-3=0 *“3\’9_5 -2/ —t#
=M, =D: Mq"c 3L=55D
i’lr;u_‘:" L6 S *'3:"’154(154.}

24



Trecho 4: 9<x<12m

trechp & - RBE

A
Corftdr‘m 110 f,]ém
(\Bx

N :FE{. \l{BJ
f _—
(Ve e

3t \IE,_I_:5
EN, = Hﬁ-t:_q
Ve, \e.. 3
i
Nﬁ ﬁ '\fe__— 3 0

25



Exemplo 21: Viga
bi-apoiada e
balanco sem
resolver por
eguacao

& B

2,5
9,0

BT R

—_—t

1,5

1,625



dM (x)
dx

Como descobrir os valores extremos do momento? =V (x)

Onde V =0 m) I\/Iextremo

Veja se no trecho com carga distribuida, o cortante cruza o eixo da barra
)@
cr‘Uz’ﬂ'ﬂx

0,5 \t £ =

+ frl\
2,5 :
Py

| 3-%
Sﬁﬂé/féifm dc- A"*Vgﬁ és :

X %ﬂx

fpé%cﬂénf ?M/ \/alwe d )‘7(5?/)

27



=\-0,S

|) coh’tara 6M vc A aéﬂte V| (&)

A )m/ﬂl)
n MITY+ 850> .0,5:35 -0
Z
95 | o5 Mix\Z 1,023+

2) “Yor ares. do COﬂEm_ﬁs Ck/)

_i!M_:_l/;7 iﬂjtfv 4 CTE

S E cévL e, s
H-’/\frli—fcﬂ-'— = M- :/\’dx-FcrE
" T?écl.q; X 0_
oy t T . CTE © Moh&EIGS
Hy = da(v) * €TE conlcenitadps <l
SIM\/AL
}(népq (V) - slNAl

(a”rs% ]

0, S

3nfv-« '—%:0,51«/\ __17(
M. =(0/53) +Lo.sz-o,s) = 1,625 Hm/

28



Exemplo 22: Determine o0s diagramas de momento fletor, esforco cortante e normal,
explicitando os pontos relevantes de cada diagrama. Dados: g = 15 kN/m; P = 30 kN

[TITLITIT]

— ° P — F={) 55 =60 w

HHL [T17

2

4m
Tﬂ
|
4]
o
|

2

4m

|__-

—> A 4




=Mp=C " 4&6} r30 L=60 7
/;b’ZL: 15 N )
A =45l (1]

q

Dividir em trechos VILLLILLL
o a é)
0 e
@)

F:@lm)lali_:\l LY

TTITTTITN

Ax— :EA ifn
- 1
a

A

Isolar cada trecho
Cortar, equilibrar inicio/fim de
cadatrecho, obter esforcos.

30



Trecho 1 (AC)

Trecho 4

Nc
P )
I\ML L
___j\/(/ Ve
‘) K\/B
30 N
ﬁ A
=
Tés’ Mg ==15
A/C:'Z/S \/B—_ O
- -30
Vc, M@ZO

31



Trecho 3

o
V;m
—=>Np
f ~
PN g
7\”\/ 2
—
/- z
T < =0 < =0
Zv 2w
AB AB
T/S‘ T/S‘
/= -15 A/D =45
\/: 30 I/D:'BD
M=o Zg:&'//p‘fg-Z:O_

32



Trecho 2 (CD)

60
e, Ar .
EEL\/L’ = VoL X
c 7—4 M C ¢ jjq '\/‘DD
]>'£—?0 * M \/D
T /\/c =30 7o N =—=20
i ©
e, = 4SS Xp 160-9520
/" \ — 30 N\
30 - Z2m. =0 S\ \/@_:”/S
45 # +30-9=0 45 Y130 7-954-0
s < Ert-o. Vo +60 % 7

7 7= —60

33



Diagramas

q = 1BWw
LLLTELLLLL
| @ @
c 0 q P=30
(9
]_A\ A

us

15

3D

Us
\
5 || 4
30
l
D

-

(kN,m)

34



Continuidade das fibras na peca

&0

flbras Inferlores ('I:;u;b.o)

M

\

N
[ flbras superlores (compressto) 2

-

2

35



Exemplo 23: A ponte esta sujeita ao peso da locomotiva considerado como duas forcas
concentradas de valor P = 40 kN. Obtenha os diagramas de esforcos normal, cortante e
momento fletor para o trecho CABD.

R




’Dl/:: 52,3““\‘/
Z_?Y:O : C\I-l"Dl!:@O 7 C\\/}fZ;/é_gK)\/

*{ £M,z0: 40.3S +40.50 = ’Dy-é?_?

(DI\HDIE_ Tm  TEECHOS - f\? @@
£¥ 0
¢ C
; g g) e o /1‘J coso= 04/
) 172 O RENGPT N el XN sme= 0,802
0 . £ \ ; / 0
ré}’cﬂéw \’\('\ /1 S I/_\ _
: »
¢ it
I/
borg
Zﬁ(: 0 21, 63

@igi&ﬂ&gﬁ g&:zﬁnne’rjlc - 0



+wl’\é @ ('\:\M‘)

o A

\) y /'
s

'\ 20 Mx

2363

*\I"é‘chg @ ( ;mlné)

7 AR, .
W e 1 L
ﬂ* +\ — --7‘;_;“5'
Z thgs O .
v Al ZMhg> 2
- | -
7 May = mg-z%(ﬁ-%ﬂ
- Y2369 e
FC p 4 Me= 69,1 xnI

Yecho @ (mao)
lo

= Vz+
40
: #—:”"f . |
ﬂ{‘ ¥ z .,__)A/
] I{F z
(@) -

Y6

B —4

W EH.so! My -2Ned2079
Ma = 553, Ju/mv

) E‘Fwﬁd

teche @ ( i)

38



j’&qo
M523l

4

d

hecke ) (inicio)

(N

N

o
5 Mes

39



'3

0

233

=1 ]

32,3 B2%

(KN,m)

S 20 m

40



Verifique equilibrio junto a A e B:

216

A ‘}{
3% ﬁ |
. | 5538 oh°

N

553,9 1‘51,5

=~

41



. IPLINAS Disciplinas = Suporte = Portugués - Brasil (pt_br)

s Disciplinas

+ 'i Lista de exercicios de: reagdes e esforgos solicitantes ¢
+ i Determinacdo do nimero de seu exercicio a ser entregue até 29/04/21 4
+ Q Tarefa a ser entregue até 29/04/21 &

+ 'i Determinacdo do nimero de seu exercicio a ser entregue até 06/05/21 4

4 Videos de exercicios resolvidos - Diagramas de esforcos solicitantes &

42



