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1. (Este exerc��cio �e um corol�ario do princ��pio de m�aximo para a equa�c~ao de Laplace)

Seja Ω ⊂ R2 um subconjunto aberto, limitado e conexo e g ∈ C(∂Ω). O problema{
∆u = 0 em Ω

u = g sobre ∂Ω

tem no m�aximo uma solu�c~ao pertencente a C2(Ω) ∩C(Ω). Al�em disso, sejam g1, g2 ∈

C(∂Ω). Mostre que:

a) Compara�c~ao: se g1 ≥ g2 em ∂Ω e g1 , g2 em pelo menos um ponto de ∂Ω, ent~ao

ug1 > ug2 em Ω.

b) Estabilidade :

max
Ω

|ug1 − ug2 | = max
∂Ω

|g1 − g2|.

2. Prove a unicidade do problema de Dirichlet{
∆u = f em Ω

u = g sobre ∂Ω

pelo m�etodo de energia. Isto �e, ap�os subtrair duas solu�c~oes w = u − v, multiplique a

equa�c~ao de Laplace em w por w e use o teorema da divergência.

3. (Problema misto no retângulo) Resolva o problema
∆u = 0, em Q

u(x, 0) = 0, u(x, b) = g(x), 0 ≤ y ≤ a

u(0, y) = ux(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b

onde Q = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < a, 0 < y < b} e g ∈ C1(R), g(0) = g ′(a) = 0.

4. Seja B1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1}. Use o m�etodo da separa�c~ao de vari�aveis para

resolver o problema {
∆u = y em B1
u = 1 sobre ∂B1

Sugest~ao: Use u = v+w onde v e w s~ao as respsctivas solu�c~oes dos problemas:{
∆v = y em B1
v = 0 sobre ∂B1

{
∆w = 0 em B1
w = 1 sobre ∂B1

5. Considere o anel

A1,R = {(r, θ) : 1 < r < R, 0 ≤ θ ≤ 2π}.

Sejam g, h ∈ C1(R) e 2π-peri�odicas.
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(a) Resolva o problema 
∆u = 0, em A1,R
u(1, θ) = g(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π

u(R, θ) = h(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π

(b) Resolva o problema quando g(θ) = sin θ e h(θ) = 1.

6. (Princ��pio da re
ex~ao de Schwarz). Seja

B+
1
= {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1, y > 0}

e seja u ∈ C2(B+
1
)∩C(B+

1
) harmônica em B+

1
e tal que u(x, 0) = 0. Prove que a fun�c~ao

U(x, y) =

{
u(x, y) y ≥ 0

−u(x,−y) y < 0

obtida de u por re
ex~ao ��mpar em rela�c~ao ao eixo x, �e harmônica em todo a bola B1.

(Sugest~ao. Seja v a solu�c~ao de ∆v = 0 em B1, v = U sobre ∂B1. De�na

w(x, y) = v(x, y) + v(x,−y)

e mostre que w ≡ 0 . . . ).

7. (Exterior do Disco) Sejam a > 0 e Ω = {(x, y) ∈ R2 | |x2 + y2 > a2}. Considere o

problema de Dirichlet para a equa�c~ao de Laplace em Ω:
∆u = 0 em Ω

u(a, θ) = h(θ) 0 ≤ θ ≤ 2π

|u| ≤M em Ω

com h ∈ C1(R), peri�odica com per��odo 2π.

a) Use o m�etodo de separa�c~ao de vari�aveis para determinar a solu�c~ao deste problema

de Dirichlet.

b) Encontre a seguinte f�ormula de Poisson para o problema no exterior do disco:

u(r, θ) =
r2 − a2

2π

∫ 2π
0

h(φ)

r2 − 2ar cos(θ− φ) + a2
dφ

para r > a.

c) Observe que se removermos a condi�c~ao de limita�c~ao de u (|u| ≤M em Ω), ent~ao

o problema possui in�nitas solu�c~oes.

d) Escreva a solu�c~ao do problema com condi�c~ao de fronteira h(θ) = 1 + 3 sin θ em

r = a e a condi�c~ao de limita�c~ao de u.



SMA0169 – EDP
Prof. Sergio H. Monari Soares

Lista 10 - Equação de Laplace
04 de junho de 2024

8. Demonstra que se u �e harmônica em um dom��nio D ⊂ Rn, ent~ao qualquer derivada de

u de qualquer ordem tamb�em �e harmônica em D.

9. (a) Determinar a express~ao de todos os polinôminios P(x, y) harmônicos e homogêneos

de grau 2.

(b) Determinar a express~ao de todos os polinôminios P(x, y) harmônicos e homogêneos

de grau 3.

(c) Determinar a express~ao de todos os polinôminios P(x, y) harmônicos e homogêneos

de grau n.

10. Seja D um aberto e conexo em ⊂ R2. Diz-se que uma fun�c~ao u ∈ C2(D) �e subharmônica

(respectivamente, superharmônica) em D se ∆u ≥ 0 (respectivamente, ∆u ≤ 0) em D.

(a) Seja (x0, y0) ∈ D e r > 0 tal que Br(x0, y0) ⊂ D. Prove que se u �e subharmônica

em D ent~ao

u(x0, y0) ≤
1

2πr

∫
∂Br(x0,y0)

uds e u(x0, y0) ≤
1

πr2

∫
Br(x0,y0)

u(x, y)dxdy

Se u �e superharmônica as inequa�c~oes s~ao reversas.

(b) (Princ��pio do m�aximo (forte) para fun�c~oes subharmônicas) Suponha que u �e sub-

hamônica em D e atinge seu m�aximo em D, mostre que u �e constante. Em

particular, se al�em disso D �e limitado, u admite m�aximo (m��nimo) em D o qual

�e assumido em ∂D. Dê um exemplo para mostrar que isso n~ao �e verdade para o

valor m��nimo (respectivamente, m�aximo).

11. Considere problema de Neumann{
∆u = f em Ω
∂u
∂η

= g sobre ∂Ω

Encontre uma condi�c~ao necess�aria para a existência de solu�c~ao do problema. (Sugest~ao:

use o teorema da divergência.)

12. Seja u uma fun�c~ao harmônica e n~ao negativa numa bola BR(0) ⊂ R
2.

a) Use a f�ormula de Poisson para a mostrar a desigualdade de Harnack:

R− |x|

R+ |x|
u(0) ≤ u(x) ≤

R+ |x|

R− |x|
u(0), ∀ x ∈ BR(0).

b) Mostre que

max
BR/2(0)

u ≤ 9 inf
BR/2(0)

u.
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13. Seja u harmônica em D. Mostre que

(a) u2 �e subharmônica em D.

(b) Se F ∈ C2(R) �e convexa, ent~ao w = F(v) �e subharmônica em D.

(c) Seja u uma fun�c~ao harmônica em R2, n ≥ 2, tal que

∫
Rn
u2dx < ∞. Mostre que

u ≡ 0.

(Sugest~ao. Escreva a inequa�c~ao da m�edia em BR(P) para u
2. Use a desigualdade

de Schwarz e fa�ca R→∞.)


