PME 3481 — Controle e Aplicacoes
Método do Lugar das Raizes

Prof. Dr. Flavio Celso Trigo

1 Introducao

Como sabemos, a estabilidade de um sistema esta relacionada a localizagao dos polos do sistema,
obtidos a partir da equacao caracteristica. Frequentemente, é necessario efetuar o ajuste de um
parametro (normalmente um ganho, em um controlador PID, por exemplo) de modo a obter
desempenho satisfatério do sistema e, além disso, manté-lo sempre estavel. O Método do Lugar
das Raizes (Root Locus, como é conhecido nos textos em lingua inglesa), ¢ uma maneira grafica
de verificar o “movimento” das raizes da equagao caracteristica no plano de Argand-Gauss a
medida que o parametro de interesse é alterado.

O método foi proposto por W.R. Evans em 1948. Sua grande virtude é a possibilidade de
determinar a localizagao dos polos de malha fechada do sistema (e, portanto, sua estabilidade)
trabalhando apenas com os polos da fun¢ao de transferéncia de malha aberta. Quando utilizado
em conjunto com os critérios de Routh-Hurwitz, é uma ferramenta de grande utilidade no
projeto de sistemas de controle. Ressalta-se que a técnica do lugar das raizes nao se restringe
ao estudo de sistemas de controle pois, devido a sua generalidade, é aplicavel ao estudo do

comportamento das raizes de qualquer equagao algébrica com parametros variaveis.
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2 Propriedades do Lugar das Raizes

E fundamental, para a compreensao das propriedades do lugar das raizes, relembrar as defini¢oes
de FTMA e FTMF. Assim, considere o sistema de controle basico em malha fechada com uma

entrada e uma saida mostrado na fig. 1.

R(s) @ﬂ K a(s) e

B(s)

H(s)

Figura 1: Diagrama de blocos de um sistema genérico em malha fechada

Definem-se
FrMA 2 B 8 — KG(s)H(s) (2.1)
Frvr 2 C) KG(s) (2.2)

R(s) 1+ KG(s)H(s)
onde considera-se K um ganho varidvel e, por simplicidade, realimentacao unitéria, i.e. H(s) =
1. Sabe-se que o comportamento de um sistema dinamico depende diretamente das raizes da

equagao caracteristica, o polinomio do denominador da eq. 2.2. Assim,
1+ KG(s)H(s) =0 (2.3)

A equacao acima engloba a FTMA do sistema, eq. 2.1. Neste ponto, pode-se investigar as

condicoes sob as quais a eq. 2.3 é satisfeita. Escrevendo-se a eq. 2.3 como

KG(s)H(s) = —1 (2.4)

«

e levando-se em conta que a variavel “s” é complexa, pode-se separara-la em suas partes real e

imaginaria, da seguinte forma:

KG(s)H(s) = —1 + 0] (2.5)
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A igualdade representada pela eq. 2.5 é véalida desde que, na forma polar,

|[KG(s)H(s)] =1 condi¢do de mddulo (2.6)
ZKG(s)H(s) = (2¢+ 1)m, condicdo de angulo, (2.7)
com ¢ =0,41,+2,+£3,.... Napratica, as condicoes estabelecidas pelas equagoes 2.5-7 possuem

funcoes distintas:

e a condicao de angulo é utilizada para determinar a trajetoria do lugar das raizes no plano

complexo;

e a condi¢ao de médulo (ou de amplitude) permite que, uma vez desenhado o lugar das

raizes, os valores dos ganhos K para as raizes sejam determinados.

Dessa forma, verifica-se que o comportamento dos polos em malha fechada, quando o
parametro K é variado, pode ser determinado a partir dos polos e zeros da FTMA.

A construcao do lugar das raizes é, basicamente, um procedimento grafico, embora algumas
das suas propriedades sejam analiticamente demonstradas. Sua construcao baseia-se no conhe-
cimento dos polos e zeros da fungdo G(s)H(s) (no diagrama de blocos acima, com as hipdteses
mencionadas). Em primeiro lugar, escreve-se a equagao caracteristica 1+ KG(s)H(s) = 0 como

um quociente entre polinomios,

B (s4+21).(s+22).(s+23)...(5+2m)
L R H) = 4 K ) Gt 5o (28)

onde z;, 1t =1,...,msao os zerose p,, r = 1,...,n 820 os polos do sistema em malha aberta,

reais e/ou complexos-conjugados. Aplicando-se as condigdes das equagoes 2.6 e 2.7 tem-se:

_ I s+ = _ .
|KG(s)H(s)| = Km:1 PR 1,0<K < (2.9)
/KG(s)H(s) = AZ(S—I—zi) — 2y (s+p) =2+ ) (2.10)

com ¢q=0,4+1,4+2 £3,.... A interpretacao grafica da eq. 2.10 é que qualquer ponto de teste

s1, para pertencer ao lugar das raizes deve satisfazer a seguinte condicao:
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A diferenga entre as somatorias dos angulos dos vetores que partem dos zeros e
daqueles que partem dos polos de KG(s)H(s) até o ponto s; é um multiplo impar

de 7 radianos (180°).

Obtido o lugar das raizes, os ganhos K correspondentes aos pontos do LR podem ser deter-

minados a partir da eq. 2.9 escrevendo-a como

H:=1 s + p/|
H;’ZI |S + Zil s=s1

O valor de K em qualquer ponto s; sobre o LR é obtido da equacao acima substituindo-se

K = (2.11)

o valor de s; na equacao. Graficamente, o numerador da eq. 2.11 representa o produto dos
modulos dos vetores originados nos polos de G(s)H(s) até s;, e o denominador representa o
produto dos médulos dos vetores originados nos zeros de G(s)H(s) até s;.

A utilizagao das equagoes 2.10 e 2.11 para a construgao do LR é exemplificada a seguir.
Seja

. S+ 2
KGH(s) = K s (2.12)

A localizacao dos polos e zeros é arbitrariamente escolhida no plano “s”, vide figura 2.

Seleciona-se o ponto arbitrario s; e tragcam-se os vetores desde o zero e os polos até s;. Se s;
realmente pertencer ao LR, deve satisfazer a eq. 2.10. Assim, os angulos dos vetores mostrados

na fig. 2 devem ser tais que
L(s1+21) = L(s1) = Lsy +p2) = L(s1 +p3) = 0z — Opy — Opy — Opy = (20 + 1),

com ¢ = 0,£1,4£2,4+3,.... Conforme mostrado na figura, os angulos devem ser medidos no
sentido anti-horario, tendo o eixo real positivo como referéncia. Caso o ponto s; satisfaga a
condicao angular, a equacao 2.9 é utilizada para descobrir o valor de K, da seguinte forma:

|K’ _ |81H81 +p2||81 +p3| _ BCD
’81 +21’ A

Dessa maneira, ficam estabelecidas as condigoes bésicas necessarias a construgao do di-

agrama do LR. Porém, com a utilizacao de um procedimento de tentativa e erro conforme
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Re

s+21

Figura 2: Configuracao de polos e zeros de KG(s)H(s) = K armitcss

descrito, a busca pelo lugar das raizes em todo o plano complexo seria praticamente impossivel.
Quando Evans inventou a técnica, a tecnologia de computadores era jurdssica. Para contornar
o fato, Evans desenvolveu uma ferramenta especial chamada (em inglés) Spirule, que auxiliava
na tarefa de somar e subtrair angulos rapidamente, de acordo com as equacoes vistas. Ainda
assim, para que a Spirule fosse efetiva, era necessario conhecer o lugar aproximado das raizes
da equacao caracteristicas no plano “s”.

Com o advento de computadores digitais capazes de rodar rotinas para descobrir raizes de
polinomios, tanto a Spirule quanto o método de tentativa e erro tornaram-se obsoletos. Muitos
programas, inclusive, possuem funcoes que produzem graficos do lugar das raizes. Entretanto, o
engenheiro deve possuir conhecimento profundo sobre as propriedades do lugar das raizes, seja
para rascunhar manualmente o lugar das raizes de sistemas simples ou pouco complexos, seja

para interpretar adequadamente os resultados fornecidos pelo computador e agir no sentido de

melhorar/corrigir eventuais desvios.
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3 Construcao do Lugar das Raizes

Diversas propriedades do lugar das raizes sao utilizadas para obter a representacao grafica do
LR. Ha autores que propoem métodos com 7, 8 ou 12 passos, dependendo do detalhamento em
cada passagem. Neste texto, a descrigao de Kuo [3] e Brogan [2] serd apresentada. O estudante

nao tera dificuldade em reconhecer os passos equivalentes nas etapas propostas por Ogata [4] e
Dorf & Bishop [1].

Supondo-se a equacgao caracteristica escrita na forma dada pela equagao 2.3,
1+ KG(s)H(s) =0, ou 1+ P(s)=0, P(s)= KG(s)H(s)

em que o parametro de interesse, no caso, K, aparece como fator multiplicativo, deve-se proceder

da seguinte maneira:

[A9h]

1. Localizam-se os polos e zeros da funcao de transferéncia de malha aberta no plano “s”,

(1))

indicando-os com simbolos. Normalmente, usa-se “x” para os polos e “o” para os zeros.

2. Deseja-se determinar o lugar das raizes quando K varia entre seus extremos, zero e infinito.

Nestas condigoes

K — 0 = os pontos sobre o lugar das raizes sao os polos de G(s)H(s)

K — 0o = os pontos sobre o lugar das raizes sao os zeros de G(s)H (s)

Justificam-se tais propriedades levando K até os limites zero e infinito na eq. 2.9:

o1
Il(lin[)?foo = s —p, naeq. 2.9

1
lim — =0 = s — 2z naeq. 2.9
K—oo

Conclui-se, portanto, que os ramos do lugar das raizes comecam nos polos da FTMA

KG(s)H(s) (K =0) e terminam nos zeros de KG(s)H (s) (K = o0) ou no infinito.
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3.

EPUSP

O numero de ramos do lugar das raizes da eq. 2.3 (equagao caracteristica) é igual a ordem

do respectivo polinomio.

Esta propriedade resulta do fato de que o lugar das raizes se inicia nos polos e termina
nos zeros. Se n for o nimero de polos e m for o nimero de zeros , n — m ramos do lugar

das raizes irao terminar no infinito, ao longo de assintotas.

Simetria do lugar das raizes

O lugar das raizes é simétrico com relagao ao eixo real no plano “s”. Isto ocorre pois as

raizes da equacao caracteristica sao complexas conjugadas ou reais.

Outra conseqiiéncia é: sobre o eixo real s existem segmentos do lugar das raizes se a

soma dos nimeros de polos e zeros a direita do segmento for um nimero impar.

Motivo: a contribuicao angular de polos e zeros complexos é nula sobre o eixo real e a
condicao se impoe para satisfazer a eq. 2.10. A fig. 2 ajuda a compreender a contribuicao

nula dos polos complexos conjugados.

Angulos das assintotas do lugar das raizes: comportamento do lugar das raizes quando

|s| — oo

Conforme mencionado na etapa 3 acima, quando n, a ordem do denominador da equacao
caracteristica (nimero de polos) é distinta da ordem do numerador, m, nimero de zeros,
n — m ramos do lugar das raizes irao se aproximar de zeros no infinito, no plano “s”, ao
longo de retas assintotas quando |s| — oo (conseqiiéncia de K — oo). De modo geral,
quando n # m, existirdo (n — m) assintotas cujo angulo em relagao ao eixo real é dado

por

2 1
ngwﬂ', Comq:()’j:l’...,(n_m—l) (31)
n—m

Exemplo: se n =4 e m = 1, de acordo com a eq. 3.1, existirao n —m = 3 assintotas com
angulos

Op=7/3(q=0),6p0=m(g=1)eb;=>51/3(q=2).
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6.
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A propriedade acima pode ser demonstrada lembrando que, caso um ponto de teste seja
selecionado muito longe da origem, isto é, s; — 0o, entao p,, 2, podem ser desprezados

quando comparados a s; e, portanto,

(s+21)(s+ 22)...(s+ 2m)

lim K , n>m
swo0 (S+p1)(s+p2)...(s+ pn)
K
= = K/s~ "™ = (2¢ + )7
Snfm
2 1
;xlstzgp:%, g==£0,1,2,...(n —m —1)
n—m

Interseccao das assintotas com o eixo real (centrdide das assintotas)

O ponto do eixo real onde as assintotas estao centradas ¢ denominado centrdide das

assintotas e é dado por

> polos finitos de G(s)H(s) — > zeros finitos de G(s) H (s)

n—m

o4 (3.2)

Repara-se que o valor o4 resultante da equagao acima é sempre um numero real pois,
dado que os polos e zeros sao reais ou pares de complexos conjugados, as partes imagindrias

da eq. 3.2 irao sempre se cancelar.

Pontos onde o LR encontra o eixo imaginario

Caso existam pontos de encontro entre o LR e o eixo imaginario, estes devem ser de-
terminados pois definem o limite a partir do qual o sistema serd instavel (caso o ganho
K aumente a partir de um certo valor, o LR “salta” para o semiplano direito do plano
complexo). Estes pontos sdo calculados a partir do critério de Routh-Hurwitz, utilizando
o polinomio auxiliar.

Veja-se o exemplo abaixo:

Para que valores de K na eq. caracteristica 1+ KG(s)H(s) = s+ s+ (2+ K)s+2K =0

o lugar das raizes cruza o eixo imaginario?
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53 1 (2+K)

52 1 2K

s'| (24K)2K=2K 0
(2—K)2K

50 oK) 0

Observe a tabela de Routh-Hurwitz, Para que a linha em s' se anule deve-se ter
2—-K=0= K =2

O polinomio auxiliar, com o valor de K obtido acima, fornece as raizes imaginérias pro-

curadas:

P4+2K=0=s+22=0= s = —4 = 5,5 = £2j

8. Ponto de saida ou chegada, separacao ou desdobramento

Caso o LR possua segmentos sobre o eixo real, poderao existir pontos de saida, isto ¢,
pontos nos quais, a medida que K aumenta, o LR deixa o eixo real em direcoes opostas,
adentrando a parte imaginaria do plano complexo, ou pontos de chegada, em que o LR
retorna ao eixo real. Verifica-se que os angulos de saida ou chegada, pela propriedade de
simetria, possuem tangentes igualmente espacadas ao longo de 27 radianos. Pontos de

separagao ocorrem quando ha raizes reais multiplas. A fig. 3 ilustra esta propriedade.
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plano "s" plano "s"

K=0 K=0 K=o K= o0

o

ponto de separagdo ponto de separagao

Figura 3: Ponto de separacao no eixo real

Pontos de desdobramento ocorrem quando houver raizes reais mailtiplas

Para calcular os pontos de saida ou chegada pertencentes ao lugar das raizes de 1 +

KG(s)H(s) = 0 deve-se, em primeiro lugar, escrever uma func¢ao K(s) na forma

(3.3)

M Q)

ou seja, um polinomio em ”s”. Os pontos de desdobramento correspondem a maximos
ou minimos locais da fungdo K(s) e, assim, nesses pontos, a eq. 3.3 deve satisfazer a
seguinte relagao [1]:

dK(s)
d(s)

=0 (3.4)

Para demonstrar a eq. 3.4, reescreve-se a eq. 3.3 como

1+KG(8)H(S)=0=1+K]1\;8 =0
D(s) + KN(s) — 0= D(s)+ KN(s) =0 (3.5)

D(s)
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Um pequeno incremento em K, AK, resulta em

N(s) + (K + AK)D(s) =0 (=)N(s) + KD(s)

L+ AKD(s) 0
N(s)+ KD(s)

Como 1+ KG(s)H(s) = N(s) + KD(s) = 0, ou seja, a equagdo caracteristica original,

que possui raizes repetidas com multiplicidade ¢, entao

D(s) G
N + KD(s)  (s—s)f (3.6)
AK AKC;
b N(s)+ KD(s) 1+ (As) =0= (3.7)
S /-1
(AA[; - _(Ac)i (3.8)

Assim, no limite em que As — 0 na eq. 3.8, obtém-se o resultado desejado.

E importante notar que a condicao dada pela eq. 3.4 é necessdria mas nao suficiente.
Em outras palavras, todas os pontos de saida ou chegada pertencentes ao lugar das raizes
devem satisfazer a eq. 3.4, porém nem todas as solucoes da eq. 3.4 sao pontos de

separacao. Para tal, devem também satisfazer a equacao caracteristica, 2.3.

9. Angulos de saida do LR a partir dos polos e de chegada nos zeros complexos

Nao se pode arbitrar (o popular “chute”) os angulos de saida do LR a partir dos polos
e de chegada nos zeros. Estes angulos sao obtidos por meio de um ponto de teste muito
proximo ao polo ou zero que se esteja analisando. A 1égica que norteia este procedimento
¢é a seguinte: a contribuicao angular de um ponto de teste muito proximo de um pélo ou
zero complexo, para o critério do angulo, eq. 2.10 é irriséria. Com isso, a diferenca entre
7 radianos e a somatoria dos angulos de todos os polos e zeros que nao o que se analisa

fornece o angulo de saida procurado.

Matematicamente, o angulo de saida do lugar das raizes a partir de um polo é dado por

Apy =7 — Z Op, + Z@zi, (3.9)
i=1

r=ly24
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e o angulo de chegada em um zero complexo calcula-se por

£z, :7r+2n:0pr — Xm: 0z,
r=1

i=Lizq

(3.10)

Lembrando que polos e zeros complexos ocorrem aos pares, conclui-se que os angulos de

partida do polo conjugado e de chegada ao zero conjugado sao os negativos dos valores

calculados pelas equagoes 3.9 e 3.10. O diagrama da fig. 4 ilustra o procedimento para o

calculo.
(C]
R,
2 -]
@ _____ Im
g
()
A \p1
(C]
-2 -5 Re Re
[©]
[\ Py
‘%
vetor de partida do LR

Figura 4: Procedimento para o célculo dos angulos de partida dos polos complexos

De acordo com a fig. 4, suponha que se queira determinar os angulos de partida dos polos

complexos py e p3. Assim, utilizando-se a eq. 3.9 e propriedades geométricas (da prépria

figura) tem-se:

(9172 == (eps +9P1) +921 =
0172 =T = (7-‘-/2>_9p1+921 =

0102 = (7T/2 + 921) - epl

e, por simetria, 0,, = —0,,.

12
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10. Determinar outras raizes do RL

Outras raizes da eq. caracteristica que pertencem ao lugar das raizes do sistema em
malha fechada sao determinadas a partir do critério do angulo de fase, eq. 2.10. Assim,
partindo-se da eq. 2.8 e definindo P(s) = KG(s)H (s), para um ponto de teste s; a rela¢ao

angular deve ser vélida. Portanto,

P(s) = KG(s)H(s) = £P(s;) = 2k + 1) (3.11)

11. Ganho K em s = s;

Finalmente, o ganho K; na raiz especifica s; origina-se das equagoes 2.9 ou 2.11, calculada
neste ponto,

1 m ;
_:Hé:1|5+’z’ OU_Kt:
Kt H'r:l |S +p7“ s=s¢

H:«l:1 s+ p/|

= (3.12)
Hizl ’8 + Z'L| s=5¢

4 Aplicacao do método

[lustra-se o método desenvolvido através de um exemplo completo. Considere, para o diagrama
da fig. 1, as seguintes funcoes de transferéncia:

Gls) = s+4

s244s5+5

H(s) zé

Pede-se construir o lugar das raizes para K > 0 e determinar o valor de K para o qual o
coeficiente de amortecimento do sistema a malha fechada seja 0,707, se tal solucao existir.

Solucao

1. Polos e zeros da FTMA

s+4

Pls) = KG&)H(s) = K )
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Os polos sao p; = 0, pag = —2 % j, e 0 zero é z; = —4. Marcam-se estes polos (“x”) e

zeros (“0”) no plano complexo (vide fig. 5).

Im /—\

1 [ x=24) |
angulo de partida de p2 ‘\\ !
>\ _s1=-1./5+0,67] :

assint(@ta para K=+ ©
i
0.5 !
®
®z1 pl
<00
0 & -
a K=+
i
-0.5 o
i
®p3 . i
/’G\éngu o de partida de p3
2 i
_q #»,—'2—1 ;
i i
-5 4 -3 2 -1 0 pe

Figura 5: Passos iniciais para a contrucao do LR

2. Inicio e final do LR (inclui também o item 3 do procedimento descrito)

Ha n = 3 polos e m = 1 zero. Assim, existem 3 ramos do LR, sendo que n —m = 2

iniciam-se nos polos e terminam no infinito.

3. Simetria do lugar das raizes

Sobre o eixo real, s pertencem ao LR segmentos que possuem ntumero impar de polos e

zeros a sua direita. No caso em questao, pertence ao LR. o segmento [0, —4].

4. Angulos das assintotas em relagao ao eixo real.
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Como n —m = 2, existem duas assintotas, cujos angulos sao:

29 +1
0o =7/2(q=0)

5. Centroide das assintotas

Pela eq. 3.2,

o= 0=247-2-5) (=4 _
2

6. Pontos de interseccao com o eixo imagindrio

Escreve-se, inicialmente a eq. caracteristica:

1+ P(s) =5 +4s* + (K +5)s +4K =0

Elabora-se a tabela de Routh-Hurwitz:

53 1 (5+K)
52 4 4K
s | ASHEIZIK _ g 0
O MoK 0

Verifica-se que nao existe valor de K para que a linha correspondente a s?

se anule;
portanto, o LR nao cruza o eixo imaginario. Observe que este era um resultado esperado,

uma vez que o proprio eixo imaginario possui duas assintotas.
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7. Pontos de saida ou chegada no eixo real

Utilizando-se as eq. 3.3 e 3.4, a partir da eq. caracteristica tem-se

s34+ 4s? + bs
s+4
dK (s) (35 +8s+5)(s +4) — (s> + 4s? + 5s) N

K(s) =

ds (s+4)?
dK (s) 3s% + 125% 4+ 8s% 4+ 325 + Bs + 20 — s% — 4s* — bs N

ds (s+4)2
dK (s) 25% 4+ 16s% 4 32s + 20

ds (s+4)2

253 + 1652 4+ 32s + 20
— =0=

dK (s)
=0
ds (s +4)2
§2+ 857+ 325+ 10 =0 = 5, = —5,37 893 = —1,32 40,365

O 1nico ponto possivel para que o LR deixasse o eixo real seria s; = —5, 37; este ponto,
porém, esta fora do lugar das raizes, pela regra da simetria. Portanto, nao existe um ponto

no eixo real a partir do qual o LR caminha para parte imaginaria do plano complexo.

8. Angulos de saida a partir dos polos complexos e de chegada aos zeros complexos

Nao existem zeros complexos, portanto nao hé angulos de chegada. Quanto aos angulos

de saida dos polos complexos, tem-se, pela eq. 3.9, para o polo p, = —2 + 7,

&Apy = 180° — (0, + 6,,) + 0.,
Apy = 180° — (153 + 90) + 27°

£py = —36° = +324°

Por simetria, £p; = 36°. Salienta-se que os angulos 6, e 0., sao obtidos por relacoes

trigonométricas a partir dos valores constantes do grafico.

9. Outras raizes pertencentes ao LR
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10.
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Averigua-se, através do critério do angulo, a presencga de outros raizes sobre o LR. Seja,

por exemplo, o ponto s; = —1,5+ 0,677, Da fig. 5 obtemos:

tand,, = % — 0,45 = 0, ~ 156°
tan#f,, = % — 0,59 = 0, ~ 327°
tan 6, = 2’1(?75;_((__12)) — 3,34 =0, ~73°
tanf,, = % —0.27 = 6, ~ 15°

Assim,

LP(8)|s=s; = £21 — (£p1 + £Lps + £Lps) =

LP(8)]smsy = 15 — (156 + 327 + 73) = —541°

Pelo critério do angulo, deveriamos ter ZP(s) = +180°, +540°, .... O valor encontrado
atende a essas exigéncias e, portanto, s; € LR. Por simetria, sy = —1,5 — 0,675 também
pertence ao LR. Com isso, pode-se esbogar o grafico do LR para esta fungao, conforme

mostra-se na fig. 6.

Determinacao de K para o qual ( = 0,707

Sabe-se que um pdlo que possua angulo de fase de 135° representa polos cujo coeficiente
de amortecimento é 0,70 pois —cos 1135° = 0,707. Busca-se tais polos tracando-se o
vetor que sai da origem do plano complexo e atinge o LR com um angulo de 135, se tal

local existir.

Efetuando-se a operagao acima, verifica-se que o polo s; = —1 + j atende as condi¢oes
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Figura 6: Esboco do LR para o exemplo

estabelecidas. Para este polo, calcula-se o valor de K através de

! |51 + 4] | —1+j+4]
gl =124 =1
K1:| + .| fJH \
| =3+l
3,16

Pl A142x 223 %1

Finalmente, verifica-se que, para K = 1, os demais polos da FTMF situam-se em sy =
—1 —j (o complexo conjugado de s1) e s3 = —2 (diretamente sobre o eixo real). Todos
esses polos, como esperado, pertencem ao LR. Estes pontos estao assinalados com [] no

grafico da fig. 6.
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