Equacao de Laplace



Introducao

A equacdo de Laplace Au = 0 aparece com frequéncia nas ciéncias
aplicadas, particularmente no estudo de fené6menos estacionarios
(independente do tempo), e suas solugdes levam o nome de
fun¢des harmdnicas. Por exemplo,

» Suponha que o fluxo seja irrotacional (sem redemoinhos) de
modo que rotvV = 0 numa regido simplesmente conexa, onde
vV = V(x,y, z) é a velocidade na posi¢do (x, y, z), assumido
independente do tempo. Dai vV = V¢ para alguma funcdo ¢
(chamada potencial de velocidade). Suponha que o fluido seja
incompressivel (por exemplo, dgua) e sem fontes ou
sumidouros, entdo div vV = 0. Portanto,

A¢p =div(Ve) =divv =0,

que é a equacdo de Laplace.



> A temperatura de um corpo homogéneo e isotrépico em
condicoes de equilibrio é harmonica e neste caso a equacdo de
Laplace constitui a contraparte estaciondria (independente do
tempo) da equagdo de difusdo.

» Seja a fung¢do f = u + iv analitica num dominio do plano
complexo. Entdo, em todo ponto do dominio valem as
equacgdes de Cauchy-Riemmann:

Ux = Vy, Uy = —Vx,
e, portanto,

Uxx = Vxy, Uyy = —Vxy.

Assim, Au = 0 em todos os pontos do dominio. Analogo para
v, onde A é o operador laplaciano em dimensdo dois.



A versao ndo homogénea da equagdo de Laplace
Au=f,

para uma funcdo f dada, é chamada equacdo de Poisson e
desempenha um papel importante na teoria de campos
conservativos (elétrico, magnético, gravitacional e outros) onde o
campo vetorial é um gradiente de um potencial.

Por exemplo, em eletrostatica, pela equacdes de Maxwell,
rotE =0 e divE = 4p

onde E é o campo elétrico gerado por uma distribuicao de cargas
em uma regido Q de R3 e p é a densidade de carga. A primeira
equacdo diz que E= —V¢ para alguma funcdo escalar ¢
(chamada de potencial elétrico). Portanto,

Au = div(V¢) = —divE = —4mp,

a qual é uma equagdo de Poisson com f = —47p. Se n3o houver
carga em w, entdo p = 0 e portanto u é uma fungdo harmonica
naquela regido.



O problema matematico basico ¢ resolver a equacio de Laplace ou
Poisson em um determinado dominio D com uma condi¢3o na
fronteria 0D de D:

» O problema de Dirichlet. Dada uma funcdo continua
h: 0D — R, determinar uma funcdo u : D — R satisfazendo
Au=f em D,
u = h sobre 9D.

» O problema de Neumann. Dada uma funcdo continua
h: 9D — R, determinar uma funcdo v : D — R satisfazendo

Au=f em D,
@ = h sobre OD.
on

» O problema com condicdo de Robin. Dadas uma funcao
continua h: 3D — R e constante a, determinar uma funcao
u: D — R satisfazendo

Au=f em D,

@ + au = h sobre 0D.
on



Exemplo. Considere o movimento browniano em um recipiente D.
Isso significa que as particulas dentro de D movem-se
aleatoriamente até atingirem a fronteira de D, quando param.
Divida a fronteira de D arbitrariamente em duas partes, C; e G.
Seja u(x, y,z) a probabilidade de que uma particula que comeca
no ponto (x,y, z) pare em algum ponto de C;. Entdo pode-se
deduzir que

Au=0 emD
u =1 sobre C; e u=0 sobre G.

Assim, u é a solucdo de um problema de Dirichlet.



Principio do Maximo

Teorema 1 (Principio do Maximo). Seja D um conjunto aberto
limitado conexo (em R2 ou R3). Seja u uma fung3o continua em
D = DU D e harménica em D. Entdo os valores maximo e
minimo de u sdo atingidos na fronteira 9D de D e em nenhum
ponto de D, a menos que u seja constante.

A ideia do principio do maximo em dimens3o 2 é a seguinte: em
um ponto de maximo (xg, yo) no interior de D, se houvesse,
terfamos . (x0, ¥0) < 0 e uyy(x0, ¥0) < 0 (teste de derivada
segunda). Assim, ux(Xo, Yo) + tyy(x0, ¥0) < 0. Se no ponto ponto
de maximo tivéssemos uyx(Xo, yo) < 0 ou uy,(xo, yo) < 0, teriamos

0 = Au(xo, ¥0) = txx(x0, ¥0) + tyy(x0,¥0) <0

o que é uma contradicdo. No entanto, como é possivel que
Uxx = 0 = uy, em um ponto maximo, temos que trabalhar um
pouco mais para conseguir uma prova.



Demonstracdo (em dimensdo 2). Dado € > 0, Defina a fungdo

v(x.y) = ulx,y) +e(x* +y?), (x,y) €D.
Assim,
Av=Au+eA(x*+y?)=0+4e>0 em D. (1)

Como v é continuaem De D=DUOD é compacto, v assume
maximo e minimo em D. Se o maximo de v é atingindo em um
ponto interior (xp, o) € D, entdo Av(xo, yp) < 0, contradizendo
(1). Assim, o méximo de v é atingido em dD. Dai, para todo
(x,y) € D, temos

u(x,y) < v(x,y) < v(x0, ) = u(x0, ¥0) +e(E+y3) < max utel?,

onde L é a maior distancia de 9D a origem.



Como isso é verdade para qualquer € > 0, temos

u(x,y) < max u, V(x,y) € D.

Agora este maximo € atingido em algum ponto (xp, ym) € 9D.
Ent3o

U(va) < U(XI\/MYM) V(Xay) € D7
como queriamos mostrar.
A prova da existéncia de um ponto minimo é similar. A auséncia
de tais pontos no interior de D serad provada posteriormente.



Unicidade do Problema de Dirichlet

Para provar a unicidade, suponha que u e v satisfazem

Au=fem D, u= hsobredD

Av=fem D, v = hsobredD.
Entdo w = u — v satisfaz
Aw=0em D, w =0 sobre 0D.
Pelo principio do maximo,
O:r‘giang W(x)grg%xu:& VxeD.

Portanto, w = 0 e, portanto, u = v.



Invariancia em dimensao 2

O operador laplaciano é invariante por movimentos rigidos. Um
movimento rigido no plano consiste de translagdes e rotacdes.

e Uma translacdo no plano é uma transformacio
xX'=x+a y =y+b.
Como
Uxx + Uyy = Usrxr + Uyryr,
isto prova a invariancia por translac3o.
e Uma rotacao no plano de angulo o é dada por
x' = xcosa + ysina y' = —xsina + y cosa.

Pela regra da cadeia,

8X’+ oy’ .

Uy = Uy —— + Uy —— = COS Qtllyr — SiN Qe

T Ox Y Ox x Y
ox’'

Y .
Uy, = Uy — + Uy —— = sin U, + COS U,
Y X@y Y Ox X Y



Novamente pela regra da cadeia,

Uxx

Uyy =

ox' ) oy’
COS Qullyr — SiN ey )y 5 + (cos auuyr — sin auuyr )y ——
X X

COS Qullys — Sin Qullyr ) COS o — (COS el — Sin aulyr) 7 SiN

/ 8 /
(sinauy + cosauyr), ——
Yy

Sin Uy + COS ey ) Sin @ + (Sin atlyr + cos auyr )y COS v

= (

= (

= (oS Uy — Sin Quiyryr) COS v — (COS Culiyr,r — SiN @ty ryr ) SiN o
(sinauy 4 cos auy )y

= (

= (

SiN Uy + COS Qullyryr) Sin o+ (Sin ety + COS Culyry 1) COS

Somando, obtemos

2

2 -
Ugx + Uyy = (Uyxr + tyryr)(€OS™ a0 + SiN“ @) = Uyrr + Uy

Comentdrio. Nas ciéncias fisicas, o laplaciano é um modelo para
situacdes fisicas homogéneas (todas as posi¢des sdo equivalentes) e
isotrépicas (todas as direcdes sdo equivalentes).



Laplaciano em coordenadas polares

Considere o operador laplaciano em coordenadas cartesianas (x, y):

0? 0?
A=—+—
Ox? + Oy?
A transformacio
x = rcosf y =rsinf

tem matriz jacobiana

ox ox

ax,y) or 06 ([ cosf —rsinf

o(r,0) dy dy ~ \_sinf  rcos®
ar 06

Pela regra da cadeia, temos



9 oo o
Ox  Ordx 00 0x
o _oor 00
dy Ordy 000y

que matricialmente se escreve como

A 2 AV t
85( — X X % — |: a(rv 6) :|
o ar 09 9 d(x,y)

y dy Oy 00

Sabemos que

0r.0) _ [a<x,y)]1 _ ( Gno cond )

r r




Assim,

0 sinf
x| cos -
5 - . cos
@ sinf p
ou seja,
0 0 sinf 0
ox V9 T
0 . 0 cosf 0
@ = sin 95 + ;a0
Assim,

P _ 0 (ON_ 9 ( 0 sinfd
ox2 _ox\ox) ox \Yar T T o0

:c0596<c0598 smG 8> sm@

0 or r 060 r 00
B 6872_2sm<9c059 9?2 +sm 9872
= cos’ or? r orob r2 062

sin9cos€2+ sin2e9g
r2 00 r Or

w (



P9 (ON_ 0 (4,0 estd
dy2 Oy \dy ) Oy or r 00

= sin 0% <sin GQ + c0598> + —Coseg <sin 02 +

0 or r 00 r 00
B _20872+2sin9cost9 0? +c0529(972
o Yo r orob r2 962

B sin9cos€2 cos292

+
r2 00 r or
Somando estes dois operadores, obtemos,

02 02 2 10 1 92

Azi _ = —F= _— _
Ox? + oy?  0r? + ror + r2 062

or

cosHﬁ

r 060

)



Vamos usar a expressao do laplaciano em coordenadas polares para
determinar as fun¢bes harmonicas no plano que sdo
rotacionalmente invariantes (fungdes radiais). Isso significa que
usamos coordenadas polares (r,6) e procuramos solugdes
dependendo apenas de r. Por (2),

1
0= uwx + Uyy = Urr + Fura

ou equivalentemente,
(ruy)r =0,

a qual é uma edo cuja resolucdo por primitivacdo tem solucio geral
u=clnr+eo=q In(x2 —1—)/2)1/2 + o.

onde ¢ e ¢ sao constantes arbitrdrias.



Invariancia em dimensao 3
Uma rotacio em dimensdo 3 é dada por X’ = BX, onde
X' = (x1, %5, x4)t, X = (x1,x2, x3)" e B é uma matriz ortogonal
(B*B = BB =1). O laplaciano é

3 3
Au = E Uy, = g Ojjlx;x;
i=1

ij=1
onde §jj =1sei=jed;=0sei+#j Assim,

3 3 3 3
Bu= D | 2 budiyy | gy = D Suatiog = Dt
k=1 \ij=1 k=1 k=1
pois
3 3
t
> buidiiby =Y biibi = (BB') = -
ij=1 i=1
Portanto,

Uxixp T Uxgxy T Uxgxg = Uxtxt + Uxsxs + gt -



Laplaciano em coordenadas esféricas

r=Vx2+y2 422 =/s2 422

s=Vx2+y?

e X = SCOS ¢

y =ssin¢

| z = rcosf
s=rsinf

O célculo direto do laplaciano em coordenadas esféricas é longo.
Por isto seguimos outro caminho usando a expressao do laplaciano
em duas varidveis em termos das coordenadas polares.



A cadeia de varidveis é

(x,y,2) = (s,0,2) = (r,0,9).

Pelo célculo do laplaciano em dimens3o dois, temos
1 1
Uzz + Uss = Uy + ;Ur + rju99> (3)

1 1
Ugx + Uy = Uss + SUs + 22 Yoo (4)
Somando as duas equac¢des e cancelando ug, obtemos
Au = Uy + Uy + Uy
B 1 1 1 1
= Uy + ;Ur + EUGQ + gUS + ?IJ¢¢

Precisamos expressar us em coordenandas esféricas. Pela regra da
cadeia,

. 8+u80+u8¢5_u8r 90
s T Urgs TH0Gs TG T Uras T W s

pois em (4) mantemos z fixo e tomamos s e ¢ como varidveis
independentes, de modo que 8¢> =



De

0 = arctan(s/z),

segue que
00 B 1 1 z _cosf
Js 1+(s/2)2z z2+s2  r
Como
r = i
sin@’
temos
00 0
or sin0—scos€a— sin9—scos€cos
s .
el = =sinf
Os sin’ @ sin’ @
Substituindo,
) cos
us = sinfu, + Ug
e portanto
1 cos @ 1 cot
—Us = —Ur+———Up=—U iy
s T 2sing 0 T Fr 2 0



Portanto,
2 1 cot 6 1
Au:urr+7ur+72UQe+7Lw+mU¢¢- (5)

Vamos procurar as fungdes harmdnicas especiais em trés dimensoes
que ndo mudam com as rotagdes, ou seja, que dependem apenas
de r. Por (5), elas satisfazem a edo:

2
0=u,y+ —u,.
r
Assim,
2
(rfuy), =0,
cuja solugdo geral é

1
u=ca-to=al’+y’ + 2272 4 o,



Retangulos e Cubos

Exemplo 1. Dado um retangulo
D={(x,y)|0<x<a0<y<b}

e as fungbes g, h: [0,a] = R e j, k: [0, b] — R, determinar a
solucdo do problema de valor de fronteira:

Au = uy +u, =0, emD,
uy(x,0) + u(x,0) = h(x), u(x,b) =g(x), 0<x<a,
u(0,y) =Jj(y), ux(a,y) =k(y), 0<y<b.

Solucdo. Se denotarmos a solu¢do u com dados de fonteira

(g, h,j, k), entdo u = uy + up + u3 + ua, onde u; tem condigdo de
fronteira (g,0,0,0), uy tem condi¢do de fronteira (0, h,0,0), u3
tem condi¢do de fronteira (0,0, /,0) e us tem condigdo de fronteira
(0,0,0, k). Vamos determinar u; para exemplificar o método e a
determinacdo de up, u3z e uy é deixada como exercicio.



Vamos encontrar a solucdo de

Au= uy +u,, =0, emD,
uy(x,0) 4+ u(x,0) =0, u(x,b) = g(x)
u(0,y) =0, ux(a,y) =0, 0<y<h.

Para tanto, usaremos o método da separacdo de varidveis.
Escrevendo u(x,y) = X(x)Y(y), obtemos

X// Y//
L+ =o.
XY

Portanto existe uma constante A tal que

. X"+AX=0,0<x<a . Y'—AY =0,0<y<b
“{ X(0) = X'(a) = 0 (){Y'(0>+v(0)=o



O problema (x) foi motivo de estudo no Exercicio 3 da Lista 6. As
solucdes sdo

1\? 72
B:%:)\n:<n+2> ? (n:0,1,2,...) (6)

(n+ 3)mx

Xo(x) = si
(x) = sin p

(7)
Para cada A = 32, a solucdo geral da edo do problema (xx) é
Y(y) = Acosh B,y + Bsinh 8,y.

Logo 0 = Y’(0) + Y(0) = BB, + A. Como A e B s3o varidveis
livres e satisfazem somente uma equacdo, o grau de liberdade é 1.
Assim, fazendo sem perda de generalidade B = —1, obtemos

A = (3, e, portanto,

Y()/) = Bncosh Bny —sinh B,y. (8)



Portanto,

u(x,y) = ZA,, sin Bnx(Bn cosh Bpy — sinh B,y)

n=0

é uma fungdo harmoncia no retdngulo D que satisfaz as trés
condicBes de fronteira homogéneas. Resta a condicdo de fronteira
u(x, b) = g(x), 0 < x < a, a qual requer que

g(x) = Z An(Bncosh Sp,b — sinh B,b) sin Bpx

n=0

para todo 0 < x < a. Portanto, as quantidades
An(Bn cosh 5,b — sinh B,b)) devem ser os coeficientes na série de
Fourier de senos de periodo 2a para g e sao dadas por

2 1 [P
A,,:g(ﬁncoshﬁnb—sinhﬁnb))f / g(x) sin Bpxdx

paran=0,1,2,....



Exemplo 2. Use o método de separacdo de varidveis para uma
caixa retangularem R3 (0 < x < a2,0<y < b, 0 < z < ¢) com
condicBes de fronteira na seis faces. Vamos considerar o problema
de Dirichlet:

Au = Uy + Uy + U, =0, em D,
D={(x,y,2) | 0<x<m0<y<mm0<z<m},
u(0,y,z) = u(x,0,z) = u(x,m, z) = u(x,y,0) = u(x,y,7) =0,
u(m,y,z) =gy, z).

Solucdo. Para resolver este problema separamos as varidveis da

forma e usamos as cinco condi¢Ges de fronteira homogéneas para
obter

u(x,y,z) = X(x)Y(y)Z(z) =0, ~ t~w+t—==0
X(0)=Y(0)=2(0)=Y(r)=Z(r)=0.



Cada quociente X" /X, Y)Y, Z"/Z é constante. As condicdes de
Dirichlet Y(0) = Z(0) = Y(7) = Z(w) = 0 implicam
Y(y) =sin(my) e Z(z) = sin(nz),
para m,n=1,2 .... Dali,
X// Y// Z// X// 9 5

=Xty tz=x"—m""

ou seja
X" = (m?+ n)X,

com condi¢do de fronteira X(0) = 0. Portanto,

X(x) = Asinh ( (m? + n2)x> .

A funcao

u(x,y,z Z Z Apmn sinh <\/mx> sin(my) sin(nz)

n=1 m=1
(9)
é harmonica em D e satisfaz as cinco condi¢cdes de fronteira
homogéneas. Impondo a condicdo de fronteira ndo homogénea em



gly,z) = i i Amn sinh ( (m?+ n2)7r> sin(my) sin(nz)

n=1 m=1

Esta é uma série dupla de Fourier de senos nas varidveis y e z e
sua teoria € semelhante ao da série simples de Fourier. De fato, as
autofungdes {sin(my)sin(nz)} sdo mutuamente ortogonais no
quadrado {(y,z) |0 <y < 7,0 < z < 7} (ver lista de exercicios).
As constantes de normalizacdo das autofuncdes sdo

T T 2
/ / sin?(my) sin®(nz)dydz = T
o Jo 4

Portanto,

4 [ . .
Amn = 2 snh(V(mE T ) m) /0 /0 g(y, z)sin(my) sm(nz)d(ydz).
10

Portanto, a solucdo do Exemplo 2 é expressa como a série dupla
infinita (9) com coeficientes A, dados por (10).




Problema de Dirichlet no Disco - Férmula de Poisson

Sejam B,(0) C R? uma bola aberta de centro (0,0) e raio a >0 e
h € C(0B,(0)) uma fun¢do dada, onde 9B,(0) denota a fronteira

de B,(0), determinar a fungdo u € C?(B,(0)) N C(B,(0)) solugio
do problema de Dirichlet para a equacao de Laplace

Uxx(Xay) + Uyy(Xv)/) =0, (Xay) € Ba(o)
(P) { u(x,y) = h(x,y), (x.y) € OBs(0)



Solugdo. A simetria de B,(0) sugere a mudan¢a de coordenadas
polares
x=rcosf y=rsinf

U(r,8) = u(rcosb, rsinf)
H(#) = h(acosf, asinf).

Escrevendo o laplaciano em coordenadas polares, temos
1 1
Ur+=-Ur+ 5Up=0, 0<r<a 0<6<2m,
r r

com a condi¢do de Dirichlet

U(a,0) = H(6), 0<6<2r.



Como a solugdo u é continua no disco (fechado), U e H séo
continuas em [0, a] x [0, 27] e [0, 27], resp., e também periddicas
de periodo 27 em relacdo a 6.

Aplicando o método de separacdo de varidveis, vamos procurar
solugbes da forma

U(r,0) = R(r)O(6).

Substituindo na equacdo de Laplace, encontramos

R'(1B(0) + T R(1O(0) + HR(E"(6) =0

ou seja,
_r2R”(2(—l—)rR’(r) = %N((;)) = —)\ (constante).
Assim obtém-se duas edo
r’R"(r) + rR'(r) — AR(r) = 0 (11)
e o problema de autovalor
0"(0) +10(0) =0 (12)

0(0) = ©(27) (13)



A EDO (12) s6 tem solugdo ndo nula se A > 0 (verifique).

Para A =0, a solugdo é ©(f) = A, onde A é uma constante
arbitraria.

Para A > 0, a solugdo geral de da EDO (12) é
O(#) = Acos VNG + Bsin V6.

A periodicidade 27 de © implica que A = n?, (n =1,2,...).



Para n =0, a equagdo EDO (11) tem solugdo geral
R(r)=clnr+ c.

Como R deve ser limitada, excluimos In r, e isso implica ¢; = 0.

Para n > 0, a equagdo (11) é do tipo Euler com solu¢des da forma
R(r) = r® Como X\ = n?, temos

ala —1)r* + ar® — n?r®* = 0.
Portanto, o = £n. Assim, a solu¢do geral
R(r)=cir "+ cor".

n

Como R deve ser limitada, excluimos r~", e isso implica ¢; = 0.



Assim, encontramos os infinitos harmoénicos elementares
r"(Apcosnf + Bsinnf) n=0,1,2,...

com A, e B, constantes quaisquer, que sobrepondo-os (a equagdo
de Laplace é linear) obtemos o candidato natural a solugdo:

U(r,8) = Ao —i—Zr”(A,,cosnG—i— B, sin nf). (14)
n=1

Os coeficientes A, e B,, devem ser escolhidos de modo a satisfazer
a condicdo no limite

Lim U0 =HE).  Yecpar. (1)



Caso 1: H € CL(]0,27]). Neste caso, pelo teorema da
convergéncia uniformemente da série de Fourier, temos

H(¢) = % +Za”(ancosn¢+6nsin ne). (16)
n=1
Assim,

27
a,,:/ H(¢)cosnpdp (n=0,1,2,...) (17)
0

ﬁn:/ﬂH(qb)sinnqbdgb (n=1,2,...) (18)
0



A identidade (15) é portanto satisfeita se escolhermos

g Qn Bn
AO = An = ~n° n = -n

a a

Portanto, substituimos esses valores de Ag, A, B, em (14) e
reorganizamos os termos adequadamente; para r < a obtemos:

o

u(r,0) = % + Z r"(aep cos n + 3 sin nb)

1 2w
=5 H(¢ d¢+z / @)[cos n¢ cos nf + sin n¢ sin nf]d ¢




A integracdo termo a termo é justificada pela convergéncia
uniforme da série. Observamos também que, para r < a, a série na
ultima integral converge uniformemente juntamente com as
derivadas de qualquer ordem, de modo que n3o ha problema em
diferenciar primeiro sob o sinal de integral e depois termo a termo.
Como é uma série de fungdes harmdnicas, U(r, ) também é
harménico para r < a (e também C*(B,)).



Para calcular a soma desta ultima série, observamos que

1+ 22 ( > cosn(f —¢) =1+ Z ( >n [ei"(e_‘z’) + e_""(a_‘z’)}

ge’(g ¢) gef’.(ef(ﬁ)
=1+ 1 — Lei(6—9) T Le=i(0-0)
22

T 2+ 12— 2arcos(0 — ¢)’

Substituindo esta expresdo na férmula de U(r, 6) obtemos

B a2 o r2 2 H(¢)
U(r.0) =~ /O 2T 2arcos(l9) do|  (19)

conhecida como a férmula de Poisson.



A férmula de Poisson pode ser escrita de forma mais geométrica
como segue. Escrevemos X = (x, y) para um ponto no interior da
bola B,(0) com coordenadas polares (r,0) e X’ = (x,y’) para um
ponto na fronteira 9B,(0) da bola com coordenadas polares (a, ¢),
ou seja,

X = (rcosb, rsinf), X' = (acos ¢, asin ).

A origem O e os pontos X e X’ formam um tridngulo de lados
r=1X|, a=|X| e [X — X’| (Figura 1). Assim,

|X = X'|? = (rcos® — acos ¢)? + (rsinf — asin ¢)?
= r? + a® — 2ar(cos f cos ¢ + sin fsin ¢)
= r? 4 a%> — 2ar cos(f — ¢),

que é a lei dos cossenos.



Figure: 1.

X/



Usando isso e a definicdo de integral de linha de uma func¢ao

escalar, obtemos

2o H(¢)

U0 =55 [ e %
- 32 . r2 27 H(¢)

~ 27ma /0 a% 4 r2 —2arcos(f — o) 0

a —|(x,¥)P h(x',y")
= T A5 - RV 2ds
2ma 9B.(0) |(X7Y) - (X Y )|

Portanto a formula de Poisson assume a forma alternativa

f—wyw/‘ h(x'sy)
PR v £ AN ! ds 20
oma Joso 100y) — B )

U(va) =

para todo (x, y) € B,(0).



Observacao.

O principio de maximo garante que (20) é a unica solugdo do
problema de Dirichlet (P). Em particular, como u(x) =1é a
solucdo do problema de Dirichlet com dado h = 1, deduzimos a
férmula

> — |(x.y)

2 [ 1
ds. 21
oma s [0y) — ()P (21)

1=



Caso 2: H € C([0,27]) ou seja h € C(0B,(0)). Mostramos que
((14), ou alternativamente (20), é a solugdo do problema (P) sob
a hipétese adicional de que H(#) = h(acosf, asinf) tinha
derivadas continuas. Mesmo que h seja apenas continua, a férmula
(20) faz todo o sentido e define uma fun¢do harménica em B,(0)
(e também da classe C*>°B,(0)). Resta provar que

lim  u(x,y) = h(x0,y0), V(x0,%) € 9Ba(0).  (22)

(x.y)=(x0.0)



Seja (xo,y0) € 9B1(0) e ¢ > 0. Como h € C(9B,(0)), dado € > 0,
existe § > 0 e um arco de circunferéncia 'y = Bs(xo, yo) N 9B4(0)
tal que

(Xay)e r5:> |h(X7}/)_h(X07}/0)‘ < €. (23)
Usando (21), temos

ds

a® — |(x,y)? / h(x',y") — h(xo, yo)

2ma 08,0y 106y) — (X', ¥)I?

— ‘92 - ‘(X7y)‘2 / h(Xlay/) - h(X07)/0)
2ma r, 16y) = (< y)I2

a® — |(x, y)P h(x',y") — h(xo, y0)
+ /7 1|2
2ra aB,o)\r5 (%, y) = (x,y')]

u(x,y) — h(xo0, yo) =

ds

ds

=1+l

Sendo |u(x,y) — h(xo, y0)| < |I| + |I1], basta mostrar que |/| <€
em que |/l| — 0 quando (x,y) — (X0, ¥0)-



Por (23) e (21), temos

2 2 h(x'.v') — h
) < Z=1CenIE [ 1A y) /(Xo;yg)\ds
2ma o 16y) = ()]
Bt | 1
2ma 0B,(0) |(X7Y) - (ley/)‘Z

ds

=e.
Se (x,y) — (x0,¥0) e (X', ¥') € 9B,(0) \ T's, entdo
@ —|(xy)?P=0 e |(xy)— (¥ =6/2

e assim,

2 _ 2 AN
1| < a|()(’y)|/ (', ") = h(x0, yo)l ;.
OB,(O)\Ts

2ma ’(X,y)—(X’,y’)P
(& — (. )?) = 0.

4 max |h|
<



Em resumo, temos o seguinte resultado:

Teorema 2. Se h € C(9B,(0)), entdo a férmula de Poisson (25)
ou (20) fornece a dnica fungdo harménica em B,(0) para a qual

lim u(x,y) = h(xo, ¥0), V(x0,y0) € 0B,(0). (24)

(%)= (x0.0)

Isto significa que u(x,y) dada por (25) ou (20) é uma fungido
continua em B,(0) = B,(0) N 9B,(0).




A extensdo da féormula de Poisson em dimens3ao n > 2 e em bolas

centradas em um ponto P é: Se B,(P) C R" e h € C(9B,s(P)), a
solu¢ao do problema de Dirichlet

Au=0 em B,(P)
u=nh sobre 9B,(P)

é dada por

2 —|X — PP / h(X")
uX)=>--—-"-_"1 (s, 25
( ) wpa aBa(P) ‘X _ X/|n ( )

para todo X € B,(P), wp é a drea da superficie da esfera unitdria
em R"; em particular, wy = 27 e w3 = 47



Consequéncias da férmula de Poisson

Teorema 3 (Propriedade da Média). Seja v uma fungdo
harmdnica em Q C R?. Ent3o para cada bola B,(P), com raio a e
centro P, tal que B,(P) CC Q, sdo vélidas as férmulas

u(P) = = u(X')ds (26)
2ma Jop,(P)
u(P) = % / PRGOS (27)

A férmula (26) diz que o valor de u no centro de B,(P) ¢ igual a
média de u sobre a circunferéncia 0B,(P).

E a férmula (27) diz que o valor de u no centro de B,(P) é igual a
média de u sobre a bola B,(P).



Demonstracdo. Fazendo X = P na férmula de Poisson (25) para
n = 2, obtemos
a u(X")

P)=— ——d
u(P) 27a aBa(P)’P—X')’2 °

2 /
2ra aga(p) a

1
N u(X")ds.
2ma JoB,(P)

Portanto, obtemos a férmula da média (26)

1
P)=_—— X')d
UP) = 5 [y 4O




Para provar a férmula da média (27), dado 0 < r < a, pela
férmula da média (26)

1 27
u(P) = 1 u(X)ds = — u(p1+rcos b, po+rsin0)rdo.
27r (95,(/3) 27r 0

Multiplicando essa equag¢do por r e integrando em r no intervalo
(0, a), obtemos

32 1 a 27
u(P)= = = / u(p1 + acos@, px + asin6)rdd | dr
2 27'(' 0 0
1
= — u(X")dX'.
21 JB,(P)
Portanto,




A extens3o da férmula da média para dimensdo n > 2 é dada pelo
seguinte teorema.

Teorema 4 (Propriedade da Média). Seja u uma fungdo
harménica em Q C R". Entdo para cada bola B,;(P), com raio a e
centro P, tal que B,(P) CC (, sdo vilidas as férmulas

1
u(P) = / u(X"ds 28
(P) = gt gy 1) (28)

]‘ ! /
u(P) = /B . u(X")dX (29)

wpa"



Muito mais significativo é a reciproca da Propriedada da Média.

Dizemos que uma func¢do continua u satisfaz a propriedade de
média em  se (28) ou (29) vale para toda bola B,(x) CC Q.

Teorema 5. Seja u € C(Q2). Se u satisfaz propriedade média,
entdo u € C*°(R) e é harmdnica em Q.

Para a prova deste teorema vamos precisar do seguinte principio do
maximo forte.



Teorema 6 (Principio do Maximo). Seja Q2 C R” um conjunto
aberto e conexo. Se u € C(Q) satisfaz a propriedade da média em
Q2 e P €Q éum ponto extremo (mdximo ou minimo) global de v,

entdo u é constante. Em particular, se Q é limitado e u € C(Q) é
ndo constante, entdo, para todo X € Q,

u(X) <maxu e wu(X)>minu.
oQ o0



Demonstracdo. Suponha que u assuma valor maximo M num
ponto P interior de D, isto é,

M=u(P)>u(Y), VYeD.

Vamos mostrar que u = M em D. Seja @ um ponto outro
qualquer de D. Como D é conexo, é sempre possivel determinar
uma sequéncia finita de bolas B(X;) cc D, j =0,..., N, tal que

Xj € B(Xj_1), paraj=1,...,N,
Xo =P, Xy = Q.



Pela propriedade da média (27),

u( Y)dY.

Suponha que exista Z € B(P) tal que u(Z) < M. Tomando uma
bola B,(Z) C B(P) podemos escrever

- u(Y)dY (30)




Usando a propriedade da média (27),

[,y M8 = u2)BAD) < MB(2). 6D
L (Z
Como u(Y) < M para qualquer Y € D, por (30) e (31), temos

/ u(Y)dY+/ u(Y)dY
B(P)\B/(2) [(2)

1
< [B(PY| [MIB(P)\ B/(Z)| + M|B.(Z)|] = M,

1
~ [B(P)]

o que é impossivel. Portanto, u = M em B(P). Em particular,
U(Xl) =M.



Repetindo o raciocinio, obtemos que u = M em B(X1) e, em
particular, em u(Xz2) = M. lterando o procedimento, deduzimos
que u = M também em Xy = Q. Como Q é um ponto arbitrario
de D, concluimos que u = M em todo D.

Corolario (Principio do méximo forte). Seja D C R” um conjunto
aberto limitado conexo. Seja u uma fun¢do continua em

D = DUOD e harmdnica em D. Ent3o os valores maximo e
minimo de u sdo atingidos na fronteira 9D de D e em nenhum
ponto de D, a menos que u seja constante.



Demonstracdo do Teorema 5.

Primeiramente observamos que se duas fun¢des possuem a
propriedade média em um dominio €2, entdo sua diferenca também
possui a mesma propriedade. Agora seja u € C(f2) com a
propriedade média e considere uma bola B CC Q. Seja v a
solucdo do problema

Av=0em B, v = u sobre dB.

Pelo Teorema 2, v € C*°(B) N C(B) e sendo harmdnica tem a
propriedade média em B. Entdo a fungdo w = v — u também tem
a propriedade média em B e portanto assume maximo e minimo
em B. Como w = 0 em 0B concluimos que u = v e portanto

u € C>®(B) e é harmdnica. Como B CC 2 € arbitrdria a prova
termina.



Desigualdade de Harnack e teorema de Liouville
Das férmulas de Poisson e média obtemos outro principio maximo,
conhecida como desigualdade de Harnack.

Teorema 7 (Desigualdade de Harnack). Seja v uma fungio
harménica e ndo negativa em Bg = Br(0) C R". Ent&o, para todo
X e BR,
R™2(R —|X]) R™2(R +|X])
—————"u(0) < u(X) < ————~—"u(0)
(R+[X[)"* (R—Ixpt

Demonstracdo. Pela férmula de Poisson

R? — | X|? u(X")
X) = d
u(X) wnR /aBR XT =X

Observamos que
R—IX] = [X'| = [X] < |X' = X| < [X| +|X] = R+ [X|

e que
R? —|X|> = (R = [X])(R + |X]).



Assim,

u(X) = R IXP / u(x’) ds
R oy PO =X

_ (R=IX(R+IX) / u(X’)
wpR 9Br |X’—X|”

- (R=IX)(R+1X) / u(X’)
wnR o8 (R—|X])"

(R+IX) 1 ,
= R—IXI)" TwaR /aBR u(X)ds
R2(R+|X]) 1 ,

e e ITCOL

_R™2(R4|X])

BRGE

ds

ds




Analogamente,

U(X) — R2 — ‘X‘z /a U(X/) ds

ds

wnR Br | X! — X|n
_ (R=IXP(R+1X]) / u(X’) ds
wpR 9Br |X'—X|”
< (R—[X)(R+|X]) / u(X’)
- wpR o8 (R+X])"

_ (R B |X|) 1 /

~(R+IXD)wiR /33R (X}
R2R-IX]) 1 ,

=R KT G g, 1)

_RR- X))

~ Ry O




A desigualdade de Harnack tem uma consequéncia importante:
dnicas fungdes harmdnicas em R”, limitadas inferiormente (ou
superiormente), sdo as constantes.

Corolario (Teorema de Lioville). Se u é harménica em R” e
u(X) > K, entdo u é constante.

Demonstracdo. A funcdo w = u — K é harmdnica em R" e ndo
negativa. Fixamos X € R" e escolhemos R > | X|. A desigualdade
de Harnack da

R2(R —|X])

Rixp VO =wX) < R™(R 4 1X))

= R-xpyr O
Fazendo R — oo, obtemos
w(0) < w(X) < w(0),

ou seja, w(0) = w(X). Sendo X arbitrario, concluimos que w é
constante e que portanto u é constante.



