UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECANICA

Ao
.
DiIN| )

LABORATORIO DE DINAMICA

SEM 0232 — Modelos Dinamicos

Estudo da Resposta de Sistemas Dinamicos
Teoria

‘@ ®@@| SEM 0232 - MODELOS DINAMICOS 1 Drofe S I ivrate

B ( EESC - USP
P Sore T YL s\
https://creativecommons .orgllicenses /by-nc-nd/4.0/ D g’f)/ M. Goncalues &




Objetivos

Objetivo da presente aula € discutir a resposta no dominio do tempo para sistemas
dinamicos lineares. Embora a teoria possa ser aplicada a um sistema de qualquer
ordem, estaremos concentrando esfor¢os no estudo da resposta sistemas de primeira
e segunda ordem, no dominio do tempo a entradas padrao e no dominio da
frequéncia para o estudo da resposta em frequéncia de sistemas dinamicos

Bibliografia:

1 Felicio, L. C., Modelagem da Dinamica de Sistemas e Estudo da Resposta, Rima, 2010
2 Doebelin, E. O., System Dynamics, Modeling, Analysis, Simulation, Design, M. Dekker, 1998
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Interacao entre Dominios

Funcado Transferéncia
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Equagdes Func¢ao Resposta em
Diferenciais Freqli€éncia
Tranformada de FRF
Fourier
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Recordar é Viver !

A figura abaixo mostra uma representagao muito importante:

(it Qo1(t) )
\ /
A (t oot ,
Entradas qg()_» — Bt Saidas
(Inputs) | | (Outputs)
L din(D) l don(t) ) Ffor
Causa fronteira do sistema f eito

» Entradas: Agentes que provocam disturbios no sistema. Geralmente, ndo
dependem do sistema
 Saidas: Respostas do sistema. Sdo na verdade “entradas” modificadas pelas
caracteristicas dinamicas do sistema.
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Consideracoes Preliminares

Forma geral de um sistema dinamico linear de parametros concentrados:

Entrada | SISTEMA Saida
q:(t) H(s), h(t) q(1)

No dominio do tempo a EDO do sistema ¢ escrita como:

SISTEMA (g, (¢) saida)

d"q, d"'q, d*q, L
n g T g e Gy TS a0, =
d™q; d" g  dg;
bmcﬁ—m+bm_1cl75—+bl 7 + -+ + bogi

ENTRADA (g, (£))
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Cont. ...

De forma abreviada, podemos escrever esta ultima equagao como segue

al don L M b dqq'i
Zap dtr Z 1 Jta
p=0 qg=0

e, usando a Transformada de Laplace

N M

don . dqu
L Zap dte [ L qu dta
p=0 q=0
e, usando a propriedade
d" f B L df a1 f

L —— % =g¢"F — g1 O—nQ—O__—O
o R R (U R TURE = 310
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Aplicando a propridade da derivacdo a EDO transforma-se numa equacao algebrica

D(S)QO(S) + R0<S) — N(S>Q'L(S> + R’L(S)

onde Q;(s) e Q,(s) representam as transformadas de Laplace de q;(t) e q,(t),
respectivamente. Os polindmios D(s) e N(s) possuem a seguinte forma

N

D(s) =ag+ a1s+ 98> + - +aynsy = Zapsp
p=0

M
N(s) = bg +b1s+ bos® + -+ bysM = qusq

q=0

Enquanto que R (s) e R;(s) também sdo polindmios em s, possuindo graus maximos
iguais a (N-1) e (M-1), respectivamente e que dependem dos coeficientes a, e b, bem
como das condi¢des iniciais das variaveis de entrada e saida.
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E a partir da equacgao algebrica
D(s)Qo(s) + Ro(s) = N(s)Qi(s) + Ri(s)

Obtemos a solu¢ao da EDO no dominio de Laplace, escrevendo

~ N(s) R;(s) — Ry(s)
Q)= gt + (FEp)

L J L J
T Y

Devida a
Entrada

Devida as
C.L

E, a resposta do sistema no dominio do tempo ¢ obtida pela T.L. inversa

0= e [ Y00 ) oo (o) Rt
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Vamos fazer uma reflexdo sobre as ultimas expressoes. Retornando a solucdo em s

~ N(s) R;(s) — Ry(s)
Q)= @+ (FE 5

Esta ¢ a solugdo geral, que leva em conta a entrada (Q,(s)) e as condi¢des 1niciais
(R;(s) e R.(s)). Para o caso mais geral, conforme ja mostrado a solugdo em t fica

go(t) = L7} {]1\9[8 Qz’(S)} +L7 { (Ri(S)D_(sl)QO(S)> }

Agora vamos considerar dois casos separadamente. Inicialmente, consideremos que
a entrada q;(t) ¢ nula. Neste caso as equagOes acima sao escritas como

Ri(s) — Ro(s) Ri(s) Ro(s)

Q)= —"p% T D) D
Resposta
devida as . [ R ( s) 1 [ R, ( 5) Devida
condicdes Qot(t) = L D(s) — L D(s) somente as
1niciais 5 5 C.IL
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Se as condi¢oes 1niciais forem nulas entao temos

N (s)
D(s)

QO(S) — QZ(S)

E a partir desta podemos definir (confirmar !) o conceito de F.T. |:>

p=0 Resposta
: , devida
E, neste caso a resposta do sistema no dominio do tempo fica .
a entrada
% qi(t)
N(s)
-1 —1
on®) = £ {100 | = £ H(5)Qi(5)
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Exemplo: Sistema massa mola com entrada deslocamento via base

A equagao de movimento ¢ dada por:

d*u, du,
“ +Bu + Ku, =

M
dt? dt d

Agora transformamos a EDO por Laplace

d?u du dx;
P M © B o K o — B ! K /)
L { e + o + Ku } L { o + Kx; }

Resultando em

(Ms* + Bs+ K) Uy(s) — (Ms + B) u,(0) — M,(0) = (Bs + K)X;(s) — Bz;(0)

Entao D(s) = MS2 + Bs+ K
Ro(s) = — (Ms + B)u,(0) — M1,(0)
N(s)=Bs+ K
Ri(s) = —Ba(0)s
oo ) ; D Do . Varate
‘@ | SEM 0232 - MODELOS DINAMICOS 1 s G ( " Eesc-usp

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/




Cont. ...

H(s)
. Bs+ K Bx; (0 M + B)u,(0)|s M, (0
Un(s) = S p— © [ : Juo(0)]s 2 (0)
Ms=+ Bs + K Ms=+ Bs+ K Ms=+ Bs+ K Ms=+ Bs+ K
(Coormrmmmmm J 1 J
Devida a Devida as
Entrada x,(1) Condicoes Iniciais

Inexisténcia de condi¢Oes iniciais na entrada x;(t)

Bs+K (M + B)u,(0)]s M1, (0)

Uo — 7
) = B s B Y N2 Bsr K T M2+ Bs+ K

Inexisténcia de condig¢des 1niciais na saida uy(t) conduz a seguinte solucao

Uos(s) = MSQBj— ;fi_ KXZ'(S) |:> Uo(s) = H(s)X;(s)
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E, para o caso da inexisténcia da entrada (x;(t) = 0) o sistema responde somente as
condi¢des iniciais € a expressao da resposta fica entdo

Uot ) = [(M + B)uo(0)] (Ms2 +SBs+K> Mo 0) <M52 +1Bs+K>

E, para todos os casos, a correspondente resposta no dominio do tempo ¢ obtida
tomando-se a transformada inversa de Laplace da respectiva expressao. Por exemplo,
para o caso da resposta devida somente as condi¢des iniciais temos

| i | 1
ot(8) = LU (8)} = [(M + B)uo(0)}£ i - My (0)L1
tot(8) Worls)} = (M + BJuo(0)] {M52+Bs+K}§+ GO\ M+ B+ K
s; € s, : raizes de | Soe 52t — gie— 51t e 51t _ g=s2t
Ms? +Bs + K So — 1 So — S§1

E, para a resposta devida a x;(t) (condi¢des 1niciais nulas):

Uop(t) = L7 {H(s)X;(s)}  que depende de x(t)
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SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM

A forma geral de um sistema de primeira ordem € obtida a partir da equagao

o)
ai + aonqo

geral :
d"q, N d"1q, - Qo N dq
n a/n . . a/
dt L qgn—1 2 de2 dt
d™q; d™ g aq;
b, b, b
g T Omel e Ty

E, de forma mais simplificada:

boqi

a _dqo + apq, = boq
1 0o — VYol
dt
Na forma padrao:
a1 dgo g, = bo q
_ o — — U
agp dt ao
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SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM

De forma compacta esta ultima equagao pode ser escrita como:

dq
7 dto + qo = Kg;
Onde
_u [> CONSTANTE DE TEMPO [s]
ao
K bo [> GANHO DE REGIME PERMANENTE [q,)/[q;]
ao

Aplicando a transformada de Laplace a ambos os lados da EDO temos:

T (5Qo(5) = 4o(0)) + Qo(s) = KQi(s)
Entdo, a solugdo em Laplace escreve

B KQZ(S) qu(O)
Qols) = Tst+1  Ts+1
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SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM

E, para o caso de q,(0) = 0 temos para a resposta devida somente a g,(¢)

Qols) = Ts+1

Da qual obtemos a F.T. para um sistema de primeira ordem na forma padrao

C Qo(s) K

H (s)

De forma analoga, se q;(t) = 0 temos a resposta devida a q,(0) dada por

L TQO(O) L QO(O) — 6—%75
o) = T = o T D or(t) = 40(0)
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Grafico da Resposta
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A resposta devida somente a q;(t) em t € obtida de:

dop(t) = L7 {H(5)Qi(s)}
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Cont. ...

E a resposta total ¢ a soma das duas parcelas
4o(t) = L7 {H(5)Qi(s)} + qo(0)e™ 7"

Como mostrado, a resposta total q,(t) depende da natureza da entrada q;(t) e,

consequentemente de sua transformada de Laplace Q;(s). Veremos em seguida
varios exemplos de entradas sendo as mais importantes:

O degrau

A rampa

O impulso

Com atraso no tempo
Combinadas
Harmonica

VVVVYY
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SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM - EXEMPLOS

Vamos obter a resposta de um sistema de primeira ordem a entrada degrau

unitario mostrada abaixo

ai(t)

15 b PP S PP

Amplitude

1

7

qis:1

! L L 1
0 1 2 3 4 S
Tempo [s]

Analiticamente a entrada degrau unitario pode ser expressa como:

0 t<0 Obs: a notagdo u(t) ou p(t)
q; (t) = u(t) — sdo amplamente usadas para
1 ¢t>20 representar funcoes degrau !
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Uma entrada degrau com amplitude genérica qis é escrita como:  ¢;(t) = gisu(t)

A Transformada de Laplace da entrada € dada por:  Q;(s) = ¢;sL{u(t)} = dis
S

. KQZ(S) + TQO(O)

Sabemos que a solu¢ao geral ¢ dada por: Qo(s) = Ts+1 @ Ts+1

L Kq'is 1 QO(O)
Qols) = T (s(s—l—})) i S+%

E a solu¢ao no dominio do tempo ¢ obtida pela Transformada Inversa de Laplace

QO(t) = Kqis (1 — e_%t) + QO(O)G_%t
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E, para q,(0) =0
00(t) = Kgss (1 ¢ 7)

1.5 T T T
: f : S
e Y [ 12
qiS ]; — -
T4

——— — — e L, T T

1 —’———‘—llﬁrﬂm———' .-I—.I-.._

Rt

-

Resposta de regime permanente

de um sistema de primeira ordem

: : : : a uma entrada degrau unitario e
........... I IRRRIRE IR Y - (- o

; Podemos verificar a influéncia da

constante de tempo t na velocidade

de resposta do sistema !

!

| B
I
i

[

I -

Armplitude [go]

Tempo [s]
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Conclusdo 1: A constante de tempo 71 interfere diretamente na velocidade de
resposta do sistema de primeira ordem e de forma inversamente
proporcional. Quanto menor a constante de tempo maior € a
velocidade de resposta do sistema pois 0 mesmo atinge a resposta
de regime permanente num intervalo de tempo menor (e vice versa)

Facamos agora uma analise admensional da resposta de regime ao degrau unitario:

t/t qo(t)/Kgjs
0 0

1 0,632
2 0,865

3 0,950
4 0.982
0 1.000

qo(t)/ ins

qo—(t)=§1—e

Yo (t)/ ins

t/t

©089

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
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Cont. ...

Definicao: A constante de tempo de um sistema de primeira ordem t representa
o intervalo de tempo necessario para que o sistema atinja 63,2 %
da resposta de regime permanente para uma entrada degrau unitario
na origem dos tempos € com condigdes iniciais nulas.

Ja o grafico abaixo mostra a influéncia do ganho de regime K na resposta de
regime permanente do sistema:

4 LI T 1
/-" : : K=1
s E : ———K=2
35 ko P ]
LA z S K=3
/ : : : —=—K=4
k... ,' ........ e SERRRRPRPRPRRRRY CRRERPRPRRPRPRL L CEEREEEEREREEEEE 8
) ‘ : : :
g ! : z z
5 25_-’. ....... e . . I -
|
I _...}4_.‘ ......... L e W — - ——— — T — ——— —— — -
0, > - -~ .
- - :
= " 7 : :
= S O _
= T f .
& |k §
1 l 1
4 6 8 10

Tempo [s]
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Cont. ...

Definicao: O ganho de regime permanente K (ou sensibilidade estdtica) ¢ definido
como a quantidade de saida que se obtém em regime permanente por
cada unidade de entrada aplicada ao sistema.

Algebricamente:
g, (0)
q,(¢)]
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Vejamos agora o caso onde a entrada degrau unitario apresenta um atraso no tempo:
q/?)

dis

dis tZCL

[> q@(t) — Qisu(t — CL) — 0 t<a

E para o célculo da Transformada de Laplace usamos a seguinte propriedade

LUt —a)} = F(s)e ™ (== L7H{F(s)e ™} = f(t—a)

Onde F(s) representa a transformada da fun¢do nao defasada em t !
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Logo para o degrau com atraso temos
1 —as
Qz(s) — (is g €

E para determinarmos a resposta de regime permanente (q,(0) = 0) usamos

K 1
go(t) = — (1—6 = (¢ a)> u(t — a)
dis
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Graficamente:

Amplitude

Tempo [s]
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Vamos agora analisar o seguinte caso

q1) }
q1)
qis
Qis
t
4 — a
a b b
q:(0), + b /

ou
¢i(t) = qisu(t — a) — gisu(t —b) .
QZS
1
—as —bs
Qi(s):%’s_ (6 — € )

S

‘@ ®®@| SEM 0232 - MODELOS DINAMICOS 30 Drf Gats & Yerno ( EESC - USP

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/




Cont. ...

Calculamos agora a resposta de regime permanente do sistema:

K
qo(t) = —rt

T

<S+11>Q7:(5)]

qo(t) = Kais Kl — 6_%(75_“)) u(t —a) — (1 — e_%(t_b)) u(t — b)]
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Graficamente:
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Resposta a uma entrada do tipo Rampa

Agora vamos obter a resposta de regime permanente do sistema de primeira ordem
a uma entrada do tipo rampa.

q{?) . — rampa unitaria: ;. =
A Qir = tg (quO) p q
i ! $ ¢i(t) = airt < Qis) = i%"
t EDO do sistema:
a
44, + K, t
T— o — ir
dt q q
Transformando
KQ'L'T

L qu TQO(S)
Qols) = s?(ts+1) + Ts + 1
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Amplitude

Tempo [s]

OO i A Dot Pt &, Vet
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Resposta a uma entrada Impulso

Impulso Unitario: A; = 1

q?)
gi(t) = Aid(t) <=  Qi(s) = A
L(0(t) =1
EDO do sistema:
4
" dgo
o = A;0(t
T T4 (t)
Transformando:
Az qo(O)
o) — (o o :Az o\S) = - -
7(5Qo(5) — 60(0)) + Qo (5 Y Q)=
Ai 1 Az 1
w®) = 20+ a0 D) gl = e
T T
OO ] A Dot Dot . Viarete
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Resposta a uma entrada do

Graficamente

10 T T T

tipo Impulso
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Sequéncia de Conteudos

* (Conceituacao teorica de um sistema de 22 Ordem
* Definicao dos parametros fisicos que o caracterizam
* Estudo da resposta de um 22 Ordem a entradas padrao
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FORMA GERAL

A forma geral de um sistema de primeira ordem € obtida a partir da equagao

geral para dois casos de interesse:

d" qo d" o d*qo dqo
e R L R T
d™q; d™ g dg;
dim Vgt |Pgy T ol
Modelo # 1 Modelo # 2
d*q, dqo dg; d*qo dqo
a +a;1— + apq, = b — + bgq; a + a1 — + apq, = byq;
2712 17 040 L™ 04 2712 L7y 040 04
Forma Padrao:
%dZQO ﬂdQO q :b_l% b—OQ' QQdZQO+aldQO+q :b—OQ'
agp dt2 ao dt ¢ agp dt agp i agp dtQ ao dt ¢ agp ’
OO ] A Dot Dot . Varete
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Cont. ...

Propriedades importantes:

a d? do ai dgo bo

do =

ag dt2 ' ag dt ao

q;

ao
wn p— -
ao

)
)

Frequencia natural nao amortecida (rad/s)

Razdo ou fator de amortecimento (admensional)

Ganho de regime permanente ([q,]/1q.])

trés propriedades

Um sistema de segunda ordem fica completamente caracterizado por estas
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Portanto, podemos reescrever as EDOs dos dois modelos como

1 d°q,
w2 dt?

2¢ dg,

w, dt

(0]

by dg; b
:1q+0
CLth agp

q;

1 d°q,
w2 dt?

2¢ dgo
Wy, dt

+ qo = in

Considerando condig¢des iniciais nulas, as F.T. para os modelos sao

Qols)
Qi(s)

by

ag

S +

bo

ag

1

2
Wh

SQ—I—i—CS—I—l

K

W%SQ+%3+1

Para fins de determina¢ao da resposta a entradas padrdao consideraremos o segundo

modelo !
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Resposta Transiente Sistema de Segunda Ordem (so as ClIs)

Um bom modelo para estudarmos a resposta ¢ o massa-mola-amortecedor

‘ fi(t) )
o) (t) W — 5 (rad/s)
e i ) uo(t) n M
St | —s M 1 uo(®) B
7 = (adm)
‘ 2V kM
fi(t) K B 1
A K= — @/N)
Lj (t) L K
EDO:
d?u,(t) du, ,
M 742 + B 7 +Ku0:fz(t)—|—KZCZ(t)—|—B$z(t)
— v :
Forma Padrao: forga deslocamento
1 d?uo(t)  2C du, 2¢ .
— o = Kf i — T
RRTE o di + u fi(t) + (t)+wﬂ:c (1)
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Se considerarmos as entradas individualmente temos as seguines EDOs

Entrada fi(t) :

1 d?u,(t) 2¢ du, Us(s) K
2 2() o =K/ E> H(s)= -+ = 75 o
wz  dt wy, dt Fi(s) 2sT+ s+ 1
Entrada X;(t) :
1 d?u,(t 2C du, 2( . 2011
Luelt) | 2o i+ 2 D ey = Tel®) Gt
wz dt wy, dt n X;(s) w%SQ—l-i—CS-I-l
Para a resposta transiente : >
1 d*u, 2C du, .
= 0o(0) #0 u,(0) #0
ZaE T a U= uo(0) # 0 1o(0) #
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Para o estudo da resposta as condic¢des 1niciais fazemos f(t) = 0 e entao

1 d?u, 2¢ du,
w2 dt?  w, dt

+u, =0
Tomando a T.L. para condi¢des iniciais quaisquer temos

(5% + 2Cwns +w?2) Up(s) — (s + 2Cwn)uoe(0) — 1,(0) = 0
E resolvendo algebricamente para U (s)

(s + 2¢wn)u,(0) o (0)
$2 + 2Cwps + w2 %+ 2Cwps + w2

Uy(s) =

A solugdo no dominio do tempo € obtida pela transformada inversa de Laplace desta
ultima expressao. No entanto, esta transformacdo depende da natureza das raizes da
equacdao caracteristica do sistema

Equacao
32 i QCW s -+ w2 — 0 caracteristica
n n -
OOE ] A Dot Do I, Viarete
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Temos trés possibilidades:

- Reais e distintas $12 = —Cwp Twp\/(?—1 & (>1

sobreamortecido
s? + 2Cwy, s + w,’% = 04 Reais e iguais $12 = —Cwyp < ( =1 criticamente amortecido
subamortecido

- Complexas 51,2 = —Cwp £ 1 wnV1—=C* < 0<(¢<1

A Im

Plano Complexo T w1 — (2 B
(= ——
2V KM

Re
) o— O > B.=2VvVKM
As raizes s; , |
~ : | —(Wn, amortecimento

sao denominadas | eritico
polos do sistema ! i =
+ """"""""" —WnV 1 — C 2 C’ -
B,
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Lugar das raizes da equacao caracteristica com variacao do amortecimento

2
—
Nav]
=
$1 = —Cw, + wn\/QT—l =
E
s
ESTAVEL INSTAVEL
4
-2
Real
-20 -15 !3 1‘0
S2 &= _Cwn — Wn
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Para obtermos a resposta as CIs para os trés casos retornemos a solucao:

(5 + 26wn)us(0) | i1s(0)
s2 4+ 2Cwns + w2 % + 2Cw,s + w2

Us(s) =
E fatoramos o polindmio do denominador em fun¢ao de suas raizes

(s + 2Cwn )u,(0) N U, (0)

UO(S) - (5—81)(3_52) (8—81)(8—52)

A solu¢dao no dominio do tempo dependera do valor de C ! entdo teremos trés solugoes

C>1:

~i1o(0) = (¢ = V/C = 1) watto(0)
2wn\/C? — 1
u(t) = g Cwnt (ale_w” V=Lt 4 goetwny CQ_“) o (0) + (C + \/@7—1) Wy tto(0)

2= %on /2 — 1

a1 =
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Amplitude [m]

—z = 1,00
z=0,20 ||

Tempo [s]
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Resposta a Entrada Degrau

Modelo da entrada:

fi(t)n fz(t) — fzSU(t)

Jis Mii, + B, + Ku, = fisu(t)
t %uo + Kuo + u, = Kfiu(t)
> wn wn

Para a obtenc¢do da solugdo faremos duas hipoteses simplificadoras

» Condic¢des iniciais nulas (u,(0) =0 e v,(0) = 0)
» O sistema ¢ subamortecido: £ < 1,0

Frequéncia Natural

Logo, as raizes da equagao caracteristica sao: amortecida |
S1.2 = —Cwyp 1wy Wwqg = wpy/1—C?
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Aplicando a T.L. a ambos os lados da equacao de movimento e resolvendo para a
variavel de saida temos

Kf'is
s(s —s1)(s — s2)

Uy(s) =

E, calculando a transformada inversa temos a resposta de regime permanente
a uma entrada degrau de amplitude f;

w
Uo(t) = Kfis |1 — g~ Cwnt C—nsenwdt + coswgt

Wd

- ¢
¢ = tan~* <\/1——7C2>
1
uo(t) — Kfzs L — We_cw”tsin(wdt -+ gb)
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Grafico da resposta a um degrau unitario (f;;, = 1) e condicoes iniciais nulas

1.8 T T T T T T T T T
ol | -
1.4 .
12 I~ /\ /\ _
§ \/ \\4 ) g
S ol ]
£ 0.8
<
0.6 \/ —
0.4 | Resposta de i
Regime Permanente
0.2 _
0 | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo [s]
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Analise da Resposta ao Degrau

! I I I I
A HHe—rp _ 27—
Wq
Resposta de regime Erro de
desejada regime
A
f‘fp |
0.9u ... 1
settling
= 't time band .
D b :
7 it i 1
0} 5ussl—> Ei i
0, Tug |
0 . | | | i |
0 4_" 10-90% tempo t 2
de subida
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Analise da Resposta ao Degrau Unitario

Overshoot Maximo (Mp :) (Sobresinal Maximo)

s

o, —

du Wn, \/1_<2

g
dt

Tempo de subida (rise time) (t,) :

2T — @

wp/1 — (?

Settling time 2% (t,) : (Tempo de acomodacao)

by =

ty = —
S Cwn

' ulty) = u, = Ke "/ VIC

delay time (ty3): (Atraso)

_140,7¢
g =

Wn
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Analise dos Parametros na Resposta do Sistema

GANHO DE REGIME PERMANENTE

3.5 T T T T T T T T T
I’\
- \ i
3 I |
Iy K=2,0
o5+ || A 2
S B A
% 2-’-—‘—’— —/— \jA _Ce T T o e e = — —— —
s | vy,
8 Ay
@C 415} | \ | -
l Vj
|
i /\/\/%
|
05 _,, K — 1, O _
O | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo [s]
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Analise dos Parametros na Resposta do Sistema

Resposta

FREQUENCIA NATURAL NAO AMORTECIDA

1.8 T T T T T T T T T
wy = 10 rad/s
1.6 _
1.4 .
\ YN |
\ VAN AN Z

\/ \/

ll\

1 ]
\

\/

https://creativecommons.org/licenses/by-
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wn, = b rad/s
| | | | | | | | |
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo [s]
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Analise dos Parametros na Resposta do Sistema

FATOR DE AMORTECIMENTO

1.8 T T T T T T T T T

1.6

1.4

1.2

—

Resposta

¢ =0.15

Tempo [s]
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Resposta a Entrada Rampa

Modelo da entrada: Rampa Unitaria: fir = 1

Filth flt)=fut  Fys)=1"

52
M’&O -+ Bﬂo —|—Ku0 — firt

1 2
;t —2ﬁ0+—<'0+u0:Kfirt
> w2 W

Para a obtenc¢do da solugdo faremos duas hipoteses simplificadoras

» Condic¢des iniciais nulas (u,(0) =0 e v,(0) = 0)
» O sistema ¢ subamortecido: £ < 1,0

Frequéncia Natural

Logo, as raizes da equagao caracteristica sao: amortecida |
S1.2 = —Cwyp 1wy Wwqg = wpy/1—C?
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Aplicando a T.L. e resolvendo para a variavel de saida temos

Kfz'r
s2(s — s1)(s — s2)

Uy(s) =

e, usando as propriedades da transformada inversa de Laplace a resposta de regime
permanente a entrada rampa ¢ escrita como

uo(t) = Hi‘grt — QHijgrg + Hi%r e~ Swn Jll_igﬂsen(wdt + @)
¢ = tan~? (%)
wo(t) = ui% _ i% 4 (,012 o~ Cwn 11_ = sen(wgt + ¢)
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Grafico da resposta do sistema de 22 ordem a rampa unitaria

1.2 T T
1+
08
0.6 -
5]
35
04
0.2 _
e
_ Kfzr QKfzrg Kfzr —Cwn,
0 — up(t) = 2 t— o + o e <msen(wdt + ¢)> i
0.2 | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo [s]
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Resposta ao Impulso Unitario

Neste caso:

Impulso unitario: 4; = 1
q?)

qi(t) = A;0(t) $ Qi(s) = A;

Equagdo de movimento:

1 2
! — i + —Cuo + u, = KA;6(t)
> wy W,

Para a obtenc¢do da solugdo faremos duas hipoteses simplificadoras

» Condic¢des iniciais nulas (u,(0) =0 e v,(0) = 0)
» O sistema ¢ subamortecido: £ < 1,0

Frequéncia Natural

Logo, as raizes da equagao caracteristica sao: amortecida |
S1.2 = —Cwyp 1wy Wwqg = wpy/1—C?
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Solu¢ao da EDO no dominio de Laplace

£—1
A;K Uy (t) = R At e “rlsen (w,/1 — C2%t
= .

Cabe aqui uma comparacdo com a resposta transiente (fi(t) = 0) devida somente as
condicoOes 1niciais

U,(s) =

(s —s1)(s — s32)

(5 + 2¢wn)u0(0) i U, (0)

(s —s1)(s—s2)  (s—s1)(s—s2)

U,(s) =

Se tivermos u,(0) =0

B 6 (0) o uo(0) e 2 )
Uos(s) = [> Uo(t) = wnme ‘Wntgen (wn\/l—c t)
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Grafico da resposta ao impulso unitario, ganho unitario

0 Resposta de Sistema de Segunda Ordem a Impulso Unitario
x x x x x x x x x

-10 | | | | | | | | |

t [s]
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