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Objetivos

Objetivo da presente aula é discutir a resposta no domínio do tempo para sistemas 
dinâmicos lineares. Embora a teoria possa ser aplicada a um sistema de qualquer 
ordem, estaremos concentrando esforços no estudo da resposta sistemas de primeira 
e segunda ordem, no domínio do tempo a entradas padrão e no domínio da 
frequência para o estudo da resposta em frequência de sistemas dinâmicos

Bibliografia:

1  Felício, L. C., Modelagem da Dinâmica de Sistemas e Estudo da Resposta, Rima, 2010
2  Doebelin, E. O., System Dynamics, Modeling, Analysis, Simulation, Design, M. Dekker, 1998
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SISTEMA

qi1(t)

qi2(t)

qiN(t)

 

qo1(t)

qo2(t)

qoN(t)

A figura abaixo mostra uma representação muito importante: 

fronteira do sistema

Entradas 
(Inputs)

Saídas 
(Outputs)

Causa Efeito

• Entradas: Agentes que provocam distúrbios no sistema. Geralmente, não 
dependem do sistema

• Saídas: Respostas do sistema. São na verdade “entradas” modificadas pelas
características dinâmicas do sistema. 

Recordar é Viver !
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Considerações Preliminares

Forma geral de um sistema dinâmico linear de parâmetros concentrados:

SISTEMA
H(s), h(t)

Entrada
qi(t)

Saída
qo(t)

No domínio do tempo a EDO do sistema é escrita como:

an
dnqo
dtn

+ an�1
dn�1qo
dtn�1

+ · · ·+ a2
d2qo
dt2

+ a1
dqo
dt

+ a0qo =

bm
dmqi
dtm

+ bm�1
dm�1qi
dtm�1

+ b1
dqi
dt

+ · · ·+ b0qi

<latexit sha1_base64="+66tiFfS0XItpylJhlFLbKUDbm8="></latexit>

ENTRADA (qi (t))

SISTEMA (qo (t) saída)
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Cont. ...

De forma abreviada, podemos escrever esta última equação como segue

NX

p=0

ap
dpqo
dtp

=
MX

q=0

bq
dqqi
dtq

<latexit sha1_base64="CE8WNa1E8fYliTjP33cRQr46BFc="></latexit>

L
(

NX

p=0

ap
dpqo
dtp

)
= L

(
MX

q=0

bq
dqqi
dtq

)

<latexit sha1_base64="ZEtTWER3q4sg3j8E0TywsiOb4Ig="></latexit>

L
⇢
dnf

dtn

�
= snF (s)� sn�1f(0)� sn�2 df

dt
(0)� · · ·� dn�1f

dtn�1
(0)

<latexit sha1_base64="8GHTYRvudoGm5mv+Hn9M8xn6sH0="></latexit>

e, usando a propriedade

e, usando a Transformada de Laplace
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Cont. ...

D(s)Qo(s) +Ro(s) = N(s)Qi(s) +Ri(s)

<latexit sha1_base64="geQy/WU4MYgK9Ard4U7RJVTb2Bc=">AAACEnicbZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQNoTRykA9CAM9eJJN3AtspaRZtoWlaUlSYZR9Bi9+FS8eFPHqyZvfxrSroJsPJPz4/5+H5Pl7IaNSWdaXkVtaXlldy68XNja3tnfM3b2WDCKBSRMHLBAdD0nCKCdNRRUjnVAQ5HuMtL3xZeK374mQNOB3ahISx0dDTgcUI6Ul1yxflWS54Qb6hsfwdgYX8CZV6Y+agGsWrYqVFlwEO4MiyKrump+9foAjn3CFGZKya1uhcmIkFMWMTAu9SJIQ4TEakq5GjnwinThdaQqPtNKHg0DowxVM1d8TMfKlnPie7vSRGsl5LxH/87qRGpw5MeVhpAjHs4cGEYMqgEk+sE8FwYpNNCAsqP4rxCMkEFY6xYIOwZ5feRFaJxW7WjlvVIu1ahZHHhyAQ1ACNjgFNXAN6qAJMHgAT+AFvBqPxrPxZrzPWnNGNrMP/pTx8Q3jsZky</latexit>

onde Qi(s) e Qo(s) representam as transformadas de Laplace de qi(t) e qo(t), 
respectivamente. Os polinômios D(s) e N(s) possuem a seguinte forma

D(s) = a0 + a1s+ a2s
2 + · · ·+ aNsN =

NX

p=0

aps
p

<latexit sha1_base64="7KV7a1zrFs6J3E6jDP7NZ2xYY2E="></latexit>

N(s) = b0 + b1s+ b2s
2 + · · ·+ bMsM =

MX

q=0

bqs
q

<latexit sha1_base64="z9MkaRkJkwhZYBXcm4r+6k8n1zg="></latexit>

Enquanto que Ro(s) e Ri(s) também são polinômios em s, possuindo graus máximos 
iguais a (N-1) e (M-1), respectivamente e que dependem dos coeficientes ap e bp bem 
como das condições iniciais das variáveis de entrada e saída. 

Aplicando a propridade da derivação a EDO transforma-se numa equação algébrica
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D(s)Qo(s) +Ro(s) = N(s)Qi(s) +Ri(s)

<latexit sha1_base64="geQy/WU4MYgK9Ard4U7RJVTb2Bc=">AAACEnicbZBNS8MwGMfT+TbnW9Wjl+AQNoTRykA9CAM9eJJN3AtspaRZtoWlaUlSYZR9Bi9+FS8eFPHqyZvfxrSroJsPJPz4/5+H5Pl7IaNSWdaXkVtaXlldy68XNja3tnfM3b2WDCKBSRMHLBAdD0nCKCdNRRUjnVAQ5HuMtL3xZeK374mQNOB3ahISx0dDTgcUI6Ul1yxflWS54Qb6hsfwdgYX8CZV6Y+agGsWrYqVFlwEO4MiyKrump+9foAjn3CFGZKya1uhcmIkFMWMTAu9SJIQ4TEakq5GjnwinThdaQqPtNKHg0DowxVM1d8TMfKlnPie7vSRGsl5LxH/87qRGpw5MeVhpAjHs4cGEYMqgEk+sE8FwYpNNCAsqP4rxCMkEFY6xYIOwZ5feRFaJxW7WjlvVIu1ahZHHhyAQ1ACNjgFNXAN6qAJMHgAT+AFvBqPxrPxZrzPWnNGNrMP/pTx8Q3jsZky</latexit>

Cont. ...

E a partir da equação algébrica

Obtemos a solução da EDO no domínio de Laplace, escrevendo 

Qo(s) =
N(s)

D(s)
Qi(s) +

✓
Ri(s)�Ro(s)

D(s)

◆

<latexit sha1_base64="LOAULPUzkMnj9sjvvtN8BkgsjPg="></latexit>

Devida à 
Entrada

Devida às 
C.I.

qo(t) = L�1

⇢
N(s)

D(s)
Qi(s)

�
+ L�1

⇢✓
Ri(s)�Ro(s)

D(s)

◆�

<latexit sha1_base64="5VBjEG8UgH3wBsz21I/+stGmt1Y="></latexit>

E, a resposta do sistema no domínio do tempo é obtida pela T.L. inversa
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Cont. ...

Vamos fazer uma reflexão sobre as últimas expressões. Retornando à solução em s

Qo(s) =
N(s)

D(s)
Qi(s) +

✓
Ri(s)�Ro(s)

D(s)

◆

<latexit sha1_base64="LOAULPUzkMnj9sjvvtN8BkgsjPg="></latexit>

Esta é a solução geral, que leva em conta a entrada (Qi(s)) e as condições iniciais
(Ri(s) e Ro(s)). Para o caso mais geral, conforme já mostrado a solução em t fica 

qo(t) = L�1

⇢
N(s)

D(s)
Qi(s)

�
+ L�1

⇢✓
Ri(s)�Ro(s)

D(s)

◆�

<latexit sha1_base64="5VBjEG8UgH3wBsz21I/+stGmt1Y="></latexit>

Agora vamos considerar dois casos separadamente. Inicialmente, consideremos que 
a entrada qi(t) é nula. Neste caso as equações acima são escritas como

Qo(s) =
Ri(s)�Ro(s)

D(s)
=

Ri(s)

D(s)
� Ro(s)

D(s)

<latexit sha1_base64="AQgmJPpN51HNGYnDxiUcr6cOMTg="></latexit>

qot(t) = L�1

⇢
Ri(s)

D(s)

�
� L�1

⇢
Ro(s)

D(s)

�

<latexit sha1_base64="1XwxQg5aILNq+DmVIREoSGUaFqs="></latexit>

Resposta
devida às 
condições 

iniciais

Devida 
somente às 

C.I.
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H(s) =
Qo(s)

Qi(s)
=

N(s)

D(s)
=

MX

q=0

bqs
q

NX

p=0

aps
p

<latexit sha1_base64="dMhJb24zhwF581cn9R+baphpx4Q="></latexit>

Cont. ...

E, neste caso a resposta do sistema no domínio do tempo fica

Se as condições iniciais forem nulas então temos

Qo(s) =
N(s)

D(s)
Qi(s)

<latexit sha1_base64="h0cECyYHTRLdIa/zMYdmzaMkc4A="></latexit>

E a partir desta podemos definir (confirmar !) o conceito de F.T.

qop(t) = L�1

⇢
N(s)

D(s)
Qi(s)

�
= L�1 {H(s)Qi(s)}

<latexit sha1_base64="UZalUuaxEAiUXdeVaYYbVx2TyI4="></latexit>

Resposta
devida

à entrada
qi(t)
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Cont. ...

Exemplo: Sistema massa mola com entrada deslocamento via base

M

K

B

u(t)
xi(t)

M
d2uo

dt2
+B

duo

dt
+Kuo = B

dxi

dt
+Kxi

<latexit sha1_base64="L5KQfGlxVyPgu35smcQlAoignTI="></latexit>

L
⇢
M

d2uo

dt2
+B

duo

dt
+Kuo

�
= L

⇢
B
dxi

dt
+Kxi

�

<latexit sha1_base64="Gqe2G/xckd9DTyHJGuMqIKkThps="></latexit>

A equação de movimento é dada por:

Agora transformamos a EDO por Laplace

Resultando em

Então D(s) = Ms2 +Bs+K

<latexit sha1_base64="TYeYorUjEI1zErzYQPAVEN3EPgw="></latexit>

N(s) = Bs+K

<latexit sha1_base64="Ro8LR10gfoTd/AZKC5SBE1Z/LUQ="></latexit>

Ri(s) = �Bxi(0)s

<latexit sha1_base64="Mp/rbQzhjdr3U7tvoVT0UEZ3qIY="></latexit>

�
Ms2 +Bs+K

�
Uo(s)� (Ms+B)uo(0)�Mu̇o(0) = (Bs+K)Xi(s)�Bxi(0)

<latexit sha1_base64="Nz6Rv7Aa2fbSWWhtTn5uZmA41Yk="></latexit>

Ro(s) = � (Ms+B)uo(0)�Mu̇o(0)

<latexit sha1_base64="9Ip1Xh/ot7NqIr4OtTUqpROZrIM="></latexit>
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Devida à 
Entrada xi(t)

Devida às 
Condições Iniciais

Inexistência de condições iniciais na entrada xi(t)

Uo(s) =
Bs+K

Ms2 +Bs+K
Xi(s)�

Bxi(0)

Ms2 +Bs+K
+

[(M +B)uo(0)]s

Ms2 +Bs+K
+

Mu̇o(0)

Ms2 +Bs+K

<latexit sha1_base64="jrSm3Iv68PGkDuPcDYT+A6eIIgs="></latexit>

Uo(s) =
Bs+K

Ms2 +Bs+K
Xi(s) +

[(M +B)uo(0)]s

Ms2 +Bs+K
+

Mu̇o(0)

Ms2 +Bs+K

<latexit sha1_base64="rEzplO8GtIZxQerd9DEFTPNOTZ8="></latexit>

Inexistência de condições iniciais na saída uo(t) conduz à seguinte solução 

Uo(s) =
Bs+K

Ms2 +Bs+K
Xi(s)

<latexit sha1_base64="BnG6CARRaE9J5rAxICks0StPy8U="></latexit>

Uo(s) = H(s)Xi(s)

<latexit sha1_base64="vwZ92Be/sbYuX0ympf6UA9jOK+M="></latexit>

H(s)
Cont. ...
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E, para o caso da inexistência da entrada (xi(t) = 0) o sistema responde somente às 
condições iniciais e a expressão da resposta fica então

E, para todos os casos, a correspondente resposta no domínio do tempo é obtida 
tomando-se a transformada inversa de Laplace da respectiva expressão. Por exemplo,
para o caso da resposta devida somente às condições iniciais temos

Uot(s) = [(M +B)uo(0)]

✓
s

Ms2 +Bs+K

◆
+Mu̇o(0)

✓
1

Ms2 +Bs+K

◆

<latexit sha1_base64="bG6lCo1eoFHwgSrM+KAB+49d/J4="></latexit>

s2e�s2t � s1e�s1t

s2 � s1

<latexit sha1_base64="QpAtYNfy45mPXWXB3cTNFYjuKJA="></latexit>

e�s1t � e�s2t

s2 � s1

<latexit sha1_base64="BVbO5+niNoear86wKGMqderM8/w="></latexit>

E, para a resposta devida à xi(t) (condições iniciais nulas):

uot(s) = L�1 {Uot(s)} = [(M +B)uo(0)]L�1

⇢
s

Ms2 +Bs+K

�
+Mu̇o(0)L�1

⇢
1

Ms2 +Bs+K

�

<latexit sha1_base64="1aeFk1Ik99iDHEhyrM7BA19Diyk="></latexit>

uop(t) = L�1 {H(s)Xi(s)}

<latexit sha1_base64="nic2+ONG1DjrgEGV2X42p7TIqkE="></latexit>

que depende de xi(t)

Cont. ...

s1 e s2 : raízes de 
Ms2 + Bs + K



14 Prof. Paulo S. VarotoSEM 0232 -  MODELOS DINÂMICOS 
Prof. Luiz A. M. Gonçalveshttps://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/



15 Prof. Paulo S. VarotoSEM 0232 -  MODELOS DINÂMICOS 
Prof. Luiz A. M. Gonçalveshttps://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

SEM 0232 – Modelos Dinâmicos

UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO
ESCOLA DE ENGENHARIA DE SÃO CARLOS

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECÂNICA

Estudo da Resposta de Sistemas Dinâmicos
Sistemas de Primeira Ordem



16 Prof. Paulo S. VarotoSEM 0232 -  MODELOS DINÂMICOS 
Prof. Luiz A. M. Gonçalveshttps://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM

A forma geral de um sistema de primeira ordem é obtida a partir da equação 
geral : 

E, de forma mais simplificada: 

Na forma padrão: 

an
dnqo
dtn

+ an�1
dn�1qo
dtn�1

+ · · ·+ a2
d2qo
dt2

+ a1
dqo
dt

+ a0qo =

bm
dmqi
dtm

+ bm�1
dm�1qi
dtm�1

+ b1
dqi
dt

+ · · ·+ b0qi

<latexit sha1_base64="+66tiFfS0XItpylJhlFLbKUDbm8="></latexit>

a1
dqo
dt

+ a0qo = boqi

<latexit sha1_base64="gU99X2GCboXw7mQaB4oc8smQVEQ="></latexit>

a1
a0

dqo
dt

+ qo =
bo
a0

qi

<latexit sha1_base64="raYmubY/Qvd0uzXJARQpbsPwnvI="></latexit>
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De forma compacta esta última equação pode ser escrita como:

Aplicando a transformada de Laplace a ambos os lados da EDO temos:

Onde

T =
a1
a0

<latexit sha1_base64="7yRe809lCs9teCo9kOTm1AuhpiM="></latexit>

CONSTANTE DE TEMPO [s]

GANHO DE REGIME PERMANENTE [qo]/[qi]

Então, a solução em Laplace escreve

T dqo
dt

+ qo = Kqi

<latexit sha1_base64="QLncL7XVK4ghQH1W59tXyu23oRU="></latexit>

K =
b0
a0

<latexit sha1_base64="kRqYp4FsKKnDc+fvExTqpL1nGT8="></latexit>

T (sQo(s)� qo(0)) +Qo(s) = KQi(s)

<latexit sha1_base64="x2eA7+xYqGIWFaG1wWCYqqgF+uk="></latexit>

Qo(s) =
KQi(s)

T s+ 1
+

T qo(0)

T s+ 1

<latexit sha1_base64="p5WtssgjqMSKFFWnqLbN/YoMhlQ="></latexit>

SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM
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E, para o caso de qo(0) = 0 temos para a resposta devida somente à qi(t) 

Qo(s) =
KQi(s)

T s+ 1

<latexit sha1_base64="9DZfgmi9oIHlb5NspBDrJLis0Wc="></latexit>

Da qual obtemos a F.T. para um sistema de primeira ordem na forma padrão

H(s) =
Qo(s)

Qi(s)
=

K
T s+ 1

<latexit sha1_base64="JRl525unfHjt6xZ+8upNafBpvco="></latexit>

De forma análoga, se qi(t) = 0 temos a resposta devida à qo(0) dada por 

Qot(s) =
T qo(0)

T s+ 1
=

qo(0)

s+ 1
T

<latexit sha1_base64="vrXBxI3mnuC/QQ6q6kjhnltMJ6I="></latexit>

qot(t) = qo(0)e
� 1

T t

<latexit sha1_base64="kuRI2yXPu2E1fHI2bCbpUhKI8yY="></latexit>

SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM
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Tau1 = 0.1
Tau2 = 0.5
Tau3 = 1.0
Tau4 = 5.0
Tau5 = 10.0

A resposta devida somente à qi(t) em t é obtida de:

qop(t) = L�1 {H(s)Qi(s)}

<latexit sha1_base64="wNDhQQ9QiXzw5RNihh5l/GXDrn4="></latexit>

Gráfico da Resposta
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qo(t) = L�1 {H(s)Qi(s)}+ qo(0)e
� 1

T t

<latexit sha1_base64="Eqdb203nhCN52ByLJikk4cCQ2W8="></latexit>

E a resposta total é a soma das duas parcelas

Como mostrado, a resposta total qo(t) depende da natureza da entrada qi(t) e, 
consequentemente de sua transformada de Laplace Qi(s). Veremos em seguida
vários exemplos de entradas sendo as mais importantes: 

Ø O degrau
Ø A rampa
Ø O impulso
Ø Com atraso no tempo
Ø Combinadas 
Ø Harmônica

Cont. ...
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SISTEMAS DE PRIMEIRA ORDEM - EXEMPLOS

Vamos obter a resposta de um sistema de primeira ordem à entrada degrau 
unitário mostrada abaixo

Analiticamente a entrada degrau unitário pode ser expressa como: 

Obs: a notação u(t) ou µ(t) 
são amplamente usadas para
representar funções degrau !

qi(t)

qis = 1

qi(t) = u(t) =

(
0 t < 0

1 t > 0

<latexit sha1_base64="Wl+xSTqzYv0CQfJUq+hDjf11eKA="></latexit>
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A Transformada de Laplace da entrada é dada por: 

Sabemos que a solução geral é dada por: 

Cont. ...

Uma entrada degrau com amplitude genérica qis é escrita como: qi(t) = qisu(t)

<latexit sha1_base64="YFlGsQyGTuhTw/QFs6fzB2m7yLE="></latexit>

Qi(s) = qisL{u(t)} =
qis
s

<latexit sha1_base64="3L+frMS7yA9196mYhshsFJFi6QE="></latexit>

Qo(s) =
KQi(s)

T s+ 1
+

T qo(0)

T s+ 1

<latexit sha1_base64="p5WtssgjqMSKFFWnqLbN/YoMhlQ="></latexit>

E a solução no domínio do tempo é obtida pela Transformada Inversa de Laplace

Qo(s) =
Kqis
T

 
1

s
�
s+ 1

T
�
!

+
qo(0)

s+ 1
T

<latexit sha1_base64="OAFmZ01brayFrn1kJ5jsVyjH9S8="></latexit>

qo(t) = Kqis
⇣
1� e�

1
⌧ t
⌘
+ qo(0)e

� 1
⌧ t

<latexit sha1_base64="kmZaiBlYSIQwPAwpoQL/edrqiWo="></latexit>
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Cont. ...

E, para qo(0) = 0 

qo(t) = Kqis
⇣
1� e�

1
⌧ t
⌘

<latexit sha1_base64="2cvg0zEbsq6JUcVGj5dQr0rveEk="></latexit>

t aumenta

qis = 1

Resposta de regime permanente 
de um sistema de primeira ordem 
a uma entrada degrau unitário e 
constante de tempo variável ! 
Podemos verificar a influência da 
constante de tempo t na velocidade
de resposta do sistema !
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Cont. ...

Conclusão 1: A constante de tempo t interfere diretamente na velocidade de 
                      resposta do sistema de primeira ordem e de forma inversamente 
                      proporcional. Quanto menor a constante de tempo maior é a 
                      velocidade de resposta do sistema pois o mesmo atinge a resposta 
                      de regime permanente num intervalo de tempo menor (e vice versa)

Façamos agora uma análise admensional da resposta de regime ao degrau unitário:

t/t qo(t)/Kqis

0 0

1 0,632

2 0,865

3 0,950

4 0.982

∞ 1.000

qo(t )

Kqis
=1−e

−
1
τ
t

t/t t/t

qo(t)/Kqis qo(t)/Kqis

K

2K
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Cont. ...

Definição: A constante de tempo de um sistema de primeira ordem t representa
                  o intervalo de tempo necessário para que o sistema atinja 63,2 % 
                  da resposta de regime permanente para uma entrada degrau unitário 
                  na origem dos tempos e com condições iniciais nulas. 

Já o grafico abaixo mostra a influência do ganho de regime K na resposta de 
regime permanente do sistema:
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Cont. ...

Definição: O ganho de regime permanente K (ou sensibilidade estática) é definido
                  como a quantidade de saída que se obtém em regime permanente por 
                  cada unidade de entrada aplicada ao sistema. 

Algébricamente: 

K =
[qo(t )]

[qi (t )]
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Cont. ...

Vejamos agora o caso onde a entrada degrau unitário apresenta um atraso no tempo:

a
t

qi(t)

qis

E para o cálculo da Transformada de Laplace usamos a seguinte propriedade

Onde F(s) representa a transformada da função não defasada em t !

L{f(t� a)} = F (s)e�as

<latexit sha1_base64="7xgMXwlRXqKyR5WmPdQAXXzQoVg="></latexit>

L�1
�
F (s)e�as

 
= f(t� a)

<latexit sha1_base64="rMWe9lquoEMJPO6/oMR7UNlrpJQ="></latexit>

qi(t) = qisu(t� a) =

(
0 t < a

qis t � a

<latexit sha1_base64="jRX9RKh/iE6bwYMbMlTXXTOsiMQ="></latexit>
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Cont. ...

Logo para o degrau com atraso temos 

E para determinarmos a resposta de regime permanente (qo(0) = 0) usamos

Qi(s) = qis

✓
1

s

◆
e�as

<latexit sha1_base64="RNwMrjY6rHn0n8dkqF00dlx9WBQ="></latexit>

qo(t) =
K
⌧
L�1

(
1�

s+ 1
⌧

�Qi(s)

)

<latexit sha1_base64="nvM/3F9GJf1Zo6ivb2XOFLWAGRM="></latexit>

qo(t) = qis
K
⌧
L�1

(
1�

s+ 1
⌧

�
✓
1

s

◆
e�as

)

<latexit sha1_base64="dS2xIujP57hHvEgMIgfhZKa0gc0="></latexit>

qo(t) =
K
qis

⇣
1� e�

1
⌧ (t�a)

⌘
u(t� a)

<latexit sha1_base64="MrF9cov4nVhjOE5bie0twEo+l/w="></latexit>
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Cont. ...

Graficamente:
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Cont. ...

Vamos agora analisar o seguinte caso

a
t

qi(t)

qis

b
a

t

qi(t)

qis

b tqi(t)

-qis

qi(t) = qisu(t� a)u(t� a)� qisu(t� b)u(t� b)

<latexit sha1_base64="iivkgQxWy7Dp/dnwx1IFYZNxZmI="></latexit>

qi(t) = qisu(t� a)� qisu(t� b)

<latexit sha1_base64="4cvNcANSUHE2naTu3adYbMoe0t8="></latexit>

Qi(s) = qis
1

s

�
e�as � e�bs

�

<latexit sha1_base64="gOVeBpQGzRjF+jBoATy+wCTrVJ0="></latexit>

ou
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Cont. ...

Calculamos agora a resposta de regime permanente do sistema:

qo(t) =
K
⌧
L�1

"
1�

s+ 1
⌧

�Qi(s)

#

<latexit sha1_base64="ztHruDjoQwaixBV/S6AfpqeH6vQ="></latexit>

qo(t) =
K
⌧
qisL�1

"
1

s

1�
s+ 1

⌧

�e�as � 1

s

1�
s+ 1

⌧

�e�bs

#

<latexit sha1_base64="gR8CHhM5Z25jc1v3eOcuoVTrFxk="></latexit>

qo(t) = Kqis
h⇣

1� e�
1
⌧ (t�a)

⌘
u(t� a)�

⇣
1� e�

1
⌧ (t�b)

⌘
u(t� b)

i

<latexit sha1_base64="U4F5Jp+5z1Hew08M7MI/+6gg2zM="></latexit>
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Cont. ...

Graficamente:

t 
aumenta
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Resposta à uma entrada do tipo Rampa

Agora vamos obter a resposta de regime permanente do sistema de primeira ordem 
à uma entrada do tipo rampa.

a
t

qi(t)

qi0 qi(t) = qirt

<latexit sha1_base64="CEZa25kQsp7e9VB5uUcdb3u2NaI="></latexit>

Qi(s) =
qir
s2

<latexit sha1_base64="VYnaz//Km/TSzh3dadY7g+JsExc="></latexit>

⌧
dqo
dt

+ qo = Kqirt

<latexit sha1_base64="7VP1GevqvdA4dqWS3vuMmGnRmug="></latexit>

⌧ (sQo(s)� qo(0)) +Qo(s) =
Kqir
s2

<latexit sha1_base64="xVUCRL4lpNA9HPmoAR8yj/NWLbg="></latexit>

Qo(s) =
Kqir

s2(⌧s+ 1)
+

⌧qo(s)

⌧s+ 1

<latexit sha1_base64="/xjTsYOVnEvmAirLgXJE+9hEzcQ="></latexit>

rampa unitária: qir = 1

EDO do sistema:

Transformando

qir = tg
⇣qi0

a

⌘

<latexit sha1_base64="wGedivS3wNZcbQRn5e8uzxJpEms="></latexit>
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Cont. ...

qo(t) = qo(0)e
� 1

⌧ t +Kqire
� 1

⌧ t +Kqir(t� ⌧)

<latexit sha1_base64="syfy3dOLN1uU1YEcg0KUM5FjLrI="></latexit>

qo(t) = Kqire
� 1

⌧ t +Kqir(t� ⌧)

<latexit sha1_base64="TbtKl9l/ar2nJtiuZa89/Ie+g8Y="></latexit>
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Resposta à uma entrada Impulso

t

qi(t)
qi(t) = Ai�(t)

<latexit sha1_base64="HTz2hPu9OnrH0rUV4INxjkLknwg="></latexit>

Qi(s) = Ai

<latexit sha1_base64="7cUT/BwO4fMfckLc+duaw02MzXo=">AAACTXicbVHLSgMxFM3UR2t9tbp0EyxCRSgzUlAXQsWNyxbsA9pSMultG5pJxiQjlNLfcKt/5NoPcSdipp2FfRwIHM659yb3xA8508Z1v5zU1vbObjqzl90/ODw6zuVPGlpGikKdSi5VyycaOBNQN8xwaIUKSOBzaPrjx9hvvoLSTIpnMwmhG5ChYANGibFSp9ZjRX2J7/FDj/VyBbfkzoHXiZeQAkpQ7eWdq05f0igAYSgnWrc9NzTdKVGGUQ6zbCfSEBI6JkNoWypIALo7nT96hi+s0scDqewRBs/V/x1TEmg9CXxbGRAz0qteLG70QDNhZhsMX8GLmK3O8fXEjvEl7+OhAhjjuBHHN0uul1cwg9vulIkwMiDoYoNBxLGROI4W95kCavjEEkIVsyFgOiKKUGM/IGvj9VbDXCeN65JXLt3VyoVKOQk6g87QOSoiD92gCnpCVVRHFIXoDb2jD+fT+XZ+nN9FacpJek7RElLpP7Nfsuk=</latexit>

⌧
dqo
dt

+ qo = Ai�(t)

<latexit sha1_base64="jT0QCV5IJuPTBk8iVFYczoqZIEs="></latexit>

⌧(sQo(s)� qo(0)) +Qo(s) = Ai

<latexit sha1_base64="wRgreG4HNFgIQ6s54aXQFYFwDRY="></latexit>

Qo(s) =
Ai
⌧

s+ 1
⌧

+
qo(0)
⌧

s+ 1
⌧

<latexit sha1_base64="IgHjb9Mk7d18gXYy2a4qbMwzuXs="></latexit>

EDO do sistema:

Transformando:

qo(t) =
Ai

⌧
e�

1
⌧ t

<latexit sha1_base64="fo8veH2PpBMIwUhQTWwgmRgk6PA="></latexit>

qo(t) =
Ai

⌧
(1 + qo(0))e

� 1
⌧ t

<latexit sha1_base64="QjFpa/vbz7shZIVTp39Ho0H4XT4="></latexit>

Impulso Unitário: Ai = 1

L (�(t)) = 1

<latexit sha1_base64="bO4aAKQ4KQ1JI4xWDLVQeS77Fkc="></latexit>
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SEM 0232 – Modelos Dinâmicos

UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO
ESCOLA DE ENGENHARIA DE SÃO CARLOS

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECÂNICA

Estudo da Resposta de Sistemas Dinâmicos
Sistemas de Segunda Ordem
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Sequência de Conteúdos

• Conceituação teórica de um sistema de 2a Ordem 
• Definição dos parâmetros físicos que o caracterizam
• Estudo da resposta de um 2a Ordem à entradas padrão

Bibliografia:

1  Felício, L. C., Modelagem da Dinâmica de Sistemas e Estudo da Resposta, Rima, 2010
2  Doebelin, E. O., System Dynamics, Modeling, Analysis, Simulation, Design, M. Dekker, 1998



40 Prof. Paulo S. VarotoSEM 0232 -  MODELOS DINÂMICOS 
Prof. Luiz A. M. Gonçalveshttps://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

A forma geral de um sistema de primeira ordem é obtida a partir da equação 
geral para dois casos de interesse: 

an
dnqo
dtn

+ an�1
dn�1qo
dtn�1

+ · · ·+ a2
d2qo
dt2

+ a1
dqo
dt

+ a0qo =

bm
dmqi
dtm

+ bm�1
dm�1qi
dtm�1

+ b1
dqi
dt

+ · · ·+ b0qi

<latexit sha1_base64="+66tiFfS0XItpylJhlFLbKUDbm8="></latexit>

FORMA GERAL

a2
d2qo
dt2

+ a1
dqo
dt

+ a0qo = b1
dqi
dt

+ b0qi

<latexit sha1_base64="n4cPFHVKWK31ykRMvOdGxGvtDGQ="></latexit>

a2
d2qo
dt2

+ a1
dqo
dt

+ a0qo = b0qi

<latexit sha1_base64="M04nTBEbbKEFqrVJd0Oz70NuLCI="></latexit>

Modelo # 1 Modelo # 2

a2
a0

d2qo
dt2

+
a1
a0

dqo
dt

+ qo =
b0
a0

qi

<latexit sha1_base64="++8Mq25mUGKTKBlS0LgT4Gl47Uk="></latexit>

a2
a0

d2qo
dt2

+
a1
a0

dqo
dt

+ qo =
b1
a0

dqi
dt

+
b0
a0

qi

<latexit sha1_base64="h3qeFEfZ/TqKRWbXkJah/Bun6rY="></latexit>

Forma Padrão:
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Cont. ...

Propriedades importantes:

!n =

r
a0
a2

<latexit sha1_base64="M2UuxKO9exDTjnX+y8GUocZeklQ="></latexit>

⇣ =
a1

2
p
a2a0

<latexit sha1_base64="oksKuzGAm4cztWZ5Fjzhuxv9bJY="></latexit>

K =
b0
a0

<latexit sha1_base64="kRqYp4FsKKnDc+fvExTqpL1nGT8="></latexit>

Frequência natural não amortecida (rad/s)

Razão ou fator de amortecimento (admensional)

Ganho de regime permanente ([qo]/[qi])

Um sistema de segunda ordem fica completamente caracterizado por estas 

três propriedades

a2
a0

d2qo
dt2

+
a1
a0

dqo
dt

+ qo =
b0
a0

qi

<latexit sha1_base64="++8Mq25mUGKTKBlS0LgT4Gl47Uk="></latexit>
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Cont. ...

Portanto, podemos reescrever as EDOs dos dois modelos como

1

!2
n

d2qo
dt2

+
2⇣

!n

dqo
dt

+ qo = Kqi

<latexit sha1_base64="6rdM2XMJiyx6Tvj8PCL5cCLq6gE="></latexit>

Considerando condições iniciais nulas, as F.T. para os modelos são

Qo(s)

Qi(s)
=

K
1
!2

n
s2 + 2⇣

!n
s+ 1

<latexit sha1_base64="H3osTD+7HbyZegMWNwSDOywmrfc="></latexit>

Para fins de determinação da resposta à entradas padrão consideraremos o segundo
modelo !

1

!2
n

d2qo
dt2

+
2⇣

!n

dqo
dt

+ qo =
b1
a0

dqi
dt

+
b0
a0

qi

<latexit sha1_base64="4VnU01mk5tklzhX2ghxSKB+pRSQ="></latexit>

Qo(s)

Qi(s)
=

b1
a0
s+ b0

a0

1
!2

n
s2 + 2⇣

!n
s+ 1

<latexit sha1_base64="bUjGiNP3mNjX4744hNh+y6lvuhc="></latexit>
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Resposta Transiente Sistema de Segunda Ordem (só às CIs)

Um bom modelo para estudarmos a resposta é o massa-mola-amortecedor

fi(t)

<latexit sha1_base64="50N6DCI5CXP94CTqGYF1rob5Td4=">AAACR3icbVBNSwMxEM3Wr1q/Wj16CRahIpRdKai3ghePCrYKupRsOtvGZpM1mRVK6X/wqv/In+Cv8CYezdY9aHUg8Hhv3kzmRakUFn3/zSstLC4tr5RXK2vrG5tb1dp21+rMcOhwLbW5iZgFKRR0UKCEm9QASyIJ19HoLNevH8FYodUVjlMIEzZQIhacoaO6cU808KBXrftNf1b0LwgKUCdFXfRq3uFdX/MsAYVcMmtvAz/FcMIMCi5hWrnLLKSMj9gAbh1ULAEbTmbfndJ9x/RprI17CumM/emYsMTacRK5zoTh0M5rOfmvBlYonP4jRAYe1HR+TmTHbkykZZ8ODMCI5kaab9bS/j4B45NwIlSaISj+fUGcSYqa5qHSvjDAUY4dYNwIFwLlQ2YYRxd9xcUbzIf5F3SPmkGreXrZqrdbRdBlskv2SIME5Ji0yTm5IB3CyT15Is/kxXv13r0P7/O7teQVnh3yq0reFxarsT0=</latexit>

uo(t)

<latexit sha1_base64="XEGsVLMgsqfnMIGlwDF+l/WCLU8=">AAACR3icbVDLSgMxFM3Ud321unQTLEJFKDNSUHeCG5cK9gFtKZn0to3NJGNyRyhl/sGt/pGf4Fe4E5dmahe29kLgcM499+aeMJbCou9/eLmV1bX1jc2t/PbO7t5+oXhQtzoxHGpcS22aIbMghYIaCpTQjA2wKJTQCEc3md54BmOFVg84jqETsYESfcEZOqqedHUZT7uFkl/xp0X/g2AGSmRWd92id9buaZ5EoJBLZm0r8GPsTJhBwSWk+XZiIWZ8xAbQclCxCGxnMv1uSk8c06N9bdxTSKfsX8eERdaOo9B1RgyHdlHLyKUaWKEwXSKEBp5UujgntGM3JtSyRwcGYEQzI802a2nnT8D+ZWciVJwgKP57QT+RFDXNQqU9YYCjHDvAuBEuBMqHzDCOLvq8izdYDPM/qJ9Xgmrl6r5auq7Ogt4kR+SYlElALsg1uSV3pEY4eSQv5JW8ee/ep/flff+25ryZ55DMVc77AT4+sVI=</latexit>

M

<latexit sha1_base64="uZvh1Ad3Q7bCB5O0nreFyqq8YOs=">AAACQnicbVDLSgMxFM3UV62vVpdugkUQhDIjxceu4MaN0IJ9QDuUTHrbhmaSMckIZegXuNU/8if8BXfi1oWZtgv7uBA4nHPPvbkniDjTxnU/nczG5tb2TnY3t7d/cHiULxw3tIwVhTqVXKpWQDRwJqBumOHQihSQMODQDEb3qd58AaWZFE9mHIEfkoFgfUaJsVTtsZsvuiV3WngVeHNQRPOqdgvOZacnaRyCMJQTrdueGxk/IcowymGS68QaIkJHZABtCwUJQfvJ9KcTfG6ZHu5LZZ8weMr+dyQk1HocBrYzJGaol7WUXKuBZsJM1giBgmcxWZ4T6LEdE0jewwMFMMKpEaebJdeLJ5j+rZ8wEcUGBJ1d0I85NhKneeIeU0ANH1tAqGI2BEyHRBFqbOo5G6+3HOYqaFyVvHLprlYuVq7nQWfRKTpDF8hDN6iCHlAV1RFFgF7RG3p3Ppwv59v5mbVmnLnnBC2U8/sHRFCwZg==</latexit>

B

<latexit sha1_base64="7cBk7ckWAKKvtY1baTgW3wprcdc=">AAACQnicbVDLSgMxFM3UV62vVpdugkUQhDIjxceu6MZlC/YB7VAy6W0bmknGJCOUoV/gVv/In/AX3IlbF2baLuzjQuBwzj335p4g4kwb1/10MhubW9s72d3c3v7B4VG+cNzQMlYU6lRyqVoB0cCZgLphhkMrUkDCgEMzGD2kevMFlGZSPJlxBH5IBoL1GSXGUrX7br7oltxp4VXgzUERzavaLTiXnZ6kcQjCUE60bntuZPyEKMMoh0muE2uICB2RAbQtFCQE7SfTn07wuWV6uC+VfcLgKfvfkZBQ63EY2M6QmKFe1lJyrQaaCTNZIwQKnsVkeU6gx3ZMIHkPDxTACKdGnG6WXC+eYPq3fsJEFBsQdHZBP+bYSJzmiXtMATV8bAGhitkQMB0SRaixqedsvN5ymKugcVXyyqW7WrlYuZ4HnUWn6AxdIA/doAp6RFVURxQBekVv6N35cL6cb+dn1ppx5p4TtFDO7x8vxrBb</latexit>

K

<latexit sha1_base64="kvU/T/07GHYEpKG+R3TQC9tREPI=">AAACQnicbVDLSgMxFM3UV62vVpdugkUQhDIjxceu4EZw04J9QDuUTHrbhmaSMckIZegXuNU/8if8BXfi1oWZtgv7uBA4nHPPvbkniDjTxnU/nczG5tb2TnY3t7d/cHiULxw3tIwVhTqVXKpWQDRwJqBumOHQihSQMODQDEb3qd58AaWZFE9mHIEfkoFgfUaJsVTtsZsvuiV3WngVeHNQRPOqdgvOZacnaRyCMJQTrdueGxk/IcowymGS68QaIkJHZABtCwUJQfvJ9KcTfG6ZHu5LZZ8weMr+dyQk1HocBrYzJGaol7WUXKuBZsJM1giBgmcxWZ4T6LEdE0jewwMFMMKpEaebJdeLJ5j+rZ8wEcUGBJ1d0I85NhKneeIeU0ANH1tAqGI2BEyHRBFqbOo5G6+3HOYqaFyVvHLprlYuVq7nQWfRKTpDF8hDN6iCHlAV1RFFgF7RG3p3Ppwv59v5mbVmnLnnBC2U8/sHQJSwZA==</latexit>

!n =

r
K

M

⇣ =
B

2
p
kM

K =
1

K

<latexit sha1_base64="glq6rBGRaxm5quFHhnRilAsp3BE="></latexit>

(rad/s)

(m/N)

(adm)

xi(t)

<latexit sha1_base64="B53pHszcoLBboP3NLsDXuisR+9E=">AAACR3icbVDLSgMxFM3UV61vXboJFqEilBkpPnYFNy4r2CrYUjLpbY3NJGNyRxzK/INb/SM/wa9wJy7NtF1o9ULgcM499+aeMJbCou+/e4W5+YXFpeJyaWV1bX1jc2u7ZXViODS5ltrchMyCFAqaKFDCTWyARaGE63B4nuvXj2Cs0OoK0xg6ERso0RecoaNaT11RwYPuZtmv+uOif0EwBWUyrUZ3yzts9zRPIlDIJbP2NvBj7IyYQcElZKV2YiFmfMgGcOugYhHYzmj83YzuO6ZH+9q4p5CO2Z+OEYusTaPQdUYM7+yslpP/amCFwuwfITTwoLLZOaFN3ZhQyx4dGIAhzY0036yl/X0C9k87I6HiBEHxyQX9RFLUNA+V9oQBjjJ1gHEjXAiU3zHDOLroSy7eYDbMv6B1VA1q1bPLWrl+PA26SHbJHqmQgJyQOrkgDdIknNyTZ/JCXr0378P79L4mrQVv6tkhv6rgfQM5O7FR</latexit>

M
d2uo(t)

dt2
+B

duo

dt
+Kuo = fi(t) +Kxi(t) +Bẋi(t)

<latexit sha1_base64="oblmSkwJIXgxr9OJQljsSLj4dbo="></latexit>

1

!2
n

d2uo(t)

dt2
+

2⇣

!n

duo

dt
+ uo = Kfi(t) + xi(t) +

2⇣

!n
ẋi(t)

<latexit sha1_base64="NaMUGpjz/83mkfbEqAUwdv2wWhU="></latexit>

EDO:

Forma Padrão:

NX

p=0

ap
dpqo
dtp

=
MX

q=0

bq
dqqi
dtq

<latexit sha1_base64="CE8WNa1E8fYliTjP33cRQr46BFc="></latexit>

xi(t)

<latexit sha1_base64="B53pHszcoLBboP3NLsDXuisR+9E=">AAACR3icbVDLSgMxFM3UV61vXboJFqEilBkpPnYFNy4r2CrYUjLpbY3NJGNyRxzK/INb/SM/wa9wJy7NtF1o9ULgcM499+aeMJbCou+/e4W5+YXFpeJyaWV1bX1jc2u7ZXViODS5ltrchMyCFAqaKFDCTWyARaGE63B4nuvXj2Cs0OoK0xg6ERso0RecoaNaT11RwYPuZtmv+uOif0EwBWUyrUZ3yzts9zRPIlDIJbP2NvBj7IyYQcElZKV2YiFmfMgGcOugYhHYzmj83YzuO6ZH+9q4p5CO2Z+OEYusTaPQdUYM7+yslpP/amCFwuwfITTwoLLZOaFN3ZhQyx4dGIAhzY0036yl/X0C9k87I6HiBEHxyQX9RFLUNA+V9oQBjjJ1gHEjXAiU3zHDOLroSy7eYDbMv6B1VA1q1bPLWrl+PA26SHbJHqmQgJyQOrkgDdIknNyTZ/JCXr0378P79L4mrQVv6tkhv6rgfQM5O7FR</latexit>

fi(t)

<latexit sha1_base64="50N6DCI5CXP94CTqGYF1rob5Td4=">AAACR3icbVBNSwMxEM3Wr1q/Wj16CRahIpRdKai3ghePCrYKupRsOtvGZpM1mRVK6X/wqv/In+Cv8CYezdY9aHUg8Hhv3kzmRakUFn3/zSstLC4tr5RXK2vrG5tb1dp21+rMcOhwLbW5iZgFKRR0UKCEm9QASyIJ19HoLNevH8FYodUVjlMIEzZQIhacoaO6cU808KBXrftNf1b0LwgKUCdFXfRq3uFdX/MsAYVcMmtvAz/FcMIMCi5hWrnLLKSMj9gAbh1ULAEbTmbfndJ9x/RprI17CumM/emYsMTacRK5zoTh0M5rOfmvBlYonP4jRAYe1HR+TmTHbkykZZ8ODMCI5kaab9bS/j4B45NwIlSaISj+fUGcSYqa5qHSvjDAUY4dYNwIFwLlQ2YYRxd9xcUbzIf5F3SPmkGreXrZqrdbRdBlskv2SIME5Ji0yTm5IB3CyT15Is/kxXv13r0P7/O7teQVnh3yq0reFxarsT0=</latexit>

uo(t)

<latexit sha1_base64="XEGsVLMgsqfnMIGlwDF+l/WCLU8=">AAACR3icbVDLSgMxFM3Ud321unQTLEJFKDNSUHeCG5cK9gFtKZn0to3NJGNyRyhl/sGt/pGf4Fe4E5dmahe29kLgcM499+aeMJbCou9/eLmV1bX1jc2t/PbO7t5+oXhQtzoxHGpcS22aIbMghYIaCpTQjA2wKJTQCEc3md54BmOFVg84jqETsYESfcEZOqqedHUZT7uFkl/xp0X/g2AGSmRWd92id9buaZ5EoJBLZm0r8GPsTJhBwSWk+XZiIWZ8xAbQclCxCGxnMv1uSk8c06N9bdxTSKfsX8eERdaOo9B1RgyHdlHLyKUaWKEwXSKEBp5UujgntGM3JtSyRwcGYEQzI802a2nnT8D+ZWciVJwgKP57QT+RFDXNQqU9YYCjHDvAuBEuBMqHzDCOLvq8izdYDPM/qJ9Xgmrl6r5auq7Ogt4kR+SYlElALsg1uSV3pEY4eSQv5JW8ee/ep/flff+25ryZ55DMVc77AT4+sVI=</latexit>

força deslocamento 
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1

!2
n

d2uo(t)

dt2
+

2⇣

!n

duo

dt
+ uo = xi +

2⇣

!n
ẋi

<latexit sha1_base64="ibZ3nwSoeqtoX8vImM37MdCc4+8="></latexit>

1

!2
n

d2uo(t)

dt2
+

2⇣

!n

duo

dt
+ uo = Kfi

<latexit sha1_base64="iTlrXMkoWmvDQAItYVhfiFdv7iI="></latexit>

Cont. ...

Se considerarmos as entradas individualmente temos as seguines EDOs

H(s) =
Uo(s)

Fi(s)
=

K
1
!2

n
s2 + 2⇣

!n
s+ 1

<latexit sha1_base64="v+KoMOkg63sheDRk5Fkejz3C0FM="></latexit>

H(s) =
Uo(s)

Xi(s)
=

2⇣
!n

s+ 1
1
!2

n
s2 + 2⇣

!n
s+ 1

<latexit sha1_base64="Goy16Wkq+AIZndD0GivVv+BIWAo="></latexit>

Entrada fi(t) :

Entrada Xi(t) :

Para a resposta transiente :
1

!2
n

d2uo

dt2
+

2⇣

!n

duo

dt
+ uo = 0

<latexit sha1_base64="WFQmdrA63bMj86crrpCfysNXcaw="></latexit>

uo(0) 6= 0 u̇o(0) 6= 0

<latexit sha1_base64="kEYBkHfsQN51bIOwactXxmRQJ4k="></latexit>
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Para o estudo da resposta às condições iniciais fazemos fi(t) = 0 e então

1

!2
n

d2uo

dt2
+

2⇣

!n

duo

dt
+ uo = 0

<latexit sha1_base64="xCocBVQY2NZ1AqerFHr99KrS0as="></latexit>

�
s2 + 2⇣!ns+ !2

n

�
Uo(s)� (s+ 2⇣!n)uo(0)� u̇o(0) = 0

<latexit sha1_base64="WPxo9llEva0PrOsK9AXlP1LoXgw="></latexit>

Uo(s) =
(s+ 2⇣!n)uo(0)

s2 + 2⇣!ns+ !2
n

+
u̇o(0)

s2 + 2⇣!ns+ !2
n

<latexit sha1_base64="Ua8W7dmoPCEu0GOX4kRpr+Vd5R0="></latexit>

Tomando a T.L. para condições iniciais quaisquer temos

E resolvendo algebricamente para Uo(s)

A solução no domínio do tempo é obtida pela transformada inversa de Laplace desta 
última expressão. No entanto, esta transformação depende da natureza das raízes da 
equação característica do sistema Equação 

característica

Cont. ...

s2 + 2⇣!ns+ !2
n = 0

<latexit sha1_base64="xofQxYo3npF5qcZy6n91B6lU5zM="></latexit>
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Temos três possibilidades:

s1,2 = �⇣!n ± !n

p
⇣2 � 1

<latexit sha1_base64="9ivEugfp2pNZR5gZLu9sMCaxTek="></latexit>

s1,2 = �⇣!n ± i !n

p
1� ⇣2

<latexit sha1_base64="PlD2XPsuLyP4JfPhdQLgU93GZII="></latexit>

s1,2 = �⇣!n

<latexit sha1_base64="rruHhEA0SenSsrK/z0XJJKv1qxc="></latexit>

Reais e distintas

Reais e iguais

Complexas

⇣ > 1

<latexit sha1_base64="USptKxhukH/3w6WchQHJmpLFF9w=">AAACSnicbVBNSwMxEM3WqrV+Vo9egkUQhLIrBfUighePFeyHtEWy6bQNzSZrMivU0l/hVf+Rf8C/4U28mG170LYDgcd782YyL4ylsOj7n15mJbu6tp7byG9ube/s7hX2a1YnhkOVa6lNI2QWpFBQRYESGrEBFoUS6uHgJtXrz2Cs0OoehzG0I9ZTois4Q0c9tF4AGb2iweNe0S/5k6KLIJiBIplV5bHgnbY6micRKOSSWdsM/BjbI2ZQcAnjfCuxEDM+YD1oOqhYBLY9mvx4TI8d06FdbdxTSCfsX8eIRdYOo9B1Rgz7dl5LyaUaWKFwvEQIDTyp8fyc0A7dmFDLDu0ZgAFNjTTdrKX9fwJ2L9ojoeIEQfHpBd1EUtQ0zZV2hAGOcugA40a4ECjvM8M4uvTzLt5gPsxFUDsrBeXS5V25eF2eBZ0jh+SInJCAnJNrcksqpEo4icgreSPv3of35X17P9PWjDfzHJB/lcn+Agtusic=</latexit>

⇣ = 1

<latexit sha1_base64="epjRanQJ11o95Uu42CPkDWyGhrs=">AAACSnicbVBNSwMxEM3WqrV+Vo9egkUQhLIrBfUgCF48VrAf0hbJptM2NJusyaxQS3+FV/1H/gH/hjfxYrbtQdsOBB7vzZvJvDCWwqLvf3qZlezq2npuI7+5tb2zu1fYr1mdGA5VrqU2jZBZkEJBFQVKaMQGWBRKqIeDm1SvP4OxQqt7HMbQjlhPia7gDB310HoBZPSKBo97Rb/kT4ougmAGimRWlceCd9rqaJ5EoJBLZm0z8GNsj5hBwSWM863EQsz4gPWg6aBiEdj2aPLjMT12TId2tXFPIZ2wfx0jFlk7jELXGTHs23ktJZdqYIXC8RIhNPCkxvNzQjt0Y0ItO7RnAAY0NdJ0s5b2/wnYvWiPhIoTBMWnF3QTSVHTNFfaEQY4yqEDjBvhQqC8zwzj6NLPu3iD+TAXQe2sFJRLl3fl4nV5FnSOHJIjckICck6uyS2pkCrhJCKv5I28ex/el/ft/UxbM97Mc0D+VSb7CwmOsiY=</latexit>

,

<latexit sha1_base64="xcvGHD4FxUw/ZD05ls+z8rRiL1Y="></latexit>

,

<latexit sha1_base64="xcvGHD4FxUw/ZD05ls+z8rRiL1Y="></latexit>

,

<latexit sha1_base64="xcvGHD4FxUw/ZD05ls+z8rRiL1Y="></latexit>

Plano Complexo ⇣ =
B

2
p
KM

<latexit sha1_base64="VKFVxABBw18BwObQSGqbOydZheM="></latexit>

Bc = 2
p
KM

<latexit sha1_base64="G/cY/uhlR1JlgrOObZHWfcmpibY="></latexit>

⇣ =
B

Bc

<latexit sha1_base64="6egbETfz5a3zYvIDqX6q1RchPvk="></latexit>

Im

Re

!n

p
1� ⇣2

<latexit sha1_base64="P4GyZ4euV6vCSr/nkRY1htSVwmU="></latexit>

�!n

p
1� ⇣2

<latexit sha1_base64="HRyTkZkjFlb4PmaiQaKmdXAl5AY="></latexit>

�⇣!n

<latexit sha1_base64="hY7H3tRmgZQKjt4EBZBnV76BcQM=">AAACUnicbVLLTgIxFO3gCxEFdOmmkZiYGMmMMVF3JG5cYiKPBAjplAs0dNqxvWOChC9xq3/kxl9xZQdYCHiTJifn3EfvacNYCou+/+1ltrZ3dvey+7mD/OFRoVg6blidGA51rqU2rZBZkEJBHQVKaMUGWBRKaIbjh1RvvoKxQqtnnMTQjdhQiYHgDB3VKxauOm+ArKMjGLKeyvWKZb/iz4NugmAJymQZtV7Ju+z0NU8iUMgls7Yd+DF2p8yg4BJmuU5iIWZ8zIbQdlCxCGx3Or/5jJ47pk8H2rijkM7ZvxVTFlk7iUKXGTEc2XUtJf/VwAqFs3+E0MCLmq33Ce3EtQm17NOhARjTtJCmk7W0qyvg4K47FSpOEBRfbDBIJEVNU39pXxjgKCcOMG6EM4HyETOMo3uF1N5g3cxN0LiuBDeV+6ebcvV6aXSWnJIzckECckuq5JHUSJ1wkpB38kE+vS/vJ+N+ySI14y1rTshKZPK/W3KzTg==</latexit>

amortecimento
crítico

sobreamortecido

criticamente amortecido

subamortecido

As raizes s1,2
são denominadas
pólos do sistema !

Cont. ...

0 < ⇣ < 1

<latexit sha1_base64="duNKcjV4qjInBqJt6vhIZ8kHhR8=">AAACSnicbVBNSwMxEM3W7/rV6tFLsAiCUHaloEIPBS8eFWxV2lKy6bSGZpM1mRVq6a/wqv/IP+Df8CZezLZ7sK0Dgcd782YyL4ylsOj7n15uaXlldW19I7+5tb2zWyjuNaxODIc611Kb+5BZkEJBHQVKuI8NsCiUcBcOLlP97hmMFVrd4jCGdsT6SvQEZ+ioB7/aegFk1aBTKPllf1J0EQQZKJGsrjtF76TV1TyJQCGXzNpm4MfYHjGDgksY51uJhZjxAetD00HFIrDt0eTHY3rkmC7taeOeQjph/zpGLLJ2GIWuM2L4aOe1lPxXAysUjv8RQgNPajw/J7RDNybUskv7BmBAUyNNN2tpZ0/A3nl7JFScICg+vaCXSIqaprnSrjDAUQ4dYNwIFwLlj8wwji79vIs3mA9zETROy0GlfHFTKdVOs6DXyQE5JMckIGekRq7INakTTiLySt7Iu/fhfXnf3s+0Nedlnn0yU7nlX1eEsk8=</latexit>

s2 + 2⇣!ns+ !2
n = 0

<latexit sha1_base64="LQOc83kylPyDc/BpNYRZJOElsbs="></latexit>
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Lugar das raízes da equação característica com variação do amortecimento

Cont. ...

Real

Im
ag

in
ár

io

0

<latexit sha1_base64="ZgQeSjVglH299EjKjxENebHNAVk=">AAACQ3icdZDPSiNBEMZ7XHd1s//ietxLY1hYWBKmQ8ifgyB48ZgFEwUnO/R0apLGnp7Z7hohDnkOn8aj+gw+gzfZ27JgT4yHiBY0/Pi+6irqizI lLfr+rbf2Zv3tu43N95UPHz99/lLd+jq0aW4EDESqUnMccQtKahigRAXHmQGeRAqOotP90j86A2Nlqg9xlsEo4RMtYyk4OimsMhsyukvrwTkgD9IEJjzU9Cd9wsD+MVgs3N9NWqdsHlZrfsP3fcYYLYF12r6DXq/bZF3KSstVjSyrH1b/BeNU5AloFIpbe8L8DEcFNyiFgnklyC1kXJzyCRQJx6mxsV1RTxxqnoAdFYuD5/S7U8Y0To17GulCXZnDE2tnSeQ6y4n2uVeKL3pgpcZnyzHujgqpsxxBi8fdca4oprQMlI6lAYFq5oALI91RVEy54QJd7BWX1lMk9HUYNhus3Wj9atX2msvcNsk3skN+EEY6ZI8ckD4ZEEEuyCW5JjfelXfn3Xt/H1vXvOWfbbJS3v8H5iGxGw==</latexit>

s1 = �⇣!n + !n

p
⇣2 � 1

<latexit sha1_base64="mrivlLzEwyQ7moyKVnrphEeII8Q="></latexit>

s2 = �⇣!n � !n

p
⇣2 � 1

ESTÁVEL INSTÁVEL
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Para obtermos a resposta às CIs para os três casos retornemos à solução:

Uo(s) =
(s+ 2⇣!n)uo(0)

s2 + 2⇣!ns+ !2
n

+
u̇o(0)

s2 + 2⇣!ns+ !2
n

<latexit sha1_base64="Ua8W7dmoPCEu0GOX4kRpr+Vd5R0="></latexit>

Uo(s) =
(s+ 2⇣!n)uo(0)

(s� s1)(s� s2)
+

u̇o(0)

(s� s1)(s� s2)

<latexit sha1_base64="u/7qJ9yMgy0SOBxgmHoWRK4LAQ8="></latexit>

E fatoramos o polinômio do denominador em função de suas raízes

A solução no domínio do tempo dependerá do valor de z ! então teremos três soluções

z > 1:

u(t) = e�⇣!nt
⇣
a1e

�!n

p
⇣2�1t + a2e

+!n

p
⇣2�1t

⌘

<latexit sha1_base64="owR5r4bYcxvkdvENEKJ5I+nmZ9E="></latexit>

Cont. ...

<latexit sha1_base64="/rEWkrx3oyRcjNP/fE5yANct3tk="></latexit>

a1 =
�u̇o(0)�

⇣
⇣ �

p
⇣2 � 1

⌘
!nuo(0)

2!n

p
⇣2 � 1

a2 =
u̇o(0) +

⇣
⇣ +

p
⇣2 � 1

⌘
!nuo(0)

2!n

p
⇣2 � 1



49 Prof. Paulo S. VarotoSEM 0232 -  MODELOS DINÂMICOS 
Prof. Luiz A. M. Gonçalveshttps://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

z = 1: uo(t) = [uo(0) + (u̇o(0) + !nuo(0)) t] e
�!nt

<latexit sha1_base64="b2sBkHIlWqzEErTIaA8oBvzTR8I="></latexit>

0< z < 1,0:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Tempo [s]

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
Am

pl
itu

de
 [m

]
z = 1,25
z = 1,00
z = 0,20

Cont. ...

<latexit sha1_base64="mNKIEhFkJRu1KHuCyCmZR/ll1Sk="></latexit>

uo(t) = e�⇣!nt

 
uo(0) cos

p
1� ⇣2!nt+

u̇o(0) + ⇣!nuo(0)

!n

p
1� ⇣2

sen
p
1� ⇣2!nt

!
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t

<latexit sha1_base64="GNO+mtGpKIR/ghJQ8HD0ixuHobE=">AAACQnicbVBNS8NAEN34Wetn9ehlsQiCUBIpqDfBi0cFWwUNstlM6tLNbtydCCHkF3jVf+Sf8C94E68e3LQ9aHVg4fHevJmdF2VSWPT9N29mdm5+YbGx1FxeWV1b32ht9q3ODYce11Kb64hZkEJBDwVKuM4MsDSScBUNT2v96hGMFVpdYpFBmLKBEongDB11gXcbbb/jj4r+BcEEtMmkzu9a3v5trHmegkIumbU3gZ9hWDKDgkuomre5hYzxIRvAjYOKpWDDcvTTiu46JqaJNu4ppCP2p6NkqbVFGrnOlOG9ndZq8l8NrFBY/SNEBh5UNT0nsoUbE2kZ04EBGNLaSOvNWtrfJ2ByFJZCZTmC4uMLklxS1LTOk8bCAEdZOMC4ES4Eyu+ZYRxd6k0XbzAd5l/QP+gE3c7xRbd9cjAJukG2yQ7ZIwE5JCfkjJyTHuEEyBN5Ji/eq/fufXif49YZb+LZIr/K+/oGi+6wiQ==</latexit>

fi(t)

<latexit sha1_base64="CV5liGBVn/KSLzwTN98vNYef59g=">AAACR3icbVBNSwMxEM3Wr1q/Wj16CRahIpTdUlBvBS8eK9hWsKVk09kam03WZFYopf/Bq/4jf4K/wpt4NNv2oNWBwOO9eTOZFyZSWPT9dy+3srq2vpHfLGxt7+zuFUv7batTw6HFtdTmNmQWpFDQQoESbhMDLA4ldMLRZaZ3nsBYodUNjhPoxWyoRCQ4Q0e1o76o4Em/WPar/qzoXxAsQJksqtkveafdgeZpDAq5ZNbeBX6CvQkzKLiEaaGbWkgYH7Eh3DmoWAy2N5l9d0qPHTOgkTbuKaQz9qdjwmJrx3HoOmOG93ZZy8h/NbBC4fQfITTwqKbLc0I7dmNCLQd0aABGNDPSbLOW9vcJGJ33JkIlKYLi8wuiVFLUNAuVDoQBjnLsAONGuBAov2eGcXTRF1y8wXKYf0G7Vg3q1YvrerlRWwSdJ4fkiFRIQM5Ig1yRJmkRTh7IM3khr96b9+F9el/z1py38ByQX5XzvgEWEbE7</latexit>

fis

<latexit sha1_base64="3pQ8yRSYxCx+30dpEPF3KgJ/DTA=">AAACR3icbVDLSgMxFM3UV62vVpdugkUQhDJTCuqu4MZlBfuAtpRMeqeNzSRjkhHKMP/gVv/IT/Ar3IlLM20X9nEhcDjnnntzjx9xpo3rfjm5re2d3b38fuHg8Oj4pFg6bWkZKwpNKrlUHZ9o4ExA0zDDoRMpIKHPoe1P7jO9/QpKMymezDSCfkhGggWMEmOpVjBImE4HxbJbcWeF14G3AGW0qMag5Fz3hpLGIQhDOdG667mR6SdEGUY5pIVerCEidEJG0LVQkBB0P5l9N8WXlhniQCr7hMEz9r8jIaHW09C3nSExY72qZeRGDTQTJt0g+ApeRLo6x9dTO8aXfIhHCmCCMyPONkuul08wwW0/YSKKDQg6vyCIOTYSZ6HiIVNADZ9aQKhiNgRMx0QRamz0BRuvtxrmOmhVK16tcvdYK9eri6Dz6BxdoCvkoRtURw+ogZqIomf0ht7Rh/PpfDs/zu+8NecsPGdoqXLOH0zLseE=</latexit>

Resposta à Entrada Degrau

Modelo da entrada:

fi(t) = fisu(t)

<latexit sha1_base64="UYsbkWF7J4X1OJ9euAMUc1u9Ocw="></latexit>

Müo +Bu̇o +Kuo = fisu(t)

<latexit sha1_base64="zA2xefepVyLAC0O1901etVXUxzw="></latexit>

1

!2
n

üo +
2⇣

!n
u̇o + uo = Kfisu(t)

<latexit sha1_base64="D1EUdKkNgyNgR8zpU08PSU6pU1c="></latexit>

Para a obtenção da solução faremos duas hipóteses simplificadoras

Ø Condições iniciais nulas (uo(0) = 0 e vo(0) = 0)
Ø O sistema é subamortecido: z < 1,0

Logo, as raizes da equação característica são:

s1,2 = �⇣!n ± i!d

<latexit sha1_base64="mKnDuIZ20lDAyuZkE9cXs/20DAw="></latexit>

!d = !n

p
1� ⇣2

<latexit sha1_base64="CzFiDe1bmT5+A5EwpeOsoVlJwS4="></latexit>

Frequência Natural 
amortecida !



51 Prof. Paulo S. VarotoSEM 0232 -  MODELOS DINÂMICOS 
Prof. Luiz A. M. Gonçalveshttps://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

Aplicando a T.L. a ambos os lados da equação de movimento e resolvendo para a 
variável de saída temos

Uo(s) =
Kfis

s(s� s1)(s� s2)

<latexit sha1_base64="FWi5khKBRD9rTdy0f/ScjNiUVdo="></latexit>

E, calculando a transformada inversa temos a resposta de regime permanente 
à uma entrada degrau de amplitude fis

uo(t) = Kfis


1� e�⇣!nt

✓
⇣!n

!d
sen!dt+ cos!dt

◆�

<latexit sha1_base64="Ubx5ig68sQ50Gt6g84jGImFAfNk="></latexit>

uo(t) = Kfis

"
1� 1p

1� ⇣2
e�⇣!ntsin(!dt+ �)

#

<latexit sha1_base64="41LGZvuXRMzi7wq4XmDCMfFxBeI="></latexit>

� = tan�1

 
⇣p

1� ⇣2

!

<latexit sha1_base64="pflUi69Nj1Y0la/O+4EPpuVJ3/A="></latexit>

Cont. ...
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Gráfico da resposta à um degrau unitário (fis = 1) e condições iniciais nulas

Resposta de
Regime Permanente

Cont. ...
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Análise da Resposta ao Degrau

t

u(
t)

0
0

Mp

tp

ts10-90% tempo
de subida

0,9uss

0,5uss
td

0,1uss

settling 
time band

Resposta de regime 
desejada

Erro de 
regime

Td =
2⇡

!d

<latexit sha1_base64="YmM/MVebshxcANcHvUaLGMi2m94="></latexit>

tr
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Análise da Resposta ao Degrau Unitário

Overshoot Máximo (Mp :) (Sobresinal Máximo)

du

dt
= 0

<latexit sha1_base64="oMkSBsuXgcGcS1hIUl0tkve55Ng="></latexit>

tp =
⇡

!n

p
1� ⇣2

<latexit sha1_base64="2I70D3vdMkIS9bL2fURpDJKYfB4="></latexit>

u(tp) = up = Ke�⇡⇣/
p

1�⇣2

<latexit sha1_base64="Ey/5ngwLI8Y7y25WlSFbABVDvjU="></latexit>

Tempo de subida (rise time) (tr) :

tr =
2⇡ � �

!n

p
1� ⇣2

<latexit sha1_base64="qTdMdW9pHUrXukRRCx6tuRgZgQE="></latexit>

Settling time 2% (ts) : (Tempo de acomodação)

ts =
4

⇣!n

<latexit sha1_base64="ANi3cSmE9raB/T5Gm0zmXhD8pSs="></latexit>

delay time (td): (Atraso)

td ⇠=
1 + 0, 7⇣

!n

<latexit sha1_base64="FXZMhk8lW57gQHH6bVvAk6CZEVI="></latexit>
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Análise dos Parâmetros na Resposta do Sistema
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Tempo [s]
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R
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K = 1, 0

<latexit sha1_base64="Ply7LBVj/Cf8+FXy7iwuinJe3tY="></latexit>

K = 2, 0

<latexit sha1_base64="/sZOwHUPahhJgzWafsTjCWniBHA="></latexit>

GANHO DE REGIME PERMANENTE
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Análise dos Parâmetros na Resposta do Sistema
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FREQUÊNCIA NATURAL NÃO AMORTECIDA

!n = 5 rad/s

<latexit sha1_base64="TNd7paiL1Ehs7gyxpYDb5C9rPGE="></latexit>

!n = 10 rad/s

<latexit sha1_base64="SM8ZEhZVGa3yyp3ej7pPacE8J48="></latexit>
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Análise dos Parâmetros na Resposta do Sistema
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FATOR DE AMORTECIMENTO

⇣ = 0.15

<latexit sha1_base64="Lbfms13n24FkZqRGWtJV9EuDcco=">AAACTXicbVFNSwMxEM3Wj9b61erRS7AIglB2paIehIIXjxWsFtoi2XRaQ7PJmswKdenf8Kr/yLM/xJuI2boHrT4IPN6bmWRewlgKi77/5hUWFpeWi6WV8ura+sZmpbp1bXViOLS5ltp0QmZBCgVtFCihExtgUSjhJhyfZ/7NAxgrtLrCSQz9iI2UGArO0Em93iMgo2fUrwdHt5WaX/dnoH9JkJMaydG6rXoHvYHmSQQKuWTWdgM/xn7KDAouYVruJRZixsdsBF1HFYvA9tPZo6d0zykDOtTGHYV0pv7sSFlk7SQKXWXE8M7Oe5n4rwdWKJz+Y4QG7tV0fk5oJ25MqOWAjgzAmGaNNLtZS/t7BRye9FOh4gRB8e8NhomkqGkWLR0IAxzlxBHGjXAhUH7HDOPoPqDs4g3mw/xLrg/rQaN+etmoNQ/zoEtkh+ySfRKQY9IkF6RF2oSTmDyRZ/LivXrv3of3+V1a8PKebfILheIXlDGy1Q==</latexit>

⇣ = 0.30

<latexit sha1_base64="q+xkKHWill5iWhUZiieGgAuRXcA=">AAACTXicbVFNSwMxEM3Wj9b61erRS7AIglB2taAehIIXjxWsFtoi2XRaQ7PJmswKdenf8Kr/yLM/xJuI2boHrT4IPN6bmWRewlgKi77/5hUWFpeWi6WV8ura+sZmpbp1bXViOLS5ltp0QmZBCgVtFCihExtgUSjhJhyfZ/7NAxgrtLrCSQz9iI2UGArO0Em93iMgo2fUrx/5t5WaX/dnoH9JkJMaydG6rXoHvYHmSQQKuWTWdgM/xn7KDAouYVruJRZixsdsBF1HFYvA9tPZo6d0zykDOtTGHYV0pv7sSFlk7SQKXWXE8M7Oe5n4rwdWKJz+Y4QG7tV0fk5oJ25MqOWAjgzAmGaNNLtZS/t7BRye9FOh4gRB8e8NhomkqGkWLR0IAxzlxBHGjXAhUH7HDOPoPqDs4g3mw/xLrg/rQaN+etmoNQ/zoEtkh+ySfRKQY9IkF6RF2oSTmDyRZ/LivXrv3of3+V1a8PKebfILheIXjpmy0g==</latexit>



58 Prof. Paulo S. VarotoSEM 0232 -  MODELOS DINÂMICOS 
Prof. Luiz A. M. Gonçalveshttps://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

t

<latexit sha1_base64="GNO+mtGpKIR/ghJQ8HD0ixuHobE=">AAACQnicbVBNS8NAEN34Wetn9ehlsQiCUBIpqDfBi0cFWwUNstlM6tLNbtydCCHkF3jVf+Sf8C94E68e3LQ9aHVg4fHevJmdF2VSWPT9N29mdm5+YbGx1FxeWV1b32ht9q3ODYce11Kb64hZkEJBDwVKuM4MsDSScBUNT2v96hGMFVpdYpFBmLKBEongDB11gXcbbb/jj4r+BcEEtMmkzu9a3v5trHmegkIumbU3gZ9hWDKDgkuomre5hYzxIRvAjYOKpWDDcvTTiu46JqaJNu4ppCP2p6NkqbVFGrnOlOG9ndZq8l8NrFBY/SNEBh5UNT0nsoUbE2kZ04EBGNLaSOvNWtrfJ2ByFJZCZTmC4uMLklxS1LTOk8bCAEdZOMC4ES4Eyu+ZYRxd6k0XbzAd5l/QP+gE3c7xRbd9cjAJukG2yQ7ZIwE5JCfkjJyTHuEEyBN5Ji/eq/fufXif49YZb+LZIr/K+/oGi+6wiQ==</latexit>

fi(t)

<latexit sha1_base64="CV5liGBVn/KSLzwTN98vNYef59g=">AAACR3icbVBNSwMxEM3Wr1q/Wj16CRahIpTdUlBvBS8eK9hWsKVk09kam03WZFYopf/Bq/4jf4K/wpt4NNv2oNWBwOO9eTOZFyZSWPT9dy+3srq2vpHfLGxt7+zuFUv7batTw6HFtdTmNmQWpFDQQoESbhMDLA4ldMLRZaZ3nsBYodUNjhPoxWyoRCQ4Q0e1o76o4Em/WPar/qzoXxAsQJksqtkveafdgeZpDAq5ZNbeBX6CvQkzKLiEaaGbWkgYH7Eh3DmoWAy2N5l9d0qPHTOgkTbuKaQz9qdjwmJrx3HoOmOG93ZZy8h/NbBC4fQfITTwqKbLc0I7dmNCLQd0aABGNDPSbLOW9vcJGJ33JkIlKYLi8wuiVFLUNAuVDoQBjnLsAONGuBAov2eGcXTRF1y8wXKYf0G7Vg3q1YvrerlRWwSdJ4fkiFRIQM5Ig1yRJmkRTh7IM3khr96b9+F9el/z1py38ByQX5XzvgEWEbE7</latexit>

Resposta à Entrada Rampa

Modelo da entrada:

fi(t) = firt

<latexit sha1_base64="q7WOUOHqqvMsTBbGKx8kJtfURgA="></latexit>

fir = 1

<latexit sha1_base64="4tMLEYhK2ULzVQ62uprE63S6Z5c=">AAACS3icbVDLSgMxFM1Uq7W+Wl26CRZBEMqMFB8LoeDGZQX7wLaUTHqnDc0kY5IRyjB/4Vb/yA/wO9yJCzNtF1p7IXA45557c48fcaaN6344ubX1/MZmYau4vbO7t18qH7S0jBWFJpVcqo5PNHAmoGmY4dCJFJDQ59D2J7eZ3n4GpZkUD2YaQT8kI8ECRomx1GMwSJhK8Q32BqWKW3Vnhf8DbwEqaFGNQdk56w0ljUMQhnKidddzI9NPiDKMckiLvVhDROiEjKBroSAh6H4y+3KKTywzxIFU9gmDZ+xvR0JCraehbztDYsZ6WcvIlRpoJky6QvAVPIl0eY6vp3aML/kQjxTABGdGnG2WXP89wQRX/YSJKDYg6PyCIObYSJwFi4dMATV8agGhitkQMB0TRaix8RdtvN5ymP9B67zq1arX97VK/WIRdAEdoWN0ijx0ieroDjVQE1Ek0At6RW/Ou/PpfDnf89acs/Acoj+Vy/8AMaiyug==</latexit>

Fi(s) =
fir
s2

<latexit sha1_base64="RjM3KJwz+WoGMJp2Wx32SCgmmzM="></latexit>

Müo +Bu̇o +Kuo = firt

<latexit sha1_base64="t0rP5+CbBWbZkpDy5qVBxEtkSSY="></latexit>

Para a obtenção da solução faremos duas hipóteses simplificadoras

Ø Condições iniciais nulas (uo(0) = 0 e vo(0) = 0)
Ø O sistema é subamortecido: z < 1,0

Logo, as raizes da equação característica são:

s1,2 = �⇣!n ± i!d

<latexit sha1_base64="mKnDuIZ20lDAyuZkE9cXs/20DAw="></latexit>

!d = !n

p
1� ⇣2

<latexit sha1_base64="CzFiDe1bmT5+A5EwpeOsoVlJwS4="></latexit>

Frequência Natural 
amortecida !

1

!2
n

üo +
2⇣

!n
u̇o + uo = Kfirt

<latexit sha1_base64="lsRkRcENk0suR9GWsBGlwfLN8QM="></latexit>

Rampa Unitária:
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Aplicando a T.L. e resolvendo para a variável de saída temos

Uo(s) =
Kfir

s2(s� s1)(s� s2)

<latexit sha1_base64="7dW8B3SzuSf+lhxug4BCBw4sZB0="></latexit>

e, usando as propriedades da transformada inversa de Laplace a resposta de regime 
permanente à entrada rampa é escrita como 

u0(t) =
Kfir
!2
n

t� 2Kfir⇣

!3
n

+
Kfir
!3
n

e�⇣!n

 
1p

1� ⇣2
sen(!dt+ �)

!

<latexit sha1_base64="G9C0M3lw4wS+zQjWHwbYm13ewYo="></latexit>

u0(t) =
t

!2
n

� 2⇣

!3
n

+
1

!3
n

e�⇣!n

 
1p

1� ⇣2
sen(!dt+ �)

!

<latexit sha1_base64="RruA8ZJ0wOkGazsQQg9O0KYLKLQ="></latexit>

� = tan�1

 
2⇣2 � 1

2⇣
p

1� ⇣2

!

<latexit sha1_base64="0YBdZ3h4gVw6G9aZLxz2mZi2WII="></latexit>

Cont. ...
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Gráfico da resposta do sistema de 2a ordem à rampa unitária

u0(t) =
Kfir
!2
n

t� 2Kfir⇣

!3
n

+
Kfir
!3
n

e�⇣!n

 
1p

1� ⇣2
sen(!dt+ �)

!

<latexit sha1_base64="G9C0M3lw4wS+zQjWHwbYm13ewYo="></latexit>

Cont. ...
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Resposta ao Impulso Unitário

t

qi(t)
qi(t) = Ai�(t)

<latexit sha1_base64="HTz2hPu9OnrH0rUV4INxjkLknwg="></latexit>

Qi(s) = Ai

<latexit sha1_base64="7cUT/BwO4fMfckLc+duaw02MzXo=">AAACTXicbVHLSgMxFM3UR2t9tbp0EyxCRSgzUlAXQsWNyxbsA9pSMultG5pJxiQjlNLfcKt/5NoPcSdipp2FfRwIHM659yb3xA8508Z1v5zU1vbObjqzl90/ODw6zuVPGlpGikKdSi5VyycaOBNQN8xwaIUKSOBzaPrjx9hvvoLSTIpnMwmhG5ChYANGibFSp9ZjRX2J7/FDj/VyBbfkzoHXiZeQAkpQ7eWdq05f0igAYSgnWrc9NzTdKVGGUQ6zbCfSEBI6JkNoWypIALo7nT96hi+s0scDqewRBs/V/x1TEmg9CXxbGRAz0qteLG70QDNhZhsMX8GLmK3O8fXEjvEl7+OhAhjjuBHHN0uul1cwg9vulIkwMiDoYoNBxLGROI4W95kCavjEEkIVsyFgOiKKUGM/IGvj9VbDXCeN65JXLt3VyoVKOQk6g87QOSoiD92gCnpCVVRHFIXoDb2jD+fT+XZ+nN9FacpJek7RElLpP7Nfsuk=</latexit>

Neste caso:
Impulso unitário: Ai = 1

1

!2
n

üo +
2⇣

!n
u̇o + uo = KAi�(t)

<latexit sha1_base64="MO0Y1qm7Iroy03H78d7PR3jHwrE="></latexit>

Equação de movimento:

Para a obtenção da solução faremos duas hipóteses simplificadoras

Ø Condições iniciais nulas (uo(0) = 0 e vo(0) = 0)
Ø O sistema é subamortecido: z < 1,0

Logo, as raizes da equação característica são:

s1,2 = �⇣!n ± i!d

<latexit sha1_base64="mKnDuIZ20lDAyuZkE9cXs/20DAw="></latexit>

!d = !n

p
1� ⇣2

<latexit sha1_base64="CzFiDe1bmT5+A5EwpeOsoVlJwS4="></latexit>

Frequência Natural 
amortecida !
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Solução da EDO no domínio de Laplace

Uo(s) =
AiK

(s� s1)(s� s2)

<latexit sha1_base64="EykrYYr3cXqHN2C8hS3H0hjBK6c="></latexit>

Cabe aqui uma comparação com a resposta transiente (fi(t) = 0) devida somente às 
condições iniciais

Uo(s) =
(s+ 2⇣!n)uo(0)

(s� s1)(s� s2)
+

u̇o(0)

(s� s1)(s� s2)

<latexit sha1_base64="u/7qJ9yMgy0SOBxgmHoWRK4LAQ8="></latexit>

Se tivermos uo(0) = 0

Uo(s) =
u̇o(0)

(s� s1)(s� s2)

<latexit sha1_base64="k9ntf8VpOUeEYhp2aWC26bCH6Ew="></latexit>

L�1

<latexit sha1_base64="pk3yWcdMJjYBIJ8soTDd2arR1lw="></latexit>

L�1

<latexit sha1_base64="pk3yWcdMJjYBIJ8soTDd2arR1lw="></latexit>

uo(t) =
KAi!np
1� ⇣2

e�⇣!ntsen
⇣
!n

p
1� ⇣2t

⌘

<latexit sha1_base64="ZnNuh7Pk+GhgA06P/yYgw4Cw9/o="></latexit>

uo(t) =
u̇o(0)

!n

p
1� ⇣2

e�⇣!ntsen
⇣
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⌘

<latexit sha1_base64="A2eHdXLfQf3alXQDzw4G2THfrR4="></latexit>

Cont. ...
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Resposta de Sistema de Segunda Ordem a Impulso Unitario

Gráfico da resposta ao impulso unitário, ganho unitário

Cont. ...
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