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1. Considere o problema de autovalor

X ′′(x) + λX(x) = 0, a < x < b,

com condições de fronteira simétricas.

Mostre que:

(a) Quaisquer duas autofunções associadas a autovalores distintos são ortogonais.

(b) Todos os autovalores são reais.

(c) Se adicionalmente as autofunções satisfazem a condição

X(x)X ′(x)
∣∣∣x=b

x=a
≤ 0

então não há autovalor negativo.

Sugestão para o item (c). Prove antes a primeira identidade de Green: para
cada par de funções f(x), g(x) em (a, b),∫ b

a

f ′′(x)g(x) dx = −
∫ b

a

f ′(x)g′(x) dx+ f ′g
∣∣∣b
a
.

2. Seja f : [−L,L] → R uma função que tem derivada f ′ continua e satisfaz as con-
dições de fronteira periódicas (f(−L) = f(L) e f ′(−L) = f ′(L)). Sejam an e bn os
coe�cientes de Fourier de f e a′n e b′n os coe�cientes de Fourier de f ′.

(a) Mostre que

a′n =
nπbn
L

e b′n = −nπan
L

para n 6= 0.

(b) Mostre que existe uma constante K > 0 tal que

|an|+ |bn| ≤
K

n
para n 6= 0.



3. Considere a difusão dentro de um tubo circular fechado de comprimento 2L. Sejam
x o parâmetro de comprimento do arco onde −L ≤ x ≤ L e a concentração inicial
dada por uma f : [−L,L] → R função que tem derivada f ′ continua e satisfaz
as condições de fronteira periódicas (f(−L) = f(L) e f ′(−L) = f ′(L)). Então a
concentração u = u(x, t) da substância difusora satisfaz

(P )


ut = kuxx − L < x < L
u(−L, t) = u(L, t) e ux(−L, t) = ux(L, t) t ≥ 0
u(x, 0) = f(x) − L ≤ x ≤ L

(a) Calcule os autovalores e as autofunções associados a esse problema de valores
inicial e de fronteira. (Sugestão. use a Questão 1.)

(b) Use o método de separação de variáveis para encontrar função u(x, t) candidato
a solução desse problema de valores inicial e de fronteira.

(c) Mostre u(x, t) é contínua em [−L,L] × [0,∞), possui derivadas parciais ut e
uxx em (L,L)× (0,∞) e satisfaz (P ). (Sugestão. Use Questão 2a.)

(d) Discuta a unicidade de solução de (P ).

(e) Encontre a solução de (P ) com condição inicial f(x) = 1 + 3 sin(πx/L) para
−L ≤ x ≤ L.
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