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Estrutura de uma arvore B

#define t 2 /* grau min da arvore”/
typedef 1int TipoChave;
typedef struct str_no {
TipoChave chave[2*t-1];
struct str_no* filhos[2*t];
int numChaves;
bool folha;
+ NO;

0 [ 18 JJ a0 typedef struct {
NO* raiz;
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Note que nesses pseudocddigos assume-se que as chaves

) e filhos comecam na posicao 1 !!!
Busca na arvore B

e B-Tree-Search(x, k): tem como parametros um ponteiro para o no x
raiz de uma subarvore e uma chave k a ser procurada na subarvore. Se k
estd na subarvore, retorna o par ordenado (¥, ¢) composto pelo ponteiro
do né ¥ e o indice ¢ tal que key;[y] = k. Caso contrério, retorna NIL.

e Chamada inicial: B-Tree-Search(root[1’], k). Ex: B-Tree-Search(T - raiz, 22)

B-TREE-SEARCH (x, k)

1 i <1
2 while/ < n[x] and k > key,;[x]
3 doi «—i+1
4 ifi < nl[x] and k = key;[x] 1
& then return (x, i) L
6 if leaf[x]
7 then return NIL
8 else DISK-READ(¢;[x])
s 9 return B-TREE-SEARCH (¢;[x], k)
OO Complexidade: O(h) seeks (O(log: b))
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Insercao
— Sempre nas folhas
— Faz split guando no cheio
— O(log: b) : b = nr de blocos do arquivo (ie, nr de nos da arvore)

Inicio da remocao



Remocao em arvores B

B-Tree-Delete(x,k): remocao da chave k& da subarvore com raiz .
Que propriedades gostariamos que nossa remocao tivesse?

1. Ela precisa manter as propriedades da arvore B
2. Ja que vou remover, sera que consigo diminuir a altura da arvore?
Para isso, a cada remocéao quero liberar espaco em uma folha

3 casos a serem tratados (com seus subcasos):
* X € nO interno e a chave k esta la

* X € nO interno mas a chave k nao esta la

s * X € folha (e a chave k esta ou nao |a)

Profa. Ariane Machado Lima



Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(r,k): remocao da chave A da subarvore com raiz .
2. Se a chave A esta no né « e « é um no interno, faca:
a) Se o filho y que precede A no né & tem pelo menos ¢ chaves, entao

encontre o predecessor A’ de A na subarvore com raiz y. Delete
recursivamente A’, e substitua A por A’ em . \

B-Tree-Delete(x, 300) isto &, max(y)

(t=2)
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(r,k): remocao da chave A da subarvore com raiz .

2. Se a chave A esta no né « e « é um no interno, faca:

a) Se o filho y que precede A no né & tem pelo menos ¢ chaves, entao
encontre o predecessor A’ de A na subarvore com raiz y. Delete
recursivamente A’, e substitua A por A’ em .

ou
b) Simetricamente, se o filho z imediatamente apos A no né « tem pelo

menos ¢ chaves, entao encontre o sucessor A’ de A na subarvore com
raiz z. Delete recursivamente A’, e substitua A por A’ em .
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,/h): remocao da chave & da subarvore com raiz ..

2. Se a chave A esta no né « e « é um no interno, faca:

c) Caso contrario, se ambos y e z possuem apenas ¢ — 1 chaves, faca a
juncao de k& e todas as chaves de =z em v, de forma que & perde tanto

a chave A como o ponteiro para =z, e y agora contém 2t — 1 chaves.
Entao, libere =z e delete recursivamente A de .

B-Tree-Delete(x,G)

[ DEGJK |

Profa. Ariane I\%achado Lima
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Outro exemplo deste ultimo caso: remocao do 6

(t = 2) : exercicio

c) Caso contrario, se ambos vy e = possuem apenas ¢ — 1 chaves, faca a

juncao de k& e todas as chaves de =z em v, de forma que & perde tanto
a chave A como o ponteiro para =z, e y agora contém 2t — 1 chaves.

Entao, libere =z e delete recursivamente A de .

X

B-Tree-Delete(x,6) & 17
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,/h): remocao da chave & da subarvore com raiz ..
3. Se a chave A nao esta presente no no interno @,

T

cilx]
Deletar B:
o, B-Tree-Delete(x,B)

Profa. Ariane Machado Lima
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,/h): remocao da chave & da subarvore com raiz ..

3. Se a chave &k nao esta presente no no interno -, determine a raiz c;[x] da
subarvore apropriada que deve conter A (se A estiver presente na arvore).

Algum problema?

X
ci[x]
Deletar B:
astan B-Tree-Delete(x,B)

EACH
Profa. Ariane Machado Lima
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,/h): remocao da chave & da subarvore com raiz ..

3. Se a chave &k nao esta presente no no interno -, determine a raiz c;[x] da
subarvore apropriada que deve conter A (se A estiver presente na arvore).

Algum problema?
Se ci[x] tem o nr minimo de chaves,
se tiver que deletar desse no vai dar problema...

X

Gi[x]
Deletar B:
- B-Tree-Delete(x,B)
AVaYTA
:b‘.""

EACH
Profa. Ariane Machado Lima
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,/h): remocao da chave & da subarvore com raiz ..

3. Se a chave &k nao esta presente no no interno -, determine a raiz c;[x] da
subarvore apropriada que deve conter A (se A estiver presente na arvore).

Se ¢;[x] tem apenas ¢ — 1 chaves,

Ci[x]

Deletar B:
- B-Tree-Delete(x,B)

""A
v,
olanvy
v,

EACH
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s¥a»
W'
74"

15



Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(.r,/h): remocao da chave & da subarvore com raiz ..
3. Se a chave &k nao esta presente no no interno -, determine a raiz c;[x] da
subarvore apropriada que deve conter A (se A estiver presente na arvore).
Se ¢;[x] tem apenas ¢ — 1 chaves, execute o passo 3a ou 3b conforme

necessario para garantir que o algoritmo desca para um no contendo
pelo menos ¢ chaves. Entao, continue no filho apropriado de .

X

T

ci[x]
Deletar B:

ap¥a
Yalv,
>
v,
volanv,y
v, 95
EACH
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B-Tree-Delete(x,B)
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a) Se ¢;|x| contém apenas t+ — 1 chaves mas tem um irmao imediato com
pelo menos ¢ chaves, dé para ¢;[x|] uma chave extra movendo uma
chave de & para ¢;[:r], movendo uma chave do irmao imediato de ¢;[x]
a esquerda ou a direita, e movendo o ponteiro do filho apropriado do
irmao para o no ;[x].

b)

ot i i mie S

Ci[x]

() Bdeleted case3a | E_L_P T xi\
e laBC [T ﬁﬁ

V;‘Al’av
EACH B-Tree-Delete(x,B)
Profa. Ariane Machado Lima
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b) Se ¢;[x] e ambos os irmaos imediatos de ¢;[x] contém ¢ — 1 chaves,

B-Tree-Delete(x,D)

(e) [ deleted: case 3b

U I Froid. Aridrie viacriauo Liiiia



b) Se ¢;[x] e ambos os irmaos imediatos de ¢;[x] contém ¢ — 1 chaves,

faca a juncao de c;[x] com um de seus irmaos. Isso implicara em

mover uma chave de & para o novo né fundido (que se tornara a
chave mediana para aquele no).

B-Tree-Delete(x,D)

(e) [ deleted: case 3b

C_L, P T x\ (e”) tree shrinks
in height
DEJKﬁh} ﬁ2==§i

Profa. Ariane Machado Lima 19
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(a,h): remocao da chave A da subarvore com raiz ..

1. Se a chave A esta no né & e «r ¢ uma. folha,

(a) initial tree

X
(b) F deleted: case 1

apVar
YD
> 4
(\) I
Vadanvey
<V,
EACH
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B-Tree-Delete(x,F)
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Remocao em arvores B

e B-Tree-Delete(a,h): remocao da chave A da subarvore com raiz ..

1. Se a chave A esta no né & e &r ¢ uma folha, exclua a chave A de .

(pelos procedimentos anteriores, ja sei que o no x tem pelo menos t chaves)

(a) initial tree B-Tree-Delete(x,F)

X

(b) F deleted: case 1

21
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EACH

Remocao em arvores B

Atencao quando um dos nos for a raiz:

Ela pode ter menos do que t-1 chaves

Se ficar com zero chaves precisa desalocar o bloco e atualizar
guem € a nova raiz.

Precisa de uma camada extra sobre a chamada da delecao:

22



Remocao em arvores B

B-Tree-Delete-From-Root(T, k){
r — raiz[T];
se (n[r] = 0) retorna;
senao B-Tree-Delete(r,k);
se (n[r]=0 e (!leaf[r]){
raiz[T] < cl]r];
desaloca(r);

23



Remocao em arvores B

B-Tree-Delete-From-Root(T, k){
r < raiz[T]; Complexidade total: ?
se (n[r] = 0) retorna;
senao B-Tree-Delete(r,k);
se (n[r]=0 e (!leaf[r]){
raiz[T] < cl]r];
desaloca(r);

24



Remocao em arvores B

B-Tree-Delete-From-Root(T, k){
r — raiz[T]; Complexidade total: O(h) = O(log: b)
se (n[r] = 0) retorna;
senao B-Tree-Delete(r,k);
se (n[r]=0 e (!leaf[r]){
raiz[T] < cl]r];
desaloca(r);

25



Remocao em arvores B

Exercicio: IMPLEMENTEM EM CASA!!!

Cuidado quando os nos internos se tornam folhas!



Comparacao de complexidades

Indexada
Sequencial Ligada Indexada Multinivel Arvores B
Nao-Ordenado Ordenado Ordenado Ordenado Ordenado Ordenado

Q(b), O(lg b) s6 se
usar FAT (discos
Busca O(b) O(lg b) pequenos) O(log bi) O(log i r) O(h =1gt b)
O(1) se tiver
O(1) se tiver espaco |espaco no bloco,
Insercao** no final, O(b) c.c. O(b) c.c. O(1) O(b+bi) = O(b) O(b+bi) = O(b) O(h =lg: b)
Remocao* - ** O(1) 0(1) O(1) 0(1) 0(1) O(h=1g: h)
O(b), O(1) se fizer
w(b) (depende do alg a leitura toda de

Leitura ordenada de ord. externa) uma vez O(b) O(b+hi) = O(b) O(b+hi) = O(b)
Minimo/maximo  O(h) 0(1) O(1) O(1) 0(1)

O(b) se no campo O(b) se no campo | O(b) se no campo
Modificacao™* O(1) chave, O(1) c.c. |O(1) chave, O(1) c.c. |chave, O(1) c.c.

* considerando uso de bit de validade
** considerando que ja se sabe a localizacéo do registro (busca ja realizada)

Profa. Ariane Machado Lima



Comparacao de complexidades

Indexada
Sequencial Ligada Indexada Multinivel Arvores B
Nao-Ordenado Ordenado Ordenado Ordenado Ordenado Ordenado

Q(b), O(lg b) s6 se
usar FAT (discos
Busca O(b) O(lg b) pequenos) O(log bi) O(log i r) O(h =1gt b)
O(1) se tiver
O(1) se tiver espaco |espaco no bloco,

Insercao** no final, O(b) c.c. O(b) c.c. O(1) O(b+bi) = O(b) O(b+bi) = O(b) O(h =lg: b)
Remocao* - ** O(1) 0(1) O(1) 0(1) 0(1) O(h=1g: h)
O(b), O(1) se fizer
w(b) (depende do alg a leitura toda de O(n), n=nr
Leitura ordenada de ord. externa) uma vez O(b) O(b+hi) = O(b) O(b+hi) = O(b) de chaves
Minimo/maximo  O(h) 0(1) O(1) O(1) 0(1)
O(b) se no campo O(b) se no campo | O(b) se no campo
Modificacao™* O(1) chave, O(1) c.c. |O(1) chave, O(1) c.c. |chave, O(1) c.c.

* considerando uso de bit de validade
** considerando que ja se sabe a localizacéo do registro (busca ja realizada)

28
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Comparacao de complexidades

Indexada
Sequencial Ligada Indexada Multinivel Arvores B
Nao-Ordenado Ordenado Ordenado Ordenado Ordenado Ordenado

Q(b), O(lg b) s6 se
usar FAT (discos
Busca O(b) O(lg b) pequenos) O(log bi) O(log i r) O(h =1gt b)
O(1) se tiver
O(1) se tiver espaco |espaco no bloco,

Insercao** no final, O(b) c.c. O(b) c.c. O(1) O(b+bi) = O(b) O(b+bi) = O(b) O(h =lg: b)

Remocao* - ** O(1) 0(1) O(1) 0(1) 0(1) O(h=1g: h)
O(b), O(1) se fizer

w(b) (depende do alg a leitura toda de O(n), n=nr

Leitura ordenada de ord. externa) uma vez O(b) O(b+hi) = O(b) O(b+hi) = O(b) de chaves Como seria a funcio?

Minimo/maximo  O(h) 0(1) O(1) O(1) 0(1) Oh=Ig:tb) = Gao:
O(b) se no campo O(b) se no campo | O(b) se no campo

Modificacao™* O(1) chave, O(1) c.c. |O(1) chave, O(1) c.c. |chave, O(1) c.c.

* considerando uso de bit de validade
** considerando que ja se sabe a localizacéo do registro (busca ja realizada)

29
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Comparacao de complexidades

Sequencial Ligada
Nao-Ordenado Ordenado Ordenado
Q(b), O(lg b) s6 se
usar FAT (discos
Busca O(b) O(lg b) pequenos)
O(1) se tiver
O(1) se tiver espaco |espaco no bloco,
Insercao** no final, O(h) c.c. O(b) c.c. O(1)
Remocao* - ** O(1) 0(1) O(1)
O(b), O(1) se fizer
w(b) (depende do alg a leitura toda de

Leitura ordenada de ord. externa) uma vez O(b)

Minimo/maximo  O(h) 0(1) O(1)
O(b) se no campo

Modificagao** O(1) chave, O(1) c.c. |O(1)

* considerando uso de bit de validade
** considerando que ja se sabe a localizacéo do registro (busca ja realizada)

apVar
AVaRV A
S K
a4V, Gp
'5‘!\'41

Profa. Ariane Machado Lima

Indexada
Ordenado

O(log bi)

O(b+bi) = O(b)
0(1)

O(b+bi) = O(b)
o(1)

O(b) se no campo
chave, O(1) c.c.

Indexada
Multinivel

Ordenado

O(log i 1)

O(b+bi) = O(b)
0(1)

O(b+bi) = O(b)
o(1)

O(b) se no campo
chave, O(1) c.c.

Arvores B
Ordenado
O(h =gt h)
O(h =gt b)
O(h=1gt h)
O(n), n=nr
de chaves
O(h =gt b)
O(h =1Igth)

Se no campo
chave, envolve
uma remocgéao e
iInsercao

30



Comparacao de complexidades

Indexada
Sequencial Ligada Indexada Multinivel Arvores B
Nao-Ordenado Ordenado Ordenado Ordenado Ordenado Ordenado
Q(b), O(lg b) s6 se
usar FAT (discos
Busca O(b) O(lg b) pequenos) O(log bi) O(log i r) O(h =1gt b) MELHOROU
O(1) se tiver I
O(1) se tiver espaco |espaco no bloco, MUITO! ;
Insercao** no final, O(b) c.c. O(b) c.c. O(1) O(b+bi) = O(b) O(b+bi) = O(b) O(h =g b) Mas sera que
Remogao* - ** 0(1) 0(1) 0(1) 0(1) 0(1) O(h=1g:b) podemos melhorar
O(b), O(1) se fizer a leitura ordenada?
w(b) (depende do alg a leitura toda de Oon),n=nr
Leitura ordenada de ord. externa) uma vez O(b) O(b+hi) = O(b) O(b+hi) = O(b) de chaves
Minimo/maximo  O(h) 0(1) O(1) O(1) 0(1) O(h=lg: b)
O(b) se no campo O(b) se no campo | O(b) se no campo
Modificacao™* O(1) chave, O(1) c.c. |O(1) chave, O(1) c.c. |chave, O(1)c.c. |O(h=Ig:h)

* considerando uso de bit de validade
** considerando que ja se sabe a localizacéo do registro (busca ja realizada)

apVar
AVaRV A
S K
a4V, Gp
'5‘!\'41

31
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Arvores B+

(temado EP 2 II)

32



ARVORES B+

Variacao da arvore B, na qual:

* 0S nos internos armazenam apenas os indices (ponteiros de filhos e
chaves)

* as folhas armazenam os registros de dados (ou ponteiros para o0s
registros) e sao conectadas da esquerda para a direita, permitindo
acesso sequencial ordenado mais eficiente

*  Blocagem menor (cabem mais registros nos nos internos — altura menor)

65 | |

24| | sl-::- | | 75 | sls | Noés internos (de indices)

/_//7 \\ Note que hé repeticdo entre os

dois conjuntos

| |
(o] L0y (Ll L1 EFEEE
L LA B | . S LA A ‘s folhas (de dad
R 50 56] 751 87] Noés folhas (de dados)
ESVP %|+.|4r.|x g1 33
y¥yr¥ry

>,
K]

L N}
%
4




Arvore B+ como forma de organizacao de arquivo

[IcI[F i
A B3 JCy] 09 [E4[F-[EN](G3) [H3)
Folhas: registros completos [ y Y
(sem ponteiros para nés filhos) ool 1.9 (K1) (L,6) - (M,4) [ (N,8) | (P,6)

+ 1 ponteiro para o proximo
no folha

=> struct diferente para nos . - i ati
uct di P Figure 11.20 BT -tree file organization.

K internos e folhas

EACH
EQ: P Profa. Ariane Machado Lima

(Silberschatz)




(Silberschatz)

Arvore B+ como indice secundario

Folhas: devem

Cada folha: de
+t

=> struct “pare

“tgraer

7

»| 10101 | Srinivasan | Comp. Sci. | 65000

»| 12121 | Wu Finance 90000

> 15151 Mozart Music 40000

»| 22222 | Einstein Physics 95000

»| 32343 | ElSaid History 80000

»| 33456 | Gold Physics 87000

»| 45565 | Katz Comp. Sci. | 75000

»| 58583 | Califieri | History 60000

PN > 76543 | Singh Finance 80000
’55.,&? > 76766 | Crick Biology 72000
EACH >| 83821 | Brandt Comp. Sci. | 92000
»| 98345 | Kim Elec. Eng. 80000

Profa. Ariane



(Silberschatz)

EP 2: Para
simplificar, usaremos
essa versao mas
desconsiderando os
blocos de registros
=> folhas possuem
os 2t-1 ponteiros =
NULL e o ultimo filho
deve apontar para o
proximo no irmao

AV,
< fgv‘
a4V, D
'5‘!\'41
<V,

EACH
Profa. Ariane N

\/

Arvore B+ como indice secundario

Folhas: devem conter TODAS as chaves do arquivo (ordenadas)
Cada folha: de t-1 a 2t-1 chaves
+ t-1 a 2t-1 ponteiros para os respectivos registros de cada chave
+ 1 ponteiro para o proximo no folha
=> struct “parecida” com a do nd interno

||[ Mozartlll | ] | |_<..................................................................... Root node
|||Einsleinl I Gold I I| —n . rhlivasanlll | | | | E-‘-'-- Internal nodes
Leaf nodes
¥
[califieri] [Crick[ 3> [Einstein[ [E1 Said[[ [}, Gold [ Katz [] Kim[{>[ [Mozart]] Singh [] 4| [Srinivasan[Jwu [T ] i
/': 10101 | Srinivasan | Comp. Sci. | 65000
»| 12121 Wu Finance 90000
> 15151 Mozart Music 40000
»| 22222 Einstein Physics 95000
\ ( | 32343 El Said History 80000
/ »{ 33456 | Gold Physics 87000
»| 45565 Katz Comp. Sci. 75000
»| 58583 | Califieri History 60000
»| 76543 Singh Finance 80000
> 76766 | Crick Biology 72000
»>| 83821 | Brandt Comp. Sci. | 92000
»| 98345 Kim Elec. Eng,. 80000




Comentarios sobre arvores B+

Adaptacoes dos algoritmos:

* Busca:
65 | |
e | l\\l
24 | 50 75 | 88 .. .
|| | [ : || [ 1| | NOs internos (de indices)
2 | 1€|/24|i| 48 65 | 72 | 88 | 93 | Note que ha repeticdo entre os
N Ty Lol L1 AR dois conjuntos
Yy v v LA + L AL A rryvy
50 ] 56 75 | 87 Nos folhas (de dados)
<s%a R Ly 0
AV Y L Y ¥ ¥

4
W&@&B
<,

e



Comentarios sobre arvores B+

Adaptacoes dos algoritmos:

* Busca: tem sempre gue descer as folhas

65 | |
e | l\\l
24 | 50 75 | 88 L. -
|| | [ : || [ 1| | NOs internos (de indices)
2 [10] 24]|45] 48 65| 72| 88 | 93 | Note que ha repeticdo entre os
N Ty Lol L1 AR dois conjuntos
L ¥y ¥ ¥ r Y ¥ ¥ ¥
Ao 7
50] 56 | 75| 87 | NOs folhas (de dados)
<s%a R Ly 0
S L Y ¥ ¥

A
’,
EACH
38



Comentarios sobre arvores B+

Adaptacoes dos algoritmos:

* Insercao:
*  Split:

. Chave mediana de uma folha € COPIADA para o n6 pai
. Chave mediana de um né interno € MOVIDA para o no pai

65 | |
rd | l\l
24 | 50 75 | 88 L P
|| | | | : || | 1' | NOs internos (de indices)
2 ] 1(”'/_2;; 48 65 72 | 88 | 93 | Note que hé& repeticdo entre os

o AN T Ll ol LT dois conjuntos

AV, LA A | Y r v g T 7 Yy yy

\J 3 7

"Soas sgl slsl | 75 | sl?l | Nos folhas (de dados)

et AR gl
EACH ¥ ¥ ¥
e 39



Comentarios sobre arvores B+

Adaptacoes dos algoritmos:

A
\J)
K]

UK

M <s¥ar
o

e

I

e

Remocao: nas folhas

* Se k (chave a ser removida) ocorrer em um no interno, o valor deve ser
substituido pela chave do valor predecessor nas folhas (aléem da
remocao daquele registro no no folha)

75 | 88 s - T
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Comparacao de complexidades

Sequencial
Nao-Ordenado Ordenado

Ligada
Ordenado

O(b), O(lg b) s0 se
usar FAT (discos

Busca O(b) O(lg b) pequenos)
O(1) se tiver
O(1) se tiver espaco |espaco no bloco,
Insercao** no final, O(b) c.c. O(b) c.c. O(1)
Remocao* ' ** O(1) O(1) 0O(1)
O(b), O(1) se fizer
w(b) (depende do alg a leitura toda de
Leitura ordenada de ord. externa) uma vez O(b)
Minimo/maximo  O(b) O(1) 0O(1)
O(b) se no campo
Modificacao™* O(1) chave, O(1) c.c. |O(1)

* considerando uso de bit de validade
** considerando que ja se sabe a localizac&o do registro (busca ja realizada)

Profa. Ariane Machado Lima

Indexada
Ordenado

O(log bi)

O(b+bi) = O(b)
o(1)

O(b+bi) = O(b)
o(1)

O(b) se no campo
chave, O(1) c.c.

Indexada
Multinivel

Ordenado

O(log mi 1Y)

O(b+bi) = O(b)
0(1)

O(b+bi) = O(b)
0(1)

O(b) se no campo
chave, O(1) c.c.

Arvores B
Ordenado
O(h=Ig: b)
O(h=Ig: h)
O(h=Igth)
O(n), n=nr
de chaves
O(h=Igth)
O(h=Igth)

Arvores B+
Ordenado

O(h = Ig: b)

O(h =g b)
O(h = Ig: b)

O(ba), ba =
nr de blocos
de dados
(folhas)

O(h =gt b)

O(h = Ig: b)
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Outras variacoes

Arvores B*:

Propostas por Knuth em 1973
Preenchimento minimo (fill factor) de 2/3 (mais precisamente (2*t-1)/3)

Split postergado até que dois nos irmaos (imediatos) estejam cheios -
split desses 2 nos em 3 nés

Muitos sistemas gerenciadores de banco de dados usam B+
permitindo definir valores de fill factor entre 0.5 e 1.0:

Um para nos internos
Um para nds folhas
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Livro do Cormen: (32 ed.) cap 18

Livro do Drozdek (42 ed) cap 7

Sobre arvores B+:
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