Séries de Fourier



Os Coeficientes

No estudo dos problemas de valores iniciais e de fronteira
encontramos séries de Fourier de varios tipos. Um deles é a série
de senos de Fourier

¢(X):2Ansin%, x € (0,0). (1)
n=1

O primeiro problema que abordamos é tentar encontrar os
coeficientes A, se ¢ é uma funcdo dada. A observacdo chave é que
as funcdes senos tém a propriedade

/Z sin nmx sin mmx d
in —— si Ix =
0 ¢ /

m e n sendo inteiros positivos. Isso pode ser verificado diretamente
pela integracao.

sem#n
sem=n

(2)
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Verificacdo de (2). Para o caso m # n, vamos usar a identidade
trigonométrica

sinasin b = [cos(a — b) — cos(a + b)]/2.

Portanto,
¢ ¢
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Para m = n, usamos a identidade sin? a = [1 — cos2a] /2,

14 l
/ sin’ mrx dx = / 1 1 — cos 2mrx dx
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Vamos fixar m, multiplicar (1) por sin(mmx/{) e integrar a série
resultante termo a termo para obter

/qb sm

¢ OO
dx—/0 ZAnsin%sin m;rxdx

—Z/ An smlsm m;rxd

mmXx
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Portanto,




Vamos considerar agora o caso da série de cossenos de Fourier

nmx

qﬁ(x):%Ao—i—ZA,,cos ™ xe(0.0) (4)
n=1

A observacdo chave agora é que as fun¢des cossenos tém a
propriedade

¢ nmx mmx
COS —— cos —— dx =
0 / Y4

m e n sendo inteiros positivos. Isso pode ser verificado diretamente
por integracdo. Para o caso m # n, vam a identidade
trigonométrica

sem#n
sem=n

(5)
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1
cosacosb = E[cos(a — b) + cos(a + b)].
e para m = n usamos

1
cos?a = 3 [1+ cos2a.



Exatamente pelo mesmo método acima, trocando seno por
cosseno, obtemos

¢ ¢
14
/qb(x)cosmdx—Am/ coszwdx:Ama
0 ] ) ] 2

se m# 0. Para o caso m = 0, temos
¢ 1 ¢ ¢
/ (x)-ldx = AO/ ldx = Ap=.
0 2 " Jo 2
Portanto,

4
Am—j/ ¢(x)cos$dx, m=012,.... (6)
0

[Esta é a razdo para colocar % na frente do termo constante em

(4)]



Série de Fourier Completa
A série de Fourier completa, ou simplesmente a série de Fourier, de
¢(x) no intervalo —¢ < x < ¢, é definido como

o(x) = *AO“!‘Z(A cos 17X E +B sm%) (7)

Observamos que agora o intervalo é (—¢,¢) e as fungdes
1,cos(nmx/l),sin(nmx/¢),n =1,2,..., satisfazem

¢
nmx . mnX
/ cosTSm 7 dx = 0 para todo n,m
—¢

¢
/ cosnie)(cos?dx:o para n # m
—t

L
/ sin 7 sin ™ g — 0 para n# m
¢ 14 14

¢ ¢
/ 1-cosmdx:/ 1-sinﬂdx:0paran:1,2,....
¢ 14 ¢ L



Também calculamos as integrais dos quadrados

¢ ¢ ¢
/ cos2mdx:€:/ sin2ﬂdx e / 1% dx = 2/.

Portanto, o mesmo procedimento funcionard para encontrar os
coeficientes A, e B, os quais sdo dados pelas férmulas

1

A,,:/ d(x)cos "X dx, n=0,1,2,..., (8)
0], ]
1 /¢ . hmx

Bn:/ ¢(x)sin—dx, n=1,2,.... (9)
v/, ]

Observe que essas férmulas n3o sdo exatamente as mesmas que

(3) e (6).



Exemplo 1. Seja ¢(x) = 1 no intervalo [0, ¢]. Ela tem uma série
de senos de Fourier com coeficientes

- %(1 —cosnm) = %[1 - (=1)".

Assim, A, = 4/n7 se n é impar e A, =0 se n é par. Assim,
3rx 1 S5rx

Comx 1, .
1—7T<S|n£+3sln€+55|n£+...>, paraXE(O,E).

Exemplo 2. Seja ¢(x) = 1 no intervalo [0, ¢]. Ela tem uma série
de cossenos de Fourier com coeficientes

2 ¢
A, = / cos —mrxdx = —sin wa =0 para n # 0.
i nmw 14

Portanto, ha apenas um coeficiente diferente de zero, ou seja,
aquele para n = 0. A série cosseno de Fourier é, portanto, trivial:

2
1:1+Ocos%+0cos%x+..., para x € [0, 4].



Exemplo 3. Seja ¢(x) = x no intervalo (0, ). Sua série de senos
de Fourier tem os coeficientes

/ G nmx d 2x cos nmx i 20 i nmx ‘4
X m— X = | —— in
An 7 nm ! n%m2 ¢ |lo
2
= ——cosmr—i— ) sin nm
nm n%m
20
— _1 n+17.
() -
Assim, em (0, ¢), temos
2/ 1 2 1 3
x:w<sinﬂ€x—2sin7;X+3singx—...). (10)



Exemplo 4. Seja ¢(x) = x no intervalo [0, ¢]. Sua série de

cossenos de Fourier tem os coeficientes

¢ ¢
A0—2/xdx—1x2‘ =/,
l 0

nmwx 2x . nwx 2/
An, E xcos—dx— Esm 7 + 2.2 cos

20

= Esm T+ 7Tz(cosmr— 1)
20 .

= 55((=1)"-1)

n?m

= —— para n impar, e 0 para n par.
n4m

Assim, em (0, ¢), temos

{4 x 1 3rx 1 brx
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Exemplo 5. Seja ¢(x) = x no intervalo [/, ¢]. Sua série de
Fourier completa tem os coeficientes

l
5/ xdx—f— 420,

A / cos nmwx d X i nmwx . !/ cos nmwx ’f
== X —— dx = |—sin
"), 14 nm 1 n?m2 1
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Isso nos da exatamente a mesma série (10) no Exemplo 3, exceto
pelo fato de ser vélida em (—¢,¢), o que ndo é um resultado
surpreendente porque ambos os lados de (10) sdo impares.



Exemplo 6. Resolva o problema

utt:c2uxx, O<x<mt>0,
u(0,t) =u(m,t)=0, t>0,
u(x,0) = x(m —x), wu(x,0)=0,0<x<m.

Resolu¢do. Sabemos que u(x, t) tem a expansdo

o0
u(x,t) = Z (Ap cos nct + B, sin nct) sin nx.
n=1
Derivando com respeito a t,

o0
ur(x,t) = Z nc (—Ap sin nct + By, cos nct) sin nx.

n=1

Tomando t = 0, temos

0= Z ncB,, sin nx

n=1

e assim B, = 0 para todo n.



Fazendo t = 0 na expanséo de u(x, t), obtemos

7r—x E Ap sin nx.

Portanto,

2 U
Ap = / x(m — x) sin nx dx
0

™

2 ™ ™
_ 2 |:—X(7[‘ ) COS nx +/ COS nx (- 2x) dx}
™ 0 0 n
2 sin nx|™ ™ sin nx
=S (r—2) | — —2)d
2= 20™ |- [T 2y ax
_ 4 _ 4 n
=—_gcosnx| = ﬁ(l —(-1)"

= —3para n impar, e 0 para n par.
m™n

Portanto, a solucio é

u(x, t) = % 3 (2,:1)3 cos((2n — 1)ct) sin((2n — 1)x).
n=1



Funcoes pares, impares e periddicas

Os conceitos de paridade e periodicidade estdo intimamente
relacionados com os tipos de séries de Fourier.

Definicao. Diz-se que f : A — R é uma fung¢ado par se
f(—x) = f(x), para todo x € A e que é impar se f(—x) = —f(x),
para todo x € A.

A definicdo presume que A tem a propriedade de simétria:
xE€EA= —xeA

Os conjuntos R, [—¢,¢] com £ > 0, Z, por exemplo, tém essa
propriedade.

A fungdo sinx e a fungdo f(x) = x> definidas em R s3o impares.
A funcg3o cos x e a fungdo f(x) = |x| definidas em R s3o pares.



Proposicao.

1.

A soma de duas funcdes pares é uma funcdo par. A soma de
duas funcbes impares é uma funcdo impar.

A produto de duas funcdes pares € uma funcdo par. A
produto de duas funcbes impares é uma fungdo par.

O produto de uma fungdo par por uma fungdo impar é uma
funcdo impar.

. Seja f : R — R uma fungdo par que é integravel em qualquer

intervalo limitado. Ent3o

/_ 2 F(x)dx — % /0 ") dx.

Seja f : R — R uma fungdo impar que é integravel em
qualquer intervalo limitado. Ent3do

/ ‘ f(x)dx = 0.

-/



Definicao. Diz-se que f : A — R é uma fung¢ao periddica se existe
um ndmero p > 0 tal que f(x + p) = f(x), para todo x € A. O
menor p > 0 que satisfaz esta propriedade é chamado de periodo
fundamental de f.

A definicdo presume que A satisfaz
xeA=>xtpecA

Os conjuntos R, pZ = {pn; n € Z}, por exemplo, tém essa
propriedade.
Exemplo.
1. As fungdes f(x) = sin x e g(x) = cos x sdo periddicas de
periodo 2.
2. A fungdo f(x) = x — [x] é periddica e tem periodo 1, onde [x]
denota o maior inteiro menor ou igual a x.



Se uma fun¢do f : A — R é periddica com periodo p, entdo
f(x 4+ np) = f(x) para todo x € Aetodo n=1,23,..., ou seja,
multiplo inteiro de um periodo é periodo.

Se f: R — R é periddica de periodo p e ¢ > 0, entdo a funcdo g
dada por g(x) = f(cx) é periddica e tem periodo p/c. Por
exemplo, a fun¢do g(x) = cos(27x) é periddica e tem periodo 1.

A soma de duas funcoes de periodo p é uma funcdo de periodo p.
Por exemplo, a fungdo cos(mx) + sin(2mx) é a soma de fun¢des de
periodo fundamental 27w/m e 27/2m = 7/ m, respectivamente, e
portanto tem periodo 27/m (o maior dos dois).



Se uma funcdo ¢ esta definida apenas em um intervalo de
comprimento p, ela pode ser estendida para uma funcio de
periodo p.

A situacdo que nos interessa para a série de Fourier é a de uma
funcdo definida no intervalo (—/,¢). Sua extensdo periddica é

Gper(x) = ¢(x —2¢m), para —0+2(m < x < L+ 2{m

para todo m € Z. Esta definicdo n3o especifica o valor da extensdo
periddica nas extremidades x = £ + 2¢m. De fato, a extensio tem
saltos nesses pontos, a menos que os limites laterais sejam iguais:

o(l—) = ¢(—+) (Figura 1).
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Como cada termo da série de Fourier completa (7) tem periodo 2/,
sua soma (se convergir) é uma fungcdo que também tem periodo
2/¢. Portanto, a série completa de Fourier pode ser considerada
como uma expansao de uma fung¢do arbitraria no intervalo (—/¢,¢)
ou como uma expansido de uma fun¢do periddica de periodo 2/
definida em toda a reta (—oo, 00).



Dada qualquer fun¢do ¢(x) definida no intervalo (0, ¢), a extensdo
par de ¢(x) é definida como

Ppar(x) = { ¢¢(X) para 0 < x </

(—x) para —¢ < x < 0.
A extensdo impar de ¢(x) é definida como

d(x) para0< x </
Gimpar(X) = —¢(—x) para —¢ < x < 0.
0 para x=0.



Séries de Fourier e Condicoes de Fronteira

Dada uma série de senos de Fourier, cada um de seus termos,
sin(nmx/¢), é uma fun¢do impar. Portanto, sua soma (se
convergir) também deve ser impar. Além disso, cada um de seus
termos tem periodo 2/, de modo que o mesmo deve ser verdade
para sua soma. Portanto, a série de senos de Fourier pode ser
considerada como uma expans3o de uma funcdo arbitraria que é
impar, tem periodo 2/ e definida em toda a reta.

Da mesma forma, como todas as fun¢des cosseno sdo pares, a série
de cossenos de Fourier pode ser considerado como uma expansao
de uma fungdo arbitraria que é par, tem periodo 2/ definida em
toda a reta.



Pelo que ja vimos, esses conceitos tém a seguinte relagdo com as
condicdes de fronteira:
» u(0,t) = u(¢,t) = 0: CondigBes de fronteira de Dirichlet
correspondem 3 extens3o impar.
» u,(0,t) = uy(¢,t) = 0: Condigdes de fronteira de Neumann
correspondem a extensdo par.
> u(l,t) =u(—(,t), ux(l,t) = ux(—2¢,t): Condi¢des de
fronteira periddicas (Exercicio 4 da Lista 6) corresponde a
extens3o periddica.



Ortogonalidade e Séries de Fourier

Se f,g : [a, b] — R sdo duas fun¢des continuas, definimos

b
(f.g) = / F(x)g(x) db.

Proposicdo. (-,-) assim definido é um produto interno em
C([a, b]), ou seja, satisfaz as seguintes propriedades:

(i) (f,f) >0, Vf € C([a, b]).
(i) (F,f)=0 < f=0.

(ii)) (af +g, h) = a(f, h) + (g, h), Vf,g € C([a b]),Ya € R.
(iv) (f.g) =(s,f), Vf,g € C([a b]).

Dizemos que f, g € C([a, b]) sdo ortogonais se (f,g) = 0.

A observacdo chave em cada caso discutido na aula anterior é que
toda autofuncao é ortogonal a todas as outras autofungdes. Vamos
entender porque isso ocorre.



Estamos estudando o operador —d?/dx? com condicdes de
contorno (ou Dirichlet ou Neumann ou etc). Sejam Xj e X» duas
autofuncdes diferentes. Assim.

— {, = )\1X1 e — é/ = )\QXQ, (12)

onde ambas as funcdes satisfazem as mesmas condicdes de
fronteria. Vamos supor que A\; # A». Considere a seguinte
identidade chave:

—X]/_/XQ + X1X£/ = (—X{Xg + X1X£)/

Apods integrar esta identidade, obtemos

b
(13)

b
/ (= XX + X XY )dx = (=X X + X1 X))
a

A identidade (13) é chamada a segunda identidade de Green.



Se no lado esquerdo de (13) usamos as equagdes diferenciais (12)
e no lado direito usamos as condicGes de fronteria obtemos as
seguintes conclusoes:

Caso 1: Dirichlet. Xi(a) = Xi(b) = Xa(a) = Xo(b) = 0. Assim,
o lado direito de (13) é zero.

Caso 2: Neumann. Xj(a) = X{(b) = Xj(a) = X}(b) = 0. Assim,
o lado direito de (13) é zero.

Caso 3: Periédica Xi(a) = Xi(b), X/(a) = Xi(b) para i = 1,2.
Assim, o lado direito de (13) é zero.

Caso 4: Robin. Novamente o lado direito de (13) é zero (veja
Lista 8).



Nos quatro casos, o lado esquerdo de (13) se reduz a

b
(M — /\2)/2 X1(x)Xa(x) dx = 0. (14)

Portanto, X; e X, sdo ortogonais se A1 # As.
Devemos observar que o lado direito de (13) nem sempre é zero.
Por exemplo, considere as condi¢des de fronteria:

X(a) = X(b), X'(a) = 2X'(b).

Entdo o lado direito (13) é X{(b)Xa(b) — X1(b)X5(b), o qual ndo
necessariamente é zero. Ent3o o método nem sempre funciona; as
condicBes de contorno devem ter uma certa simetria.



Condicoes de fronteira simétricas

Ent3o agora vamos qualquer par de condigcbes de fronteira

alX(a) + ﬂ1X(b) + ’le'(a) + (51X’(b) =0

(15)
agX(a) + /62X(b) + 'ng/(a) + (52X/(b) =0

envolvendo oito constantes reais. [Cada um dos exemplos acima
corresponde a uma escolha dessas constantes.] Esse conjunto de
condicdes de fronteira é chamado simétrico se

(F(8() — F(g' () | =0 (16)

para qualquer par de fungdes f(x) e g(x), ambas satisfazendo o
par de condi¢Ges de contorno (15).



A segunda identidade de Green (13) entdo implica o seguinte
teorema. Por uma autofung¢do agora entedemos uma solugdo ndo
trivial de —X” = AX que satisfaz (15).

Teorema 1. Se o conjunto de condicdes de fronteira é simétrico,
quaisquer duas autofunc¢des associadas a autovalores distintos sao
ortogonais. Portanto, se qualquer funcdo é expandida em uma
série dessas autofuncdes, os coeficientes estdo determinados.

Demonstracdo. Sejam duas autofun¢Ses diferentes X1 e X5 com
A1 # A2. Escrevemos a segunda identidade de Green (13). Como
as condi¢Bes de fronteira sdo simétricas, o lado direito de (13) é
zero. Usando as equagdes (12),lado esquerdo de (13) escreve-me
como (14), o que prova a ortogonalidade.



Se X, sdo as autofuncdes associadas aos autovalores A, e se
o0
P(x) = E AnXa(x)
n=1

é uma série convergente, entdo, por ortogonalidade,
(¢’ Xm) = (Z AnXn, Xm) = Z An(Xm Xm) = Am(Xm7 Xm)~
n=1 n=1

Assim, (6. %0)
A = o Xon)



Duas palavras de cautela. Primeiro, até agora evitamos todas as
questdes de convergéncia. Em segundo lugar, se houver duas
autofun¢des, digamos X; e X, associadas ao mesmo autovalor,
entdo elas n3o precisam ser ortogonais. Mas se elas ndo sdo
ortogonais, o processo de Gram-Schmidt de ortogonalizagdo
fornece autofungdes ortogonais (ver lista de exercicios). Por
exemplo, no caso de condicoes de contorno periddicas as duas
autofuncdes sin(nmx/¢) e cos(nmwx/¢) sdo ortogonais em (—/, (),
embora tenham o mesmo autovalor (n7/¢)?. Mas as duas
autofungdes sin(nmx/¢) e [cos(nmx/¢) + sin(nmx/¢)] ndo sdo
ortogonais.



Autovalores Complexos

Se f(x) e g(x) sdo duas fungdes de valor complexo, definimos o
produto interno em (a, b) como

b
(f.g) = / F(x) g (x) dx

Agora suponha que tenhamos as condi¢Bes de contorno (15) com
oito reais constantes. Elas sdo chamados simétricos (ou
hermitianos) se

Fi(x)g(x) = f(x)g'(x)| =0

a

para toda f, g satisfazendo as condi¢cles de fronteira. Ent3o o
Teorema 1 é verdadeiro para fungdes complexas sem nenhuma
alteracdo. Mas também temos o seguinte fato importante.



Teorema 2. Se o conjunto de condicdes de fronteira é simétrico,
todos os autovalores s3o nimeros reais. Além disso, todas as
autofuncbes podem ser escolhidas para serem de valor real.

Demonstracdo. Seja A um autovalor, possivelmente complexo.
Seja X sua autofuncdo, também possivelmente complexa. Entdo X
safisfaz —X” = AX e as condicdes de fronteira simétricas.
Tomemos o conjugado complexo desta equacdo; assim —X” = AX
mais condicdes de fronteira. Entdo A também é um autovalor.
Agora use a segunda identidade de Green com as funcdes X e X.
Assim,
b _ _ _ __|b
/ (—X"X + XX")dx = (=X'X + XX")| =0,
a a
pois as condi¢des de fronteira sdo simétricas. Assim,

b
(A—A)/ XX dx = 0.

Mas XX = |X|?2 > 0 e X n3o é a fungdo nula. Assim a integral
n3o pode se anular. Portanto, A = )\, e portanto A\ é real.



Em seguida, vamos reconsiderar o mesmo problema —X” = AX
junto com (15), sabendo que A é real. Se X(x) é complexo,
escrevemos como X(x) = Y(x) + iZ(x), onde Y(x) e Z(x) sdo
reais. Entdo —Y” —iZ” = \Y +i\Z. Portanto —Y" =AY e
—7" = M\Z. As condicdes de contorno ainda valem para Y e Z
porque as oito constantes em (15) sdo reais. Assim, o autovalor

real A\ tem as autofuncles reais Y e Z. Isso completa a prova de
Teorema 2.



Autovalores Negativos

Vimos que a maioria dos autovalores é positiva. A questdo é se
todos eles s3o positivos. Aqui estd uma condicdo suficiente.

Teorema 3. Assuma as mesmas condicbes do Teorema 1. Se
f(x)f'(x) <0 (17)

para todas as fun¢des de valor real f(x) que satisfazem as
condicdes de fronteira, entdo ndo ha autovalor negativo.

Este teorema é provado na lista de exercicios. E facil verificar que
(17) é valido para Dirichlet, Neumann e condi¢des de contorno
periddicas, de modo que em nestes casos ndo existem autovalores
negativos (veja lista de exercicios). No entanto, pode n3o ser
valido para certas condicoes de Robin.



Convergéncia da série de Fourier

Estudaremos trés teoremas de convergéncia. Para nos convencer
de que os teoremas da convergéncia sao mais do que um exercicio
sofisticado, mencionamos alguns fatos curiosos:

1. Existe uma funcdo integravel f(x) cuja série de Fourier
diverge em cada ponto x;

2. Existe uma fungdo continua cuja série de Fourier diverge em
muitos pontos.

Para uma demonstracio desses fatos veja [Zy]*.

Para o que segue, precisamos introduzir varias no¢des de
convergéncia.

1[Zy] A. Zygmund, Trigonometric Series, Cambridge University Press,
Cambridge, England, 3rd ed., 2003.



TRES NOCOES DE CONVERGENCIA

o
Definicao 1. Uma série Z f, de fungdes f, : | — R, definidas em
n=1
um subconjunto / de R, converge pontualmente para uma fungdo
o0

f: 1 — R se, para cada x € /, a série numérica Z fa(x) converge
n=1
para f(x). Isto é, para cada x € /, temos

N
F(x) =Y falx)

n=1

— 0 quando N — oo.

Isto é, para cada x € /, dado € > 0, existe um inteiro N\,
dependendo de € e eventualmente de x, tal que

< €.

N
F(x) =D falx)

n=1

N>N=




(o]

Definicao 2. Uma série Z f, de fungdes f, : | — R, definidas em
n=1

um subconjunto / de R, converge uniformemente para uma fungdo

f:l— R se,

N

F(x) =Y falx)

n=1

sup — 0 quando N — oo.

xel

Isto é, dado € > 0, existe um inteiro \V, dependendo somente de ¢,
tal que

paratodox € e N > N.



Em vez de recorrer a definicdo para estabelecer a convergéncia
uniforme de uma série de funcgdes, o seguinte critério é
frequentemente utilizado.

Teorema (Teste de Weierstrass). Seja |f,(x)| < a,, para todo
o0

n>1ex¢€&l. Sea série numérica g a, for convergente, entdo a

n=1
o
série de funcdes g f, converge absolutamente e uniformemente
n=1

em /.



oo
Definicdo 3. Uma série » _f, de funcBes f, : [a, b] — R, definidas
n=1
em um intervalo [a, b], converge em média quadratica (ou L?) para
uma fungdo f : [a,b] — R se

r

Observe que a convergéncia uniforme é mais forte do que a
convergéncia simples e convergéncia L.

N 2

F(x) =D falx)

n=1

dx — 0 quando N — .




Considere o problema de autovalor

X"(x)+AX(x) =0, a<x<b, (18)

com condi¢cdes de fronteira simétricas.

Teorema 1. Os autovalores de (18) formam uma sequéncia de
ndmeros reais A1, A2, ..., Ap, ... que tende para oco.

Uma demonstracdo do Teorema 1 pode ser encontrada no Capitulo
11 de [S]? ou no Capitulo 7 de [CL]3.

Podemos admitir que as autofuncdes X, sdo funcdes a valores reais
e que s3o ortogonais duas a duas. Por exemplo, se k autofungdes
linearmente independentes correspondem ao mesmo autovalor A,
entdo o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt garante que
as autofun¢des podem ser escolhidas ortogonais duas a duas.

2[S] W. Strauss, Partial Differential Equations: an introdution, John Wiley
& Sons, New York, 1992.

3[CL] E. Coddington and E. Levinson, Theory of Ordinary Differential
Equations, McGrall-Hill, New York, 1955.



Desse modo, a sequéncia pode ser numerada de modo que A, seja
repetido k vezes e os autovalores podem ser listados como

M A< <s =0

com as autofung¢les correspondentes Xy, Xz, X3,... ortogonais
duas a duas.

Para qualquer fungdo f(x) definida em (a, b), sua série de Fourier
é a série

S (f, Xn)

ZAan, Onde An — m (19)

n=1
Observamos que (19) é mais geral que a série de Fourier cldssica
(completa, seno e cosseno). Um exemplo disso é (18) com
condi¢do de Robin com autovalor negativo A = —12 e
correspondente autofun¢do X (x) = coshyx + ‘;—0 sinh yx.



Teoremas de Convergéncia

Seja f : [a, b] — R uma fung¢&o qualquer. Considere a série de
Fourier para o problema (18) com qualquer condigdo de fronteira
simétrica.

Teorema 2. (Convergéncia Uniforme)

o0
A série ZA,,X,, de f converge uniformemente para f em [a, b]
n=1
desde que
(i) f, f" e f” existem e s3o continuas em [a, b] e

(ii) f satisfaz a condi¢co de fronteira dada.

O Teorema 2 nos garante a convergéncia uniforme desde que as
condicdes em f e suas derivadas sejam atendidas. Para a série
classica de Fourier (completa, seno e cosseno), ndo é necessério
que f”(x) exista porque a periodicidade de f supri a falta desta
hipdtese.



Teorema 3. (Convergéncia em média quadratica) A série de
oo

Fourier Z:A,,X,7 de f converge em média quadratica para f em
n=1
(a, b) desde que
b
/ |f(x)|? dx < oo.
a

O Teorema 3 nos garante um certo tipo de convergéncia sob uma
hipétese muito fraca na fungdo f. Poderiamos até usar a integral
de Lebesgue mais geral aqui em vez da integral padrdo (Riemann)
encontrada nos cursos de calculo.

O Teorema 3 é o mais facil de aplicar porque f/(x) n3o precisa
existir e a propria f nem precisa ser continua.



A seguir, apresentamos um teorema intermedidrio em relagdo as
hipdteses sobre f. Requer mais duas defini¢des.

Definicao. Uma fung¢do f tem uma descontinuidade de primeira
espécie (salto) num ponto x = ¢ se os limites laterais f(c+) e
f(c—) existem, mas s3o diferentes. [Ndo importa o que f(c) venha
a ser ou mesmo se f(c) estd definido ou n3o.]

Definicao. Uma funcdo f é chamada continua por partes em um
intervalo [a, b] se for continua, exceto eventualmente num nimero
finito de pontos, e tiver descontinuidades de primeira espécie
nesses pontos. Outra maneira de dizer isso é que em todos os
pontos do intervalo (incluindo as extremidades) existem os limites
laterais f(c+) e f(c—) e sdo iguais, exceto eventualmente em um
ntdmero finito de pontos.



Teorema 4. (Convergéncia pontual da série de Fourier
classica)

(i) A série de Fourier classica (completa, seno ou cosseno)
converge para f pontualmente em (a, b) desde que f seja uma
func3o continua em [a, b] e f' é continua por partes em |[a, b].

(i) De forma geral, se f for apenas continua por partes em [a, b]
e f' também é continua por partes em [a, b], entdo a série de
Fourier cldssica (completa, seno ou cosseno) converge em
todo ponto x. A soma da série de Fourier classica é

- 1
;Anxn(x) = SIF(x+) + Fx-)l, Ya<x<b.

A soma é 3[fexe(x+) + fexe(x—)] para todo —oo < x < o0,
onde fext(x) € a fungdo extensdo de f (periddica, periddica
impar ou periddica par, respectivamente).



Assim, numa descontinuidade de primeira espécia, a série converge
para a média do limites laterais a direita e a esquerda. No caso da
série de Fourier de seno (ou cosseno) em (0, /), a fungdo extensdo
fext(Xx) é a fung¢do impar (ou par) do periodo 2¢. Para a série
completa em (—/,{), fext(x) é a extensdo periddica. A extensdo é
continua por partes com uma derivada continua por partes em
(—00,00).

E conveniente reescrever o Teorema 4 diretamente para fungdes
que ja estdo definidas em toda a reta. Considerando as extensoes
periddicas, pares e impares das funcdes, o Teorema 4 é equivalente
ao seguinte resultado:



Teorema 4. Se f é uma funcio periddica de periodo 2¢ para a
qual f e f’ s3o continuas por partes, entdo a série completa de
Fourier cldssica converge para 5[f(x+) + f(x—)] , ou seja,

7A0+Z A, cos +B sin = %[f(x—k)—kf(x—)],

nmwx
E l )
para todo —oo < x < 00.

Observacao. A série de Fourier de uma funcdo continua mas n3o
diferencidvel f n3o é garantida convergir pontualmente. Pelo
Teorema 3, ela deve convergir para f no sentido L2. Se quisermos
ter certeza de sua convergéncia pontual, temos que saber algo
sobre sua derivada f’(x).



Exemplo. A série de senos de Fourier de f(x) =1 em [0, 7] é

oo

> (2ni1)7r sin(2n — 1)x (20)

n=1

Pelo Teorema 4, item (i), essa série converge pontualmente para
f(x) = 1 para cada x € (0,7), isto &,

o0

1= ; (anl)ﬂ sin(2n — 1)x, x € (0,7). (21)

mas esta convergéncia ndo é uniforme no intervalo [0, 7], pois a
série converge para 0 em x =0 e x = 7, mas f(x) = 1 nesses
pontos. Note que condigdo (ii) do Teorema 2 n3o ¢é satisfeita: as
condigBes de contorno sdo de Dirichlet e a fung¢do f(x) ndo se
anula nos extremos.



Podemos aproveitar este exemplo para ver que séries de Fourier
nem sempre podem ser derivadas termo a termo. Veja o caso de
(21), o lado esquerdo tem derivada igual a zero. No lado direito,
obteriamos a série

4 o
— g cos(2n — 1)x,
T

n=1

que é divergente pois o termo geral n3o tende para 0 com n — oo.

A diferenciacdo de uma série de Fourier é um assunto delicado.
Mas a integragao termo a termo ndo ¢ delicada e é geralmente
vélida (ver Exercicio 4 da Lista 9).



A Teoria L2
O produto interno de fungdes f, g definidas em (a, b) é definido por

b
(f.g) = / F(x)2(x) dx.

Caso as fungdes tenham valor real, simplesmente ignoramos o
conjugado complexo.

A norma L? de f é definida como

il = VN = [ [ ireor e ”

A métrica L? é definida por

If gl = [/ £(x) - \2dxr/2.



O Teorema 3 pode ser reescrito nos seguintes termos:

Se X, sdo autofungbes associadas a um conjunto de
condicdes de fronteira simétricas e se ||| < oo, entdo

N
|f — ZA,,X”H -0, com N — cc.
n=1



Teorema 5 (Aproximagdo de minimos quadrados). Seja {X,}
qualquer conjunto ortogonal de funcBes. Seja f uma fungdo tal que
|f]] < co. Seja N um inteiro positivo fixo. Entre todas as escolhas
possiveis de N constantes c1, ¢, ..., cy, a escolha que minimiza

N
I — Z cnXal|
n=1

cg=A1,c=A,...,cn = Ap,

isto é, os coeficientes de Fourier de f.



Demonstragao. Denote o erro por

N N N
Ey = Hf*ZCanHZ = (f*ZCan,f*ZC,,X,,)-
n=1 n=1 n=1

Usando a linearidade do produto interno, temos

N N
En=fI> =2 calF, Xa) + D cacm(Xn, Xm)
n=1

m,n=1



Usando a ortogonalidade das fun¢des X, obtemos

N

N
= [IfI1> =2 calF Xn) + D call Xal®

n=1 n=1

Completando o quadrado, temos

2 (o _(EX)Y (L X0)?
EN—ZHX P (o= ) 197 =3 o @2

Agora os coeficientes ¢, aparecem em apenas no termo entre
parénteses. A expressdo é portanto a menor se o termo entre
parénteses for nulo, ou seja, se

(f, Xn)

= A,.
IXal? 7"

Ch =




Observacao. O completamento do quadrado tem outras
consequéncias. Escolhendo os coeficiente ¢, como sendo os
coeficientes de Fourier A, na expressdo (22), o erro Ep torna-se

N (f X )2 N
0<En=|f>=)_ W = 1P =) AXal? (23)
n=1 n n=1

Como esta diferenca é nao negativa, temos

N b b
ZA%/ |X,,2dx§/ |£(x)|? dx.
n=1 a a

No lado esquerdo temos as somas parciais de uma série de termos
positivos, as quais sdo limitadas pelo termo a direita. Portanto, a
série correspondente converge e sua soma satisfaz

0 b b
ZA%/ |X,,2dx§/ |£(x)|? dx.
n=1 a a

Isto é conhecido como desigualdade de Bessel e é valido desde que
IIf]| < oo.



Teorema 6. A série de Fourier de f converge em média quadrada
para f se e somente se

oo b b
ZAﬁ/ yx,,2dx:/ |£(x)]? dx. (24)
n=1 a a

Demonstracdo. Por definicdo, a série de Fourier de f converge em

média quadrada para f se e somente se Eyy — 0 com N — oo.
N

Mas por (23) isto significa que ZA$1||Xn||2 — ||f]|> com N — oo,

n=1
o qual por sua vez é (24).

A identidade (24) é conhecida como identidade de Parseval.



Definicao. Um conjunto ortogonal infinito de funcoes
{X1,Xa,...} é chamado completo se a identidade de Parseval (24)

for verdadeira para toda f com fab |f(x)[2dx < .

O Teorema 3 afirma que o conjunto de autofun¢des que satisfazem
condicBes de fronteira simétricas é sempre completo. Assim temos
a seguinte conclusao.

Corolario 1. Se fab |f(x)|?dx < oo, entdo a identidade de Parseval
é valida.



Exemplo. A série de senos de Fourier de f(x) =1 em [0, 7] é

[e.e]

4 .
Z @n—1)r sin(2n — 1)x.

n=1
Pela identidade de Parseval,
o0 4 2 T ™
.2 2
—_— 2n—1 = 1
nz::l <(2n— 1)77) /0 sin“(2n — 1)x dx /0 dx,

isto é,

ou seja,



Demonstracao do Teorema 4

Vamos demonstrar a convergéncia pontual da série de Fourier
completa na reta toda (Teorema 4.,). Primeiramente supomos

f € CY(R) periédica de periodo 2/. Para facilitar a redagdo, vamos
considerar £ = 7. A série de Fourier completa de f é

1 . :
§Ao + ZI(A,, cos nx + By sin nx)
n—=

com os coeficientes

1 ™
An:/ f(y)cosnydy (n=0,1,2,...)

™
B, = / f(y)sinnydy (n=1,2,...).
™ —T
A N-ésima soma parcial da série é
N
Ao + Z(An cos nx + By sin nx)

n=1

1

Sn(x) 5

Queremos mostrar Sy(x) — f(x) com N — oo, para cada x fixado.



Passo 1. Inserir as férmulas dos coeficientes na soma parcial e
reorganizar os termos:

Sn(x) = /7;

Dentro dos parénteses estd o cosseno de uma diferenca de angulos,
entdo podemos resumir a férmula como

dy

N
1+2 Z(cos ny cos nx + sin ny sin nx) | f(y) o

n=1

st = [ knlx = (25)
onde N
Kn(@)=1+2 Zcos né
n=1

Passo 2. Estudar as propriedades da funcao Ky, que é conhecida
como nicleo de Dirichlet. Note que Ky tem periodo 27 e que

" do
/ Kn(6) 5 =1

—T
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Figure: 2. Esbogo do gréfico de Ky(0)



E um fato notavel que a série para Ky pode ser somada. De fato,

sin(N+13)6
k(o) = SV +2) (26)
sin 56
para 6 # 0, 27, +4m, .... Para verificar esta férmula, usaremos

a féormula de Moivre,

K (0 _1+Z(em9+e—m9 Z en

n=1 n=—N

Como esta é a soma parcial de uma série geométrica cujo primeiro

termo é e=N? o raio é e/ e o dltima termo é eN?, segue que
—iNo i(N+1)0
e " —e

Kn(0) = 1o
o310 [e—iNO _ ei(N+1)0] e i(N+3)0 _ qi(N+3)8
= e_%ie[l _ e,‘g] o —19 +e %i@

: 1
sin (N + 5) 0

1
sin 59



Passo 3. Combinar (25) e (26). Tomando § =y — x em (25) e
usando que Ky é uma funcdo par, obtemos

S(x) = /7r Kn(0)F(x + 0) L0

. 2w
O intervalo de integragdo deveria ser [x — 7, x 4+ 7], mas como Ky
e f tém periodo 27, qualquer intervalo de comprimento 27 serve.

Usando agora a férmula (26), temos

Su() — () = [ K(O) [x-+6) — ()] 52

—T

- /7r £(0) sin [(/v + ;)e} o (27)

—T

onde
f(x+0)—f(x)

1
sin 59

g(0) =



Passo 4. Tudo o que temos a mostrar é que a integral (27) tende a
0 com N — oo. Para tanto, notemos que as fungdes

on(0) = sin [(N+ ;)9] (N=1,2,...)

formam um conjunto ortogonal no intervalo [—m, 7]. Portanto, se
llg|l < oo, segue da desigualdade de Bessel que

o0

| 8, d)N
> g < el <o
N=1

Por um céculo direto, |[¢n||> = 7. Se ||g|| < oo, esta série é
convergente e assim (g, ¢n) — 0 quando N — oo, isto é, a
integral em (27) tende a zero.



O passo final é mostrar que ||g|| < co. Temos,

™ - X B « 9
|g||2=/_ |g(9)2d9:/ [fx +6) — f(x)]

21
. sin® 50

Como o numerador de g(f) é continuo, o tnico ponto que
devemos analisar é em 6 = 0, pois o seno se anula nesse ponto.
Pelo Primeiro limite fundamental, temos

lim 2(0) = lim f(x+0)—f(x) 0

= 2f'(x).
6—0 6—0 0 sin %9 (x)

Portanto, g(#) tem extensdo continua em [—m, 7] de modo que
llg]] < co. Isso completa a prova de convergéncia pontual da série
de Fourier de qualquer funcdo de classe C.



Prova do Teorema 4 para funcdes descontinuas

Se a fung3o periddica f é apenas continua por partes e f/ também
é continua por partes em R, queremos provar que a série de

. ’ 1
Fourier converge e que sua soma é 5[f(x+) + f(x—)].

A prova comeca como antes. No entanto, modificamos o terceiro
passo, substituindo (27) por



Su(x) = 3170t + Fc)) = [ Ku@lFCc+0) ~ Fe G

do

[ K+ 0) - e

- /0”g+( )sin[(N + 2)6d0
0
+/ g,(e)sin[(/v+§)9]d9,

onde, por (26),
f(x+0)— f(xt)

0) =
g:(0) sin %9

O quarto passo é notar que as fungdes sin[(N + 3)0], N =1, 2,

., formam um conjunto ortogonal no intervalo (—m,0), bem
como no intervalo (0, 7). Usando a desigualdade de Bessel, ambas
as integrais acima tendem a zero com N — oo desde que
f?ﬂ lg—(0)|?d0 e [ |g+(0)[>df sejam finitas.



Esse é o quinto passo. A (nica razdo possivel para a divergéncia
dessas integrais viria do anulamento de sin %«9 em 0 = 0. Agora o
limite lateral g () é

f(x+0)—f(x+) 6

= 2f'(x+),
39)

I 0)=li
GTong() 630 7 sin(

se x é um ponto onde existe a derivada lateral f'(x+). Se f'(x+)
ndo existe, entdo f ainda é diferencidvel nos pontos préximos. Pelo
teorema do valor médio,

f(x+0)—f(x+)
¢

= F(07)

para algum ponto 6* entre x e x + 6. Como a derivada é limitada,
segue que [f(x + 0) — f(x+)]/0 é limitada também para 6
pequeno e positivo. Entdo g (6) é limitada e a integral

o 18+(0)|2d6 ¢é finita. Argumento analogo se aplica para g_(6).
Isto completa completa a prova do Teorema 4.



Demonstracao da Convergéncia Uniforme

Faremos agora a demonstracao do Teorema 2 da convergéncia
uniforme das séries de Fourier para o caso da série de Fourier
cldssica. Seja f uma func¢do periddica de periodo 2/, continua,
com derivada f’ continua.

A ideia é aplicar o teste de Weierstrass. Como
nmx . nmXx
‘A,,COST‘ < |Anl, ‘B,,sm 7‘ < B,

devemos mostrar que a série numérica

[e.e]

> (1Al +1Bal) (28)

n=1

converge.



Usando integracao por partes, concluimos que

A, g / ) cos —dx

¢ 1 rt
= —f(x)smﬂ — — [ f/(x)sin —=dkx,
nm —/ nm ¢
de modo que
l
An == —EB;

onde B, denota o coeficiente de Fourier de senos da fungdo f'.



Usando integracdo por partes e a periodicidade de f, concluimos

B, E/ n—dx

14

nmx|¢ 1 nmwx
= _7f - - ' —d
nm (x) cos I ¢ (x) cos ¢
de modo que
B, = iA’
nm

onde A’ denota o coeficiente de Fourier de cossenos da funcdo f'.



Portanto, a soma parcial de ordem k da série (28) é

k k
I /
; |[An| + [Bnl) = W;n (ZARRIEA))
’ k 1/2 k 1/2
< (Z n2> [Z (14,] +1B;))°
n=1 =1
1/2 k 1/2
V20
<25 L) IS e ey
n=1 n=1

onde usamos na primeira inequacdo a desigualdade de Schwarz
para vetores de R¥ (veja Lista 8) e na segunda inequag&o a
desigualdade 2ab < a® + b?.



Portanto, a série (28) é majorada por

v (Z 12) [Z (14, + 185P)

n=1 n=1

1/2

)

onde ambas as séries convergem, a segunda é convergente devido a
desigualdade de Bessel para a derivada f/, mais especificamente,

|Aol? - 2 2 1/ 2
/ / /
+ AP+ 1B < 5 [ F(x)Pdx.
2 2 )
n=1
Portanto, pelo teste de Weiestrass a série de Fourier de f converge
absolutamente e uniformemente. Ja sabemos pelo Teorema 4.,
que a soma série de Fourier de f é de fato f(x) para todo x € R.

Portanto, a série de Fourier de f converge uniformemente para f.

Observacao. A demonstracdo continua vélida se f é continua mas
f' é continua por partes. Um exemplo é a fun¢do f(x) = |x|, para
|x| < 7, e periddica de periodo 27.



Solucdo do PVIF para a Equacdo do Calor

Teorema 7. Seja f : [0,¢] — R uma fungdo continua com
f(0) = f(¢) = 0 e tal que a derivada f’ exista e seja continua por
partes em [0, ¢]. Ent3o a fungdo u(x, t) definida por

t) = Z cpe Tk g %X, (29)

onde ,
2
ch = / f(x)sin o dx, (30)
7 /s 0

é continua em [0, £] x [0, 00), possui derivadas parciais u; € Uy, em
(0,4) x (0,00) e satisfaz

ur(x, t) = ku(x, t), t>0, 0<x <Y,
u(0,t) =u(l,t)=0, t>0, (31)
u(x,0) = f(x), 0<x<Ut.



Demonstracdo. Os coeficientes ¢, definidos em (30) sdo os
coeficientes de Fourier da fungdo f, dada em [0, /], e estendida
para o resto de R de modo a ser impar e periddica de periodo 2/
Sendo f(0) = f(¢) = 0, a extensdo é continua e como f’ é
continua por partes em [0, /], a derivada primeira da extens3o é
continua por partes. Pelo Teorema 4,

f(x) = Z Cpsin % = u(x,0)
n=1

para todo x € [0, /], provando que u satisfaz a terceira identidade
em (31).



Para provar que u é continua em [0, ¢] x [0, 00), notemos que a
o0

série (29) é majorada por Z lcal, V(x,t) €[0,4] x [0, c0).
n=1
Usando integracao por partes

Cn g/ sin—dx

¢ 2 7t
= —Ef(x) cos —ngx o '”T/o f'(x) cos Lgx dx
2 l
=— [ f(x) cos 2% dix.
nm Jo ¢

Assim,

/¢
nzidn7 :172,...
c — (n )

onde os d,, sd3o os coeficientes de Fourier de f’ estendida como
uma funcdo par e periddica de periodo 2¢. Entdo,

1 2 1
g — ) +5d;



00 gz 00 1 1 00 )
n=1 n=1 n=1

onde se usou a desigualdade de Bessel, Z d? < E/ f'(x)|dx,

n=1
para concluir que a dltima série em (32) é convergente.

Agora, as séries
_ _ 2 X
g nce"”kt/zcos g nce"”kt/esm
E /
n=1 n=1

convergem uniformemente em qualquer retangulo [x1, x2] X [t1, t2]
contido em (0, ¢) x (0,00), pois elas sdo majoradas, resp., pelas
o [e.9]

, . _ 2 _ 2 .
séries E ne " e E n?e™®" onde o = w2kt /%, cujas

convergéncias seguem da aplicagcdo do teste da razao.



Portanto, basta aplicar o teste de Weierstrass para concluir a
convergéncia das duas séries de fungdes acima.

Agora lembramos o seguinte resultado: “Seja E un(x,t) uma
. . . . . n:1
série de fun¢Ges continuamente diferencidveis em um retangulo

[x1, x2] X [tl, t2] tal que ela convirja para uma fungdo u(x, t) e tal
que a série Z ), obtida por derivagdo termo a termo,

convirja unlformemente para uma fungdo v(x,t). Ent3o, % existe

e éigualav.

Usando esse resultado, obtemos

2k o= 5 —malke/? . X
ur(x, t) = e E n“cpe sin ==,

_ 2
Usx (X, t) E n’cpe n*nkt/L sm

0 que mostra que u é soluc;éo da equacgao Uy = Ky, em
(0,¢) x (0,00) e a prova do Teorema 7 estd completa.



Solucdo do PVIF para a Equacdo das Ondas
Teorema 8. Suponha que f, g :[0,¢] — R s3o tais que
f,f',f" g, g sio continuas e f”’ e g’ s3o continuas por partes,
f(0) = f(¢) = f"(0) = f"(¢) = g(0) = g(¢) = 0. Ent3o a fungdo
u(x, t) definida por
u(x,t) = Z [a,, cos m;Ct + bpsin

n=1

n;ct} sin %7 (33)

onde

2 [* 2 [*
ap = Z/0 f(x)sinm;fxdx, b, = e /s g(x)sin%dx,
é continua em [0,4] x [0,00), é de classe C2 em (0,¢) x (0,00) e
satisfaz
ure(x, t) = cuxx(x, t), t>0, 0<x </,
u(0,t) = u(4, t) =0, t>0, (34)
(x,0) = f(x), ue(x,0)=g(x) 0<x<VL.



Demonstracdo. Sendo f e g de classe C em [0,/] e
f(0)=f(¢) = g(0) = g(¢) =0, as fungdes f e g podem ser
estendidas continuamente a toda reta de modo a serem impares e
periddicas de periodo 2¢. Pelo Teorema 4, as seguintes igualdades
ocorrem:

> nmwx = nmc nmx
f(x) = in—, = ——bpsin—, Vxe€|[0,/
(%) ;ansm 7 g(x) Z 7 bnsin = x € [0,4]

n=1

com

5 [t ¢
a,,—g/o f(x)sin%dx, gb”_g/o g(x)sinm;fxdx,

de onde obtemos



Para provar que u definida por (33) é continua em [0, ¢] x [0, c0),

oo
basta mostar a convergéncia da série Z(|a,,] + |bsl), pois ela

n=1
majora a série (33). Integragdo por partes trés vezes e as hipéteses
f(0) = f(¢) = f"(0) = f"(¢) = 0 implicam que

202
33

an =

¢
/ f""'(x) cos DX i (35)
0 14
e integragdo por partes duas vezes e g(0) = g(¢) = 0 implicam que
14 N2

2 l
ey = f/ g"(x)sinMTTde (36)
0

De (35) e (36), segue que

C C
|an| < ﬁ € |bn| < F

onde C e € s3o constantes positivas.



[e.e] oo
Logo, as séries Z(]a,,| + |bnl) e Z n(|an| + |bn|) convergem, o
n=1 n=1
que mostra que u é continua em [0, /] x [0,00) e de classe C! em
(0,¢) x (0,00). E mostra também que as derivadas parciais de
primeira ordem de u podem ser obtidas derivando-se (33) termo a
termo:

[e.e]
n nrct n nmct n
ux(x, t) = Z [a,,—7r cos ¢t 4 b,,—7T sin 1" ] cos ﬂ, (37)

ot / 14 / 14 14
> nmwtc . nmct nmc nmctl . nmwx
ug(x, t):; [—a,, / sin 7 + b, 7 cos 7 }sm 7
(38)
Novamente de (35) e (36), obtemos
D D
|an‘ < ﬁ’cn| € |bn| < ﬁ|dn|7 (39)

onde ¢, e d, s3o respectivamente os coeficientes de Fourier de "’
e g’ e D e D s3o constantes positivas.



Usando a desigualdade ab < 3(a* + b®) em (39), temos

1
<I72 + ‘Cn|2>

1
<n2 + |d,,|2>
Assim,

S (Pan| + Plbnf) < 250 (Z - +Z|cn|2+2|d |2>

n=1
(40)

n2|an\ <

n2|b,,| <

As duas dltimas séries em (40) convergem em virtude da
desigualdade de Bessel. Logo, a série a esquerda em (40)
converge, o que implica que u é de classe C2 em (0,¢) x (0,00) e
as derivadas parciais de segunda ordem de u podem ser obtidas
derivando (37) e (38) termo a termo para obter:



=T 2 t 2 t
Usx (X, t) = ; _—a,, <n77r> cos n7;c — b, (n%) sin n7;c ] sin %,
(41)
=T nmch 2 nmct nmc\2 . nmct nmx
ug(x, t) = Z —ap ( > cos - (b,, > sin ] sin
2| 0 ‘ ‘ ‘ ‘
(42)

0 que mostra que (X, t) = c?u(x,t) paratodo 0 < x < £ e
t > 0. E, assim, concluimos a demonstracdo do Teorema 8.



Comentdrios sobre as hipéteses do Teorema 8

Uma fungdo u : [0, 4] x [0,00) — R é chamada solug3o cldssica do
PVFI (34) se

(i) ela for continua em [0, /] x [0,00) e de classe C?> em
(0,¢) x (0,00), com u; continua em [0, ¢] x [0, c0);
(i) ela satisfaz as condi¢@es iniciais e de fronteira;

(iii) ela satisfaz a equagdo da onda.

O Teorema 6 da condicdes suficientes para a existéncia de solucdo
clssica do PVIF (34). Entretanto as hipéteses feitas para
conseguir isso sdo muito fortes, pois muito se pede em termos de
diferenciabilidade dos dados iniciais.



Para citar um exemplo, ndo podemos aplicar o Teorema 8 para o
problema da corda dedilhada. Para tratar desse problema e de
outros problemas de interesse fisico ha necessidade de ampliar o
conceito de solu¢do. Os interessados podem encontrar uma
introducdo do conceito de solugdo generalizada na Sec¢do 5.11 do
livro [D. G, de Figuereido, Andlise de Fourier e equagdes
diferenciais parcias, 5. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2018].



