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1. Considere o problema de autovalor com condi�c~ao de Robin:

X ′′ + λX = 0

X ′(0) − a0X(0) = 0,

X ′(`) + a`X(`) = 0.

(a) Mostre que λ = 0 �e um autovalor se e somente se

a0 + a` = −a0a``.

(b) Encontre as autofun�c~oes correspondentes ao autovalor nulo. (Dica: primeiro resolva a EDO para

X(x). As solu�c~oes n~ao s~ao senos ou cossenos.)

2. Considere o problema de autovalor de Robin. Se a0 < 0, a` < 0 e −a0 − a` < a0a``, mostre que

existem dois autovalores negativos. Este caso pode ser chamado \absor�c~ao substancial em ambas as

extremidades." (Dica: mostre que a curva racional y = −(a0+a`)γ/(γ
2+a0a`) tem um �unico m�aximo

e cruza a reta y = 1 em dois pontos. Deduza que ela cruza a curva y = tanhγ` em dois pontos.)

3. No Exerc��cio 2 (absor�c~ao substancial em ambas as extremidades) mostre gra�camente que existe um

n�umero in�nito de autovalores positivos. Mostrar gra�camente que satisfazem (36) e (37) do slide da

aula Problemas de Valores Iniciais e de Fronteira.

4. Se a0 = a` = a no problema de Robin, mostre que:

(a) N~ao h�a autovalores negativos se a ≥ 0, h�a um se −2/` < a < 0, e h�a dois se a < −2/`.

(b) Zero �e um autovalor se e somente se a = 0 ou a = −2/`.

5. Considere novamente as condi�c~oes de Robin em ambas as extremidades para a0 e a` arbitr�arios.

(a) No plano a0a`, esboce a hip�erbole a0 + a` = −a0a``. Indicar as ass��ntotas. Para (a0, a`) nesta

hip�erbole, zero �e um autovalor, de acordo com o Exerc��cio 1(a).

(b) Mostre que a hip�erbole separa todo o plano em três regi~oes, dependendo se h�a dois, um ou nenhum

autovalores negativos.

6. Considere a equa�c~ao de difus~ao em (0, `) com as condi�c~oes de contorno de Robin

ux(0, t) − a0u(0, t) = 0 e ux(`, t) + a`u(`, t) = 0.

Se a0 > 0 e a` > 0, use o m�etodo da energia para mostrar que os pontos extremos x = 0 e x = `

contribuem para a diminui�c~ao da energia
∫`
0 u

2(x, t)dx. (Isto �e interpretado como parte da energia �e

perdida na fronteira, por isso chamamos as condi�c~oes de fronteira irradiante ou dissipativo.)

7. (a) Prove que a energia (total) �e conservada para a equa�c~ao das ondas com condi�c~oes de contorno de

Dirichlet, onde a energia �e de�nida como
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(b) Fa�ca o mesmo para a condi�c~ao de contorno de Neumann.

(c) Para a condi�c~ao de contorno de Robin, mostre que
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�e conservado. Assim, embora a energia total ER ainda seja constante, parte da energia interna �e

\perdida" na fronteira se a0 e a` s~ao positivos e �e \ganha" na fronteira se a0 e a` forem negativos.


