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Aulas passadas

* Gramaticas livres de contexto (GLC): V - (2 U V)*

—  Derivacbes, arvores sintaticas, ambiguidade

— Andlise sintatica de GLCs (alg. CYK / Forma normal de
Chomsky)

* Autdématos com pilha NAO-deterministicos (APN)

— Reconhecem mais linguagens que um AP deterministico

* Equivaléncia entre GLC e APN



Aula de hoje

* Como provar que uma linguagem NAO é livre de contexto?

- lema do bombeamento das linguagens livres de contexto
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RECORDANDO

(lema do bombeamento para linguagens
regulares...)
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TEOREMA 1.70

Lema do bombeamento Se A é uma linguagem regular, entio existe um
ntimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s é qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,
s — x1yz, satisfazendo as seguintes condigdes:

1. paracadai > 0, zy‘z € A,
2. 7] B=10, 8
3. |zy| £ p.

S = &1 S9 S3 54 351‘861‘ TsnT
41 493 420 A7 de 435 913
USamos p =

M 7 . %
numero de estados @Y




TEOREMA 1 .70 ----------------------------------o--c--o--c---.-c-r--cr--o-----------.----------Eé’-r-é’-:i-BBlAlgigé‘-(:--a"-(-j-é-igﬂs-)----

Lema do bombeamento Se A é uma linguagem regular, entao existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se 5 é qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,

1. para cadai > 0, zy'z € A, isto &, y pode ser bombeada (para todos i >=0)
2. ¥yl =0, e isto é, y ndo pode ser €
3. |lzy| < p.

Também importante notar que y pode estar em diversas posicoes (até p),

mas sempre CONFINADO entre as p primeiras posicoes

X # € :l'> S =S5152S3... Sp[Sp+1 ... Sn S =5152S3... Sp|Sp+1 ... Sn
| | |
Xy Xy
i :'|> S =5:52S3... Sp|Sps1 -.. Sn S=5:52Ss... Sp|Sps1 ... Sn
| | |
Xy Xy
— = — =

6
EACH X = X <
e Xyl =p Xyl <p




Lema do bombeamento

Linguagens regulares: uma cadela corresponde a um caminho em
um AFD (do estado inicial a um estado final)

Linguagens livres de contexto: uma cadeia corresponde a pelo
menos uma arvore sintatica segundo a gramatica (raiz é o
simbolo inicial e folhas s&o terminais)
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Lema do bombeamento para linguagens livres
de contexto

* Para “cadelas longas” da linguagem, sua arvore
sintatica deve conter pelo menos um “caminho longo”
da variavel inicial (raiz) até um terminal (folha)

F"'{PR}
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[ / I \ (FATOR) — ((EXPR)) | a
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Lema do bombeamento para linguagens livres
de contexto

* Para “cadelas longas” da linguagem, sua arvore
sintatica deve conter pelo menos um “caminho longo”
da variavel inicial (raiz) até um terminal (folha)

(EXPR) * Se 0 caminho é longo o
oy suficiente, ha repeticao

(PACTOR) | geacToR) de n&o terminais

!

____.-"'_ i “, X
o ___-r._ .:' -: Ty '.-\__ 1 'I | N A " . § n . N
T _~ \EXPR)N ' \ {(EXPR) — {(EXPR}+{TERMO) | (TERMO)
SO AEXPRY S I . \ T T AT v AT (1 | AT OR
SN Y (TERMY | (TERMO) — (TERMO)X{FATOR) | (FATOR)
[t ' (FATOR) — ({(EXPR}) | a
] VIERMY [ (pacTOR) | |
-, | | | '| | | |
ATRY \{FACTOR) '
- . - ( a + a ) > a 9

CH
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* Se ha repeticdo de nao terminais (ex: R), entdo as sub-
arvores com raiz em R poderiam ser trocadas entre si

* Ou seja, se um nao-terminal € R, ele pode ser substituido por

qualquer uma de suas arvores (derivacoes)
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(EXPR) — (EXPR)+{TERMO) | (TERMO)
(TERMO) — (TERMO)X{(FATOR) | (FATOR)
(FATOR) — ((EXPR)) | a

{EXPR}
{"[ERNI}
\ \
E {FAClITOR) \ FACTOR)
' — {(EXPR) '| \
vE m )
|
| |I {FACTOR) H'll J J
| h |, |
I"t h’\ ! / I'I /
C + a b = a
(EXPR) {TERM)
(TERM) | pATOR)
(FACTOR})
A
A"::::‘A a + a
SRR
GO (a+a +a)xa
EACH

Profa. Ariane Machado Lima
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Lema do bombeamento para linguagens livres
de contexto

Obs: note que nos dois lemas do bombeamento vale so a ida (=>)

TEOREMA 2.34

Lema do bombeamento para linguagens livres-do-contexto Se A4 é uma
linguagem livre-do-contexto, entao existe um nimero p (o comprimento de
bombeamento) onde, se s € uma cadeia qualquer em A de comprimento pelo
menos p, entdo s pode ser dividida em cinco partes s = uvzyz satisfazendo as
condicoes

1. paracadaz > 0, uvizylz € A,
- 2. |lvy| > 0, e —— |Isto é, a cadeia v concatenada com a cadeia y ndo pode ser €
3. |lvzy| < p. (ie, ndo podem AMBAS serem ¢€)

» 'av,
v, af
S0 12



Lema do bombeamento para linguagens livres
de contexto

TEOREMA 2.34

Lema do bombeamento para linguagens livres-do-contexto Se A4 é uma
linguagem livre-do-contexto, entao existe um nimero p (o comprimento de
bombeamento) onde, se s € uma cadeia qualquer em A de comprimento pelo
menos p, entdo s pode ser dividida em cinco partes s = uvzyz satisfazendo as
condicoes

1. paracadaz > 0, uvizyiz € A,
3 2s oy e
3. lvzy| < p.

\ Qual sera esse p?

13
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Lema do bombeamento para linguagens livres de
contexto (prova)

Seja G uma GLC, que gera uma linguagem livre de contexto (LLC) A

b: nr maximo de simbolos do lado direito de uma regra

Ex:b="7? (EXPR) — (EXPR}+{TERMO) | (TERMO)
(TERMO) — (TERMO)x{(FATOR) | {FATOR)
(FATOR) — ((EXPR)) | a
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Lema do bombeamento para linguagens livres de
contexto (prova)

Seja G uma GLC, que gera uma linguagem livre de contexto (LLC) A

b: nr maximo de simbolos do lado direito de uma regra

Ex:b=3 (EXPR) — (EXPR}+{TERMO) | (TERMO)
(TERMO) — (TERMO)x{(FATOR) | {FATOR)
(FATOR) — ((EXPR)) | a



Lema do bombeamento para linguagens livres de
contexto (prova)

* Seja G uma GLC, que gera uma linguagem livre de contexto (LLC) A
* b: nr maximo de simbolos do lado direito de uma regra
 Arvore sintatica de qualquer cadeia de A tera essas caracteristicas:

— um no nao pode ter mais que b filhos

— Cada nivel n+1 tem no maximo b" simbolos (nivel de um né = nr de nés da raiz ao no)

— | nan’ Arvore de altiira nno maximn h => cadeia de tamanho nn maximn hh

Nivel 1 > (EXPR)
Nivel 2 > {'1%{&1\)
(‘1;51{-\{} \\\.\
(FACTOR) | (raCTOR) (EXPR) — (EXPR)+{TERMO) | {TERMO)
/{;)‘{;g;iﬁxlp“}\ ". {T{"-‘_*;‘“-‘} —s {'IZI-:,I?:AI(}}X{I-‘_{I‘L)R} {(FATOR)
[y R \ | (FATOR) — ((EXPR)) | a
'. @TIRM} l'. {hxcll'rog} III | I|
( | {EACTOR) ', | '
« a + a > x a

~1m
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Lema do bombeamento para linguagens livres de
contexto (prova)

* Seja G uma GLC, que gera uma linguagem livre de contexto (LLC) A
* b: nr maximo de simbolos do lado direito de uma regra
 Arvore sintatica de qualquer cadeia de A tera essas caracteristicas:

— um no nao pode ter mais que b filhos
— Cada nivel n+1 tem no maximo b" simbolos (nivel de um né = nr de nés da raiz ao no)
— Logo: Arvore de altura no maximo h => cadeia de tamanho no maximo b"
* Se uma cadeia tem tamanho >= b" +1, entdo suas arvores necessariamente tém altura >= h+1
* Comprimento de bombeamento: bM +1 (|JV| = nr de variaveis de G), uma variavel vai se repetir!!!
Se s pertence a LLC A e [s| >= bV +1, entdo as arvores de s tém altura >= |V| +1
* Escolha a arvore com menor numero de nos. Nela existe pelo menos um caminho com comprimento >=

V] + 1 ([V|+2 nGs, ou seja, 1 n6 terminal e |V|+1 nos de variaveis) => pelo menos uma variavel se
repete (escolhemos R, que se repete entre as |V|+1 variaveis mais baixas desse caminho)



Lema do bombeamento para linguagens livres de
contexto (prova)

T

* Dividimos s em uvxyz (figura)

[ )
ATaxv)yTa
EA\NAJ 2
EACH 18
Profa. Ariane Machado Lima



Lema do bombeamento para linguagens livres de
contexto (prova)

* Dividimos s em uvxyz (figura)

* Podemos substituir cada subarvore de R pela outra, obtendo
uv'xy'z (i > 1) ou uxz (i =0) - (cond 1 do lema)

1. paracada: > 0, uvizy’z € A,

W,
EACH

CH



(EXPR) — (EXPR)+{TERMO) | (TERMO) (EXPR)
(TERMO) — (TERMO)X{(FATOR) | (FATOR) _ u'uu-.i)
(FATOR) — ( (EXPR)) | a (rERA) ‘\_‘
’f'f“v‘ OR) | (FACTOR)

™, |

— :}-XPRZ ; |
/ JPXPR, I | \

fﬁ.( {T'}' : R_\'JI} -\"-.I. ‘ I|

Dividimos s em uvxyz (figura)

e . , : (TERM) |' {]:A("IOR‘.- II I|
* Podemos substituir cada subarvore de R pela outra, e L N T B
obtendo uv'xy'z (i > 1) ou uxz (i =0) - (cond 1 do lema) ¢ a + a > x a
T
(xR UVXyZ = >
] le{;\.i}
umw ‘a\_ ny =
;|A{"l (\)R‘- "-.I “,:{(:.H)R} . . X =
— — “IEXPR)N | =
m {TT RM) \ I '| (EXPR) V =
: | {_I:ACIOR} | IR fTE _RM) _
,-l .' .'I gl"];R.\*I,- ‘\_ y -
I.-( + a Ii': < a ”‘“V' '[\"m {l-‘:’t(ll'l‘{)R} U =
o I*XPRE N -II
(EXPR) . Y II Z =
/ /(TFRM) . {T'FIR- 1) ‘ |
(TERM) | {FA( T()R) (FACTOR) .-l | :.
é::::: ‘{IA(II\"(‘JR} \ Ill'i Py o Sl
Ws:::“’ a + a 20
EACH (a) x a
CH (a+a +a)xa




(EXPR) — (EXPR)+{TERMO) | (TERMO) (EXPR)
(TERMO) — (TERMO)X{(FATOR) | (FATOR) _ u'uu-.i)
(FATOR) — ( (EXPR)) | a (rERA) ‘\_‘
’f'f“v‘ OR) | (FACTOR)

™, |

- :}-XPRZ ; |
/ JPXPR, I | |

fﬁ.{ (TE | RM) -\.\'-. ‘ ||

Dividimos s em uvxyz (figura)

o : (TERM) |' {mt‘lom II I|
* Podemos substituir cada subarvore de R pela outra, e L N T B
obtendo uv'xy'z (i > 1) ou uxz (i =0) - (cond 1 do lema) ¢ a + a > x a
T
<'FYPR} vayZ =?
] le{;\.i}
umw ‘u\_\ ny = ata
;|A{"l (\)R‘- I". “,_.{(:.H)R} — x . X —
/ ——— “lExPR): \
FI—-XPRJ_l_m \ ' II (EXPR) V =
: | {_LACIOR} | . \l‘“{“) _
.-l | .'I gl"]:R.\’I,- ‘\_ y -
, + r; j': " Ei { 'M"‘ (\"R“ {I-‘.-’C(II'I‘{)R} U=
o I*XPRE N ',I
(EXPR) < A | Z =
7 ATT RM) e o
(TERM) | {FA( TOR) @mcrory | ||
5:::1: S (FAC ]\"(‘JR} \ Ill'i I( a 3;: % Ei
¢s“¢:“ a + a 21
EACH (a) x a
s (a+a +a)xa




(EXPR) — (EXPR)+{TERMO) | (TERMO) (EXPR)
(TERMO) — (TERMO)X{(FATOR) | (FATOR) _ u'uu-.i)
(FATOR) — ( (EXPR)) | a (rERA) ‘\_‘
’f'f“v‘ OR) | (FACTOR)

™, |

- :}-XPRZ ; |
/ JPXPR, I | |

fﬁ.{ (TE | RM) -\.\'-. ‘ ||

Dividimos s em uvxyz (figura)

o : (TERM) |' {mt‘lom II I|
* Podemos substituir cada subarvore de R pela outra, e L N T B
obtendo uvixy'z (i > 1) ou uxz (i =0) - (cond 1 do lema) ¢ a + a > x a
T
<'FYPR} vayZ =?
] le{;\.i}
umw ‘u\_\ ny = ata
"'M"‘ (3[-:\ (FACTOR} p * . X =23
/ ——— QPXPR} \
FI—-XPRJ_l_m \ ' II (EXPR) V =
: | {_LACIOR} | . \l‘“{“) _
.-l | .'I gl"]:R.\’I,- ‘\_ y -
, + r; j': " Ei { 'M"‘ (\"R“ {I-‘.-’C(II'I‘{)R} U=
o I*XPRE N ',I
(EXPR) < A | Z =
7 ATT RM) e o
(TERM) | {FA( TOR) @mcrory | ||
5:::1: S (FAC ]\"(‘JR} \ Ill'i I( a 3;: % Ei
¢s“¢:“ a + a 22
EACH (a) x a
s (a+a +a)xa




(EXPR) — (EXPR)+{TERMO) | (TERMO) (EXPR)
(TERMO) — (TERMO)X{(FATOR) | (FATOR) _ u'uu-.i)
(FATOR) — ( (EXPR)) | a (rERA) ‘\_‘
’f'f“v‘ OR) | (FACTOR)

™, |

- :}-XPRZ ; |
/ JPXPR, I | |

fﬁ.{ (TE | RM) -\.\'-. ‘ ||

Dividimos s em uvxyz (figura)

o : (TERM) |' {mt‘lom II I|
* Podemos substituir cada subarvore de R pela outra, e L N T B
obtendo uv'xy'z (i > 1) ou uxz (i =0) - (cond 1 do lema) ¢ a + a > x a
T
<'FYPR} vayZ =?
] le{;\.i}
umw ‘u\_\ ny = ata
"'M"‘ (3[-:\ {l-‘:’\:(l'l‘{)R} p * . X =23
/ ——— QPXPR} \
FI—-XPRJ_l_m \ ' II (EXPR) V =¢
: | {_LACIOR} | . \l‘“{“) _
.-l | .'I gl"]:R.\’I,- ‘\_ y -
, + r; j': " Ei { 'M"‘ (\"R“ {I-‘.-’C(II'I‘{)R} U=
o I*XPRE N ',I
{EXPR) A \ I' Z=
7 ATT RM) e -
(TERM) | {FA( TOR) @mcrory | ||
5:::1: S (FAC ]\"(‘JR} \ Ill'i I( a 3;: % Ei
¢s“¢:“ a + a 23
EACH (a) x a
s (a+a +a)xa




(EXPR) — (EXPR)+{TERMO) | (TERMO) (EXPR)

(TERMO) — (TERMO)X{(FATOR) | (FATOR) _ m{uﬁ
(FATOR) — ((EXPR)) | a TERV) N
(FACTOR) {l-‘.-":(l’]‘()R}
. . / }'XPR\ II' \
Dividimos s em uvxyz (figura) S 'Im \ |
. (TTR“f |' {m(‘lom I-l ‘ I|
* Podemos substituir cada subarvore de R pela outra, {m{ ror)
obtendo uv'xy'z (i > 1) ou uxz (i =0) - (cond 1 do lema) a > x a
T
(EXPR) uvxyz =7
] le{;\.i}
umw ‘u\_ ny = ata
’f'f“v‘ (\"R“ {l-‘:’t(ll'l‘{)R} : x - X =a
e — QPXPR} o
J“_’ﬂ’: {TT RM) \ I II (EXPR) V =¢
: | {_I:ACIOR} I ) u‘umi) _
.-l | | gru:m; ‘\_ y =+a
I.-( + a Ii': < a ”‘“V' '[\"m {l-‘:’t(ll'l‘{)R} U =
o “ig XPRE N\ ',I
(EXPR) Y II Z =
5 [\
(TERM) ' {FA( TOR) (FACTOR) ..' f |
:VE» a + a
EACH (a) X a 24
[N (a+a +a)xa




(EXPR) — (EXPR)+{TERMO) | (TERMO) (EXPR)

(TERMO) — (TERMO)X{(FATOR) | (FATOR) _ m{uﬁ
(FATOR) — ((EXPR)) | a TERV) N
(FACTOR) {l-‘.-":(l’]‘()R}
oL ] / }-XPR\ Lo
Dividimos s em uvxyz (figura) S 'Im \ |
. (TTR“f |' {m(‘lom I-l ‘ I|
* Podemos substituir cada subarvore de R pela outra, {m{ ror)
obtendo uv'xy'z (i > 1) ou uxz (i =0) - (cond 1 do lema) a > x a
T
<'FYPR} vayZ = 7
] le{;\.i}
umw ‘u\_ ny = ata
’f'f“v‘ (\"R“ {l-‘:’t(ll'l‘{)R} : x - X =a
e — QPXPR} o
J“_’ﬂ’: {TT RM) \ I II (EXPR) V =¢
: | {_I:ACIOR} I ) u‘umi) _
.-l | | gru:m; ‘\_ y =+a
" R (pACT OR) "-.,Iql-z{(;-r{m} U =¢
o g XPRE N\ ',I
(EXPR) Y II Z =
b R
(TERM) l {FA( T()R) {FACTOR) ..' f ;'
:VE» a + a
EACH (a) X a 25
[N (a+a +a)xa




(EXPR) — (EXPR)+{TERMO) | (TERMO) (EXPR)

(TERMO) — (TERMO)X{(FATOR) | (FATOR) _ m{uﬁ
(FATOR) — ((EXPR)) | a TERV) N
(FACTOR) {l-‘.-":( "TOR)
oL ] / }-XPR\ Lo
Dividimos s em uvxyz (figura) S 'Im \ |
. (TTR“f |' {m(‘lom I-l ‘ I|
* Podemos substituir cada subarvore de R pela outra, {m{ ror)
obtendo uv'xy'z (i > 1) ou uxz (i =0) - (cond 1 do lema) a > x a
T
<'FYPR} vayZ = 7
] le{;\.i}
umw ‘u\_ ny = ata
’f'f“v‘ (\"R“ {l-‘:’t(ll'l‘{)R} : x - X =a
e — QPXPR} o
J“_’ﬂ’: {TT RM) \ I II (EXPR) V =¢
: | {_I:ACIOR} I ) u‘umi) _

.-l | | gru:m; ‘\_ y =+a

K + a ) x a (FACT OR) "'-.Ia'l-':{s:'rort} U =¢

./,.-— I*XPRE \.\. ',I '-,II W
{L/XPR%me;. (TERM) “ ‘ :
(TERM) l {FA( T()R) {FACTOR) ..' f ;'
:VE» a + a
EACH ( a ) X a 26
[N (a+a +a)xa




Lema do bombeamento para linguagens livres de
contexto (prova)

* (cond 2 : |vy| > 0): Se vy = €, entao poderiamos trocar a
subarvore maior de R pela menor, e a nova arvore (com menos
nos) ainda geraria s. Mas tal arvore n&o existe, pois ja tinhamos
escolhido a menor.

T T
/?\ A
N w -
U v T 1 z

27

W,
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CH



Lema do bombeamento para linguagens livres de
contexto (prova)

* (cond 3 : |vxy| <= p): vxy € gerada pela ocorréncia superior de R (subarvore maior), e R foi
escolhida dentre as |V|+1variaveis mais baixas do caminho — subarvore maior de R tem
altura <= |V|+1 (para que ocorra a primeira repeticao da variavel) - a sequéncia gerada
por essa subarvore (vxy) tem tamanho <= bV** | Como b + 1 <= bV | podemos

considerar p = bV*! (novo comprimento do bombeamento, para satisfazer a condicédo 3).
* Resumo:
— Sequéncias de tamanho entre bV + 1 e bV*! precisam de uma arvore de altura |V|+1

— Portanto sequéncias de tamanho bV + 1 € o tamanho minimo necessario para ter uma
arvore de altura |V|+1 e portanto precisar repetir pelo menos uma variavel no caminho
mais longo

.w.— Mas para satisfazer condicéo 3, p = bV*! (comprimento do bombeamento)

AV Y

4
‘!z;‘}kak
W,

EACH

ESYP (7 v @ o =



TEOREEME D Bl conissniiiire e O S A R R e S R A

Lema do bombeamento para linguagens livres-do-contexto Se A é uma
linguagem livre-do-contexto, entao existe um nimero p (o comprimento de
bombeamento) onde, se s € uma cadeia qualquer em A de comprimento pelo
menos p, entdo s pode ser dividida em cinco partes s = uwvzyz satisfazendo as
condi¢oes

1. paracadai > 0, uvlzyiz € A,
: 2. |lvy| > 0, e D= plVI+1
3. |vzy| < p.

29



Exemplo 1

Prove que B = {a"b"c"| n >= 0} nao é livre de contexto

ap¥a
AV Y

gg‘slﬁﬁ
W,
EACH

CH
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Exemplo 1

Prove que B = {a"b"c"| n >= 0} nao é livre de contexto
Assuma que B € LLC, entéo vale Lema do Bombeamento

Sejas=

31



Exemplo 1

Prove que B = {a"b"c"| n >= 0} nao é livre de contexto
Assuma que B € LLC, entéo vale Lema do Bombeamento
Seja s = aPbrcP

Note que vxy pode estar qualquer posicéo (diferentemente do lema para linguagens regulares),
0 que dificulta a prova (em relacéo as provas de linguagens nao-regulares)

PRECISA IDENTIFICAR TODAS AS POSSIVEIS POSICOES!!!

apVa
AV Y

4
o 32

CH



PARY

Exemplo 1

Prove que B = {a"b"c"| n >= 0} nao é livre de contexto
Assuma que B € LLC, entéo vale Lema do Bombeamento
Seja s = aPbrcP

Note que vxy pode estar qualquer posicéo (diferentemente do lema para linguagens regulares),
mas no caso desta cadeia ha quantas situacoes?



Exemplo 1

Prove que B = {a"b"c"| n >= 0} nao é livre de contexto

Assuma que B € LLC, entao vale Lema do Bombeamento 1. paracadai > 0, uvtzy'z € A,
Z. vyl > 0, e
Seja s = aPbrcP 3. |vay| < p.

Note que vxy pode estar qualquer posicéo (diferentemente do lema para linguagens regulares),

mas no caso desta cadeia ha trés situacoes:
a...ab..bc..c

vXy completamente em

- veycontém o mesmo simbolo (sé a’s, so b’s, ou SO C’s) uma dessas cores

c.C a..a
— v e y contém DOIS simbolos diferentes (a e b, ou b € €) vxy completamente ~ vxy completamente

na area laranja na area laranja
* vcontém apenas um SIB‘IbO|O (ex. a) e y contém apenas um outro
simbolo (ex. b) Vyouvy

+ v ouy misturam dois simbolos ¥ Mistura &b ey so tem b, ou
v SO a e y mistura a/b, ou

&% O que acontece em cada caso? ~ VMsurableeysoteme, ol

v sO tem b e y mistura b/c 34



Exemplo 1

Prove que B = {a"b"c"| n >= 0} nao é livre de contexto

Assuma que B € LLC, entao vale Lema do Bombeamento 1. paracadai > 0, uvtzy'z € A,
Z. vyl > 0, e
Seja s = aPbrcP 3. |vay| < p.

Note que vxy pode estar qualquer posicéo (diferentemente do lema para linguagens regulares),
mas no caso desta cadeia ha trés situacoes:

— Vv e y contém o mesmo simbolo (viola proporcao entre a’s, b’s e ¢’s)
— v e y contém DOIS simbolos diferentes (ae b, ou b e ¢)

* v contém apenas um simbolo (ex. a) e y contém apenas um outro
simbolo (ex. b)

* v ouy misturam dois simbolos

O gue acontece em cada caso?



Exemplo 1

Prove que B = {a"b"c"| h >= 0} nao é livre de contexto

Assuma que B € LLC, entao vale Lema do Bombeamento 1. paracadai > 0, uviryiz € A,
Z. vyl > 0, e
Seja s = aPbrcP 3. |vay| < p.

Note que vxy pode estar qualquer posicéo (diferentemente do lema para linguagens regulares),
mas no caso desta cadeia ha trés situacoes:

— Vv e y contém o mesmo simbolo (viola proporcéao entre a’'s, b's e ¢'s)
— veycontém DOIS simbolos diferentes (ae b, oub e ¢)

* v contém apenas um simbolo (ex. a) e y contém apenas um outro simbolo
(ex. b) (mesmo que |v| = |y|, viola a proporcao em relacéo ao terceiro
simbolo)

* v ouy misturam dois simbolos

O que acontece em cada caso?
. 36
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Exemplo 1

Prove que B = {a"b"c"| h >= 0} nao é livre de contexto

Assuma que B € LLC, entao vale Lema do Bombeamento 1. paracadai > 0, uviryiz € A,
Z. vyl > 0, e
Seja s = aPbrcP 3. |vay| < p.

Note que vxy pode estar qualquer posicéo (diferentemente do lema para linguagens regulares),
mas no caso desta cadeia ha trés situacoes:

— Vv e y contém o mesmo simbolo (viola proporcéao entre a’'s, b's e ¢'s)
— veycontém DOIS simbolos diferentes (ae b, oub e ¢)

* v contém apenas um simbolo (ex. a) e y contém apenas um outro simbolo
(ex. b) (mesmo que |v| = |y|, viola a proporcao em relacéo ao terceiro
simbolo)

* v ouy misturam dois simbolos (viola a ordem)

O que acontece em cada caso?
. 37
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Exemplo 1

Prove que B = {a"b"c"| h >= 0} nao é livre de contexto

Assuma que B € LLC, entao vale Lema do Bombeamento 1. para cadai > 0, uvtzyiz € A,

Z. vyl > 0, e
Seja s = aPbrcP 3. |vay| < p.

Note que vxy pode estar qualquer posicéo (diferentemente do lema para linguagens regulares),
mas no caso desta cadeia ha trés situacoes:

— Vv e y contém o mesmo simbolo (viola proporcéao entre a’'s, b's e ¢'s)
— veycontém DOIS simbolos diferentes (ae b, oub e ¢)

* v contém apenas um simbolo (ex. a) e y contém apenas um outro simbolo
(ex. b) (mesmo que |v| = |y|, viola a proporcao em relacéo ao terceiro

simbolo)
* v ouy misturam dois simbolos (viola a ordem)
ISto €, a cadeia resultante nao pertence a B em TODAS as
excn  possiveis divisbes -~ CONTRADICAO !!! 38



Observacao

Obs: Linguagens com dependéncias cruzadas NAO s&o livres de contexto

L = {a"b™c"d™| m,n >= 0} nao é livre de contexto

aabbbceddd

ap’a
i
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Exemplo 2 - EXERCICIO

Prove que C = {a'bick| 0 <= i <= j <= k} néo é livre de contexto

Assume C é LLC, entdo vale Lema do Bombeamento :
S = aPbrcP 1. paracadai > 0, uvtxzytz € A,
Z. vyl > 0, e

A cadeia € a mesma do ex 1, mas para essa ling. considerar 6 situacdes:
3. |lvzy| < p.

1) v e y contém o mesmo simbolo
la) vxy s6 tem a's:
1b) vxy s6 tem b's:
1c) vxy sO tem C's:
2) v ey contém DOIS simbolos diferentes (ae b, ou b e ¢)

2a) v contém apenas a’s e y contém apenas b’s:
2b) v contém apenas b’s e y contém apenas c's:

2¢) v e/ou y misturam dois simbolos:

(\)
wian
W,



Exemplo 2 - EXERCICIO

Prove que C = {a'bick| 0 <= i <= j <= k} néo é livre de contexto

Assume C é LLC, entdo vale Lema do Bombeamento
S = aPbrcP 1. paracadai > 0, uvtxzytz € A,
Z. vyl > 0, e

A cadeia € a mesma do ex 1, mas para essa ling. considerar 6 situacdes:
3. |lvzy| < p.

1) v e y contém o mesmo simbolo
1a) vxy sé tem a's: uv?xy?z contém mais a's que b's
1b) vxy s6 tem b's:
1c) vxy sO tem C's:

2) v ey contém DOIS simbolos diferentes (ae b, ou b e ¢)

2a) v contém apenas a’s e y contém apenas b’s:
2b) v contém apenas b’s e y contém apenas c's:

2¢) v e/ou y misturam dois simbolos:

»
4V,
‘!z;‘}kak
0% 41



Exemplo 2 - EXERCICIO

Prove que C = {a'bick| 0 <= i <= j <= k} néo é livre de contexto

Assume C é LLC, entdo vale Lema do Bombeamento

S = aPbrcP 1. paracadai > 0, uvtsrytz € A
P # Why . )

A cadeia é a mesma do ex 1, mas para essa ling. considerar 6 situacées: 2. vyl =0, ¢
A ] 3. |lvzy| < p.
1) v e y contém o mesmo simbolo
1a) vxy sé tem a's: uv?xy?z contém mais a's que b's
1b) vxy sé tem b's: uv®xy°z = uxz contém menos b's do que a's
1c) vxy sO tem C's:
2) v ey contém DOIS simbolos diferentes (ae b, ou b e ¢)
2a) v contém apenas a’s e y contém apenas b’s:
2b) v contém apenas b’s e y contém apenas c's:
. 2¢) v e/ou y misturam dois simbolos:
AVQRN,
g%
s 42
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Exemplo 2 - EXERCICIO

Prove que C = {a'bick| 0 <= i <= j <= k} néo é livre de contexto

Assume C é LLC, entdo vale Lema do Bombeamento
S = aPbrcP 1. paracadai > 0, uvtxzytz € A,
Z. vyl > 0, e

A cadeia € a mesma do ex 1, mas para essa ling. considerar 6 situacdes:
3. |lvzy| < p.

1) v e y contém o mesmo simbolo

1a) vxy sé tem a's: uv?xy?z contém mais a's que b's

1b) vxy sé tem b's: uv®xy°z = uxz contém menos b's do que a's

1c) vxy sO tem c's: uv®xy°z = uxz contém menos c's do que a's ou b’s
2) v ey contém DOIS simbolos diferentes (ae b, ou b e ¢)

2a) v contém apenas a’s e y contém apenas b’s:
2b) v contém apenas b’s e y contém apenas c's:

2¢) v e/ou y misturam dois simbolos:

KN
SOR 43



Exemplo 2 - EXERCICIO

Prove que C = {a'bick| 0 <= i <= j <= k} néo é livre de contexto
Assume C é LLC, entédo vale Lema do Bombeamento
S = arbrcP
A cadeia € a mesma do ex 1, mas para essa ling. considerar 6 situacdes:
1) v e y contém o mesmo simbolo

1a) vxy sé tem a's: uv?xy?z contém mais a's que b's

1b) vxy sé tem b's: uv®xy°z = uxz contém menos b's do que a's

1c) vxy sO tem c's: uv®xy°z = uxz contém menos c's do que a's ou b’s
2) v ey contém DOIS simbolos diferentes (ae b, ou b e ¢)

2a) v contém apenas a’s e y contém apenas b’s: mesmo que |v| <= |y|,

uv2xy?z contém menos c’'s do que b’s e a’s

2b) v contém apenas b’s e y contém apenas c's:

2¢) v e/ou y misturam dois simbolos:

1. paracadai > 0, uvtxzytz € A,
Z. vyl > 0, e
3. |vzy| < p.

44



Exemplo 2 - EXERCICIO

Prove que C = {a'bick| 0 <= i <= j <= k} néo é livre de contexto

Assume C é LLC, entdo vale Lema do Bombeamento

S = arbrcP 1. paracadai > 0, uvtsrytz € A
P / )

A cadeia é a mesma do ex 1, mas para essa ling. considerar 6 situacées: 2. vyl =0, ¢
A ] 3. |vzy| < p.
1) v e y contém o mesmo simbolo
1a) vxy sé tem a's: uv?xy?z contém mais a's que b's
1b) vxy sé tem b's: uv®xy°z = uxz contém menos b's do que a's
1c) vxy sO tem c's: uv®xy°z = uxz contém menos c's do que a's ou b’s
2) v ey contém DOIS simbolos diferentes (ae b, ou b e ¢)
2a) v contém apenas a’s e y contém apenas b’s: mesmo que |v| <= |y|,
uv2xy?z contém menos c’'s do que b’s e a’s
2b) v contém apenas b’s e y contém apenas c’s: mesmo que |v| <=y|,
uvoxy°z contém menos b’s e ¢’s do que a’s
. 2¢) v e/ou y misturam dois simbolos:
AVQRN,
»:;0
hCOS 45



Exemplo 2 - EXERCICIO

Prove que C = {a'bick| 0 <= i <= j <= k} néo é livre de contexto

Assume C é LLC, entdo vale Lema do Bombeamento
S = aPbrcP 1. paracadai > 0, uvtzy*z € A,
Z. vyl > 0, e

A cadeia € a mesma do ex 1, mas para essa ling. considerar 6 situacdes:
3. |vzy| < p.

1) v e y contém o mesmo simbolo
1a) vxy sé tem a's: uv?xy?z contém mais a's que b's
1b) vxy sé tem b's: uv®xy°z = uxz contém menos b's do que a's
1c) vxy sO tem c's: uv®xy°z = uxz contém menos c's do que a's ou b’s
2) v ey contém DOIS simbolos diferentes (ae b, ou b e ¢)
2a) v contém apenas a’s e y contém apenas b’s: mesmo que |v| <= |y|,
uv2xy?z contém menos c’'s do que b’s e a’s
2b) v contém apenas b’s e y contém apenas c’s: mesmo que |v| <=y|,
uvoxy°z contém menos b’s e ¢’s do que a’s

2¢) v e/ou y misturam dois simbolos: viola a ordem

v
whay
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Exemplo 2 - EXERCICIO

Prove que C = {a'bick| 0 <= i <= j <= k} néo é livre de contexto

Assume C é LLC, entdo vale Lema do Bombeamento
S = aPbrcr 1. paracadai > 0, uvtzy*z € A,
Z. vyl > 0, e

A cadeia € a mesma do ex 1, mas para essa ling. considerar 6 situacdes:
3. |lvzy| < p.

1) v e y contém o mesmo simbolo
1a) vxy sé tem a's: uv?xy?z contém mais a's que b's
1b) vxy sé tem b's: uv®xy°z = uxz contém menos b's do que a's
1c) vxy sO tem c's: uv®xy°z = uxz contém menos c's do que a's ou b’s
2) v ey contém DOIS simbolos diferentes (ae b, ou b e ¢)
2a) v contém apenas a’s e y contém apenas b’s: mesmo que |v| <= |y|,
uv2xy?z contém menos c’'s do que b’s e a’s
2b) v contém apenas b’s e y contém apenas c’s: mesmo que |v| <=y|,
uvoxy°z contém menos b’s e ¢’s do que a’s

. 2¢) v e/ou y misturam dois simbolos: viola a ordem
‘DA
TACSA TS

“.2ISto €, a cadeia resultante nao pertence a B em TODAS as possiveis -

1"
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Exemplo 3

Prove que D ={ww| w € {0,1}* } nao é livre de contexto

ap¥a
AV Y
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Exemplo 3

Prove que D ={ww| w € {0,1}* } n&o e livre de contexto

TENTE FAZER ANTES

DE OLHAR A RESPOSTAI!NI
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Exemplo 3

Prove que D ={ww|w € {0,1}* } ndo € livre de contexto
Assume D é LLC, entdo vale Lema do Bombeamento
S = 0r1rPQP1P

WA
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AV,
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M «svar
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Exemplo 3

Prove que D = {ww| w € {0,1}* } ndo € livre de contexto

Assuma D é LLC, entao vale Lema do Bombeamento

S = QP1POPLP Note que |vxy| <=p

*  Se vxy tiver o mesmo simbolo vai quebrar a duplicac&o (a primeira metade vai ficar diferente da segunda):

0r1POP1P: UVOXy©z tera parte da 22 série de 0’s no final da 12 metade, e néo terd 0’s no final da 22 metade
0r1POP1P: uvOxy©z tera parte da 22 série de 0’s no final da 12 metade, e néo terd 0’s no final da 22 metade
0r1POP1P: uVOXy©z tera a 12 série de 1's no inicio da 22 metade, e ndo tera 1's no inicio da 12 metade
0P1POP1P: uvOxy©°z tera a 12 série de 1's no inicio da 22 metade, e ndo tera 1's no inicio da 12 metade

. Se vxy misturar simbolos: 0°1P0P1°P ou 0P1P0P1P ou OP1POPLP

s¥an

se estiver totalmente na primeira metade (0°1°0P1P): ao bombear para cima (ou para baixo) vai empurrar
1's para a segunda metade (ou O's para a primeira metade)

O inverso vale para se estiver totalmente na segunda metade (0P1P0P1P)

Se passar pela metade de S (0r1°0°1°), quando se bombeia para baixo (uv®xy°z), uxz tem a forma 0r10'1°
sendo i e j diferente de p, e portanto 0P1' # 0/1°

e Contradicao!

51



Exemplo 3

Prove que D = {ww| w € {0,1}* } ndo € livre de contexto
Assuma D é LLC, entdo vale Lema do Bombeamento
S = 0r1rQOP1P Note que |vxy| <=p
*  Se vxy tiver o mesmo simbolo vai quebrar a duplicacdo (a primeira metade vai ficar diferente da segunda):
—  0r1POP1P:
—  0r1POP1P:
—  0rP1POPIP:
—  0rP1POP1P:
. Se vxy misturar simbolos: 0°1P0P1°P ou 0P1P0P1P ou OP1POPLP

. se estiver totalmente na nrimeira metade (0P1°P0P1P):



Exemplo 3

Prove que D = {ww| w € {0,1}* } ndo € livre de contexto

Assuma D é LLC, entdo vale Lema do Bombeamento

S = 0r1rQOP1P Note que |vxy| <=p

*  Se vxy tiver o mesmo simbolo vai quebrar a duplicac&o (a primeira metade vai ficar diferente da segunda):

—  0r1rPOPIP: uvOxy©z tera parte da 22 série de 0’s no final da 12 metade, e ndo tera 0’s no final da 22 metade
—  0r1POPIP:
—  0r1POPIP:
—  0rP1POPIP:
. Se vxy misturar simbolos: 0°1P0P1°P ou 0P1P0P1P ou OP1POPLP

. se estiver totalmente na nrimeira metade (0P1°P0P1P):

Wan
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Exemplo 3

Prove que D = {ww| w € {0,1}* } ndo € livre de contexto

Assuma D é LLC, entdo vale Lema do Bombeamento

S = 0r1rQOP1P Note que |vxy| <=p

*  Se vxy tiver o mesmo simbolo vai quebrar a duplicac&o (a primeira metade vai ficar diferente da segunda):

—  0r1rPOPIP: uvOxy©z tera parte da 22 série de 0’s no final da 12 metade, e ndo tera 0’s no final da 22 metade
—  0r1rPOPI1P: uvxy©®z tera parte da 22 série de 0’s no final da 1* metade, e ndo tera 0’s no final da 22 metade
—  0r1POPIP:
—  0rP1POPIP:

. Se vxy misturar simbolos: 0°1P0P1°P ou 0P1P0P1P ou OP1POPLP

. se estiver totalmente na nrimeira metade (0P1°P0P1P):

94




Exemplo 3

Prove que D = {ww| w € {0,1}* } ndo € livre de contexto

Assuma D é LLC, entao vale Lema do Bombeamento

S = Qr1PQOP1P

Note que |vxy| <=p

Se vxy tiver o mesmo simbolo vai quebrar a duplicacéo (a primeira metade vai ficar diferente da segunda):

0r1POP1P: UVOXy©z tera parte da 22 série de 0’s no final da 12 metade, e néo terd 0’s no final da 22 metade
0r1POP1P: uvOxy©z tera parte da 22 série de 0’s no final da 12 metade, e néo terd 0’s no final da 22 metade
0P1POP1P: UuVOXyz terd a 12 série de 1's no inicio da 22 metade, e ndo terd 1's no inicio da 12 metade
0P1POP1P:

Se vxy misturar simbolos: 0°1P0P1°P ou 0P1P0P1P ou OP1POPLP

se estiver totalmente na nrimeira metade (0P1°P0P1P):

55



Exemplo 3

Prove que D = {ww| w € {0,1}* } ndo € livre de contexto

Assuma D é LLC, entao vale Lema do Bombeamento

S = QP1POPLP Note que |vxy| <=p

Se vxy tiver o mesmo simbolo vai quebrar a duplicacéo (a primeira metade vai ficar diferente da segunda):

—  0r1rPOPIP: uvOxy©z tera parte da 22 série de 0’s no final da 12 metade, e ndo tera 0’s no final da 22 metade
—  0r1rPOPI1P: uvxy©®z tera parte da 22 série de 0’s no final da 1* metade, e ndo tera 0’s no final da 22 metade
—  0r1POPI1P:uvOxy©®z tera a 12 série de 1's no inicio da 22 metade, e ndo tera 1's no inicio da 12 metade
—  0P1POPI1P:uvoxy©®z tera a 12 série de 1's no inicio da 22 metade, e ndo tera 1's no inicio da 12 metade

Se vxy misturar simbolos: 0°1P0P1°P ou 0P1P0P1P ou OP1POPLP

. se estiver totalmente na nrimeira metade (0P1°P0P1P):
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Exemplo 3

Prove que D = {ww| w € {0,1}* } ndo € livre de contexto

Assuma D é LLC, entao vale Lema do Bombeamento

S = Qr1PQOP1P

Note que |vxy| <=p

Se vxy tiver o mesmo simbolo vai quebrar a duplicacéo (a primeira metade vai ficar diferente da segunda):

0r1POP1P: UVOXy©z tera parte da 22 série de 0’s no final da 12 metade, e néo terd 0’s no final da 22 metade
0r1POP1P: uvOxy©z tera parte da 22 série de 0’s no final da 12 metade, e néo terd 0’s no final da 22 metade
0r1POP1P: uVOXy©z tera a 12 série de 1's no inicio da 22 metade, e ndo tera 1's no inicio da 12 metade
0P1POP1P: uvOxy©°z tera a 12 série de 1's no inicio da 22 metade, e ndo tera 1's no inicio da 12 metade

Se vxy misturar simbolos: 0°1P0P1°P ou 0P1P0P1P ou OP1POPLP

se estiver totalmente na primeira metade (0°1°0P1P): ao bombear para cima (ou para baixo) vai empurrar
1's para a segunda metade (ou O's para a primeira metade)

se estiver totalmente na segunda metade (0P1°0P1P)
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Exemplo 3

Prove que D = {ww| w € {0,1}* } ndo € livre de contexto

Assuma D é LLC, entao vale Lema do Bombeamento

S = Qr1PQOP1P

Note que |vxy| <=p

Se vxy tiver o mesmo simbolo vai quebrar a duplicacéo (a primeira metade vai ficar diferente da segunda):

0r1POP1P: UVOXy©z tera parte da 22 série de 0’s no final da 12 metade, e néo terd 0’s no final da 22 metade
0r1POP1P: uvOxy©z tera parte da 22 série de 0’s no final da 12 metade, e néo terd 0’s no final da 22 metade
0r1POP1P: uVOXy©z tera a 12 série de 1's no inicio da 22 metade, e ndo tera 1's no inicio da 12 metade
0P1POP1P: uvOxy©°z tera a 12 série de 1's no inicio da 22 metade, e ndo tera 1's no inicio da 12 metade

Se vxy misturar simbolos: 0°1P0P1°P ou 0P1P0P1P ou OP1POPLP

se estiver totalmente na primeira metade (0°1°0P1P): ao bombear para cima (ou para baixo) vai empurrar
1's para a segunda metade (ou O's para a primeira metade)

O inverso vale para se estiver totalmente na segunda metade (0P1P0P1P)
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Exemplo 3

Prove que D = {ww| w € {0,1}* } ndo € livre de contexto

Assuma D é LLC, entao vale Lema do Bombeamento

S = QP1POPLP Note que |vxy| <=p

*  Se vxy tiver o mesmo simbolo vai quebrar a duplicac&o (a primeira metade vai ficar diferente da segunda):

0r1POP1P: UVOXy©z tera parte da 22 série de 0’s no final da 12 metade, e néo terd 0’s no final da 22 metade
0r1POP1P: uvOxy©z tera parte da 22 série de 0’s no final da 12 metade, e néo terd 0’s no final da 22 metade
0r1POP1P: uVOXy©z tera a 12 série de 1's no inicio da 22 metade, e ndo tera 1's no inicio da 12 metade
0P1POP1P: uvOxy©°z tera a 12 série de 1's no inicio da 22 metade, e ndo tera 1's no inicio da 12 metade

. Se vxy misturar simbolos: 0°1P0P1°P ou 0P1P0P1P ou OP1POPLP

s¥an

se estiver totalmente na primeira metade (0°1°0P1P): ao bombear para cima (ou para baixo) vai empurrar
1's para a segunda metade (ou O's para a primeira metade)

O inverso vale para se estiver totalmente na segunda metade (0P1P0P1P)

Se passar pela metade de S (0r1°0°1°), quando se bombeia para baixo (uv®xy°z), uxz tem a forma 0r10'1°
sendo i e j diferente de p, e portanto 0P1' # 0/1°

e Contradicao!
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Exercicios do Sipser

Problemas 2.30, 2.33
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Linguagens, modelos computacionais (dispositivos,
gramaticas) e suas complexidades

ey __Turing machin_e_, Unrestricted Undecidable

enumerable “w—'

languages o 8 O Baa — A

‘ ial?
Carbexi: Linear bounded Context Exponential?

sensitive lL-H—‘—‘—“ sensitive

languages At —> aA
IHas o—F 0
e T Pushdown | Context free Polynomial
Fers (stack) u
5 — gSc
languages
guag o =
Finite-state Regular Linear
. I Regular automaton
A anguages N
.A' N
e o—F 0

Profa. Ariane iviachaao Lima
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INTRODUGAO A TEORIA DA COMPUTAGAO

Aula 16

Cap. 2.3 — Linguagens nao livres de
contexto

Profa. Arlane Machado Lima

ariane.machado@usp.br
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