Problemas de Valores Iniciais e de Fronteira



Método da Separacao de Varidveis
A Condicao de Dirichlet

Primeiramente, vamos considerar a condigdo homogénea de
Dirichlet para a equagao das ondas

Use = Colyy, 0<x <l t>0 (1)
u(0,t) =u(l,t)=0, t>0 (2)

com dados iniciais
U(X,O) = (D(X)a ut(Xv 0) = \U(X), 0 S X S Ea (3)

onde ¢ > 0.



Vamos usar o método de separacao de varidveis para encontrar a

solug¢ao do problema.

Passo 1. Procurar solucdes que sejam da forma
u(x, t) = X(x)T(t).
Substituindo na equagdo da onda (1), obtemos
X(x)T"(t) = X" (x) T(t).
Dividindo por —c?X(x)T(t),

TN Xl/

I

Esta identidade define a quantidade A, que deve ser uma contante.

(Esta é uma identidade entre uma fun¢do apenas da variavel t e

uma funcdo apenas da varidvel x. Isso sé é possivel se ambos os

lados forem iguais a uma constante comum, digamos \.)



As equacdes acima s3o um par de equacdes diferenciais ordindrias
para X(x) e T(t):

X"(x) +AX(x) =0 e T"(t)+ AT(t)=0. (5)

Impondo agora que u(x, t) dada por (4) satisfaga as condi¢des de
fronteira (2), obtemos

X(0) = X(¢) = 0, (6)
ou seja, temos um problema de autovalores

{ X"(x) +AX(x) =0
X(0) = X(¢) =0



Passo 2. Solucdo do problema de autovalores.

Ha trés possibildades:
a) Se A =0, X(x) = A+ Bx e as condi¢des (6) implicam
A=B=0.
b) Se A =\ < 0, X(x) = AeV= 4+ Be~V~** & novamente as
condigdes (6) implicam A= B = 0.
c) Finalmente, se A\ = 32 > 0, X(x) = Asin 8x + Bcos 8x. Ao
impor as condi¢des (6), temos

X(0)=B=0, X({)=Asinpgl=0

sendo A constante real arbitrdriae g =nm, n=1,2,....

Apenas o terceiro caso fornece solucoes diferentes de zero, do tipo

nm 2 . nmx
)\,,—(7), X,,-smT, (n=1,2,...)



Passo 3. Com os valores A, a equacdo diferencial ordindria na
varidvel t em (5) tem como solugdo geral

nmct . hmct

Ta(t) = A, cos + By, sin 7

Obtemos assim uma familia de solu¢des

nmct nmct nmwx
up(x,t) = (A,, cos )

+ Bpsin sin— (n=1,2,...)
l L
com constantes arbitrarias A, e B,. Cada um dos Um representa
um possivel movimento da corda, conhecido como n-ésimo modo
de vibragdo ou n-harmoénico, e representa uma onda estacionaria
de frequéncia nmc/2¢ (em alguns textos, a frequéncia é nc/2(.) O
primeiro harmonico e sua frequéncia c7/2¢, o mais baixo, é
chamado de fundamental, enquanto as outras frequéncias sdo
multiplos inteiros do fundamental.



Passo 4. Se as condicdes iniciais forem do tipo

. nmx nmwc . nwx
u(x,0) = Apsin—— e uy(x,0) = By——sin —,
l l L
entdo a solu¢do do nosso problema é exatamente u, e a corda
vibra em seu n-ésimo harmdnico. Em geral, a ideia é construir a

solucdo sobrepondo os harménicos infinitos u, por meio da série

Z <A cos 17 + Bpsin nzct) sin % (7)

n=1

onde os coeficientes A, e B, devem ser escolhidos de modo que as
condicdes iniciais

d(x) = u(x,0) = ZA,, sin % (8)

V(x) = ue(x,0) = Z B,,T sin e (9)

estejam satisfeitas para 0 < x < /.



Ent3o perguntamos que tipo de pares de dados ®, W podem ser
expandidos como em (8), (9) para alguma escolha de coeficientes
A, Bn?

Responderemos esta questao quando formos estudar as séries de
Fourier. A série em (8) é chamada de série de Fourier de senos de
® em (0,/). A série (9) é o mesmo tipo de série para W que (8) é
para ¢.

Vamos seguir em frente para ver quais sdo suas implicagdes. O que
mostramos por ora € simplesmente que se (8) e (9) sdo validas,
entdo a série infinita (7) deve ser a solu¢do do problema (1), (2),

(3).



O problema andlogo para a equacgdo de difusdo é

up = ki, 0<x</t, t>0 (10)
u(0,t) =u(l,t)=0, t>0 (11)
u(x,0) =d(x), 0<x<UL. (12)

Para resolver este problema, separamos as varidveis como antes e
desta vez obtemos

T/ Xl/

—— = —— = )\ (constante).

kT X ( )

Portanto, T (t) satisfaz a equagdo T'(t) = —AkT(t), cuja solugdo
é T(t) = Ae . Além disso,

X"(x) + AX(x) =0, X(0) = X(¢) = 0.

Este é precisamente o mesmo problema para X(x) de antes e,
portanto, tem as mesmas solucdes.



Assim,

t) = A, —(nm/0)2kt ;o MTX 13
u(x,t) ; e sin = (13)
deve ser a solugdo de (10), (11), (12) desde que
o(x) =S A,sin X, 14
(=3 Arsin ™ (14)

Mais uma vez, a solugcdo é expressa para cada t como uma série de
Fourier de senos em x, desde que o dado inicial o seja.



Trés perguntas surgem naturalmente, as quais serdao respondidas
depois do estudo das séries de Fourier.

Ql. E possivel escolher as constantes A, de modo que (14) seja
vélida? Em qual sentido u satisfaz a condigdo inicial? Por
exemplo, é verdade que u(x, t) — ®(x) se (x,t) — (x,0)?

Q2. Cada func¢do u, é individualmente uma solucdo da equacdo de
difusdo, mas u também serd? Para verificar isso, seria necessario
diferenciar sob o sinal da série para que:

o0

(O — kDo )u(x, t) =Y (9 — kD) un(x, t) = 0.

n=1

Q3. Mesmo supondo que tudo corra bem, temos certeza de que u
é a Unica solucdo para o problema?



A Condicao de Neumann

O método da separacdo de varidveis funciona bem para a condigdo
de fronteira de Neumann. No primeiro caso, a condi¢do (2) é
substituida por

u(0,t) = ux(¢,t) =0, t>0.
Entdo as autofungdes s3o as solugdes X(x) ndo nulas de
X"(x)+AX(x) =0, X'(0)=X'(¢)=0, (15)

Como antes, vamos primeiro procurar os autovalores positivos
AB2% > 0. Nesse caso, X(x) = C cos fx + Dsin x, de modo que

X'(x) = —CBsin Bx + D cos Bx.

A primeira condi¢do em (15) implica 0 = X’( ) = Df3, de modo
que D =0, e a segunda condigdo que 0 = X'(¢) = —Cfsin 3¢.
Como n&o queremos C = 0, pois do contrario X(x) seria
identicamente nula, devemos ter 5 = nr/¢, n=1,2,..



Em seguida, vamos verificar se zer é um autovalor. Tome A =0 na
EDO em (15). Entdo X”(x) = 0, de modo que X(x) = C+ Dx e
X'(x) = D. As condigdes de contorno de Neumann s3o satisfeitas
se D = 0. C pode ser qualquer nimero diferente de zero.
Portanto, A = 0 é um autovalor, e qualquer funcdo constante n3o
nula é sua autofuncio.

Se A < 0, pode-se mostrar diretamente, como no caso de Dirichlet,
que n3o ha autofuncdo. Portanto, a lista de todos os autovalores e
autofungdes é

2
Autovalores: A\, = (—) (n=0,1,2...)

Autofungdes:  Xo(x) =1, X,(x) = cos% (n=1,2,...)




Ent3o, o problema de valores iniciais e de fronteira com condicdo
de Neumann

U = Ky, 0<x</{, t>0 (16)
ue(0,t) = u (¢, t) =0, t>0 (17)
u(x,0) =d(x), 0<x<UL. (18)
tem a solugdo
- AO > —(n7r/£)2kt nmx
u(x,t) = > + ZA,,e cos ——, (19)
n=1
desde que
Ao e nmx
O(x) = + z‘; Apcos == (20)

O primeiro termo em (19) e (20), o qual vem do autovalor A =0,
é escrito separamente na forma Ag/2 somente por conveniéncia
como veremos depois. A série em (20) é chamada de série de
Fourier de cossenos de ® em (0, ¢).



Qual é o comportamento de u(x, t) quando t — co? Uma vez que
todos, exceto o primeiro termo em (20) contém um fator de
decaimento exponencial, a solu¢do decai rapidamente para o
primeiro termo Ap/2, que é apenas uma constante. Como essas
condicBes de contorno correspondem ao isolamento em ambas as
extremidades, isso concorda perfeitamente com nossa intuicdo de
que a solu¢do “se espalha”. (Para realmente provar que o limite
quando t — oo é dado termo a termo em (20) requer o uso de um
dos teoremas de convergéncia a ser estudo e por omitimos esta
verificagdo aqui.)



Considere o PVIF para a onda com condicido de Neumann

U = Cl, 0<x <L, t>0 (21)
u(0,t) = uy(¢,t) =0, t>0 (22)
u(x,0) = ®(x), u(x,0) =WV(x), 0<x<UL. (23)

O autovalor A = 0 entdo leva a X(x) = constante e a equagdo
diferencial T"(t) = Ac?>T(t) = 0 tem a solugdo T(t) = A+ Bt.
Portanto, a solucdo da equacgdo da onda com condi¢cGes de
Neumann tem a solucdo

u(x,t) = f—i-@—i—z:(A cos

Ent3o os dados iniciais devem satisfazer

A > nmx
0
7 + ngl An COSs 7, (24)

+ B, nm ct) nmwx
sin Ccos —
12 ¢’

Bog > nwc nmwx
:2+;€B"COS€’ (25)



A Condicao de Robin

Vamos considerar agora problema de autovalor

X"(x) + AX(x) =0, 0<x<¢, (26)
X'(0) — 20X (0) = 0, (27)
X'(0) + aX(£) = 0, (28)

onde ag e ay sdo constantes.

A razdo matemadtica para escrever as constantes dessa maneira é
que o vetor normal unitario exterior do intervalo 0 < x < £ aponta
para a esquerda em x =0 (7= —1) e para a direita em x =/
(7= +1).



A razdo fisica pela qual eles s3o escritos com sinais opostos é que
eles correspondem a radiacdo de energia se ag e ay forem positivos,
absorc3o de energia se ag e ay forem negativos, e isolamento se

ap = a; = 0. Esta é a interpretacdo para um problema de calor.
Veja Exercicio 6.

Para o caso da corda vibrante, a interpretacdo é que a corda
compartilha sua energia com as extremidades se ag e ay forem
positivos, enquanto a corda ganha alguma energia das
extremidades ag e a; forem negativos. Veja o Exercicio 7.



Autovalores Positivos

Primeiro, vamos procurar os autovalores positivos A = 32 > 0.
Nesse caso, a solugdo geral da EDO (26) é

X(x) = C cos Bx + Dsin x (29)
Por (27) e (28), obtemos

BD—a2C=0  (30)
(BD + a¢C)cos Bt + (—BC + a¢D)sin gt = 0. (31)

Por (30), D = apC/f3. Substituindo D em (31), temos

0= (aC + a,C) cos B + <—BC+ a“;’c> singl.  (32)
Dividindo por C cos 8¢ e multiplicando por 3, obtemos

(62 — apay) tan B¢ = (ap + ar)p. (33)



Qualquer raiz 3 > 0 da equagdo (33) dd um autovalor A = 32,
com autofuncdo correspondente dada por

X(x)=C (cos Bx + % sin Bx) (34)

para qualquer C # 0. A propdsito, como dividimos por cos 3¢,
existe o caso excepcional em que cos 3¢ = 0, e por (32) que

B = /aar.

Nossa préxima tarefa é resolver (33) para 3. Isso ndo é tdo facil,
pois ndo ha férmula simples. Uma maneira é calcular as raizes
numericamente, digamos pelo método de Newton. Outra forma é
pela andlise gréfica, que, em vez de valores numéricos, fornecera
muitas informacoes qualitativas. Isso é o que faremos. E aqui que
a natureza de ap e ay entra em jogo. Reescrevemos a equacgio de
autovalor (33) como

(ao + ag)ﬁ

tan g¢ = 52— 02

(35)



Case 1. ag > 0 e ay > 0 (radiagdo em ambas as extremidades)

Cada um dos pontos de interse¢do (para 8 > 0) fornece um
autovalor A\, = 32. Os resultados dependem muito de ag e a;. N3o
importa quais sejam, desde que ambos sejam positivos, o grafico
(Figura 1) mostra que

2 271_2

62

n27r—</\,,<(n—|—1)

e (n=0,1,2,3,...).  (36)

Além disso,
n—oo

: 2
lim <)\,, — n2£2> =0. (37)

A situacdo excepcional, quando cos 3¢ =0 e 8 = \/apay, ocorrera
quando o gréficos da fungdo tangente e da fungdo racional “se
cruzam no infinito” (veja a assintota vertical na Figura 1).



Ay

|




Case 2. a9 <0, ag >0, ap+ a; > 0 (absor¢do em x =0 e
radiagdo em x = ¢, mas mais radia¢do do que absor¢&o)

As Figuras 2 ou 3 mostram os graficos, dependendo dos tamanhos

relativos de ag e ay.
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Mais uma vez vemos que (36) e (37) valem, exceto que na Figura
2 n3o ha autovalor \g no intervalo (0,72/¢?). Existe um autovalor
no intervalo (0,72/¢?) apenas se a curva racional cruzar o primeiro
ramo da curva tangente. Como a curva racional tem apenas um
inico maximo, esse cruzamento sé pode acontecer se a inclinacio
da curva racional for maior que a inclinacdo da curva tangente na

origem.



. . . - d .
Um célculo direto mostra que a inclinagao # da curva racional na

origem é
ao+ar  ag— |aol

= >0
—apay aylao|

pois ag < 0,ay > 0, a9 + a¢ > 0. Por outro lado, a inclinacdo da
curva tangente y = tan /3 na origem é ¢sec(0) = £. Assim
chegamos a seguinte conclusdo. Em caso

ag + a¢ > —apay (38)

(que significa "muito mais radia¢do do que absor¢do”), a curva
racional comecgara na origem com uma inclinagdo maior que a
curva tangente e o dois graficos devem se cruzar em um ponto no
intervalo (0, 7/¢). Portanto, concluimos que no Caso 2 existe um
autovalor 0 < \g < (7//)? se, e somente se, (38) for vélido.

Outros casos, por exemplo absorcdo em ambas as extremidades,
serdo considerados no Exercicio 5.



Autovalor Nulo

Neste caso, o Exercicio 1 mostra que existe autovalor nulo se, e
somente se,
ag + ap = —apagl. (39)

Observe que (39) sé pode ocorrer se ag < 0 ou a; < 0 e o intervalo
tiver exatamente comprimento ¢ = (ag + a¢)/(—a.a¢) ou entdo
ap = ay = 0 (condigdo de Neumann).



Autovalores Negativos

Escrevemos A = —+2 < 0 e a solucdo da equacio diferencial como
X(x) = Ccoshyx + Dsinhvyx.

(Uma forma alternativa seria Ae?™ + Be™7*.) Usando as condigdes
de contorno,

X'(0) — a0X(0) = 0, X'(£) + aX(¢) = 0

obtemos
(a0 + ar)y

tanh~f = — .
! 72 + aoa

(40)

Qualquer ponto de intersecdo dos graficos da funcdo y = tanh~/4 e
da funcio racional y = —(ag + a¢)v/(v? + aoar) para v > 0 fornece
um autovalor negativo A\ = —y2 e uma autofunc3o correspondente

X(x) = coshyx + 20 Sinh VX. (41)
g



Vdrios casos diferentes s3o ilustrados na Figura 4.
Assim, no Caso 1, de radiacdo em ambas as extremidades, quando

ap e ag sdo positivos, ndo ha intersecdo e, portanto, nenhum

autovalor negativo.
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Figure: 4



Caso 2, a situagdo com mais radiagdo do que absor¢do (ap < 0,
ag >0, ap + a¢ > 0), é ilustrado pelas duas curvas sdlidas (38) e
tracejadas (42). Ha uma intersecdo ou nenhuma, dependendo das
inclinages na origem. A inclinagdo da curva y = tanhyx é /£,
enquanto a inclinacdo da curva racional é —(ap + a¢)/(aga¢) > 0.
Se a dltima express3o for menor que /¢, existe um intersecdo; caso
contrario, ndo hd. Portanto, nossa conclusido no Caso 2 é a
seguinte: Seja ag < 0 e ay > —ap. Se

ap + ay < —apagl, (42)

entdo existe exatamente um autovalor negativo, que chamaremos
de A\g < 0. Se
aog + ag > —agagl (43)

vale, entdo n3o ha autovalor negativo. Observe que o autovalor
zero é o caso limitrofe (39); portanto, usamos a nota¢do Ao = 0 no
caso de (39).



Resumo para a Condicdo de Robin
Resumimos os varios casos da seguinte forma:

Caso 1: Somente autovalores positivos.

Caso 2 com (38): Somente autovalores positivos.

Caso 2 com (39): 0 é um autovalor, todos os demais sdo positivos.
Caso 2 com (42): Um autovalor negativo, todos os demais sdo
positivos.

O Exercicio 5 a seguir que fornece um resumo completo de todos
os outros casos da condicdo de Robin.

Como antes, temos uma expansao

u(x, t) =Y Ta(t)Xn(x),
n=1

onde X,(x) sdo as autofun¢des e

To(t) = A, e Ankt para difusdes
T Apcos(vVAAncet) + Bysin(v/Anct)  para ondas



Exemplo. Seja a9 < 0 < ag + ag < —apagl, que é o Caso 2 com
(42). Neste caso existe exatamente um autovalor negativo

Ao = —’yg < 0, bem como uma sequéncia de autovalores positivos
Ap =32 >0paran=1,273,.... Asolugio do problema de
difusao

ur = kuye para0<x</{,t>0
Uy —agu=0parax=0, uxy+au=0x="/
u=®parat=0

ao .
u(x,t) = AgeTikt <cosh Yox + =2 sinh 70x>
70

+ ZA e~ Pkt (cosﬂnx+ 5 sin ﬂ,,x) (44)

n=1



A solugdo (44) tem a seguinte interpretacdo fisica: se u(x,t) é a
temperatura em uma barra de comprimento ¢. O caso considerado
é quando a energia ¢ fornecida em x = 0 (absor¢do de energia pela
barra, fluxo de calor vai para a haste em sua extremidade
esquerda) e quando a energia ¢ irradiada da extremidade direita (o
fluxo de calor sai).

Para um determinado comprimento £ e a dada a radiacdo a; > 0,
existe um autovalor negativo (A\g = —7? < 0) se e somente se a
absorcdo for grande o suficiente [|ag| > a;/(1 + af)].

Um coeficiente de absor¢cdo t3o grande permite que a temperatura
aumente para valores grandes, como vemos na expansdo (44). De
fato, todos os termos ficam menores a medida que o tempo passa,
exceto o primeiro que cresce exponencialmente devido ao fator
okt Assim, a barra fica cada vez mais quente (a menos que

Ao = 0, o que sé poderia acontecer para dados iniciais muito
especiais). Se, por outro lado, a absor¢do for relativamente
pequena [isto é, |ag| < ag/(1 + as¢)], entdo todos os autovalores
sdo positivos e a temperatura permanecera limitado e
eventualmente decaird para zero.



Exercicios - Condicao de Robin

Exercicio 1. Considere o problema de autovalor com condicdo de
Robin:

X" +AX =0
X'(0) — a0X(0) = 0,
X'(0) + agX(£) = 0.

(a) Mostre que A = 0 é um autovalor se e somente se
ap + ag = —agaif.

(b) Encontre as autofungdes correspondentes ao autovalor nulo.
(Dica: primeiro resolva a EDO para X(x). As solugdes ndo sdo
SEnos ou Cossenos.)



Exercicio 2. Considere o problema de autovalor de Robin. Se

ap <0, ay<0e —ap— ay < agagf, mostre que existem dois
autovalores negativos. Este caso pode ser chamado “absor¢do
substancial em ambas as extremidades.” (Dica: mostre que a
curva racional y = —(ap + a¢)v/(7? + a0a¢) tem um Ginico maximo
e cruza a reta y = 1 em dois pontos. Deduza que ela cruza a curva
y = tanh~¢ em dois pontos.)



Exercicio 3. No Exercicio 2 (absorgdo substancial em ambas as
extremidades) mostre graficamente que existe um nidmero infinito
de autovalores positivos. Mostrar graficamente que satisfazem (36)
e (37).

Exercicio 4. Se ag = a; = a no problema de Robin, mostre que:
(a) Ndo ha autovalores negativos se a > 0, hd um se

—2/¢ < a<0, e ha dois se a < —2//.

(b) Zero é um autovalor se e somente se a =0 ou a = —2//.



Exercicio 5. Considere novamente as condi¢cGes de Robin em
ambas as extremidades para ag e ay arbitrarios.

(a) No plano apay, esboce a hipérbole ag + ay = —agapl. Indicar as
assintotas. Para (ao, as) nesta hipérbole, zero é um autovalor, de
acordo com o Exercicio 1(a).

(b) Mostre que a hipérbole separa todo o plano em trés regides,
dependendo se ha dois, um ou nenhum autovalores negativos.



Exercicio 6. Considere a equa¢do de difusdo em (0, ¢) com as
condicdes de contorno de Robin

ue(0,t) — agu(0, t) = 0 e ux(¢, t) + aeu(¢, t) = 0.

Se ag > 0 e ay > 0, use o método da energia para mostrar que os
pontos extremos x = 0 e x = ¢ contribuem para a diminui¢cdo da
energia f(f u?(x, t)dx. (Isto é interpretado como parte da energia é
perdida na fronteira, por isso chamamos as condi¢coes de fronteira
irradiante ou dissipativo.)



Exercicio 7.

(a) Prove que a energia (total) é conservada para a equagdo das
ondas com condi¢cdes de contorno de Dirichlet, onde a energia
¢ definida como

Ezl/é(c2u2+u2) dx
2 0 t X .

(b) Faga o mesmo para a condi¢do de contorno de Neumann.

(c) Para a condigdo de contorno de Robin, mostre que

1 5, 2 1 2 1 2
Er = 2/0 (c™2uf + uf) dx + Eag[u(f, t)]° + an[u(O, t)]
é conservado. Assim, embora a energia total Eg ainda seja
constante, parte da energia interna é “perdida” na fronteira se
ap e ay sdo positivos e é “ganha” na fronteira se ag e ay forem
negativos.



