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Gramaticas Livres de Contexto

* Definicdo: uma gramatica G é uma quadrupla (V, Z, S, P), onde
* V é o0 conjunto de simbolos nao-terminais (variaveis)
* 2 é 0 conjunto de simbolos terminais
* S é o simbolo inicial

* P é o conjunto de producdes da forma

V o (ZUV)* jj %’11
B — #

ap’a
i

05
EACH

CH



Definicao formal o
Automato com Pilha (AP) nao deterministico

DEFINICAOo 2.13

Um automato com pilba é uma 6-upla (Q, X, 1,4, qgo, F), onde Q,
3, I' e I sdo todos conjuntos finitos, e

1. @ € o conjunto de estados,

2. ¥ é o alfabeto de entrada,

3. I' € o alfabeto de pilha,

4. 0: @ x 3. xI.—P(Q x I.) € a funcio de transicio,
5. go € Q é o estado inicial, e

6. F' C @ é o conjunto de estados de aceitagao.

apVar
." \
wlanv,v 4
<,
EACH

ISP



EXEMPLO 2.16
{a*bc®|i,5,k > 0ei=joui=Ek}

Empilho quando leio a's, e desempilho quando leio b's ou c's?

Agui nao-determinismo também €& essenciall

b.a—E C,E— £

apVa
AV Y

(\)

Waﬁhb
AN/ 4

EACH

CH
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Equivaléncia entre APN e GLC

TEOREMA 7 7 L o T T e e T e L L LT T L L EL R LD

Uma linguagem é livre-do-contexto se e somente se algum autémato com pilha
a reconhece.

<=>
Isto €, se uma linguagem é
gerada por uma gramatica livre
fle contexto... AP NAO DETERMINISTICO!!

Profa. Ariane Machado Lima

10



Equivaléncia entre APN e GLC

TEOREMA 7 o 1 o TP PP e R PO e T T P T TR CLTEC L EECEE S

Uma linguagem é livre-do-contexto se e somente se algum autémato com pilha

a reconhece. PROVAREMOS ESTE! (=>)

LEMA b 7 [ e L L
Se uma linguagem é livre-do-contexto, entdo algum autémato com pilha a reco-
nhece.
GLC => APN
LLETAI T oocoommmvmmmvmaneo s ssns e oo s ot 05 A A M AR R R
Se um automato com pilha reconhece alguma linguagem, entdo ela é livre-do-
contexto.
"



LEMA 2.21

Se uma linguagem é livre-do-contexto, entdo algum autémato com pilha a reco-

nhece. (:>)
|deia da prova:

Uma LLC é gerada por uma GLC

Mostrar como converter uma GLC em um APN equivalente

Equivaléncia entre APN e GLC

12



Conversao GLC em APN (idela)

* Uma gramatica aceita uma cadeia w se, comecando

wa id -

v
EA

pela variavel inicial, chega-se a uma cadeia apenas de
simbolos terminais (w) apos uma sequéncia de
derivacoes diretas (substituicoes de variaveis).

S . S-—>S-: S + F —id

id : = E . S id .- E s F — num s L — E
=F:id := F : ¢ BB E o L =TI 6 K
— i S —> print (L)

=num ; id := FE 7 E— (5, E)

=num; id : = £ + E

=num; id :=FE + (§. E)

=num ; id : =i1d + (8. £ )

=num ; id :=id + (id :=E£ . E )

=num ; id :=id + (id :=F + FE , E)

=num ; id :=i1d 4+ (id :=E&£ + E , id)

=num ; id :=id + (id :=num + £, id) 13

c=num ; id :=1d + (id :=num <+ num . id)



Conversao GLC em APN (idela)

* Uma gramatica aceita uma cadeia w se, comecando
pela variavel inicial, chega-se a uma cadeia apenas de
simbolos terminais (w) apos uma sequéencia de
derivacoes diretas (substituicOes de variaveis).

* Um automato aceita uma cadeia w se, comecando
pelo estado inicial, chega-se ao estado final apos uma
sequéncia de mudanca de estados (transicoes)

e Ideia: Simular cada substituicao (da GLC) por uma

W,

transicao (do APN) — usa a pilha como apoio para ”

EACH

ISE -fazer.as.substituicoes



Conversao GLC em APN (ideia)

* O APN empilha “$” (estado g0), e depois empilha a variavel inicial na pilha (na
transicao do estado gl para o estado intermediario)

intermediario

JFlap usa “;” no lugar de “- " para separar os simbolos do desempilha/empilha

apVa
AVauY,

4
WA‘Al
W,V
EACH

CH



ap¥a
AV Y

4
‘!z;‘}kak
W,

EACH

CH

Conversao GLC em APN (idela)

O APN empilha “$” (estado g0), e depois empilha a variavel inicial na pilha (na
transicao do estado gl para o estado intermediario)

O estado intermediario possui transicdes para ele mesmo, em cada uma fazendo
uma substituicao (derivacéo) na cadeia que esta na pilha ou desempilhando um
simbolo do alfabeto se este bater com o proximo simbolo de entrada

O APN vai para o estado final quando nao ha mais substituicoes a serem feitas (pilha
tem “$”) e a cadeia de entrada acabou

EXx:

o

b
E .
£

i

T E
b
T

ST
o D@ty @)

intermediario

16



Conversao GLC em APN (ideia)

O APN empilha “$” (estado g0), e depois empilha a variavel inicial na pilha (na
transicao do estado gl para o estado intermediario)

O estado intermediario possui transicoes para ele mesmo, em cada uma fazendo

uma substituicao (derivacéo) na cadeia que esta na pilha ou desempilhando um
simbolo do alfabeto se este bater com o nroximo simbolo de entrada

S
Isso corresponde a %; S e
: = P 11 =L
derivacao mais a esquerdalll id c—num: S
id :=num; id : = E
id :=num; id :=F + F
EACH 1/



Conversao GLC em APN (idela)

Problema 1: O que fazer quando ha varias opcoes de
substituicoes?

— Aproveitar o nao determinismo

ST
T->bla

M

Mmoo Mmoo
nHo dw
—J= m @ m

e intermediario
\[ 3

19
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Conversao GLC em APN (idela)

* Problema 2: Como empilhar uma cadeia, e nao

simplesmente um simbolo? £ S - aTb | b
T — Tal|e

20
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Conversao GLC em APN (idela)

* Problema 2: Como empilhar uma cadeia, e nao
simplesmente um simbolo?

a,s—Xyz

Ex: quero desempilhar

s e empilhar xyz (neste
exemplo, ao ler o simbolo
a)

S XyZ

apVa

AV Y
N
4 ’/§

Va'AR

TR ()

W,
EACH

CH
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Conversao GLC em APN (idela)

* Problema 2: Como empilhar uma cadeia, e nao
simplesmente um simbolo?

Ex: quero desempilhar
s e empilhar xyz (neste
exemplo, ao ler o simbolo

? 5

S XyZ
B
Z

apVa

AV Y
N
4 ’/§

Va'AR

W,
EACH

CH
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Conversao GLC em APN (ideia)

Problema 2: Como empilhar uma cadeia, € nao

simplesmente um simbolo? ‘Ex: quero desempilhar
s e empilhar xyz (neste

exemplo, ao ler o simbolo
a)

S - XYyZ

Sejam g e r estados do AP e suponha que a esteja em X, e s em [.. Digamos
que queiramos que o AP va de ¢ para r quando ele 1€ a e desempilha s. Além do
mais, queremos empilhar a cadeia inteira u = wu; - - - ¥; a0 mesmo tempo. Pode-
mos implementar essa acdo introduzindo novos estados ¢y, - .., ¢—1 € montando
a tabela de transicio da seguinte maneira

6(q, a, s) deve conter (g1, uy),
‘5((11:515) == {(QQ,HI—l)}-}
5((}2:53 E) = {(qS:ul“‘z)}ﬂ

6((}5—13 £, E) = {(T? riIJI-"1)}'

E’m ap¥ar»

GH

23



Conversao GLC em APN (idela)

* Problema 3: Se s6 podemos ler o topo da pilha, o que
fazer quando a primeira variavel da forma sentencial

~ . . P, S — alb|b
nao estiver no topo da pilha” e T

24
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Conversao GLC em APN (idela)

* Problema 3: Se s6 podemos ler o topo da pilha, o que
fazer quando a primeira variavel da forma sentencial

~ . . P, S — alb|b
nao estiver no topo da pilha” e T

— Sempre faremos a derivacao mais a esquerda

— Se o0 comeco da forma sentencial contiver terminais,
desempilho esses simbolos “casando-0s” com a
entrada (por meio de transicoes).

—> b, b;
£,
E

|inter’media’r‘in|

oo
H4oTmom




Conversao GLC em APN (ideia)

* Exemplo

Profa. Ariane Machado Lima

S — alb|b
T — Tale

£, A — w

a,a — €

pAara a regra A — T

para o terminal a

26




Conversao GLC em APN (ideia)

¢ ExemplO S — alb l b e £, A — w paraaregra A — w
T — Ta l = a,a — & para o terminal a

,5 —b _ﬁs,sﬁwﬂi £, — a
- g
e, 1" — 8 _ﬁs,&:—a-T
s 1
£, S —Db
g, 1'— £
a,a — &
bgb sk E
Valanv,y
EACH 27

ISP



Conversao GLC em APN (ideia)

* Exemplo

M «svar

D el
0’4!,, d.‘
X

ISP

S — alb|b
T — Tale

£, A — w paraaregra A — w

a,a —+ & para o terminal a

- Yinicio

r

,5 —b e, e — 1’ £, — a
=Q .
e, T — a __(._,\E._.E.'—J'T
= 1
£, S —Db
e, — €
a,a — £
b,b — & Exercicio: Como seria 0

reconhecimento da cadeia aab?
28




Conversao GLC em APN (idela)

* Caso Geral: (notacao simplificada, representando o
empilhamento de uma sequéncia de simbolos todos

de uma vez)
e, — S8
Y cada
E,A_}’EU Para—a regraA—}’w
dlaco
: B, & —* & para o terminal a
[ 2,8« cada

ap’a
gl

29
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Equivaléncia entre APN e GLC

TEOREMA 7 o 1 o TP PP e R PO e T T P T TR CLTEC L EECEE S

Uma linguagem é livre-do-contexto se e somente se algum autémato com pilha

a reconhece. PROVAMOS ESTE! (=>)

LEMA b 7 [ e L L
Se uma linguagem é livre-do-contexto, entdo algum autémato com pilha a reco-
nhece.
LLETAI T oocoommmvmmmvmaneo s ssns e oo s ot 05 A A M AR R R
Se um automato com pilha reconhece alguma linguagem, entdo ela é livre-do-
contexto.

R

';:4.,-;31}‘:

wy 30



Equivaléncia entre APN e GLC

TEOREMA 7 o 1 o TP PP e R PO e T T P T TR CLTEC L EECEE S

Uma linguagem é livre-do-contexto se e somente se algum autémato com pilha
a reconhece.

LEMA b 7 [ e L L
Se uma linguagem é livre-do-contexto, entdo algum autémato com pilha a reco-
nhece.
LLETAI T oocoommmvmmmvmaneo s ssns e oo s ot 05 A A M AR R R
Se um automato com pilha reconhece alguma linguagem, entdo ela é livre-do-
contexto.

TAS

W, 31

uSe FALTA PROVAR ESTE... (<=)



Conversao APN em GLC (idela)

* Para facilitar, vamos considerar que o APN possul as

ap’a
gl

W,
EACH

CH

seguintes caracteristicas:

1. Ele tem um unico estado de aceitacao, ¢.ceita-
2. Ele esvazia sua pilha antes de aceitar.

3. Cada transi¢do ou empilha um simbolo (um movimento de empilba) ou
desempilha um simbolo (um movimento de deserzpilba), mas nio faz ambas

as colsas a0 mesmo tempo.

32



Conversao APN em GLC (idela)

* Para facilitar, vamos considerar que o APN possul as
seguintes caracteristicas:

1. Ele tem um unico estado de aceitacao, ¢.ceita-
2. Ele esvazia sua pilha antes de aceitar.

3. Cada transi¢do ou empilha um simbolo (um movimento de empilba) ou

desempilha um simbolo (um movimento de deserzpilba), mas nio faz ambas
as colsas a0 mesmo tempo.

Dar a P as caracteristicas 1 e 2 € facil. Para a caracteristica 3, substituimos cada
transicao que simultaneamente desempilha e empilha por uma seqiiéncia de duas
transicoes que passa por um novo estado, e substituimos cada transi¢cao que nem
desempilha nem empilha por uma seqiiéncia de duas transicoes que empilha e
Y - - - - - - -

4% depois desempilha um simbolo de pilha arbitrdrio.

LOF 33
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<%
-l

505
EACH

CH

Exerciclo

* Transforme o seguinte AP para ter as caracteristicas
mencionadas no slide anterior

b a—E C,E— &

£, —e \/jE

g5 ) .S:57E E,$ﬁ*~s
W \_/

a,e—ra b,e—¢& c,a—&

34



Conversao APN em GLC (ideia)

* G deve gerar uma cadeia w se w faz o APN ir do estado inicial ao estado de
aceitacao.

* Para cada par de estados (p, q), criamos uma variavel A, que gera todas as

cadeias x que levam o APN do estado p (com uma pilha “vazia”) ao estado
g (com uma pilha “vazia”).

* Aqui, pilha “vazia” significa considerar s6 o espaco de pilha
a partir do topo existente quando o estado atual é o estado p L L

* Um caminho do estado p ao estado g neste APN:

no estado p (com pilha “vazia), o primeiro movimento é de
EMPILHA.

O altimo movimento € de DESEMPILHA (chegando no estado q, 35
com pilha “vazia”)



Conversao APN em GLC (idela)
* No caminho de p a q (reconhecendo x), 2 situacoes:

— A pilha so se torna vazia novamente quando
chega em g

— A pilha se torna vazia em algum ponto do
caminho, antes de chegar em @

T

Altura
da pilha

Ex: em a"c™d™bh"

N

gerada
por Apg

Cadeia de entrada

—_— P

s 36
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Conversao APN em GLC (idela)
* No caminho de p a q (reconhecendo x), 2 situacoes:

— A pilha so se torna vazia novamente quando
chega em g

— A pilha se torna vazia em algum ponto do
caminho, antes de chegar em @

T

Altura Estado
da pilha seguinte

aop

Ex: em a"c™d™b"
Estado \/
anterior

ao q

gerada
por Apg

LT Cadeia de entrada
";‘ —_—

%% ‘qu % {IATSb 37




Conversao APN em GLC (ideia)

Apg > aAysbh !

Altura
da pilha

Cadeia de entrada

—_—

Note que se a cadeia x € uma substring da cadeia w que estamos analisando e p e g ndo forem
os estados inicial e final respectivamente, p ndo necessariamente esta com uma pilha vazia,
mas com um contetido que NAO SERA MEXIDO até que o estado g seja alcancado e a
substring x seja reconhecida ao chegar em g. Ou seja, a SUBSTRING x seria reconhecida de

p a g saindo de pilha vazia e chegando a pilha vazia se estes fossem estados iniciais e finais
respectivamente. EX: € o que acontecera com os estados r a s nesta figura.

apvar
APQRY)TA
Sr A%
aV, Fp
wiany
W,

EACH
Profa. Ariane Machado Lima



Conversao APN em GLC (PROVA)

PROVA Digamos que P = (Q,%,T,96,qo, {Qaceita }) € vamos construir G. As
variaveis de G sio {A,,| p, g € Q}. A varidvel inicial é Ay, 4,....- Agora descreve-

mos as regras de G.

e Para cada p,q,r.s € Q, t € ' e a,b € X, se 6(p,a,e) contém (r, t) e
5(s,b,t) contém (g, €), ponha a regra A,; — aA,s;bem G.

Ex: em a"c™d™h"

Estado \/
anterior

|

Altura Esta(_jo ao q
da pilha | Seguinte gerada
aop N por Ao,
Cadeia de entrada D
—_—
’::.‘::;.7 29



Conversao APN em GLC (ideia)
* No caminho de p a q (reconhecendo x), 2 situacoes:

— A pilha so se torna vazia novamente quando chega

em @
— A pilha se torna vazia em algum ponto do caminho,
antes de chegar em Ex: em aggmd™
o o Vi vcl
dilf;;lrl?a gerada
por Apg
Cadeia de entra,da,h P
- e e ——— A i
X gerada gerada
1Apg = AprArg|  wedn peran "
] -




Conversao APN em GLC (PROVA)

PROVA Digamos que P = (Q,%,T,96,qo, {Qaceita }) € vamos construir G. As
variaveis de G sio {A,,| p, g € Q}. A varidvel inicial é Ay, 4,....- Agora descreve-

mos as regras de G.

e« Para cada p,q,r € @, ponhaaregra A,, - A4,, 4,4, em G.

!

Altura
da pilha gerada
por Apg
Cadeia de entrada P
. st = g
PrCk gerada gerada
'#!‘4::'-;‘,' por Ag. por Arg 41

TSP Mesmo que algumas nao sejam usadas



Conversao APN em GLC (PROVA)

PROVA Digamos que P = (Q,%,T, 6, qo, {¢aceia }) € vamos construir &. As
variaveis de G sio {A,,| p, g € Q}. A varidvel inicial é Ay, 4,....- Agora descreve-

mos as regras de G.

e Finalmente, para cada p € @, ponha a regra A,, — € em G.

Para garantir gue todas as formas sentenciais sejam uma hora
transformadas em cadeias de terminais.

ap¥ar»
AV, A
oW av,

Wy
. 42

ISP



Conversao APN em GLC (PROVA)

PROVA Digamos que P = (Q,%,T,96,qo, {Qaceita }) € vamos construir G. As
variaveis de G sio {A,,| p, g € Q}. A varidvel inicial é Ay, 4,....- Agora descreve-
mos as regras de G.

e Para cada p,gq,r,s € Q, t € ' e a,b € X_, se §(p,a,«s) contém (r,t) e
5(s,b,t) contém (g, €), ponha a regra A,; — aA,s;bem G.

e« Para cada p,q,r € @, ponhaaregra A,, - A4,, 4,4, em G.

e Finalmente, para cada p € @, ponha a regra A,, — € em G.

43



Conversao APN em GLC (PROVA)

Temos que provar que essa construcao funciona, ou
seja, que A, gerax se e somente se X pode levar o APN
de p (com pllha vazia) a q (com pllha va2|a)

AFIRMATIVA 2.30

Se A,, gera z, entao x pode levar 7 de p com pilha vazia a ¢ com pilha vazia.
(=>)
AFIRMATIVA 2.31

Se = pode levar P de p com pilha vazia para ¢ com pilha vazia, 4,, gera x.

. (<_)
AV Y
M4

SO
EACH

CH

44



Exemplo

* Transforme o seguinte AP em uma GLC equivalente (numere 0s
estados que nao possuem rotulos, ndo esqueca de preparar o AP de
acordo com o slide 33)

£,5 —b ﬁE,E—t*T £, — a
= =
s —» 8 Lﬁs,sﬁ»T
~_ l
e, S —b
E.f —FE
a,a — &
b,b — &

wr

45



Primeiro passando o APN para
o formato assumido (s6 um
estado final, e cada transicao
s6 empilha ou desempilha)

46




Colocando a variavel inicial

A variavel inicial é A

G0 s Jaceica Aqug — s

5
b"‘
WaAn ey
W,V
E



* Para cada p,q,r,s € Q, t € 1", e a,b € >_, se &(p,a,s) contém (r,t) e
d(s,b,t) contéem (q, €), ponha a regra A,; — aA,sbem G.

O segredo € achar os pares de transicoes Agoge — ...
gue empilham e desempilham o mesmo
simbolo (“t”)

48



* Para cada p,q,r,s € Q, t € 1", e a,b € >_, se &(p,a,s) contém (r,t) e
d(s,b,t) contéem (q, €), ponha a regra A,; — aA,sbem G.

O segredo € achar os pares de transicoes Acoge — Aqiqz
gue empilham e desempilham o mesmo
simbolo (“t”)

P Vamos procurar pela transicées que
}@ empilham, e achar as que desempilham
—>

0 mesmo simbolo




* Para cada p,qg,r,s € Q, t € 1", e a,b € 3., se o(p,a,e) contém (r,

d(s,b,t) contéem (q, €), ponha a regra A,; — aA,sbem G.

O segredo € achar os pares de transicoes Agoge — Aqg2
gue empilham e desempilham o mesmo
simbolo (“t”)

Aq1q3 - Aq2q2

50



* Para cada p,qg,r,s € Q, t € 1", e a,b € 3., se o(p,a,e) contém (r,

d(s,b,t) contéem (q, €), ponha a regra A,; — aA,sbem G.

O segredo € achar os pares de transicoes Agoge — Aqg2
gue empilham e desempilham o mesmo
simbolo (“t”)

Aq1q3 - Aq2q2
Aq1q8 - Aq2q2

51



* Para cada p,q,r,s € Q, t € 1", e a,b € >_, se &(p,a,s) contém (r,t) e
d(s,b,t) contéem (q, €), ponha a regra A,; — aA,sbem G.

O segredo € achar os pares de transicoes Agogs — Aqiq2
gue empilham e desempilham o mesmo
simbolo (“t”)

Aqgzs - Aqq2
Aqlq8 - Aq2q2

Aq3q2 - Aq4q2 b

52



* Para cada p,q,r,s € Q, t € 1", e a,b € >_, se &(p,a,s) contém (r,t) e

d(s,b,t) contéem (q, €), ponha a regra A,; — aA,sbem G.

O segredo € achar os pares de transicoes
gue empilham e desempilham o mesmo
simbolo (“t”)

r

Aq0q9 - Aqlqz
Aq1q3 - Aq2q2
Aqies - Aqzq2

Agzgz — Agag2d

Agqaqz — Agsq2

53



* Para cada p,q,r,s € Q, t € 1", e a,b € >_, se &(p,a,s) contém (r,t) e
d(s,b,t) contéem (q, €), ponha a regra A,; — aA,sbem G.

O segredo € achar os pares de transigoes Acoge — Aqgz
que empilham e desempilham o mesmo Aqis — Ageep
simbolo (“t”) Agigs » Agq2

Agzgz — Agag2d
Agaqz — Agsqe
Aq4q6 - Aq5q2

54



* Para cada p,q,r,s € Q, t € 1", e a,b € >_, se &(p,a,s) contém (r,t) e
d(s,b,t) contéem (q, €), ponha a regra A,; — aA,sbem G.

O segredo € achar os pares de transicoes Acoge — Aqgz
que empilham e desempilham o mesmo Aqis — Ageep
simbolo (“t”) Agigs » Agq2

Agqz - Agaqeb
Az — Agsaz
Aq4q6 - Aq5q2
Agsgz — Agegd

55



* Para cada p,qg,r,s € Q, t € 1", e a,b € 3., se o(p,a,e) contém (r,

d(s,b,t) contéem (q, €), ponha a regra A,; — aA,sbem G.

O segredo € achar os pares de transigoes Acoge — Aqiqz
que empilham e desempilham o mesmo Aqis — Ageep
simbolo (“t”) Aqies — Aqeqz

Agzgz — Agag2d
Agaqz — Agsqe
Aqage — Agsqe
Aq5q2 — Aq2q2a
Aq5q2 — Aq7q2a

t) e
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* Para cada p,qg,r,s € Q, t € 1", e a,b € 3., se o(p,a,e) contém (r,

d(s,b,t) contéem (q, €), ponha a regra A,; — aA,sbem G.

O segredo € achar os pares de transigoes Acoge — Aqiqz
que empilham e desempilham o mesmo Aqis — Ageep
simbolo (“t”) Aqies — Aqeqz

Agqz - Aqaqeb
Agaqz - Agsqz
Agags — Agsqz
Aq5q2 - AquZa
Agsqz —» Agrq2@
Agrz > Adgzq2

t) e
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* Para cada p,qg,r,s € Q, t € 1", e a,b € 3., se o(p,a,e) contém (r,

d(s,b,t) contéem (q, €), ponha a regra A,; — aA,sbem G.

O segredo € achar os pares de transigoes Acoge — Aqiqz
que empilham e desempilham o mesmo Aqis — Ageep
simbolo (“t”) Aqies — Aqeqz

Agqz - Aqaqeb
Agaqz - Agsqz
Agags — Agsqz
Aq5q2 - AquZa
Agsqz —» Agrq2@
Adrqz = Ageq2
Agrgs — Aqaq2

t) e
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* Para cada p,q,r,s € Q, t € 1I', e a,b € 3., se o(p,a,e) contém (r,t) e
d(s,b,t) contéem (q, €), ponha a regra A,; — aA,sbem G.

O segredo € achar os pares de transicoes Agoge — Aqg2
gue empilham e desempilham o mesmo
simbolo (“t”)

Aq1q3 - Aq2q2
Aq1q8 - Aq2q2
Agqz - Aqaqeb
Agqagz — Agsaz
Agage — Adgsqz
Aq5q2 - AquZa
Agsqz —» Agrq2@
Agrqz » Agaq2
Aqrgs - Aqzq2

Aq8q2 — Aq2q2b




* Para cada p,q,r € @, ponha a regra A,, — A, A, em G.

Aqogo
Adiqs
Adgs
Aq3q2
Aqaqz
Aqage
Aq5q2
Aq5q2
Aqrq2
Aqrqe

Aqsq2

Adiq2
Adqzq2
Aq2q2
Aquaab
Agsq2
Agsqz
Aqzq28
Aq7q2a
Adqzq2
Aq2q2
quqzb

Aqoqo
Aqoqo

AquO
Aqul

Aqoq1

—

—

—

—

—

Aqog0Aq0q0
Aqoq1Aq1q0

Aqu9Aq9qO
AquOAqul

AquQAq9qO

(102 regras)
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* Finalmente, para cada p € @, ponha a regra A,, — £ em G.

Aqogo
Adiqs
Adgs
/\q3q2
Aqaqz
Aqage
/\q5q2
/\q5q2
Aqrq2
Aqrqe

Aqsq2

—

Adiq2
Adqzq2
Aqzq2
Aqaq2b
Agsq2
Agsqz
/\qzqui
Aqrq2a
/\q2q2

/\q2q2

Aq2q2b

Aqoqo — AqogoAqoqo
Agogo — AqogrAqiqo

Aqogo — AqogeAqaqo
Agqogr — AqogoAqogt

Agqr — AqogaAqaqo
(102 regras)

Aq9q9 - E
(9 regras)
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S — alb|b
T — Ta|e

Aq0q9 => Aqqu => Aq1q8 => Aq2q2 => b

Aqoqo
Adiqs
Adigs
Aq3q2
Aqaqz
Aqage
Aq5q2
Aq5q2

Aqrq2
Aqrqe

— Aqiq2
— Agq2
— Agq2
= Aqaecb
— Agsq2
— Agsq2
— quqza
— Agrqea
— Agq2
— Ageq2

Aqoqo — AqogoAqoqo
Agogo — AqogrAqiqo

Aqogo — AqogeAqaqo
Agqogr — AqogoAqogt

Agqr — AqogaAqaqo
(102 regras)
Aqoqo — €

Angg — E
(9 regras)
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Equivaléncia entre APN e GLC

TEOREMA 2.20

Uma linguagem é livre-do-contexto se e somente se algum autémato com pilha
a reconhece.

LEMA 2_21 ....................................................................................................................................

Se uma linguagem é livre-do-contexto, entdo algum autémato com pilha a reco-
nhece.

(=>
LEMA 2.27

Se um automato com pilha reconhece alguma linguagem, entdo ela é livre-do-

contexto.
&5 (<=9)
":#5; 63



apvar
"‘""A
w AV

W,
EACH

Slides EXTRAS

Prova da corretude do algoritmo de conversao
APN - GLC

Profa. Ariane Machado Lima
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Conversao APN em GLC (PROVA)

Temos que provar que essa construcao funciona, ou
seja, que A, gerax se e somente se X pode levar o APN
de p (com pllha vazia) a q (com pllha va2|a)

AFIRMATIVA 2.30

Se A,, gera z, entao x pode levar 7 de p com pilha vazia a ¢ com pilha vazia.
(=>)
AFIRMATIVA 2.31

Se = pode levar P de p com pilha vazia para ¢ com pilha vazia, 4,, gera x.

. (<_)
AV Y
M4

SO
EACH

CH
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Conversao APN em GLC (PROVA)

AFIRMATIVA 2-30 L L Ll L L AR L L L L L N Y LR L L ]
Se A,y gera x, entao x pode levar /7 de p com pilha vazia a ¢ com pilha vazia.
(=>) |

Provamos essa afirmacao por induc¢io sobre o nimero de passos na derivaciao
de x a partir de 4,,.

Base: A derivaciao tem 1 passo.
Uma derivagao com um tinico passo tem de usar uma regra cujo lado direito nao

contém variaveis. As Gnicas regras em G onde nenhuma variavel ocorre no lado
direito sdo A,, — e. Claramente, a entrada & leva PP de p com pilha vazia a p
com pilha vazia e, portanto, a base esta provada.
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AFIRMATIVA 2_30 e L e e B B B e B S S T S e

Se A,y gera x, entao x pode levar P de p com pilha vazia a ¢ com pilha vazia.

Passo da Inducdo: Assuma verdadeiro para derivagdes de comprimento no ma-
ximo k, onde k£ > 1, e prove verdadeiro para derivagées de comprimento k£ + 1.
Suponha que A,, = x com k -+ 1 passos. O primeiro passo nessa derivacio é ou
Apg = aA,sbou Ay, = Ay, A,,. Lidamos com esses dois casos separadamente.
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AFIRMATIVA 2_30 e A e B i S S

Se A,y gera x, entao x pode levar P de p com pilha vazia a ¢ com pilha vazia.

Passo da Inducdo: Assuma verdadeiro para deriva¢gGes de comprimento no ma-
ximo k, onde £ > 1, e prove verdadeiro para derivagdes de comprimento k& + 1.
Suponha que A,, = x com k + 1 passos. O primeiro passo nessa derivacio é ou
Apg = aArsbou Apy = App Ary. Lidamos com esses dois casos separadamente.

Seja y uma cadeia de terminais tal que Ars=>*y - x=ayb

Ars =>* y em k passos, logo (pela hipotese de inducéo) y leva P do estado r (com pilha vazia) ao estado s (com pilha
vazia) (*)

Pelas regras de construcdo desta GLC, Apg —» a Ars b € uma producéo de G porque no APN
P sendo convertido d(p,a,€) contém (r,t) e d(s,b,t) contém (q,€), parater

Logo, P comeca no estado p (com uma pilha vazia, porque esta comecando a analise agora),

&€ a, empilha t, vai para o estado r e, devido a (*), quando chega no estado s o simbolo t esta no topo da
pilha (e a substring y foi lida). Entdao P vai do estado s para o estado g, desempilhando t e lendo b, terminando entao a
leitura de x e tornando a pilha vazia novamente. CQD (C(TmO queriamos demoristrar

Altura

ga da pilha gerada
v,
':;‘“ por Agpg
e - I . . e e e T e A
6 -
“‘qgj‘;y Cadeia de entrada » 68
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AFIRMATIVA 2_30 e e 7 e 4 S i i S e M B R R S

Se A,y gera x, entao x pode levar P de p com pilha vazia a ¢ com pilha vazia.

Passo da Inducdo: Assuma verdadeiro para deriva¢gGes de comprimento no ma-
ximo k, onde £ > 1, e prove verdadeiro para derivagdes de comprimento k& + 1.
Suponha que A,, = x com k + 1 passos. O primeiro passo nessa derivacio é ou
Apg = aAysbou Apy = AprAry. Lidamos com esses dois casos separadamente.

No segundo caso, considere as partes y e 2z de « que 4,, e A,,, respectiva-
mente, geram, de forma que x = yz. Como A,, = y em no maximo k passos e
A,, = z em no maximo k passos, a hip6tese da inducio nos diz que v pode levar
P de p para r e z pode levar P de r para q, com pilha vazia no inicio e no final.
Logo, « pode leva-lo de p com pilha vazia para ¢ com pilha vazia. Isso completa
o passo da indugio.

T

ap¥a Altura
52‘“ da pilha gerada
4V,
Wy por Apq

W,
EACH

ESYP Cadeia de entrada— »
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Conversao APN em GLC (PROVA)

AF[RMATIVA 2.3 1 T T T T T T T e T T T T T T T T

Se x pode levar P de p com pilha vazia para ¢ com pilha vazia, 4,, gera x.

(<=)

Provamos essa afirmag¢ao por induciao sobre o niumero de passos na
computacao de PP que vai de p para ¢ com pilhas vazias sobre a entrada .

Base: A computacao tem O passos.

Se uma computacao tem 0O passos, ela comeca e termina no mesmo estado—
digamos, p. Portanto, temos que mostrar que A,, — . Em 0 passos, P s6 tem
tempo de ler a cadeia vazia, portanto &=+ = . Por construcao, G tem a regra
App — €, portanto a base esta provada.

> Tav,
NN
W,



AF[RMATIVA 2.3 1 R e e R R R RN RS RN RSN A

Se = pode levar P de p com pilha vazia para ¢ com pilha vazia, A4,, gera x.

Passo da Inducao: Assuma verdadeiro para computacoes de comprimento no
maximo Ak, onde & > 0, e prove verdadeiro para computacoes de comprimento
k—+ 1.

Suponha que P tenha uma computacao na qual = leva de p para ¢ com pilhas
vazias em Ak + 1 passos. Ou a pilha esta vazia apenas no inicio e no final dessa
computacao, ou ela se torna vazia em algum outro ponto também.

apVa
XU

YN 71
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CH
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AF[RMATIVA 2.3 1 R e e R R R RN RS RN RSN A

Se = pode levar P de p com pilha vazia para ¢ com pilha vazia, A4,, gera x.

Passo da Induc:
maximo A, onde T
k —+ 1.

Suponha que P
vazias em k + 1
computacao, ou fCadeia de entrada

—

Altura
da pilha

Caso 1.

* O primeiro simbolo a ser empilhado (t) deve ser o ultimo a ser desempilhado

* Chamemos de a e b os simbolos lidos da entrada no primeiro e ultimo movimento, respectivamente
— Chamemos o segundo estado r e 0 penultimo estado s

* 0O(p,a,c) contém (r,t) e &(s,b,t) contém (q,€), logo A, - aA _bestaem G

«v* X =ayb. yfazo APNirderas, semtocar emt, em k-1 passos

Valy
[ 4

ap¥ar

:‘A‘
eacr Pela hipotese de indugao, A =>*y. Logo, qu =>* X 72



Altura

da pilha

as
hSa

Caso 2:

* Chamemos de estado r onde a pilha fica vazia no meio da computacéao de x
* Cadacaminho (depar, e der aq) tem no maximo k passos, X =yz
* Pela hipotese de inducéo: A, =>*yeA =>*z

° ComoA - A A estaemG, A =>*x
ap¥a Pq prrq Pq

Valy S

s¥an
A\ ]

A
b, ¢ 73

CH



Exercicios

Transforme as gramaticas dos exercicios 2.1, 2.3, 2.13 e 2.14 em
um APN equivalente utilizando o método de conversao de GLC
em APN do teorema da equivaléncia entre GLC’s e APN'’s.

EACH

CH
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ACH2043
INTRODUGAO A TEORIA DA
COMPUTACAO

Aula 15
Equivaléncia APN e GLC

Profa. Ariane Machado Lima
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