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Cap. 2.2 — Automatos com Pilha



Cap 2.2 — Automato com pilha (AP)

* Automato finito com uma memoria adicional (leitura e escrita
DO TOPO da pilha)

conlrole: —
de esta.do—l ala|b|b| entrada
5,74
e
g

pilha,

* Lembram da linguagem B ={0"1"|n>=01}"?
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Cap 2.2 — Automato com pilha (AP)

* Deterministicos e nao-deterministicos

* NAO sédo equivalentes

* Autdbmatos a pilha ndo deterministicos reconhecem mais linguagens

* Autdmatos a pilha ndo-deterministicos séo equivalentes a
gramaticas livres de contexto (s&o os que estudaremos aqui)
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Definicao formal

Automato com Pilha (AP) nao deterministico

DEFINICAOo 2.13

Um automato com pilba é uma 6-upla (Q, X, 1,4, qgo, F), onde Q,
3, I' e I sdo todos conjuntos finitos, e

| 8
2. ¥ é o alfabeto de entrada,
3. I' € o alfabeto de pilha,

4.
5
6

2 € o conjunto de estados,

g: ) % E. = Le—P{Q % I.)éa funcio de transicio,

- go € Q ¢ o estado inicial, e
- F1C @ € o conjunto de estados de aceitacio.
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O AP deve iniciar com pilha vazia e terminar com a pilha vazia (formulacao do Sipser)
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Representacao da transicao no diagrama de estados
0: Q@ x X, xI.—P(Q xI.)
Estando no estado qi,

5(CIi, a, b) — {(Clk, C)} ot a,b-c o Ok -seo prc')_ximo simbolo da cadeia de entrada for a E o
topo da pilha for b:

- entdo desempilha b, empilha c e vai para o estado gk




Representacao da transicao no diagrama de estados
0: @ xE. xI[.L—P(Q xI)
Estando no estado qi,

5(CIi, a, b) ={(g«, ¢)} qi a,b-c Qi -seo pré_ximo simbolo da cadeia de entrada fora E 0
topo da pilha for b:

- entdo desempilha b, empilha c e vai para o estado gk

Estando no estado qi,

_ — . a, e-C - se 0 proximo simbolo da cadeia de entrada for a (ignore
6@ a9 =@ o (a) (a) S

- entdo (ndo desempilha nada), empilha c e vai para o
estado gk
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Representacao da transicao no diagrama de estados

0: Q@ x X, xI.—P(Q xI.)

5(q, 2, b) = {(. ©)} @ a,b-c @
5(q, , €) = {(d O)} @ a,¢-C @
5(qi, a, b) = {(qr. )} @ a,b-e @
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Estando no estado qi,

- se 0 proximo simbolo da cadeia de entrada for a E o
topo da pilha for b:

- entdo desempilha b, empilha c e vai para o estado gk

Estando no estado qi,

- se 0 proximo simbolo da cadeia de entrada for a (ignore
o topo da pilha):

- entdo (ndo desempilha nada), empilha c e vai para o
estado gk

Estando no estado qi,

- se 0 proximo simbolo da cadeia de entrada for a E o
topo da pilha for b:

- entdo desempilha b (nao empilha nada) e vai para o
estado gk



Representacao da transicao no diagrama de estados

6(qi’ a, 5) - {(Qk, C)}

6(Qi, a, b) - {(qk1 5)}

\/

E8(a, e, b) = {(q ©)}

AINY D

a, €-C

(a)

a, boe

@)

)

51 5 %5, = T— P » 1)

5(qs, a, b) = {(qx, )} @ a,boc

Estando no estado qi,

- se 0 proximo simbolo da cadeia de entrada for a E o
topo da pilha for b:

- entdo desempilha b, empilha c e vai para o estado gk

Estando no estado qi,

- se 0 proximo simbolo da cadeia de entrada for a (ignore
o topo da pilha):

- entdo (ndo desempilha nada), empilha c e vai para o
estado gk

Estando no estado qi,

- se 0 proximo simbolo da cadeia de entrada for a E o
topo da pilha for b:

- entdao desempilha b (nao empilha nada) e vai para o
estado gk

Estando no estado qi,

- ignore o proximo simbolo da cadeia de entrada; se o
topo da pilha for b: 8

- entdo desempilha b, empilha c e vai para o estado gk



Exemplo {o"1"| n > 0}. Suponha que M; seja (@, 3, T, 8, g1, IF)

Profa. Ariane Machado Lima
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Exemplo {0"1"| n > 0}. Suponha que M; seja (Q,_E?P,é, q1 ,-F)

Quando o AP inicia, a pilha esta vazia. B i

Logo a primeira transicao tem a funcéo €+ L5
exclusiva de colocar na pilha um simbolo

gue representa o “fundo” da pilha (ex: “$"),

: 1,0—>¢&
para mais tarde eu poder saber quando eu
desempilhei tudo o que estava na pilha 1,0—€&
(quando eu desempilhar o “$"). ey e q3

Isso € importante porque o AP s0 deve
aceitar uma cadeia quando a pilha estiver
vazia (e a cadeia tiver acabado e o estado
atual for um estado de aceitacéo)
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Exemplo {0"1™ n > 0}

Sigo lendo O’s.

Para cada O lido, guardo na minha memaria
(pilha) quantos O’s eu li: empilho um “0”
(poderia ser outro simbolo, ex “z”) para
cada O lido da cadeia de entrada

Quando eu comecar a ler 1's, tenho que parear
cada 1 lido com um “0” da pilha.

Ou seja, para cada 1 lido, desempilho um “0”.
Quando acabarem os 1's da cadeia, os 0’'s da
pilha também deveriam ter acabado, ou seja, na
pilha s6 deve ter sobrado o “$".

DO
»

M «svar

> AVLY
K5

0 av,

X

ISP

. Suponha que M; seja (Q, %, T, 8, ¢ ,-F)
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{0"1™| n > 0}. Suponha que M; seja (Q, 3, T, 8, ¢, ,-F)

Exemplo

E,e—$ Lot
Q =1{q1,92,93, 94}, ’ > {92

1,0—-F&

b =:{031}:

I = {0, $},
‘ E.$3—E 93

F= 4.},

B O R 5

o é dada pela tabela abaixo, na qual entradas em branco significam (.

Entrada: 0 1 £
Pilha: [0 ] $ | € 0 | $[e | 0] $ ] &
q1 {(¢2,8$)}
g2 {(QQ:O)} {(g3&e)}
g3 {(gs.€)} {(qs,€)}
qa
Wy 12



Exemplo {0"1"| n > 0}. Suponha que M; seja (Q,_E?P,ﬁ, q1 ,-F)

E,e—$
L= {Q139‘2:Q3;Q‘4}, 2 -

L ={0,1}, Se estou em g2
e 0 proximo simbolo é 1
I" =40,8), e o topo da pilha é 0, desempilho o
empilho o épsilon e vou para q3

0,E—0

1,0—-F&

B O R 5

E,.}—E

F = {gi, a1}, ¢

o é dada pela tabela abaixo, na qual entradas em branco gignificam 0.

Entrada: 0 1 / €
Pilha: [0 ] $ | € 0 | $ /| 0] $ &
q1 {(QQE $)}
g2 {(a2,0)} {(gs,€)}
3 {(gs.€)} {(qs,€)}
qa
ey 13
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Computacao com um AP

Um autédmato com pilha M = (Q, 3, T, 9,qo, F) computa da seguinte ma-

neira. Ele aceita a entrada w se w puder ser escrita como w — WWe - - - Wiy,
onde cada w; € ¥, e existem uma seqiiéncia de estados 7,71, ...,7y € Q e ca-
deras 8o, 81,05 g8 & T que satisfazem as trés condi¢oes a seguir. As cadeias s;

representam a seqiieéncia de conteiddo da pilha que A/ tem no ramo de aceitagcio
da computacio.

| 8

2.

ud
¥
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Computacao com um AP

Um autédmato com pilha M = (Q, 3, T, 9,qo, F) computa da seguinte ma-

neira. Ele aceita a entrada w se w puder ser escrita como w — WWe - - - Wiy,
onde cada w; € ¥, e existem uma seqiiéncia de estados 7,71, ...,7y € Q e ca-
TS S 8 < ol i T que satisfazem as trés condi¢Ses a seguir. As cadeias S;

representam a seqiieéncia de conteiddo da pilha que A/ tem no ramo de aceitagcio
da computacio.
1. 70 = gp € sq = . Essa condigao significa que M inicia apropriadamencte,
no estado inicial € com uma pilha vazia.
2.
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Computacao com um AP

Um autédmato com pilha M = (Q, 3, T, 9,qo, F) computa da seguinte ma-

neira. Ele aceita a entrada w se w puder ser escrita como w — WWe - - - Wiy,
onde cada w; € ¥, e existem uma seqiiéncia de estados 7,71, ...,7y € Q e ca-
TS S 8 < ol i T que satisfazem as trés condi¢Ses a seguir. As cadeias S;

representam a seqiieéncia de conteiddo da pilha que A/ tem no ramo de aceitagcio
da computacio.

1. 7o = qo € so = e. Essa condicio significa que M inicia apropriadamente,
no estado inicial € com uma pilha vazia.

2.

3. r,y € I Essa condicio afirma que uwm estado de aceitacio ocorre ao final
o7 da entrada.

& 16



0: @ xZ, xI.—P(Q x | B
Computacao com um AP

Um autédmato com pilha M = (Q, 3, T, 9,qo, F) computa da seguinte ma-

neira. Ele aceita a entrada w se w puder ser escrita como w — WWe - - - Wiy,
onde cada w; € ¥, e existem uma seqiiéncia de estados 7,71, ...,7y € Q e ca-
TS S 8 < ol i T que satisfazem as trés condi¢Ses a seguir. As cadeias S;

representam a seqiieéncia de conteiddo da pilha que A/ tem no ramo de aceitagcio
da computacio.

1. 7o = qo € so = e. Essa condicio significa que M inicia apropriadamente,
no estado inicial € com uma pilha vazia.
2. Para¢ = 0,...,m — 1, temos (ri+1,b) € 8(r;, wit1,a), onde

3. ry € I Essa condicio afirma que um estado de aceitacio ocorre ao final
o7 da entrada.
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fS:QXZaXFE—}P(er_;:,) :i+1’ :

Computacdo com um AP

a b
tl tl
_Um automato com pilha M = (Q,X,1, 4, qo, F) computa da seguint b L
neira. Fle aceita a entrada w se w puder ser escrita como w — wiws --|
onde cada w; € 3., e existem uma seqiiencia de estados 7,71, ...,7,, € Q
TS S 8 < ol i T que satisfazem as trés condi¢des a seguir. As cade Si_ St

representam a seqiieéncia de conteiddo da pilha que A/ tem no ramo de aceitagcio
da computacio.

1. 7o = qo € so = e. Essa condicio significa que M inicia apropriadamente,
no estado inicial € com uma pilha vazia.
2. Para¢ = 0,...,m — 1, temos (Fiq1,b) & O(ri,w;y1,a), onde s; = at e

Siy1 = bt para algum a,b € I. e+ € T'*. Essa condig¢ao afirma que M se

move apropriadamente, conforme o estado, a pilha e o préximo simbolo
de entrada.

3. r,y € I Essa condicio afirma que uwm estado de aceitacio ocorre ao final
da entrada.
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EXEMPLO 2.18

Nesse exemplo, damos um AP M3 que reconhece a linguagem {ww®| w €
0.1}7}. Lembremo-nos de que w™ significa w escrita de trds para a frente.

EXERCICIO !
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E XE M PLO 2. l 8 e e e e

Nesse exemplo, damos um AP M3 que reconhece a linguagem {ww®™| w €
0.1}7}. Lembremo-nos de que w” significa w escrita de trds para a frente.

segue a descri¢do informal do AP.

Comece empilhando os simbolos que sdo lidos. A cada ponto, adivinhe
nao-deterministicamente se o meio da cadeia foi atingido e, se tiver sido,
passe a desempilhar um simbolo para cada simbolo lido, checando para
garantir que cles sejam os mesmos. Se eles forem sempre os mesmos e
a pilha esvaziar ao mesmo tempo em que a entrada terminar, aceite; caso

contrario, rejeite.
E;E—r§ B, &—0
= 92 1,e—>1

R

0,0—&
‘ =5 —e W 1,1»€

Aqui nao-determinismo é essencial!

EEA:SC*PH (pois ndo sei onde é o meio da cadeia)

s¥an

VYA
"‘
D
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EXEMPLO 2.16
{a*bc®|i,5,k > 0ei=joui=Ek}

Empilho quando leio a's, e desempilho quando leio b's ou c's?

EXERCICIO !

WA
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EXEMPLO 2.16
{a*bc®|i,5,k > 0ei=joui=Ek}

Empilho quando leio a's, e desempilho quando leio b's ou c's?

Agui nao-determinismo também €& essenciall

b.a—E C,E— £
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Exerciclos

SIPSER: Ja podem fazer até 2.10 (sobre autbmatos com pilha séo o 2.5,
2.7 e 2.10)

Criem também automatos a pilha para as linguagens do final da aula 10b:
1) {ab?|i>= 1}

3) {wcwR | w € {a, b}*}, sendo wR a cadeia w reversa (escrita de tras para a
frente)

4) {a™bm™c"d" | m >=0, n >= 1}
5) {a™b"c"d™ | m >= 1, n >= 0}
..6){aa*bic |i>=1,]>=1i}
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