Reflexdes



Difusao na semireta - método da reflexao

Problema. Seja g : [0, +00) — R uma fungdo continua e limitada.

a) Encontre uma férmula para a solu¢do do seguinte problema

(x,t) — kux(x,t) =0 x>0, t>0
x,0) = g(x) x>0
0,t)=0 t >0 (Dirichlet)
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estendendo o dado inicial de modo impar e usando a férmula
para o problema de difusido na reta.

b) Mostre que a férmula encontrada fornece a tnica solugdo
limitada do problema.



Solugdo. a) Primeiramente estendemos g de modo impar fazendo

g(x) x>0
E(x)=4{ —8(=x) x<0
0 x=0.

Notemos que a fungao assim definida é continua em R somente se
g(0) = 0. Considere o problema de Cauchy

ur(x, t) — kuyx(x,t) =0 —oco < x < oo, t>0
u(x,0) = g(x) —00 < X < 00.

A soluc3o desse problema de difus3o na reta é
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Agora seja u(x, t) a restricdo da fungdo tildeu no primeiro
quadrante, isto é,

u(x,t) = d(x,t) para x> 0.
Do cdlculo anterior obtemos
olx.t) = [ IS0y 0) = S(x . )] () o

para 0 < x < 00, 0 < t < 00.



A fungdo u dada pela férmula (1) é limitada e resolve a equagdo
da difusdo no quadrante x > 0, t > 0. Além disso, sendo S uma
funcdo par em relagdo a variavel x, temos

u(0,£) = /O T IS(—y. 1) — S(y. )] gly) dy = 0.

Portanto, u também satisfaz a condicdo de Dirichlet na semireta
x =0.



Para cada xp > 0, g(x0) = g(x0). Segue-se imediatamente da
continuidade de g em xp que

lim u(x,t) = lim i(x, t) = g(x0).
(x,t)—(x0,0) ( ) (x,6)=(x0.,0) ( ) g( 0)

Portanto u é continua no fecho do quadrante, exceto
possivelmente a origem e em particular

u(x,0) = g(x), x>0.

A continuidade na origem ocorre se, e somente se, g(0) = 0.



Exercicio 1. Seja g : [0,4+00) — R uma fungdo continua e
limitada.

a) Encontre uma férmula para resolver o problema

ur(x, t) — kux(x,t) =0 x>0, t >0

u(x,0) = g(x) x>0

u(0,t) =0 t>0 (Neumann)
estendendo o dado inicial de modo par e usando a férmula
para o problema de difusido na reta.

b) Mostre que a férmula encontrada fornece a tnica solugdo
limitada do problema.



Corda semi-infinita - método da reflexao

Problema. Considere o problema

st (X, t) — g (x, t) = 0 x>0,t>0
U(X,O) = QS(X)’ ut(Xa 0) = %Z)(X) x>0
u(0,t) =0 t >0 (Dirichlet)

Depois de estender adequadamente os dados iniciais para todo R,
use a férmula de D'Alembert para escrever uma férmula
representando a solucdo.



Solucio. Procuramos ¢ e 1, definidas em R, tais que coincidam
com ¢ e 1) para x > 0 e que a funcdo dada pela férmula de
D'Alembert

. . xX+ct .
i t) = Sl30xc+ )+ 8- ol + 5 [ G @)

2¢ x—ct
satisfaca a condicdo
u(0,t) =0 Vt>0.

Isto implica

C

1 - ~ 1 t

Slo(et) + o(—ct)] + 5= [ (s)ds = 0.

2 2c J_ o
O modo mais fécil de atender a essa condicdo € exigir que ambas
as parcelas se anulam separadamente, e isso acontece estendendo
¢ e ¢ de forma impar.



Podemos portanto concluir que a solugdo é dada por (2) com

; o(x) x>0
P(x) = { —¢(=x) x<0
0 x=0.

—(—x) x<0

) { P(x) x>0
0 x=0.



Vamos entender a férmula (2). Para (x, t) tal que x — ¢t > 0,
somente argumentos positivos ocorrem na férmula (2), de modo
que u(x, t) é dada por

1 1 xX—+ct
u(x, t) = 2[qb(x—l—ct)—l—gb(x—ct)]—i—2C/ t (s)ds, se x—ct > 0.

X—C

Para (x, t) tal que x — ct < 0, temos ¢(x — ct) = —¢(ct — x), e
assim por diante, de modo que

u(x, t) = %[(b(x +ct) — é(ct — X))

1

x-+ct 1 0
— ds + — —1)(—s)ds.
+ 2 J, Y(s)ds + e /Xct Y(—s)ds



A mudanca de varidveis s — —s na segunda integral do lado
direito da L [ 4 (s)ds. Portanto,

ct—x

1 1 ct+x
u(x,t) = 2[¢>(ct+x)—¢(ct—x)]+2c/ P(s)ds, se x—ct <O0.

t—Xx

Finalmente, podemos escrever a solugcdo u(x, t) desse problema
como

E[<;5(x +ct) + ¢(x — ct)] + 1 /Hd P(s)ds, x—ct>0
2 2c x—ct 7 B

u(x,t) =

%[éb(d + x) — ¢(ct — x)] + 2—1C /:J;X P(s)ds, x—ct<O0.



g

t— x/c

x—ct<O0

(x.1)

x—-ct>0

ct—Xx

Figure: 1.
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Comentarios sobre essa solucao.

(i) Se o ponto (x, t) estiver abaixo da caracteristica x — ct = 0,
isto é, x — ct > 0, o valor de u(x, t) serd como se a corda fosse
infinita. Podemos dizer que nesse caso o ponto x n3o “sentird” que
a corda € limitada a esquerda, a n3o ser apés um tempo t = x/x.

(ii) Se o ponto (x, t) estiver acima da caracteristica x — ct = 0,
isto é, x — ct < 0, observe a geometria da Figura 1, onde a
caracteristica emanando do ponto (x, t) atinge o eixo t no ponto
t — (x/c), ai se reflete e vai encontrar o eixo x no ponto ct — x.



Na realidade, se x — ct < 0, devemos olhar esse percurso no
sentido oposto: um sinal emanando do ponto ct — x, no instante
inicial, [e por isso vamos entender o valor de ¢ nesse ponto, isto é,
¢(ct — x)] e se propagando para a esquerda com velocidade ¢
encontra a extremidade da corda, onde se reflete, e vai estar no
ponto x no instante t.

A férmula diz que nessa reflexdo ha uma troca de sinal [¢(ct — x)
passa a ser —¢(ct — x), pois é este valor que entra na férmula para
compor o valor de u(x, t)]. Observe que os valores u:(x,0) sdo
também refletidos. O valor de u(x, t) agora depende dos valores de
¢ no par de pontos ct + x e dos valores de v no intervalo entre
esses pontos.



Problema. (Corda limitada). Considere o problema

Use(x, t) — Cu(x, t) = O<x<L t>0
u(x,0) = ¢(x), u(x ,0) =9Y(x) x>0
u(0,t) = u(L, t) = t >0 (Dirichlet)

Definindo adequadamente os dados iniciais ¢ e v fora do intervalo
[0, L], use a férmula de d’Alembert para representar a solugdo
como uma superposicdo de ondas.



Soluggo. Os dados iniciais ¢(x) e ¥(x) sdo dados somente para
0 < x < L. Vamos estendé-las a R de modo impar e 2L-periddica:

O(—x) = —o(x) e G(x+2L) = ¢(x),

1/7(—x) = —1/7(X) e P(x+2L) =P(x).

Seja v(x, t) da solugdo do problema na reta com os dados iniciais
estendidos. Seja u(x, t) a restricdo de v ao intervalo (0, L). Assim,
u(x, t) é dado por

. . X+ct
u(x, t) = %[¢(X + ct) + ¢(x — ct)] + 1/ P(s)ds  (3)

2¢ Jx—ct

para 0 < x < L.



Esta férmula contém todas as informagdes de que precisamos. Mas
para ver isso explicitamente devemos desenvolver as definicGes de
& e 1), que resultard em uma férmula bastante complicada porque
inclui uma descricdo precisa de todas as reflexdes da onda em
ambos os pontos x =0 e x = L.



Podemos compreender o resultado explicito que estamos prestes a
obter desenhando um diagrama espago-tempo (Figura 2).

A partir do ponto (x, t), desenhamos as duas caracteristicas e as
refletimos cada vez que atingem as retas x =0 e x = L.
Acompanhamos a mudanca de sinal em cada reflexao.

Ilustramos o resultado na Figura 2 para o caso de um ponto tipico
(x, t). llustramos também na Figura 3 a definicdo da fungdo
estendida ¢. (A mesma imagem ¢é valida para . )
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Figure: 3.



Por exemplo, para o ponto (x, t) como ilustrado nas Figura 2 e 3,
temos

d(x+ct)=—d(4L —x —ct) e ¢(x—ct) =+¢(x —ct+2L)

O sinal negativo em —¢(4L — x — ct) vem do ndmero impar de
reflexdes (3). O sinal positivo em +¢(x — ct + 2L) vem do nimero
par de reflexdes (2).



Portanto, a férmula geral (3) neste ponto (x, t) reduz-se a

u(x, t) = % [6(x — ct + 2L) — G(4L — x — ct)]

+1[/_st+2Lds+/_OL—w(—sds
/w ds+/2L Y(—s +2L)ds

x—+ct
+ w(s— 2L)ds+/ —¢(—5+4L)ds]

2L 3L



Observe que hd um cancelamento das quatro integrais
intermedidrias, como vemos mudando as varidveis z = —s temos

[ o= [ viae

e a fazendo a mudanca de varidveis z = 4L — s temos

3L 2L
P(s —2L)ds = P(—z+2L)dz.
2L L



Fazendo uma mudanc¢a de varidveis nas duas integrais restantes, a
férmula fica

u(x, t) = % [6(x — ct + 2L) — G(4L — x — ct)]
L 4L —x—ct
+ % [/ )(2)dz + +/ w(Z)dZ] :

—ct+2L L

Portanto, encontramos a férmula da solug¢do no ponto (x, t)
ilustrado é

1 1 4L —x—ct
u(x, t) = 5 [p(x — ct +2L) — p(4L — x — ct)]—i—z /xct+2L Y(z)dz.



A férmula da solugdo em qualquer outro ponto (x,t) é
caracterizada pelo nimero de reflexdes em cada extremidade

(x =0,L). Isso divide a faixa (0, L) x (0,00) no no plano xt em
regides na forma de losango ou triangulares, conforme ilustrado na
Figura 4. Em cada uma dessas regides, a solugcdo u(x, t) é dada
por uma férmula diferente.
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Figure: 4.



As férmulas explicam em detalhes como a solucdo se escreve. No
entanto, é impossivel generalizar o método para problemas
bidimensionais ou tridimensionais, nem funciona para a equac¢io de
difusdo. Além disso, é muito complicado! Portanto, no préximo
tépico da disciplina apresentaremos um método completamente
diferente (Fourier) para resolver problemas em um intervalo
limitado.



