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1-) Na figura anexa é mostrada uma montagem experimental para transmissão de movimento angular a dois

volantes de inércias angulares J1 e J2, respectivamente. A transmissão do movimento angular se dá através

de uma sequência de quatro polias (polia 1 e 4 montadas em eixos separados e polias 2 e 3 montadas no

mesmo eixo) e duas correias, montadas de acordo como mostrado. Uma entrada velocidade angular !i(t)

é aplicada ao eixo da polia 1 e transmitida para os volantes através do sistema de polias e correias. Seu

trabalho: (i) Escrever claramente as equações de movimento para os dois volantes; (ii) Determinar as F.T.

relacionando o deslocamento angular de cada volante (✓1 e ✓2) com a velocidade angular de entrada !i(t).

Estabeleça hipóteses simplificadoras que julgar necessárias e as escreva claramente na sua solução. Obs.: os

volantes estão montados em mancais que podem introduzir efeitos de dissipação de energia no sistema ! Não

existe contato entre as superf́ıcies dos volantes !

555Problems

9.4.e Plot the input and the responses using Mathcad or 
MATLAB.

Problem 9.5 A translational mechanical system is shown 
schematically in Fig. P9.5. The system consists of a force 
source F( t) acting on a lever, to which are attached a damper 
b1 and two springs, K1 and K2. Spring K2 is attached to mass 
M which slides on a rail with a lubricating film, damping 
b2. The parameter values are tabulated. The system is de-
energized before the input force act on the system.

Table P9.5  Parameter values
L1 L2 L3 b1 b2 K1 K2 M
1 2 1 1 0.5 1,000 1,500 10

9.5.a Derive the state equations of this system.

9.5.b Calculate the system’s eigenvalues using the parame-
ter values in Table P9.5. If the system is underdamped, 
determine the ideal, undamped natural frequency ωn, 
the damped natural frequency ωd, and the damping 
ratio ζ.

9.5.c Use the Laplace transform to solve the state equations 
to yield the transfer functions for the state variables 
X s
U s

1( )
( )

,  
X s
U s

2 ( )
( )  and 

X s
U s

3 ( )
( )

.

9.5.d Use Laplace transforms and partial fraction expan-
sion, if necessary, to determine the responses of the 
state variables to the force input, F t u ts( ) ( ).= 400

9.5.e Plot the input and the responses using Mathcad or 
MATLAB.

Problem 9.6 A rotational mechanical system is shown sche-
matically in Fig. P9.6. The system consists of an angular 
velocity source which acts on the input shaft of a belt drive 
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2-) A figura anexa mostra uma vista tri-dimensional simplificada do projeto de uma mesa didática de uma

dada aula prática da disciplina de Modelos Dinâmicos. Uma força de entrada fi(t) é aplicada à extremidade

de uma haste ŕıgida e de massa não despreźıvel que é presa por uma junta rotoidal em O (permite apenas

movimentos de rotação em torno deste ponto). A haste ŕıgida também é fixada a um amortecedor linear,

puro e ideal, de constante B1, uma mola linear, pura e ideal, de constante K e a uma haste flex́ıvel (permite

deformações na direção axial). Estima-se que esta segunda haste possua uma massa de valor inferior a 10%

do valor da massa da haste ŕıgida. Estima-se, também que, a haste flex́ıvel possua uma constante de mola

equivalente que pode assumir um valor de no máximo 25% do valor da constante K. Seu trabalho: (i)
Escrever claramente as equações diferenciais de movimento para o modelo; (ii) Obter a F.T. relacionando

o deslocamento linear da massa M , xo, em relação à entrada força fi, ou seja:
Xo(s)
Fi(s)

. Estabeleça hipóteses

que julgar necessárias. Dado: momento de inércia de uma barra uniforme de comprimento l e massa m em

relação ao seu CG: IG =
ml2

12 .
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EXERCÍCIO 4

Para o sistemas fluídico mostrado ao lado, o volume do tanque é dado por: 
<latexit sha1_base64="nCbHefPpuTPoMscFAgBdRq12LLI=">AAACT3icbVDLSgMxFM3UV1tfrV26CVbBVZlpRbsRCm5cVrAPaGvJpHfa0EwyJhmhDPMtbvVzXPol7sSZOps+LgQO59ycyzluwJk2tv1t5XZ29/YP8oXi4dHxyWmpfNbVMlQUOlRyqfou0cCZgI5hhkM/UEB8l0PPnT+keu8NlGZSPJtFACOfTAXzGCUmocalShff46GnCI2cOGrE89lLY1yq2jV7OXgTOBmoomza47J1OZxIGvogDOVE64FjB2YUEWUY5RAXh6GGgNA5mULkEzNT2tMr7CCBgvigR9EyU4yvEmaCPamSJwxesis+xNd64bvJZuqo17WU3KqBZsLEWwRXwauI131cvUhsXMkneKoA5jj9iNPLkuvVCMZrjiImgtCAoP8JvJBjI3HaPC4mvTrrLW6Cbr3m3NbqTzfVVjNrOI/O0QW6Rg66Qy30iNqogyhaoHf0gT6tL+vH+s1lqzkrAxW0MrnCH6+essk=</latexit>

V =
1

3
kh3

sendo k uma constante. O fluxo de entrada é realizado por 
uma fonte ideal de vazão qi(t) e através de uma bomba de 
sucção que fornece uma vazão qs(t). O tubo de descarga 
possui uma válvula reguladora da vazão de saída qo(t). 
Considere que o tubo de entrada apresente uma resistência 
fluídica pura e ideal R e a válvula seja modelada como 
um orifício com relação dada por    

Objetivo: Obter modelo linearizado 
                 para o sistema 

<latexit sha1_base64="nV37hAF6GMD33rVwoELHV8NYVl8=">AAACVHicbVBNSyNBFOwZv7OuxvUieGnMCnsKM0HUy4KgB48KRgUThp7Om9ikp3vS781CGMZf49X9OYL/xYMzMZdECxqKqveqeRVnWiEFwZvnLy2vrK6tbzR+bP7c2m7u/LpFmzsJXWm1dfexQNDKQJcUabjPHIg01nAXj85r/+4fOFTW3NAkg34qhkYlSgqqpKi5N44s/8tHEfVw7KjoXYAmwbMyaraCdjAF/0rCGWmxGa6iHe93b2BlnoIhqQXiQxhk1C+EIyU1lI1ejpAJORJDKFJBjw4TnFMfKmpECtgvpoeV/LBSBjyxrnqG+FSdyxEp4iSNq8k6ERe9WvzWA1SGym+M2MHYlIs5MU6qmNjqAR86gBGvF3n9s9U4fwIlp/1CmSwnMPLzgiTXnCyv6+eNqtdwscWv5LbTDo/bneuj1tnprOF1ts8O2B8WshN2xi7ZFesyyZ7YM3th/71X791f8lc+R31vtrPL5uBvfQDnsrRn</latexit>

qo = kt
p

�p
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EXERCÍCIO

A figura anexa mostra um sistema hidráulico onde um pistão movimenta uma massa M 
através de duas fontes de pressão. Obtenha o modelo matemático mostrando a EDO 
para a massa M em função de p1 e p2
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