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Capitulo 5 do Livro Texto** (Cremasco):

Estudar todos os subcapitulos, com excecéo do 5.5.
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Topicos

= |. Difusao em RT com resisténcia externa desprezivel

= |.1. Difusao em uma placa plana infinita

= |.2. Difusao em uma esfera.

= |.3 Difusao em um cilindro infinito




A difusdo serd transiente, quando a diferenca da
concentracdo variar no tempo, € conseguentemente,
o fluxo fambém variard no tempo.

Esse fendbmeno pode ocorrer em vArios processos
industriais, tais como, secagem, adsorcdo, hidratacao,
umidificacdo, extracdo, salga/dessalga, etc.

Nesses processos, geralmente a difusdo ocorre dentro
de um sdlido (ou liguido parado ou movendo-se em
regime laminar), com o fluxo entrando ou saindo dele,




Portanto, existirdo, sempre, duas resisténcia G
transferéncia de massa: a interna (dentro do corpo
onde ocorre a difusdo), e a externa (no fluido, onde
ocorre conveccdo ou mesmo, difusdo).
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Portanto, existirdo, sempre, duas resisténcia ¢
transferéncia de massa: a interna (dentro do corpo
onde ocorre a difusdo), e a externa (no fluido, onde
ocorre conveccdo ou mesmo, difusdo).

Em ambos os casos, a equacdo da difusdo é:

aC
a_:zDapVZCA (1)

solucdo dependerd de Biy,:
Zkm _ Z/Dap
Dap Kp - Kp/km (2)




Ocorrerdao 2 situacoes:

1) Quando Bi,, 2 «
Considera-se que a Rext é desprezivel
(Z/Dap >> Kp/km)




Ocorrerdao 2 situacoes:

1) Quando Bi,, 2 «
Considera-se que a Rext é desprezivel
(Z/Dap >> Kp/km)

2) Quando Biy, =2 0
Considera-se que a Rext nao é desprezivel
(Z/Dap << Kp/km)




Ocorrerdao 2 situacoes:

1) Quando Bi,, > «©  (Bi,, > 50)
Considera-se que a Rext é desprezivel
(Z/Dap >> Kp/km)

2) Quando Biy, =2 0
Considera-se que a Rext nao é desprezivel
(Z/Dap << Kp/km)




l. Difusao em RT com resisténcia externa desprezivel

Esta situacdo ocorrerd quando houver forte
conveccdo (Re elevado) na fase fluida, ou seja, fora
do meio onde estd ocorrendo a difusdo.

Portanto, inexiste gradiente de concentracdo no
fluido, que terd concentracdo no infinito. E, devido @
forte conveccdo, a superficie do solido enfrard em
equilibrio imediatamente.
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l. Difusao em RT com resisténcia externa desprezivel

Esta situacdo ocorrerd quando houver forte
conveccdo (Re elevado) na fase fluida, ou seja, fora
do meio onde estd ocorrendo a difusdo.

Portanto, inexiste gradiente de concentracdo no
fluido, que terd concentracdo no infinito. E, devido @
forte conveccdo, a superficie do solido enfrard em
equilibrio imediatamente.

Estamos interessados, agora, em obter uma equacao
que permita o cdlculo da evolucdo da




I.1. Difusao em uma placa plana infinita

Placa plana infinita: L >> 2a, e W >> 2q.




I.1. Difusao em uma placa plana infinita

Placa plana infinita: L >> 2a, e W >> 2q.

Nesse caso, a equacdo da difusdo:




I.1. Difusao em uma placa plana infinita

Placa plana infinita: L >> 2a, e W >> 2q.
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E, as condicoes de contorno:

Nesse caso, a equacdo da difusdo:

Cl:it=0>C,=C,,

CCl:t>0,emz=0->0C,/0z=0

FACULDADE DE ZOOTECNIA E ENGENHARIA DE ALIMENTOS



Visando a obtencdo de uma solucdo “mais universal”,
vamos adimensionalisar a Equacdo da difusdo (Eq. 3),
usando o adimensional 0:
Cyq— Ch
=24 (4

CAO_CZ




Visando a obtencdo de uma solucdo “mais universal”,
vamos adimensionalisar a Equacdo da difusdo (Eq. 3),
usando o adimensional 0:

)
CAO_CZ




Visando a obtencdo de uma solucdo “mais universal”,
vamos adimensionalisar a Equacdo da difusdo (Eq. 3),

usando o adimensional 0:

p=AzCa (4
Cao — Cy
Logo: C, =0(Cyo—Cy) +Cy

a& — (CAO - CZ)G—H

62
az2 — (CAO - CA) az2




Substituindo na Eg. 3, temos:

020

00
(Cao — CA)E = Dap(CAO — CA)(aZZ




Substituindo na Eg. 3, temos:

(1T = Do (G0~ s




Substituindo na Eg. 3, temos:

E, portanto, a equacdo da difusdo adimensional fica:

99 829
o = Dap 53)  (5)




E, as condicoes de contornoe

Clit=0>C,=C,g>0= Za0=C_

CAO - CA




E, as condicoes de contornoe

Clit=0>C,=Ch > 0= Z=Cao




E, as condicoes de contornoe

Clit=0>C,=Ch > 0= Z=Cao

CCliemz=0-> 24 = (Cy — cA)——o >2=0




E, as condicoes de contornoe

Clt=0>C,=Ch> 0=

CCliemz=0-> 24 = (Cy —

Ca— C;
CC2:emz=71>C,=C,*>0=2—"424=0

CAO_CA




Em Resumo:

90 920

E:Dap(g (5)
Cl:t=0->06=1
cm:emz:oeg—i:o
CC2:emz=72->606=0




Em Resumo:

90 920

E:Dap(g (5)
Cl:1t=0->06=1 ]
CC]:emz=O%Z—z:O 0 —
CC2:emz=72->606=0 0




A solucdo da Eq. 5 [6 =f(zt) e 6 = f(t)] serd pela
técnica de Separacdo de Variaveis:

0(z,t) =(z) B(t) (6)




A solucdo da Eq. 5 [6 =f(zt) e 6 = f(t)] serd pela
técnica de Separacdo de Variaveis:

0(z,t) =(z) B(t) (6)

Portanto, teremos;

a6 _  dB
at ' dt (7)
a0 _ o d%y

(8)

dz2 B dz?




(7)




ap _ a*y
ac = DapB 32 )

Que, separando as variaveis, fica:

1 ap_ 1 d*¥ (10q)

DgpBdt ¢ dz2




ap _ a*y
ac = DapB 32 )

Que, separando as variaveis, fica:

1 dB_ 1 a%% _ 2
DgpBdt ¢ dz? A (106)




ap _ a*y
ac = DapB 32 )

Que, separando as variaveis, fica:

1 dB_ 1 a%% _ 2
DgpBdt ¢ dz? A (106)

Portanto, temos:

L+ 2Dgp=0 (1)

Wy p=0 (12

dz?




Solucdo da Eqg. 11:

fd—[f —A2D,, [dt  (13)

E: LnB = =A*Dgy,t + Cy (14

b= ClEXp(_AZDapt) (15)




E, a solucdo da Eqg. 12:
Y 2 =0

dz?

Sera:




E, a solucdo da Eqg. 12:

Sera:

2
YV 22 =0

dz?

Y = C,Sen(iz) + C;Cos(Az)

(16)



E, a solucdo da Eqg. 12:
Y 4 22y =0

dz?

Sera:

Y = CSen(iz) + C;Cos(Az)| (16)

Portanto, a solucdo 6 = f(z,1) sera:




E, a solucdo da Eqg. 12:
Y 4 22y =0

dz?

Sera:

Y = CSen(iz) + C;Cos(Az)| (16)

Portanto, a solucdo 6 = f(z,1) sera:

|0 =[A Cos(Az) + B Sen(rz)]Exp(=A*Dgpt)| (17)

Onde:A=C,xC; e B=C, xC,




Aplicando a CCl.:

constante

= [-AASen(Az) +BACos(Az)]Exp( AZDapt) (18)

d9
dz




Aplicando a CCl.:

constante

= [-AASen(Az) +BACos(Az)]Exp( )LZDapt) (18)

d9
dz

E, consequentemente:
AASQm/AO) + BACp/;\O)] =0 (19)

= »,Portanto, a Eq. 19 sé serd “verdade”, se B = 0.
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6 = [A Cos(Az)]Exp(—A°Dgpt)

(20)



6 = [A Cos(4z)|Exp(—12Dg,t) | (20)

Agora, aplicamos a CC2: # 0
01,-7 = [A Cos(AZ)] Exp(—A2Dgpt) = 0 (21)




6 = [A Cos(4z)|Exp(—12Dg,t) | (20)

Agora, aplicamos a CC2: # 0
01,-7 = [A Cos(AZ)] Exp(—A2Dgpt) = 0 (21)

Portanto, considerando que A = 0:

Cos(AZ) =0 (22

|.ﬂ.| E, isso serd verdade em
e, A=n/2L; 3n/2L; 5n/2L. .




Logo, enconframos Lambda:
Iy=0Cn+1)—| (23)




Logo, enconframos Lambda:
Iy=0Cn+1)—| (23)

Portanto, a Eq. 20 ficarad:

2n+1
27

(2n+1)2

6 =3 A, Cos(Z=mz) Exp (— = n2Dg,t) | (24)

=, Mas, ainda falta enconfrar A,,... com a Cl...




—
Ble=o = T Ap COs(Z=mZ)Exp(0) = 1 (25)




—
0le=o = T Ap COs(Z=mZ)Exp(0) = 1 (25)

2n+1

Portanto: > A, Cos| nz)=1 (26)

2Z




—
0le=o = T Ap COs(Z=mZ)Exp(0) = 1 (25)

Portanto: > A, Cos(zn+1 z) =1 (26)

Os A,, sdo os Coeficientes da Serie Cosseno de
Fourier, determinados com a equacqo:

An=2[Cos(Z=nz)dz (27)

(28)




Logo, substituindo a Eq. 28 na EqQ. 24, teremos a
solucdo da Equacdo da difusado em uma placa plana
infinita [6 = f(z,1)]:

(2n+1)*
47

0 =2 332012 Cos( 2wz Exp(-

2n+1 27 ﬂzDaP 0| (29)




Essa equacdo pode se apresentar de maneira muito
mais simples, se usarmos os seguintes termos:

n=12/71

v = (2n+1)1/2

e Fo, = D—;;LT (N° de Fourier)




Essa equacdo pode se apresentar de maneira muito

mais simples, se usarmos os seguintes termos:
n=12/71

v = (2n+1)1/2

e Fo, = D—;;LT (N° de Fourier)

D"
,— COos(ynn)Exp(—v*FO,)

0 =2Yn’o




AQOora, vamos para a equacdo que representa a
evolucdo da concentracdo média no tempo.

Recordando o conceito de média de uma funcdo:
— Z
0 = %fo C,(z,t)dz (31)

E, aplicando a Eqg. 29 nessa integral, chega-se G
Aguacao 6 = f(f):




(2n+1)2

EXp(_ 472 nzDapt) (32)

Oou

6 = 2572 -z Exp(—1°F0,))|  (33)

e v, = (2n+1)n/2

*

CAO - CA




Aplicando a Eq. 33:

2 2 2 2

, Yo 5 |£1 )

+— Exp(—yzzFOM) +— EXP(—VstOM) T EXp(_V‘lZFOM)
Vﬁ V3 Va

+ — Exp(—ys°Fo,,) + ¢

Vs

ComEYo n/2; v,= 3n/2; v,= On/2; y3= 7n/2; v,= In/2; ys= 117/




Critério de tfrucagem:
Quando Fo,, > 0,2 - frunca-se em n=0.

2 2
6 = —ZExp(—yO FO )
Yo

Com y,= m/2

Dgp
1Z°

FoM =




1.2. Difusao em uma esfera.

Quando o meio onde estiver ocorrendo a difusdo for
uma esfera, ou possa ser aproximado a uma esferq,
deve-se utilizar a solucdo da equacdo da difusdo em
coordenadas esféricas:

2 0CA . 0°%Cy
ar Dap (= +

(34)

r or dr? )




1.2. Difusao em uma esfera.

Quando o meio onde estiver ocorrendo a difusdo for
uma esfera, ou possa ser aproximado a uma esferq,
deve-se utilizar a solucdo da equacdo da difusdo em
coordenadas esféricas:

2 0CA . 0°%Cy
= Dap (] or T arz)

(34)

Com:

Cl:t=0->C,=C,
CCl:t>0,emr=0 - limC, = finito

r—0

CC2:1>0,emr=R->C,=C,*




Apresentando em adimensional:

00 2 00 829
ot Dap (r or arz)

(34)
Com:
Clht=0->606=1

CCl1:1>0,emr=0 -2 lim @ = finito

r—0

CC2:t>0,emr=R=>06=0




De maneira andloga...

0(r,t) = P(r) B(L)

Portanto, teremos:

a6, dp
dat 7 dt
o _ , dy
dr B E
aze _ , d*y
arz P arz
¥~ E, portanto:
=Dy (3B S4B

(35)

24) 36)

dr?




E, entdo:




E, entdo:

1 dB _ 1(2dy  d*P\ _ o
Dadet_tp(rdr-l_drz)_ A (37)

Sendo que a solucdo da primeira integral, j&
conhecemos (Eqg. 15):

B = ClEXp(—AZDap t)




E, entdo:

1 dB _ 1(2dy  d*P\ _ o
Dadet_tp(rdr-l_drz)_ A (37)

Sendo que a solucdo da primeira integral, j&
conhecemos (Eqg. 15):

B = ClEXp(—AZDap t)

< ¥ 2, E, a segunda equacdo é:

Y 2004 g2 =0 (38)

— dr? r dr




Para resolver a Eg. 38, € preciso criar uma nova
variavel (g):
E=Try (39)

Entdo, € necessario derivar a funcdo vy, para
substituicdo na Eq. 38:




E, substituindo as Egs. 39, 40 e 41 na Eq. 38:




E, substituindo as Egs. 39, 40 e 41 na Eq. 38:

2/3/ 2de  1d’c 2¢  2de | ,p€
Zhvr-l'fdrz /,,3+,%+/1¢—0(42)




E, substituindo as Egs. 39, 40 e 41 na Eq. 38:

2 1d%e 2 de €
~- ?}\c +o S 122 =0 (42)
Ficando assim:

T Re=0] (43)

Que é idéntica a Eqg. 12, para Placa Plana.




E, substituindo as Egs. 39, 40 e 41 na Eq. 38:

2 1d2 2 de €
At At A T =0(42)
Ficando assim:

e L e =0 (43)

Que é idéntica a Eq. 12, para Placa Plana. Logo, sua
fouc;oo é conhecida:

= C,Sen(ir) + C,Cos(Air) (44)




Como vy = ¢/r (da Eqg. 39), a Eqg. 44 fica:

Y = % Sen(ir) + % Cos(ar) (45)




Como vy = ¢/r (da Eqg. 39), a Eqg. 44 fica:

Y = % Sen(ir) + % Cos(ar) (45)

E, a Eq. 35 fica, entdo:

0 = [2Cos(r)+=Sen (i) ]Exp(~A2Dpt) | (46)

Agora, tfemos que aplicar as CCs e Cl...




Os passos seguintes sdo similares aos da Placa Plana,
com excecdo da aplicacdo da CCl1:

lim 0 = [2 Cos(10)+ = Sen(A0)]Exp(~A2D 4, t)=finito (47)

r—0




Os passos seguintes sdo similares aos da Placa Plana,
com excecdo da aplicacdo da CCl1:

1 0 constante finita

lim § = [é Qo/; (10)+ %s% (/10)]E{IXp(—AZDap\thiniTo (47)




Os passos seguintes sdo similares aos da Placa Plana,
com excecao do opliccc;c”]o da CCl1:

constante finita

QO/(AO)+ S%(AO) |Exp(— AZDapt) =finito (47)

r—>0

Portanto, temos a seguinte situacaAo:

indeterminado

lim 6 = [é g Exp(—2°Dg,t) = finito  (48)

r—0

- Portanto, A =0, por que o limite nGo p
LP@:UJ lIQJJ tender para o infinito...




Mas, a Eqg. 47 simplificada ainda tem que atender @
CCl:

lim 6 = [2Sen (A0) JExp(—22 Dy t) = finito (47)




Mas, a Eqg. 47 simplificada ainda tem que atender @
CCl:

lim 6 = [2Sen (A0) JExp(—22 Dy t) = finito (47)

Ou seja, o tfermo em Seno tem que ser finito.




Mas, a EqQ. 47 simplificada ainda tem que atender a
CCl:

lim 6 = [2Sen (A0) JExp(—22 Dy t) = finito (47)

Ou seja, o termo em Seno tem que ser finito.
Aplicando a Regra de L'HOpital no tfermo enftre []:

lim 6 = [B 2 Cos(20)] = finito

r—0




E EQuacdo entdo, continua como:

0 = [2Sen(Ar)JExp(~A2Dgyt) (48)




E EQuacdo entdo, continua como:

0 = [2Sen(Ar)JExp(~A2Dgyt) (48)

Aplicando-se a CC2, se determina:
Iy = (49)

=Ezcom a Cl, determina-se:

i ﬁlﬁﬁ’\i"«ﬁ}v ‘ﬁ 2R 1
2 _ _1\n+
B, = —(-1) (50)

B O s i




Substituindo as Egs 49 e 50 na Eq. 48, temos:

( )n+1 (TLTL’)Z

Zn 1[ ]Sen(—)E (_ Dapt) (5])




Substituindo as Egs 49 e 50 na Eq. 48, temos:

(_ )n+1 (nn)z

Zn 1[ ]SGH(—)E (_ Dapt) (5])

Que pode ficar:

)n+1

0 =232 [2 ] Sen(ny,)Exp(—y2Fo W (92)

Yn

Neste caso, y,=nm €n =r1/R




As respectivas equacoes da concentracdo méedia:

6=532, O2Exp(— 2 Dyyt) (53)

Que pode ficar:

0 =6Yniq zEXp( VnFO ) | (54)




1.3 Difusao em um cilindro infinito

O cilindro infinito € aquele cuja altura &€ muito maior
que seu raio> Z>>r (figura).




1.3 Difusao em um cilindro infinito

O cilindro infinito € aquele cuja altura &€ muito maior
que seu raio> Z>>r (figura).

A respectiva equacado da difusdo é:

T 2
e 0Cq 1 0Cy 0°Cy
5 Dap(_ — +

) (99

r or or?




1.3 Difusao em um cilindro infinito

O cilindro infinito € aquele cuja altura &€ muito maior
que seu raio> Z>>r (figura).

A respectiva equacado da difusdo é:

—1 aC 19Cy . d2Cy
5 = DapC 57+ 550 (55)
z| com:;
— Cl T — O QCA: CAO

CCl:t>0,emr=0 -2 lim C4 = finito

r—0

CC2:t>0,emr=R > C,=C,*




Adimensionalisada:

% = D L2+ 29 (54)

Com:
Cl:t=0>6=1

CCl:t>0,emr=0 - lim 08 = finito

r—0

CC2:t>0,emr=R=>06=0




De maneira andloga...
6(r,t) = yP(r) B(t)

Portanto, teremos:

ae _ , dp
dat T dt
ae ., dy
ar P oar
dze a*y

ar2 dr?




De maneira andloga...
6(r,t) = yP(r) B(t)

Portanto, teremos:

ae _ , dp
dat ~ 7 de
ae _ ,ay
dr - E
aze ., d*y
arz — P arz
E, portanto:
g d>y
E ( B B dr?

o) G7)




E, entdo:




E, entdo:

B N )

A solucdo da primeira integral € conhecida (Eqg. 15):

B = ClExp(—AzDap t)




E, entdo:

B N )

A solucdo da primeira integral € conhecida (Eqg. 15):

B = ClExp(—AzDap t)

Y1 =0 (59)

dr? r dr




A Eg. 59 € conhecida como Eqg. de Bessel de Ordem
Zero, cuja solucdo é a seguinte:

v =Cyo(hr) +Cy Yy (Ar)  (60)
Onde:

Jo € a funcdo de Bessel de Primeira Classe de Ordem Zero;
Y, € a funcdo de Bessel de Segunda Classe de Ordem Zero.




Temos, entdo:
0 =[A Jo(Ar1) + B Yq (Ar)] Exp(—=2A%Dgpt) (61)




Temos, entdo:
0 =[A Jo(Ar1) + B Yq (Ar)] Exp(—=2A%Dgpt) (61)

Segundo a CCl, Eqg. 61 tem que ser finita em r->0.
Entretanto, nota-se que a fungdo Y, tende para —w
quando r->0. Logo, B = 0.




Temos, entdo:
0 =[A Jo(Ar1) + B Yq (Ar)] Exp(—=2A%Dgpt) (61)

Segundo a CCl, Eqg. 61 tem que ser finita em r->0.
Entretanto, nota-se que a fungdo Y, tende para —w
quando r->0. Logo, B = 0. Assim, ficamos com:

0 = [A Jo(A1)] Exp(—A2Dgpt) (62)

Que, portanto, atende a CC1.




Aplicando-se a CC2:

#0

0(r=R) = [A Jo(A R)] E{xp(—/klzDap\t) =0 (63)




Aplicando-se a CC2:

#0

0(r=R) = [A Jy(A R)] E’xp(—AZDap}:) =0 (63)

Isso serd verdade quando Jy(A R) =0, pois A =0,
ou seja, quando A, R =y, for

Raiz da funcdo de Bessel J,,. o
Tabela 5.1: I‘Hl_ . .J 1
1 T2 3 V4 Ts Vs H"'. ]
8.6537 11,7915 14,9309 18,0711 . H". Vo2

J
H"\I

ok A i . i _
} N S -\\\ A \
'III : I.. _/\ J_- . ~ 4
S 11 Observem que A, =v,/R
FACULDADE DE ZOOTECNIA E ENGENHARIA DE ALIMENTOS n n 1
L4 4 Y




Aplicando a CCl, obtém-se a ultima incognita (A):

2 ]
An =TT

Onde J, € a funcdo de Bessel de Primeira Classe e
Primeira Ordem.




J (-

0= Trl-]3

J.(¥n)

Dapt

Exp(—vn—3-)

Que pode se apresentar assim:

1

J,(n vYn)

0 = 22;1@:1[ ]

Yn

J 1(Vn)

Exp(— VnFO )

(64)

(65)

Nes’re Caso, y, = raizes funcoes de Bessel e n =r/R




As respectivas equacoes da concentracdo méedia:

6 = 42f=1

t
7 EXp(—¥a Rz

Que pode ficar:

y—Exp( v2Fo )

(53)

(54)



Quadro 5.1 do Livro texto

0(n, Fopp) Yn
AN 2
25 E0 o)) nap®
n=0 Y, 2
< ‘—l n+l - nZF
221( Y) sen(nyn)e( ¥ OM) (nm)
n= n
5 E 1| Jo(nya) e(‘“!§F°M)
n=1"n Jl(Yn )




Quadro 5.2 do Livro texto




Boa semana e se cuidem!
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