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1. Este exercicio fornece um método alternativo (método de energia) ao uso do principio do maximo para
provar a unicidade de solugdes para problemas de valor inicial e de fronteira para a equagdo da difusdo.

Considere o problema de valor inicial e de fronteira para a equagdo de difuséo

Ut — Kuyy = f(t,x), 0<x<l, t>0
u(x,0) =od(x), 0<x<l
u(o)t) = Q(t), u(l) t) = h(t)) t>0

Sejam 17 e u, solugdes desse problema e seja w(x,t) = uq(x,t) —uz(x,t). Mostre que

l
J w(x, t)]?dx =0, Vt>0. (1)
0

Uma vez que (1) seja demonstrado, u; = u;.

(Sugestdo: w satisfaz Wy —kwyyx = 0 e (Wy — kwyy )w = (%wz)t + (—kwy W)y + kw2, Agora integre em
relagéo a x no intervalo [0,1].)

2. (principio do méximo). Seja u a solugdo para o problema

U (X, ) —Uex (X, 1) =0, O<x<1,t>0
u(x,0) =sinmx, 0<x<1,
u(0,t) =2te' Y, u(l,t) =1 —cosmt, t>0

(a) Prove que u é ndo negativa.

(b) Encontre uma limitagdo superior para os valores de u(1/2,1/8) e u(1/2,3).

3. Considere a equagéo de difusdo uy = uyy (0,1), para 0 <x < 1,0< t < oo, com u(0,t) =u(1,t) =0
e u(x,0) = 1 —x?. Observe que esta funcio inicial nio satisfaz a condigio de contorno na extremidade
esquerda, mas que a solugdo irad satisfazé-la para todo t > 0.

(a) Mostre que u(x,t) > 0 em todos os pontos internos 0 < x < 1, 0 < t < oo.

(b) Para cada t > 0, seja p(t) = max{u(x,t),0 < x < 1,t > 0}. Mostre que p(t) é uma fungéo
decrescente (ou seja, néo crescente) de t. (Dica: seja X(t) o maximo, de modo que p(t) = u(X(t),t).
Derive u(t), supondo que X(t) é diferenciével.)

(c) Desenhe um esbogo do grafico (u versus x) em alguns instantes. (Se vocé tiver um software apro-
priado disponivel, use-o.)

4. Considere a equagdo de difusdo Uy = Uy, para 0 < x < 1, 0 < t < o0, com u(0,t) = u(1,t) =0 e
u(x,0) =4x(1 —x).

(a) Mostre que 0 < u(x,t) < 1 paratodot>0e0<x<T.

(b) Mostre que u(x,t) =u(l —x,t) paratodot>0e0<x<1.
1

(c) Use o método da energia para mostrar que J u(x, t)? dx éuma funcdo de t estritamente decrescente.
0

5. Seja ¢ uma fungdo continua tal que |p(x)| < Ce®”. Mostre que a férmula para a solugdo da equagéo de
difusdo na reta toda com dado inicial ¢ faz sentido para 0 < t < 1/(4ak).



