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Objetivos

O objetivo desta video-aula € discutir diferentes formas para o equacionamento
de sistemas mecanicos
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Exemplo 1

Vamos trabalhar o seguinte exemplo para a F.T. X (5)/X;(s) _» Mo K j‘_;; .
Xi B X, K i f=K(x; —x,) i
+—— +— N : % B %o :
0 0—\/\f\f\f\/—|§ L= W

N\ : !
: = B(xz - x-o) :

Discutiremos o equacionamento do modelo atraves de quatro maneiras diferentes

1-) Equilibrio de forcas no ponto e contato entre o amortecedor € a mola (conforme
discutido em aula !)

Xi B XO
f +— +— W
"""" "0 o— —’O—W\N\/—|§
B(&; — i) — K,
Equilibrio de forgas no ponto de contato: B(z; — 2,) = Kz,

B(CUZ — jﬁo) — KCUO =0
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Cont. ...

2-) Utiliza¢ao da massa ficticia no ponto de unido entre o amortecedor e a mola

| (@)
+— +— § ¢ . c
) N\ a -
W D gl
—Kzx,
0
SN F=MiE, ©  Blai— o) — Kug = Mii, | Bl — i0) — Kag = 0

3-) “Meétodo das Perturbacoes Virtuais” (Desenvolvido pelo Prof. Luiz Augusto !)

Esse método considera UM PONTO do modelo por vez ! (muito importante)
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Cont. ...

3.1-) Vamos dizer que queremos escrever as equagoes pasra o ponto o. Entdo, novamente
devemos focar nossa atencao neste ponto ! Portanto cumprimos o primeiro passo !
(escolher um ponto para analise !)

To de olho
em voceé !
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3.2-) Agora, proponha uma perturbacao virtual
(de pequena magnitude e com o tempo IZ> Xi B
congelado) no deslocamento deste ponto

na dire¢ao e sentido indicados no modelo!

2

@)
s
%W
7

7

des

. virtual

Q990 SEM 0232 5 o Gle @ Vit ( " EEsC-UsP

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/




Cont. ...

3.3-) Agora verifique se ha qualquer reagdo contraria a este movimento virtual
adicional.

3.4-) Havendo resisténcia ao movimento virtual, as correspondentes for¢cas dos
elementos que se opde a0 movimento virtual serdo negativas e serao escritas como

fa=—B(t, — ;) fur =—K(z, —0)

3.5-) Agora somamos for¢as no ponto (ou se for uma massa aplica-se a Lei de Newton)

—B(i, — &) — Ko = 0 B(i; — ip) — Kzo =0

1° método
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4-) Método Matricial

Este método consiste em “montarmos’ matrizes para o sistema tal que as
equagoes de movimento sejam reduzidas a seguinte forma matricial

(M{u}y + [B{u} + [K{up = {f}

onde:

* [M] ¢ a matriz de massa. Para modelos de parametros concentrados, esta
matriz ¢ geralmente diagonal.

* [B] ¢ a matriz de amortecimento, formada pela combina¢ao das constantes
de amortecimento que compde o modelo

* [K] ¢ a matriz de rigidez, formada pela combina¢ao das constantes elasticas
que compoe o modelo.
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Cont. ...

* {f} ¢ o vetor das entradas aplicadas ao modelo, podendo ser for¢as ou

movimentos.

* {u} e suas derivadas ¢ o vetor contendo as saidas do modelo.

Segue abaixo uma regra para a composi¢ao das matrizes [M], [B] e [K]

Vejamos um exemplo adicional

kij = E K;j 1=
i
kij = — E Kij 1%
1,J
No presente caso, como temos apenas uma variavel

de saida (x,), as matrizes resultam de ordem 1x1 e
a equacdo do modelo ¢ a mesma ou seja

Bz, + Kz, = Bz;
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Exemplo 2

Vamos escrever as equagoes diferenciais para este modelo

uq(t) uy(t) u3(t)

= K o -

M L S
AR F fi(®)
B2 .....................
AN SR AN TFT

1-) Vamos 1niciar a solugdo usando a formulacdao matricial. Neste caso expressamos
as equacgoes do sistema na forma matricial como:

(M) + [Blruy + [K{u} = 1f}
Onde: E>
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U1 U1

{u} = q uo {a} = q w2 (i} = q o {fr=47f

us U3

. M;; =
Para a matriz de massa usamos:
Mf,;j =
M, 0 0]
Resultando: [M]= | 0 M, O
00 M,

Para a matriz de amortecimento usamos:

Uy 0
us 0
2 My =]
0 77

%:Z&M:j
Bi; Z—Zz:Bq;j L F ]
ij
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uy(®) uy(1) u3(t)
Resultando: o K, o >
} ) =\ Ky
B1+By —Biy —Bs iy B My FWWS M,
Bl=| -B, B, 0 = mE —
_B2 O B2 B D) ; l_l_l-.”-.-:-:-: l
) - X — g
kij=) Ki i=]
Para a matriz de rigidez usamos: i
kij = — Z Kij 17
1,J
K — K4 0 |
Resultando: [K]= |-K;1 Ki+ Ky —K>
0 — K5 Ky
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E, entdo, escrevemos as equacdes do modelo na forma matricial:

M,y 0 0 Uq Bi+ By —B; —B; U1 K4 —K; 0 U1 0
0 M, 0 Ug p + — B4 B4 0 uy p+ | —K1 K1+ Ky —Ks Uz ¢ = fz
0 0 M3 ’dg _B2 0 Bz ’iLg 0 —K2 K2 us 0
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2-) Método das perturbagdes virtuais “l(t)l “I_lﬁ)

2.1 — Iniciamos analisando o movimento M,
do ponto de coordenada u; (massa M,)

2.2 — Proponha um deslocamento adicional virtual a u; e zero nos demais. Ha resisténcia
a este deslocamento ? Resposta: SIM, da mola K, e dos amortecedores B, ¢ B,. Logo estas
forcas na massa M, serdo negativas.

2.3 — Escrevemos a equacao do equilibrio de for¢as em M, respeitando 2.2:

—K1(up —ug) — By(y — u2) — Ba(uy — u3) = Myt

Pois houve resisténcia ao deslocamento virtual aplicado a M,
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2.4 — Agora repetimos o procedimento para o deslocamento u,

uy(t) uy () u'r (1) us(t)
> K | >
2.5- E notamos que as moas K; ¢ K, bem como o < K,
amoertecedor B1 oferecem resisténcia, originando M, B || Mo WA M,
portanto forcas negativas na massa M, L X )
,

2.6- Agora escrevemos o balanco de forgas para M, (ndo se esquecendo que f; estd aplicada a
ela!)

— K1 (ug —uq) Ug — 1U1) (ug —us) + fi = Moty

o

Pois houve resisténcia ao deslocamento virtual aplicado a M,

Q990 SEM 0232 14 o, S (. e ( & EESC - usp

Por e T YL
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/ HV( J(f)’ \//ﬂ“/ff/”’m/m)




Cont. ...

2.7 — Finalmente aplicamos o procedimento para o deslocamento u;

2.8 — Observamos que a mola K, e o amortecedor uy (1 u (1) us(t) u'3(t)
B, oferecem resisténcia, e suas respectivas forcas
na massa M; serao negativas, portanto.

2.9 — Escrevemos a equagdo de equilibrio para M,

—KQ(U3 — UQ) — BQ(’&B — ul) = M3ﬂ3
Reescrevemos as equagoes de forma mais organizada como:

My + (By + Ba)uy + Kiuy — Bitis — Kjug — Btz =0
Myiio + Bius + (K1 + Ko)ug — Biuy — Kjup — Koug = f;
Msug + Bous + Kousz — Bauy — Koug =0

ou.

M1 0 0 ’[Ll Bl =F BQ —Bl —Bg ’[Ll Kl —Kl 0 Ul 0
0 My, O e p+ | —Bi B, 0 Uy p+ |—K1 K1+ Ko —KaofQuap=21<1fi
0 0 M3 ’[Lg —BQ 0 B2 ’L.Lg 0 _K2 K2 Uus 0
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