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Aula 10 — Grafos:
Arvore Geradora Minima
Algoritmo de Prim (cont.) e
Algoritmo de Kruskal
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Arvore geradora minima (Minimum Spanning Tree)

Veremos dois algoritmos distintos para resolver esse problema:
* Algoritmo de Prim
* Algoritmo de Kruskal
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Arvore Geradora Minima

e Como G’ = (V,T) € aciclico e conecta todos os vertices, T forma uma
arvore chamada arvore geradora de .

e O problema de obter a arvore 17" € conhecido como arvore geradora
minima (AGM).

Ex.: Arvore geradora minima 7 cujo peso total € 12. 7" nao € unica,
pode-se substituir a aresta (3, 5) pela aresta (2,5) obtendo outra arvore
geradora de custo 12.

eacAlide do livro do Ziviani — cap 7



AGM - Algoritmo Genérico

void GenericoAGM () A principal diferenca
1{ S=0: —» Nofinal sera o conjunto de arestas que formam a AGM  €ntre os algoritmos de

2 while (S nao constitui uma arvore geradora minima) Prim e de Kruskal é como
3  { (u,v) = seleciona(A); eles definem mais

4 if (aresta (u,v) € segura para S) S =S+ {(u,v)} } especificamente 0 que é
5 return S; uma aresta segura.

}
e Uma estrategia gulosa permite obter a AGM adicionando uma aresta

de cada vez.

e Invariante: Antes de cada iteracao, S € um subconjunto de uma arvore
geradora minima.

e A cada passo adicionamos a .S uma aresta (u, v) que nao viola o
INnvariante. (u,v) € chamada de uma aresta segura.

e Dentro do while, S tem que ser um subconjunto proprio da AGM 77, e

assim tem q xistir uma aresta (u,v) € T tal que (u,v) € S e (u,v) e
seqguro para S. S _ _
Isto €, assim que se entra no while,




Algoritmo de Prim

Uma arvore, inicialmente vazia, cresce até chegar a ser uma AGM

A cada passo um vertice € acrescentado a essa arvore
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MST-PRIM(G. w, r) I/E\,

RN NE WN -

T T Corte separa vértices que sao extremos das arestas de S

1
2

-
4
5

{S=0: — Nofinal serd o conjunto de arestas que formam a AGM dos demais vértices do grafo (inicialmente sé o vértice 0),
while (S nao constitui uma arvore geradora minima) - L, .= ~ ~
F el e ou seja, vértices que estao fora de Q dos que estao
if (aresta (u,v) € segura para S) S =5+ {(u,v)} } dentro d Q o
: =" Aresta leve a ser adicionada a S

Algoritmo de Prim: Exemplo

(a) oo j

for each u € V|G|
do kevlu] <— oo

6 «\/
= 1 -\I o3

7t [e] <— NIL f/_]\/77 L3
kev[r] <— 0O - 2| 2-\‘4""_2; "‘/I
QO «— VI[G] _
while Q #= ¢ 5 6 co&"il 4
do # < EXTRACT-MIN(Q) 4*‘(
oo 23 oo

5
for cach v € Adjlu] \_5
do if v € QO and w(u, v) < key|v] -
then 7t |[v] <— u
key[v] «— w(u, v)

d) 0
L (0)
/ . /\/3_\.2
>/
key /
rotulo do vértice
3

I (antecessor — 4

corte



Depende da implementacao de Q....

Complexidade

MST-PRIM(G ., w. r)

CY Wb WKN=

for cach s« € V[G]
do Lev|iu] <— o0
Tle] <— NIL
kev|r] <— 0O
O «— V|[G]
while Q = ¢4
do i «— EXTRACT-MIN(Q)
for cach v € Adjlu]
do ifv e Q and wu. v) = kev|v]
then 7T|[v] < u
kev[v] <— w(u, v)

Arg! Precisa melhorar....

Se Q for uma lista linear simples néao
ordenada:

Linhas 1 a 5: O(V)
Loop da linha 6: V vezes
Linha 7: O(V)
Linha 6-7: O(V?)
Linhas 8-11: O(A) no total (assumindo lista de
adjacéncia)

Complexidade: O(V) + O(V?) +O(A) = O(V?)



Aula de hoje

Usando Heaps no algoritmo de Prim

Algoritmo de Kruskal

13



Filas de prioridades

Em muitas aplicacOes de grafos, a eficiéncia total do algoritmo
depende da eficiéncia de outras estruturas de dados auxiliares

Uma delas é para o armazenamento e manipulacao de filas de
prioridades

14



Filas de Prioridades

e E uma estrutura de dados onde a chave de
cada item reflete sua habilidade relativa de
abandonar o conjunto de itens rapidamente.

e Aplicacoes:
— SOs usam filas de prioridades, nas quais

as chaves representam (0] tempo em que
eventos devem ocorrer.

— Metodos numericos iterativos sao
baseados na selecao repetida de um item
com maior (menor) valor.

— Sistemas de geréncia de memoria usam a
tecnica de substituir a pagina menos
utilizada na memoria principal por uma
nova pagina.



Filas de Prioridades - Tipo Abstrato de Dados

e Operacoes:

1. Constroi uma fila de prioridades a partir de
um conjunto com = itens.

Informa qual € o maior item do conjunto.
Retira o item com maior chave.

Insere um novo item.

g s WN

Aumenta o valor da chave do item ¢ para
um novo valor que e maior que o valor
atual da chave.

6. Substitui o maior item por um novo item, a
Nnao ser gue o Novo item seja maior.

7. Altera a prioridade de um item.
Remove um item qualquer.

9. Ajunta duas filas de prioridades em uma
unica.

16



Filas de Prioridades - Tipo Abstrato de Dados

e Operacoes:

1.

g s WN

Constroi uma fila de prioridades a partir de
um conjunto com = itens.

Informa qual € o maior item do conjunto.
Retira o item com maior chave.
Insere um novo item.

Aumenta o valor da chave do item ¢ para
um novo valor que e maior que o valor
atual da chave.

. Substitui o maior item por um novo item, a

Nnao ser gue o Novo item seja maior.

. Altera a prioridade de um item.

8. Remove um item qualquer.

. Ajunta duas filas de prioridades em uma

unica.

Que estrutura de dados simples vém

a nossa cabeca?

Qual seria a complexidade dessas

operacoes?

17



Heap

As chaves na arvore satisfazem a condicao do heap. MAX-Heap
A chave em cada no €_maior do que as chaves em seus filhos.

A chave no no raiz € a maior chave do conjunto.

. L Notem que precisa comecar no 1!
Uma arvore binaria completa pode ser representada por um array:

A FEPTESEI’II&@BO e extremamente compacta. PAR]:’.NTfI'}

Permite caminhar pelos nos da arvore facilmente. 1 return [i/2]
Os filhos de um no i estao nas posicoes 2i e 2i + 1. LEFT(i)
O pai de um no i esta na posicao i div 2. 1  return 2i

RIGHT({i)
1 return 2; + 1

1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
D e T —
licl1a|i0]e (793|241
N e
(a) (b)
Visdo LOGICA do heap O heap é um VETOR estatico!
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MAX-HEAPIFY(A, 2), where A.heap-size = 10. Coloca o valor da atual posi¢cao i em um lugar adequado para baixo

|

S ANk W~

K]
»Yav
D 2

Verifica quem é o maior: i ou um de seus filhos (largest)

Van
LN Y
%

A

a4V, p

wianvy
<V,

EACH

Profa. Ariane Machado Lima

|

MAX-HEAPIFY (A.,i)

I = LEFT(i)
r = RIGHT(i)
if /] <= A.heap-size and A[l] = Ali]

largest = [

else largest = i

if r < A.heap-size and A[r] > Allargest]
largest = r

if largest #£ i
exchange A[i] with A[largest]
MAX-HEAPIFY (A, largest)

21



MAX-HEAPIFY(A, 2), where A.heap-size = 10. Coloca o valor da atual posi¢cao i em um lugar adequado para baixo

MAX-HEAPIFY (A.,i)

1 I = LEBEFT(i)
2 r = RIGHT(i)
3 ifl = A.heap-size and A[l] > Ali]
4 largest = [
5 else largest = i
6 ifr < A.heap-size and Alr] > Allargest]
T largest = r
8 if largest # i
9 exchange A[i] with A[largest]
N _ 10 MAX-HEAPIFY (A, largest)
Ny, o0 Complexidade: ?
R
EACH 29
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MAX-HEAPIFY(A, 2), where A.heap-size = 10. Coloca o valor da atual posi¢cao i em um lugar adequado para baixo

MAX-HEAPIFY (A.,i)

1 I = LEBEFT(i)

2 r = RIGHT(i)

3 ifl = A.heap-size and A[l] > Ali]

4 largest = [

5 else largest = i

6 ifr < A.heap-size and Alr] > Allargest]

T largest = r

8 if largest # i

9 exchange A[i] with A[largest]
N _ 10 MAX-HEAPIFY (A, largest)
gg“’i? Complexidade: O(Ig n)

<V,
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Construcao do heap

BUILD-MAX-HEAP(A)

1 A.heap-size = A.length
2 fori = | A.length/2| downto 1
& MAX-HEAPIFY (A.iQ)

N&s do ultimo nivel satisfazem a condicao do heap
Precisa entdo acertar o posicionamento dos nds do nivel superior para cima

EACH 24
EQ: P Profa. Ariane Machado Lima



Construcao do heap

BUILD-MAX-HEAP(A)

1 A.heap-size = A.length
2 fori = | A.length/2| downto 1
5 MAX-HEAPIFY (A.7)

Complexidade: ?

ap¥ar
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Construcao do heap

BUILD-MAX-HEAP(A)

1 A.heap-size = A.length
2 fori = | A.length/2| downto 1
5 MAX-HEAPIFY (A.7)

Complexidade: O(n)

Profa. Ariane Machado Lima
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Construcao do heap

BUILD-MAX-HEAP(A)

1 A.heap-size = A.length
2 fori = |A.length/2| downto 1
K MAX-HEAPIFY(A.,7)

* Analisando a complexidade:
* cada chamada a Max-heapify tem T(n) = O(lg n) e existe O(n) chamadas.
Entao: T(n) = O(n Ig n).
* No entanto, é possivel definir essa complexidade mais restritamente.
* Se analisarmos a complexidade em funcéo da altura da arvore, chegaremos
a O(n), pois afinal a complexidade do Max-heapify € O(h), sendo h a altura
do no | no qual é feita a primeira chamada do Max-heapify.

ap¥a
o
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BUILD-MAX-HEAP(A)

COnStrugéO dO heap 1 A.heap-size = A.length

2 fori = | A.length/2| downto 1

: : 3 MAX-HEAPIFY(A.i)
 Analisando a complexidade:

* acomplexidade do Max-heapify € O(h), sendo h a altura do n6 | no qual é feita a primeira
chamada do Max-heapify.

* Hanos com altura h variando de 0 até Ig n
* Hanoméaximo " n/2"™1 7 ndés com uma certa altura h

Entdo a complexidade total é:

llgn]

> [l om=o0(n3 4)

2 - _ 12
h=0 =0 ; 2h (1 —-1/2)2
g .
< 2, pois
llgn | 0o
— h h
4%V h=0 h=0
’:;:4:;’ = O(n).

uSe 28
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1 2 3 b Db G F 2 9 10

[16]14]10][8[7]2[3]2]4]1]
e

(b)

HEAP-EXTRACT-MAX (A)
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HEAP-EXTRACT-MAX (A)

MAX-HEAPIFY (A, 1)
return max

1 if A.heap-size < 1

2 error “‘heap underflow™

3 max = A[l]

4 A[l] = A[A.heap-size]

5 A.heap-size = A.heap-size — 1
6

7

30



HEAP-EXTRACT-MAX (A)

MAX-HEAPIFY (A, 1)
return max

1 if A.heap-size < 1

2 error “‘heap underflow™

3 max = A[l]

4 A[l] = A[A.heap-size]

5 A.heap-size = A.heap-size — 1
6

7

Complexidade: ?

31



HEAP-EXTRACT-MAX (A)

MAX-HEAPIFY (A, 1)
return max

1 if A.heap-size < 1

2 error “‘heap underflow™

3 max = A[l]

4 A[l] = A[A.heap-size]

5 A.heap-size = A.heap-size — 1
6

7

Complexidade: O(lg n)

32



(a) (s) (b) /( s)
_ N — / ~
( ) (O) yR
} _<\ ) _<\ 7
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20 {I l\[;]/ b ,g' \,
/ \‘\ r/ \\\ // N //
- \ _/ ./ -
- oo i b cam S =y ™ =
(E) N o) (D) (B) (N o)

HEAP-INCREASE-KEY (A.i.key) ISO€ potencialmente o elemento vai
subir no heap

1  if key < AJi]

2 error ‘‘new key is smaller than current key™
3 Ali] = key

4 whilei/ > 1 and A[PARENT(7)] < Ali]

3 exchange A[i] with A[PARENT(7)]

6 i — PARENT(i)

Profa. Ariane Machado Lima



(a) (s) (b) /( s)
_ N — / ~
( ) (O) yR
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/ \‘\ r/ \\\ // N //
- \ _/ ./ -
- oo i b cam S =y ™ =
(E) N o) (D) (B) (N o)

HEAP-INCREASE-KEY (A.i.key) ISO€ potencialmente o elemento vai
subir no heap

1  if key < AJi]
2 error ‘‘new key is smaller than current key™
3 Ali] = key
4 whilei/ > 1 and A[PARENT(7)] < Ali]
3 exchange A[i] with A[PARENT(7)]
6 i — PARENT(i)
'gz:,;f‘ Complexidade: ?
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(a) (s) (b) /( s)
_ N — / ~
( ) (O) yR
} _<\ ) _<\ 7
—< ‘\___\ i { ) B _<) N — i __</
® O 6O oo & oo O
(©) (s) (d) (U) i
Paa A=
o ) " i “~
Vo \\f' =y o \
20 {I l\[;]/ b ,g' \,
/ \‘\ r/ \\\ // N //
- \ _/ ./ -
- oo i b cam S =y ™ =
(E) N o) (D) (B) (N o)

HEAP-INCREASE-KEY (A.i.key) ISO€ potencialmente o elemento vai
subir no heap

1  if key < AJi]
2 error ‘‘new key is smaller than current key™
3 Ali] = key
4 whilei/ > 1 and A[PARENT(7)] < Ali]
3 exchange A[i] with A[PARENT(7)]
6 i — PARENT(i)
'gz:,;f‘ Complexidade: O(lg n)
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Heap binario no algoritmo de Prim

SO que aqui precisaremos usar um Heap minimo (pois o
elemento de maior prioridade sera o de menor chave)

MST-PRIM(G., w, r)
for cach w € V[G]

1
2 do Lev|iu] <— o0
3 ] «<— NIL
4 Kkev|r] <— 0
5 O <« V[IG] + Construcao do Heap (O(V))
6 while Q # ¢ : . .
=L T fkf-“?i_ R Extrai do heap elemento de maior prioridade e
8 for cach v € Adjlu] reajuste o heap (O(lgV))
9 do if v € Q and w(u, v) < kev[v]«—— Vetor de bits (ou bools) para saber em O(1) se v
10 then 7T|[v] < u estd em Q
11 kevlv] <— wi(wu, v) 4\ ..
¥iv] Aumenta prioridade de um elemento (O(IgV))
PN
Ny, o
O

Profa. Ariane Machado Lima



Complexidade

Depende da implementacao de Q....

MST-PRIM(G ., w. r)

1 for cach s« € V[G]

2 do Lev|iu] <— o0

3 ] <—— NIL

4  key|r] <— 0

5 O <«— V[G]

6 while Q # @

7 do 1 — EXTRACT-MIN(Q)

] for cach v € Adjlu]

9 do ifv e Q and wu. v) = kev|v]

10 then 7 |v] < u

11
g5 Por que essa Ultima igualdade?
‘gaﬁhb

<>

EACH

e

kev[v] <— w(u, v)

Se Q for um heap binério:

Linhas 1 a5: O(V)
Loop da linha 6: V vezes
Linha 7: O(lg V)
Linha 6-7: O(V Ig V)
Loop 8: O(A) no total
Linha 11: O(lg V)
Linhas 8-11: O(A Ig V) no total
(assumindo lista de

adjacéncia)

Complexidade: O(V) + O(V Ig V) +O(A lg V)

= O(Alg V) 37



Complexidade

Depende da implementacao de Q....

MST-PRIM(G ., w. r)

1 for cach s« € V[G]

2 do Lev|iu] <— o0

3 Tle] <— NIL

4 keylr] <— 0

S O «— V|[G]

6 while Q = ¢

7 do «« < EXTRACT-MIN(Q)

8 for cach v € Adjlu]

O do ifv e Q and wu. v) = kev|v]

10 then 7 |v] <= i

11 kev[v] <— w(u, v)
;;}'" Por que essa Ultima igualdade?
vaday Assumindo que G é conexo...

Se Q for um heap binério:

Linhas 1 a5: O(V)
Loop da linha 6: V vezes
Linha 7: O(lg V)
Linha 6-7: O(V Ig V)
Loop 8: O(A) no total
Linha 11: O(lg V)
Linhas 8-11: O(A Ig V) no total
(assumindo lista de

adjacéncia)

Complexidade: O(V) + O(V Ig V) +O(A lg V)

= O(Alg V) 28



Complexidade

Depende da implementacao de Q....

MST-PRIM(G ., w. r)

1 for cach s« € V[G]
2 do Lev|iu] <— o0
3 ] <—— NIL
4 keylr] <— 0
5 O <«— V|[G]
6 while Q = ¢
7 do «« < EXTRACT-MIN(Q)
8 for cach v € Adjlu]
9 do ifv e Q and wu. v) = kev|v]
10 then 7 |v] <= i
11 kev[v] <— w(u, v)
RXE Bem melhor (que O(V?)) se o grafo nao for denso...
%g’&&

<>

EACH

e

Se Q for um heap binério:

Linhas 1 a5: O(V)
Loop da linha 6: V vezes
Linha 7: O(lg V)
Linha 6-7: O(V Ig V)
Loop 8: O(A) no total
Linha 11: O(lg V)
Linhas 8-11: O(A Ig V) no total
(assumindo lista de

adjacéncia)

Complexidade: O(V) + O(V Ig V) +O(A lg V)
=0O(AlgV) 39



Depende da implementacao de Q....

Complexidade

MST-PRIM(G ., w. r)

RN AEWN=

for cach s« € V[G]
do Lev|iu] <— o0
] <—— NIL
kevir] <— 0O
O «— V|[G]
while Q = ¢4
do i «— EXTRACT-MIN(Q)
for cach v € Adjlu]
do ifv e Q and wu. v) = kev|v]
then 7 |v] <= i
kev[v] <— w(u, v)

Se usar heap Fibonacci, O(A + V Ig V),

que € ainda melho?eaw:]ando V| < |A

Cormen cap 19 (32. ed)

Se Q for um heap binério:

Linhas 1 a5: O(V)
Loop da linha 6: V vezes
Linha 7: O(lg V)
Linha 6-7: O(V Ig V)
Loop 8: O(A) no total
Linha 11: O(lg V)
Linhas 8-11: O(A Ig V) no total
(assumindo lista de
adjacéncia)

Complexidade: O(V) + O(V Ig V) +O(A lg V)

= O(Alg V) 40
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Algoritmo de Kruskal
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Algoritmo de Kruskal

Uma floresta A contém inicialmente todos os vértices isolados (cada
vertice € um componente conectado)

A cada passo, é adicionada uma aresta segura:

a aresta de menor peso que conecta dois componentes conectados
DISTINTOS

>,
K]

PV 4
-

e
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Algoritmo de Kruskal

Uma floresta A contém inicialmente todos os vértices isolados (cada
vertice € um componente conectado)

A cada passo, € adicionada uma aresta segura:

a aresta de menor peso que conecta dois componentes conectados
DISTINTOS

até que a floresta se torne uma arvore (ou seja, que haja apenas um
componente conectado)

Por eficiéncia, cada componente conectado e representado por uma
estrutura de dados eficiente que implementa conjuntos disjuntos.

ap¥a
o

e



Algoritmo de Kruskal

MST-KRUSKAL(G, w)

A =1
for each vertex v € G.V
MAKE-SET(v) < Cria um conjunto disjunto contendo apenas v

sort the edges of G. E into nondecreasing order by weight w
for each edge (u1.v) € G.E, taken in nondecreasing order by weight

if FIND-SET(u) # FIND-SET(v)
A= AU{u.v Encontra o conjunto daquele vértice

UNION (2, V)

return A ‘\ _ ]
Une os conjuntos de u e de v.em um soO

WO WN -

Profa. Ariane Machado Lima
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MST-KRUSKAL(G, w)
A=20
for each vertex v € G.V
MAKE-SET(V)
sort the edges of . E into nondecreasing order by weight w
for each edge (u.v) € G.E. taken in nondecreasing order by weight
if FIND-SET(1) # FIND-SET (V)
A= AU {(u,v)}
UNION (2, v)
return A

(oliv JEN B NNV IE UV S T

Ca)

Essas arestas
mais grossas
conecta vértices
de um mesmo
componente
conectado

()

(e)

v
o,
S

&)

as¥an
N\
4
»
aAnvav

AV,

g

Ya

A\
v,

»
]

m
>
0
i

_AQI: P Profa. Ariane Machado Lima

Algoritmo de Kruskal
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MST-KRUSKAL(G., w)

Algoritmo de Kruskal

I A=8
2 for each vertex v € G.V
3 MAKE-SET(V)
4 sort the edges of G. E into nondecreasing order by weight w
5 for each edge (1.v) € G.E, taken in nondecreasing order by weight
6 if FIND-SET(1) # FIND-SET (V)
7 A= AU {(u,v)}
8 UNION (2, v)
9 return A
\/
O
Nv, 20
valanvuy
<, v»
EACH

Profa. Ariane Machado Lima
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Conjuntos disjuntos

A complexidade do algoritmo de Kruskal depende da eficiéncia da
estrutura de dados para conjuntos disjuntos (cap 21 do livro do
Cormen).

Também conhecidos como “Union-Find”



Pseudo-codigo para florestas de conjuntos disjuntos com heuristicas de
unido ponderada pelo posto e compressao de caminho

Referéncia: CORMEN, H.T.; LEISERSON, C.E.; RIVEST, R.L. Introduction to
Algorithms, MIT Press, McGraw-Hill, 1999, pp. 505-509.

Floresta de conjuntos disjuntos: cada arvore corresponde a um conjunto. O elemento
situado na raiz da arvore € o representante do conjunto.

p
(a) @ (b)

Representacdao de uma floresta de conjuntos disjuntos.
(a) Duas arvores representando dois conjuntos disjuntos: {c, h,e, b} e {f.d, g}:
(b) Arvore resultante da chamada da unido dos dois conjuntos.

48



Notacao:

X3 denota um elemento

plx]: pai do no referente ao elemento x.

rank[x]: limitante superior para a altura de x (comprimento do caminho entre x e a
folha descendente mais distante). Também chamado de “posto”

Resumo das fungoes:
MAKE-SET(x): Cria um conjunto unitario contendo apenas o elemento x.

UNION (x, v): Une os conjuntos aos quais x e y pertencem. Assume-se gue esses conjuntos
sejam disjuntos.

LINK (x, ¥v): Supondo que x e y sejam as raizes de duas arvores distintas (ou seja,
representantes de seus respectivos subconjuntos), esta funcdo torna x um filho de v ou

vice-versa.

FIND_SET (x): Retorna o representante do elemento x (ou seja, o elemento situado na raiz da
Arvore em gue x se encontra).

49



MAKE-SET(x)

1 plx] < x
2 rank|x] <— 0O

Complexidade: ?

%

rank[f] = 0

Profa. Ariane Machado Lima
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MAKE-SET(x)

1 plx] < x
2 rank|x] <— 0O

Complexidade: O(1)

rank[f] = 0

Profa. Ariane Machado Lima
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MAKE-SET(x) -:

)
1 plx] <« x ~
2 rank|x] «<— 0O rank[f] = 0

Complexidade: O(1)

ap¥a
AVauy

4
Ws‘&l
<V, v»
EACH

e

Uma possivel implementacao do Find-SET:
FIND-SET(x)

1 sex!=p[x]

2 retorna FIND-SET(p[x])

3 retorna x
Complexidade: ?

)
‘:"\
P £
\_h_f' '\-.t_'./'I
2\
&)
52



MAKE-SET (x) ~ Uma possivel implementac&o do Find-SET: -,
1 plx] <« x D FIND-SET(X) }4\
2 rank|x] < 0O rank[f] = O 1 se x!I=p[x] (.%/ Ce)
Complexidade: O(1) 2 retorna FIND-SET(p[x]) ®)

3 retorna x )

Complexidade: O(n)? (se a arvore for uma linguica...)

ap¥a
AV

4 () )
Ya¥Anyy
<V, v»

TSP 53



MAKE-SET (x) O
1 plx] < x @
2 rankl[x] < 0O rank[f] = 0

Complexidade: O(1)

UNION(x, y)

P

Uma possivel implementagéo do Find-SET: =~
FIND-SET(X) }
& o
&

1 sex!=p[x]
2 retorna FIND-SET(p[x])

3 retorna x
Complexidade: O(n)? Depende de como faco a uniéo...

1 LINK(FIND-SET(x), FIND-SET(Yy))

LINK(x, ¥) — Procura ndo deixar a arvore mais alta do que poderia

if rank|x)] = rank|y]
then p[y] < x
else plx] «— vy
if rank|x] = rank|y]

h b= W [ =

Complexidade: ?

WA
]

>

TSP

)
q
'A{,. _:b

M «s¥ar»
> AVLY

>
O ARV
I CU -

then rank|yv] <« rank[v] + 1

f“\F
X (e
B ©
rank[c] =1

rank[f] = 2

(a)




MAKE-SET (x) O
1 plx] < x @
2 rankl[x] < 0O rank[f] = 0

Complexidade: O(1)

UNION(x, y)

P

Uma possivel implementagéo do Find-SET: =~
FIND-SET(X) }
& o
&

1 sex!=p[x]
2 retorna FIND-SET(p[x])

3 retorna x
Complexidade: O(n)? Depende de como faco a uniéo...

1 LINK(FIND-SET(x), FIND-SET(Yy))

LINK(x, ¥) — Procura ndo deixar a arvore mais alta do que poderia

if rank|x)] = rank|y]
then p[y] < x
else plx] «— vy
if rank|x] = rank|y]

h b= W [ =

Complexidade: O(1)

oA
AV
v, 4

M «s¥ar»

> AVLY,
&

O ARV

I “UX

>

TSP

"

then rank|yv] <« rank[v] + 1

f“\F
X (e
B ©
rank[c] =1

rank[f] = 2

(a)




Uma possivel implementacao do Find-SET:

MAKE-SET (x)

1 plx] <« x @ FIND-SET(x)

2 rank[x] < O rank[f] = 0 1 sex!=p[x]

Complexidade: O(1) 2 retorna FIND-SET(p[x])
3 retorna x

Complexidade: O(n)? Depende de como faco a uniéo...

UNION(x, V)
1 LINK(FIND-SET(x), FIND-SET(¥))

LINK(x, ¥) — Procura ndo deixar a arvore mais alta do que poderia

1 if rank|x] = rank|v]

2 then ply] < x M ¢

3 else plx] «— v X (el y (O

7 -

5 O, (& (d)

rank[c] =1 &)
Complexidade: O(1) KA = 2
Ve ran =

v’::;w Heuristica de unido pelo posto (rank) @
EACH Isso acelera os find-sets...

( P Profa. Ariane Machado Lima



MAKE-SET (x) Uma possivel implementacdo do Find-SET: Gl*
! | Gl 0 FIND-SET(X) }X
2 rank|[x] < O rank[f] = 0 1 sex!=p[x] (h (e)
Complexidade: O(1) 2 retorna FIND-SET(p[x]) (;;

3 retorna x

Complexidade: O(n)? Depende de como faco a uniéo...

UNION(x, V)
1 LINK(FIND-SET(x), FIND-SET(¥)) Complexidade: ?

LINK(x, ¥) — Procura ndo deixar a arvore mais alta do que poderia
1 if rank|x] = rank|vy]

2 then p[y] < x S

3

else plx] «— vy X t‘F Y
if rank|x] = rank|y] 0 @

4
S then rank|yv] <« rank[v] + 1
rank[c] =1 @
Complexidade: O(1)
PO rank[f] = 2
A,y
EACH




MAKE-SET (x) Uma possivel implementacdo do Find-SET: Gl*
! | Gl 0 FIND-SET(X) }X
2 rank|[x] < O rank[f] = 0 1 sex!=p[x] (h (e)
Complexidade: O(1) 2 retorna FIND-SET(p[x]) (;;

3 retorna x

Complexidade: O(n)? Depende de como faco a uniéo...

UNION(x, V)
1 LINK(FIND-SET(x), FIND-SET(¥)) Complexidade: Depende do FIND-SET...

LINK(x, ¥) — Procura ndo deixar a arvore mais alta do que poderia
1 if rank|x] = rank|vy]

2 then p[y] < x S

3

else plx] «— vy X t‘F Y
if rank|x] = rank|y] 0 @

4
S then rank|yv] <« rank[v] + 1
rank[c] =1 @
Complexidade: O(1)
PO rank[f] = 2
A,y
EACH




Sempre que eu ligo duas raizes com o0 mesmo rank eu aumento o rank da raiz do novo
conjunto

ApOs sucessivos aumentos, a arvore pode ficar bem desbalenceada e com uma altura grande

Uma possivel implementacao do Find-SET:
FIND-SET(X)

“ 1 sex!=p[x]
. /N - 2 retorna FIND-SET(p[x])
3 retorna x

uSe 59
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Pode-se aproveitar as buscas para
melhorar o balanceamento da arvore!

VERSAQO ANTIGA...

FIND-SET(X)
se X # p[X]
retorna FIND-SET(p[x])

retorna x

FIND-SET(x)
1 ifx £ p[x] Ie, se x néo for araiz

2 then p[x] «— FIND-SET(plx])
3 return plx]

apVar
o,
"" g .‘
AN NS
v, 95
EACH

Profa. Ariane Machado Lima

VERSAO NOVA!
(Heuristica de
compressao de caminho)
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FIND-SET(x) Efeito de um FIND-SET(a)

1 ifx £ plx]
2 then pl[x] < FIND-SET(p[x])
3 return plx]

VERSAO NOVA!
(Heuristica de
compressao de caminho)

(a) (b)
‘,‘:"g:“ Figure 21.5 Path compression during the operation FIND-SET. Arrows and self-loops at roots are
»:5‘ ’2:4 omitted. (a) A tree representing a set prior to executing FIND-SET(a). Triangles represent subtrees
l;ﬁp{‘:v:r‘"_l whose roots are the nodes shown. Each node has a pointer to its parent. (b) The same set after

executing FIND-SET(a). Each node on the find path now points directly to the root.
Profa. Arnarie viacrnauo Lina



MAKE-SET (x) Versao nova do Find-SET:

| plx] < x tf) F|ND-SET(X)

2 rank|x] <— 0O rank[f] = 0 1 sex!=p[x] h @
Complexidade: O(1) 2 p[x] — FIND-SET(p[X])

3 retorna p[x]

Complexidade: Depende das unides e chamadas do FIND-SET...
UNION(x, y)
1 LINK(FIND-SET(x), FIND-SET(y)) Complexidade: Depende do FIND-SET...

LINK(x, ¥) — Procura ndo deixar a arvore mais alta do que poderia
1 if rank|x] = rank|vy]

2 then p[y] <« x
3

else pl[x] <« vy X () y
if rank|x] = rank|y] S O @D

then rank|[v] «— rank[v] + 1
rank[c] =1 &)
Complexidade: O(1)
T rank]f] = 2 rank([f] = 2

A
Ny o (a) (b)
v

h b

Profa. Ariane Machado Lima



Complexidade do Union-Find
(analise amortizada)

Considerando as duas heuristicas juntas (uniao por posto e compressao
de caminho), a complexidade depende do conjunto de chamadas as
operacoes...

Para m chamadas no total, das quais n sdo chamadas a MAKE-SET
(portanto no maximo n-1 chamadas a UNION, e o restante de
chamadas a FIND-SET):

—  Complexidade total: O(m a(n)), sendo a(n) uma funcao que
cresce muito lentamente (a(n) <= 4 para a grande maioria das
aplicacOes praticas)

. (Cormen 32 ed. - segcOes 21.3 e 21.4)

ap’a
AVeuY
\J 3

S 63
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Algoritmo de Kruskal - Complexidade

MST-KRUSKAL(G, w)
A =40

MAKE-SET(v)
sort the edges of G. E into nondecreasing order by weight w
for each edge (u#.v) € G.E, taken in nondecreasing order by weight
if FIND-SET (1) £ FIND-SET(v)
A= AU {(u,v)}
UNION(Uu, V)
return A

Neliv IR BN e SRV F SN UV I S R

L.4: O(Alg A)
L. 2-3 + loop L.5: |[V| MAKE-SET's + O(A) FIND-SET's e UNION's =
O( (V+A) a(V) ), sendo a(V) é uma funcao que cresce muito lentamente, menos que o log(V)

Como G é conectado - |A| >=|V]|-1 - O(A a(V))
Como a(V) =0(lg V) =O(lg A), complexidade total: O(Alg A) + O(A a(V) ) =0(Alg A)
Como [A[ < |V]* - Ig|Al<Ig (IVI*) - lg|Al< 21g|V| - Ig|A]=0O(lg V)

- Complexidade total O(A Ig V) (a mesma do alg. de Prim)

for each vertex v € G.V E = A: conjunto de arestas
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Observacao

Embora os algoritmos de Prim e Kruskal tenham a mesma
complexidade assintotica, o algoritmo de Kruskal tende a
executar mais lentamente para grafos densos, por conta da
ordenacao de arestas.
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Referénclas

Livro do Cormen (32 ed):
— cap 23 (AGM)
— secoOes 6.1 a 6.3 (Heaps binarios)
— cap 21 (Union-Find)

Livro do Ziviani secao 7.8
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