Ondas e Difusoes



Equacao da corda vibrante

Considere uma corda flexivel, eldstica e homogénea de
comprimento /, que sofre vibragdes transversais relativamente
pequenas. Por exemplo, uma corda de violao ou uma corda de
violino dedilhada. Em um determinado instante t, a corda pode ter
a aparéncia mostrada na Figura 1.
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Figure: 1

Admita que a corda permaneg¢a em um plano. Seja u(x, t) seu
deslocamento da posi¢cdo de equilibrio no tempo t e na posi¢ao x.
Como a corda é perfeitamente flexivel, a tensdo (forga) é
direcionada tangencialmente ao longo da corda (Figura 2).



Figure: 2

Seja T(x,t) o médulo desse vetor de tensdo T(x,t). Seja p a
densidade (massa por unidade de comprimento) da corda, que é
uma constante porque a corda é homogénea.

Escreveremos a lei de Newton para a parte da corda entre
quaisquer dois pontos em x = xp € x = x1. A inclinacdo da corda
em x é uy(x,t). A lei de Newton F = ma nas componentes
longitudinal (x) e transversal (u) é



T
V14 u2
Tuy

V14 u?

"o (longitudinal)

X0

X1

X1
:/ pugrdx  (tranversal)

X0 X0



Como estamos supondo que o movimento é pequeno - mais
especificamente, que |ux| € bem pequeno, entdo \/1+ u2 ~ 1
pode ser substituido por 1. Assim, a primeira equa¢ao diz que T é
constante ao longo da corda. Vamos supor que T é independente
de t bem como de x. A segunda equacdo pode ser reescrita como

X1 X1
= PUt dx.
X0 X0

Supondo que uy, seja continua, assim como u, temos

X1 X1
= Tu, dx.
X0 X0

Tu,

Tu,




Assim,

X1 X1
/ Tus dx = / purdx.
X0 X0

E como xp e xq sdo arbitrarios, segue que
pUst = Tux.

Isto é€,

U = czuxx, onde ¢ = ,/%.

Esta é a equacdo das ondas.

Andlise dimensional da constante c. T tem dimens3o de forca, isto
é, mit—2, onde m é massa, | é comprimento e t é tempo. Por
outro lado, p tem a dimens3o m/~!. Logo ¢ tem dimensdo mt—1,
isto €, a dimens3o de uma velocidade. Mais adiante veremos que
essa velocidade tem um sentido fisico.



Existem muitas variacdes dessa equagdo, por exemplo:

(i) Se a resisténcia do ar (r > 0) estiver presente, temos um
termo extra proporcional a velocidade u;, assim:

Ut — c? Uy + ruy = 0.

(i) Se houver uma forga eldstica transversal, temos um termo
extra proporcional (k > 0) ao deslocamento u, assim:

U — C2Uxx + ku = 0.

(iii) Se houver uma forca aplicada externamente, ela aparece como
um termo extra, por isso:

Uyt — CP iy = f(x,t),

0 que torna a equagao nao homogénea.



A Equacdo das ondas na reta toda
Proposicao 1. A solucdo geral da equagdo das ondas na reta toda

utt—czuxxzo, —oco < x<oo, t>0,

u(x,t) = F(x + ct) + g(x — ct)| (1)

onde f e g sdo fungdes arbitrarias (duas vezes diferencidveis) de
uma varidvel real.

Demonstracdo. Primeiro, fatoramos a equacao de onda da
seguinte maneira:

(0 — cOx)(0¢ + cOx)u = 0. (2)

Se colocarmos v = u; + cuy, entdo v satisfaz a equacdo de
transporte

Vi —cvy =0
e entdo, v(x,t) = h(x + ct), com h uma fun¢3o arbitraria
(diferencidvel) de uma dnica variavel.



De (2) e da defini¢do de v,
us + cuy = h(x + ct). (3)

Ja que essa equacdo é linear, sua solucdo geral é a soma de uma
solugdo particular de (3) com a solugdo da equagdo homogénea
us + cuy = 0 dada por g(x — ct), com g uma fung3o arbitrdria
(diferenciavel) de uma tnica varidvel. E facil verificar diretamente
por derivacdo que uma solugdo particular de (3 é

u(x,t) = f(x + ct), onde f'(s) = h(s)/2c. Portanto,

u(x,t) = f(x + ct) + g(x — ct),

como afirmado.



Um argumento diferente para demonstrar a Proposicdo 1 é pelas
coordenadas caracteristicas

E=x+ct n =X — ct.
Pela regra da cadeia,
Ox =0:+0, e O0t=cOc— coy.
Portanto,
0= (0t — cOx)(0r + cOx)u = —4c28§nu =0;

O que significa que ug;, = 0, pois ¢ # 0. Integrando em 7, temos
ug(§,m) = F(§). Integrando em relagdo a £, temos

u=r(&)+ &),
u(x,t) = f(x + ct) + g(x — ct),

que concorda exatamente com a demonstra¢do anterior.



A equacdo da onda na reta toda tem uma geometria simples.
Existem duas familias de curvas caracteristicas, x & ct = constante,
conforme indicado na Figura 3. A solucdo geral é a soma de duas
fungdes. Uma, g(x — ct), é uma onda de forma arbitraria viajando
para a direita com velocidade c. A outra, f(x + ct), é outra forma
deslocando-se para a esquerda com velocidade c.

Figure: 3



Problema de Valor Inicial

O problema de valor inicial para a equacdo das ondas na reta toda
consiste em resolver a equacao

utt—czuxxzo, —oco < x <00, t>0,
sujeita as condigdes iniciais
U(X70)2¢(X)7 Ut(X,O):w(X), —00 < X < Q.

Teorema 1. Se ¢ € C%2 e ¢) € C!, entdo a solucdo do problema de
valor inicial é

x+ct

u(x, t) = %[qﬁ(x + ct) + o(x — ct)] + 21c/ P(s)ds.| (4)

x—ct




Demonstracdo. A solucdo geral da equacao das ondas na reta é
dada por (1). Fazendo t = 0, obtemos

¢(x) = f(x) + g(x). (5)
Derivando (1) e fazendo t =0,
h(x) = cf'(x) — cg'(x). (6)

Derivando (5) e dividindo (6) por ¢, obtemos

S =) +E0) e 00 = Fx) 8

Assim,

70 =3 (0004 2} e 00— (w00 - P




Integrando, obtemos

00 = 5000+ 52 [ 0(s)ds A
g(x) = %qﬁ(x) — % /OX Y(s)ds + B

onde A, B sdo constantes arbitrarias. Por (5), A+ B =0.
Avaliando f em x + ct e g em x — ct, obtemos

x+ct xX—ct
(1) = So(xtet) o /0 V(s 5 0—ct) e /0 (s) ds,

ou seja,

x-+ct
1) = 100x + ct) + 6 — ct)] + - / 6(s) ds

2¢ Jx—ct



A férmula (4) da solugdo do problema de valor inicial para a
equacdo das ondas na reta toda devido a d'Alembert em 1746 e,
por isso, é conhecida como Férmula de d'Alembert.

Supondo que ¢ tenha uma segunda derivada continua (¢ € C?) e
1) tenha uma primeira derivada continua (¢ € C!), vemos de (6)
que u tem derivadas parciais de segunda ordem continuas em x e t
(u € C?). Ent3o (6) é uma solucio genuina do problema de valor
inicial. Esta afirmac3o pode ser verificada diretamente por
derivacio e fazendo t = 0. Vice-versa, uma solucio u de classe C?
no semiplano R X [0, +00) deve ser por (6), justamente pelo
raciocinio utilizado para chegar a férmula. Portanto, a solugdo é
nica.



Dominios de dependéncia e influéncia

Pela férmula de d'Alembert, o valor de u no ponto (x, t) é
determinado pelos valores de ¢ no intervalo [x — ct, x + ct] e de ¢
nos extremos x — ct e x + ct. Este intervalo é chamado dominio
de dependéncia do ponto (x, t) (Figura 4 a esquerda).

De outro ponto de vista, os valores de ¢ e 1) no ponto (z,0) no
eixo x afetam o valor de u nos pontos (x, t) do setor

z — ct < x < z+ ct que é chamado de dominio de influéncia de z
(Figura 4 a direita). Do ponto de vista fisico, isso significa que o
sinal viaja com velocidade ¢ ao longo das caracteristicas de
equagdo x — ct = z e x + ¢t = z: uma perturbacg3do inicialmente
localizado em z n3o é sentido no ponto x até o tempo

x — 2|

t =
c



Dominio de influéncia de z

x—cf=z
xX+ct=z
x—ct N = px+ct

Dominio de dependéncia de (x.t)

Figure: 4




Exemplo 1. Para ¢(x) = 0 e ¢(x) = cos x, a solugdo do problema
de valor inicial é

u(x,t) = (1/2c)[sin(x + ct) — sin(x — ct)] = (1/c) cos x sin ct.

Portanto para cada t o gréfico de u(x, t) é um cossenoide de
amplitude (1/c¢)sin ct.

Como sin ¢(t + 2kw/c) = sin ct, temos u(x, t + 2kw/c) = u(x, t)
para cada x e para todo k € Z. Portanto o movimento da corda
em qualquer intervalo de tempo [2k7/c,(2(k+ 1)7/c|, k € Z, é o
mesmo no intervalo [0, 27/c].



Exemplo 2 (Corda dedilhada). Vamos considerar o problema de
valor inicial com velocidade inicial 9 = 0 e posicdo inicial ¢ dada
por
b|x]|
o) =4 Py K=o
0 |x| > a

Pela férmula de d'Alembert (4), a solugdo do problema de valor
inicial é

e, 1) = 2 (6(x + ct) + 6(x — et))

A func3o u é continua, pois ¢ é continua, mas nao é
continuamente diferencidvel no plano porque a derivada de ¢ é
descontinua em x = +a e x = 0 e portanto as derivadas parciais
de u sdo descontinuas ao longo das caracteristas no plano xt
passando pelos pontos (—a, 0), (a,0) e (0,0).



Considerando as caracteristas no semiplano t > 0 passando pelos
pontos (—a,0) e (a,0), elas dividem o semiplano t > 0 em seis
regioes.

177
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Figure: 5.



Nas regides |, Ill e V, u(x, t) = 0, pois |x — ct| > a e |x + ct| > a.

Na regido I, x — ct < —a, mas —a < x + ct < a. Logo
1
u(x, t) = Egb(x + ct).
Na regido IV, x + ct > a, mas —a < x — ct < a. Logo
1
u(x,t) = Egb(x — ct).
Na regido VI, |[x — ct| < ae |x + ct| < a. Logo

1d)(x +ct)+ d(x —ct)| .

u(x,t) = 5

N



Grafico de u para t = a/(2c)

Se x < —3a/2, entdo (x,a/(2c)) € I, logo u(x,a/(2c)) =0.
Se —3a/2 < x < —a/2, entdo (x, a/(2c)) € Il, logo

3b  bx

u(,3/(2)) = S0+ 3/2) = > +

Se —a/2 < x < a/2, entdo (x,a/(2c)) € VI, logo

(. a/(26)) = 3 [6(x + 3/2) + 6(x — 2/2)] = 2.

Se a/2 < x < 3a/2, entdo (x,a/(2c)) € IV, logo

u(x, a/(2¢)) = %(b(x —a2) = 37” - %

Se x > 3a/2, entdo (x, a/(2c)) € V, logo u(x,a/(2c)) = 0.



Grafico de u para t = a/c

Se x < —2a, entdo (x,a/c) € I, logo u(x,a/c) = 0.

Se —2a < x <0, entdo (x,a/c) € Il, logo

u(x, 3/c) = %d)(x—f— 2) = % (b— b|Xa+ a’) .

Se 0 < x < 2a, entdo (x,a/c) € IV, logo

u(x, a/c) = %gb(x —a) = % (b - b|X_a’) .

a

Se x > 2a, entdo (x,a/c) € V, logo u(x,a/c) =0.



Grafico de u para t = 2a/c

Se x < —3a, entdo (x,2a/c) € I, logo u(x,2a/c) = 0.
Se —3a < x < —a, entdo (x,2a/c) € Il, logo

_ blx+ 23|
— |

u(x, 2a/c) = %qﬁ(x +22) = % (b

Se —a < x < a, entdo (x,2a/c) € Ill, logo u(x,2a/c = 0. Se
a < x < 3a, entdo (x,2a/c) € IV, logo

u(x,2a/c) = %(;S(X ~2a) = % <b - ”'Xfa') .

Se x > 3a, entdo (x,2a/c) € V, logo u(x,2a/c) =0.
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Figure: 6. Gréfico de u(x, ty) para alguns valores de tg.



igure: 7.
infinita dedilhada



Energia

Considere a corda infinita com p e T constantes. Entao
pus = Ty, —00 < x < 00.

Da fisica sabemos que a energia cinética é mv?/2, que nesse caso
assume a forma ) ~
Ec(t) = 2,0/ u? dx.

—0o0
Para ter certeza de que a integral converge, admitimos que ¢(x) e
¥(x) se anulam no complementar do intervalo {|x| < R}. Como
mencionado acima, u(x,t) (e, portanto, ut(x,t) e uy(x, t)) se
anula para |x| > R + ct.
Sob a hipétese que uy é continua, derivando a integral da energia
cinética sob o sinal de integracao, temos

dE oo oo
d—tc(t) = p/ Uplyss dx = T/ Ut Uy dX.



Por integracao por partes
/utuxx dx = Turuy — T/ Uy Uy dX

e usando o fato que u:(x,t) e ux(x,t)) se anulam para
|x| > R + ct, obtemos

dE >
d—tc(t) = —T/ Ups Uy dX

—00

Mas o termo final é uma derivada pura ja que Uy = %(uf)t

Portanto,
dEc d (1

=—— [ ZTuldx.
dt 2 dt J_ 2 U dx
Sejam
1 oo
Ep(t) = 2/ Tuldx e E(t)= Ec(t)+ Ep(t).
Entao,
dEc dEp dE



Assim,

E(t) = é/oo (puf + Tu) dx (7)

—00

€ uma constante independente de t. Esta é a lei da conservacdo da
energia.

Nos cursos de fisica aprendemos que Ep tem a interpretacdo da
energia potencial. A (nica coisa que precisamos matematicamente
é a energia total E. A conservacdo de energia é um dos fatos mais
bésicos sobre a equacdo de onda.



Difusao
Imaginemos um liquido imével que enche um tubo ou cano reto e
uma substancia quimica, digamos um corante, que se difunde
através do liquido.

A difus3o é caracterizada pela seguinte lei: o corante se move de
regides de maior concentragdo para regides de menor concentragao.

A taxa de movimento é proporcional ao gradiente de concentracdo
(lei de difusdo de Fick). Seja u(x, t) a concentragdo (massa por
unidade de comprimento) do corante na posi¢do x do tubo no
instante t.

Considera a se¢do do tubo de xp a x; (Figura 8),

Figure: 8



A massa de corante nessa secdo do tubo é

M(t) = / " u(x, ),

0
Assim,
dM X
—(t) = ur(x, t)dx.
dt 0
Por outro lado, a massa do corante nesta secio muda apenas

fluindo para dentro ou para fora pelas suas extremidades. Pela lei

de Fick oy
W(t) = kuy(x1, t) — kux(xo, t),

onde k é uma constante de proporcionalidade. Portanto, essas

duas expressdes sao iguais:

/ " e, £)dx = kug(x1, £) — ki (0, £). (8)

X0

Derivando com relac3o a x1, obtemos

Esta é a equac3o da difusdo.



Em dimensdes 3, a equagdo (8) se escreve como

/// utdxdydz:k/ Vu-ndS
D oD

onde D é qualquer dominio limitado em R3 e D ¢ a superficie
que limitada D. Pelo teorema da divergéncia

// Vu-ndS = /// div(Vu) dxdydz = // Au dxdydz.
oD D D

Como D é arbitrario, segue que



Se houver uma fonte externa (ou um “sumidouro”) do corante e a
taxa k de difusdo é varidvel, obtemos a equacgdo de difusdo ndo
homogénea mais geral

’ uy = div(kVu) + f(x,y, z, t). ‘

A mesma equagdo descreve a conducdo de calor, movimento
browniano, modelos de difusdo da dindmica populacional e muitos
outros fendmenos.



Exemplo (Conducdo de Calor).
Sejam u(x, y, z, t) a temperatura e H(t) a quantidade de calor
(em calorias) contidas em uma regido D. Entdo

= /// cpu dxdydz,
D

onde ¢ é o calor especificol do material e p é sua densidade
(massa por unidade de volume). A mudanca de calor é

/ / / cpur dxdydz, (9)

1O calor especifico de um material é a quantidade de calor necesséria para
elevar em 1°C a tempratura de um grama dessa substancia.



A lei de Fourier diz que o calor flui de regiGes quentes para regides
frias proporcionalmente ao gradiente de temperatura. Mas o calor
nao pode ser perdido de D, exceto deixando-o através da fronteira.
Portanto, a mudanca de energia térmica em D também ¢é igual ao
fluxo de calor através da fronteira,

daH = // kVu-ndS = /// div(kVu) dxdydz, (10)
dt oD D

onde k é um fator de proporcionalidade (condutividade térmica) e
na dltima igualdade foi usada teorema da divergéncia.



De (9)—(10), temos

/// cpuy dxdydz = /// div(kVu) dxdydz
D D

e como D é arbitrario, obtemos a equacdo do calor

’ cpuy = div(kVu). ‘

Se ¢, p, and k s3o constantes, essa equacio é exatamente a
mesma que a equac¢do da difusdo

ug — KAu

onde K = k/(cp) é a difusidade térmica.



A Equacdo da Difusao

Nesta aula vamos iniciar o estudo da equagao de difusao em

dimensao 1
Ur = Kiyxy. (11)

Difusdes sao muito diferentes de ondas, e isso se reflete nas
propriedades matematicas das equagdes. Como (11) é mais dificil
de resolver do que a equacdo das ondas, iniciamos com uma
discussdo geral de algumas das propriedades da equac¢do de
difusdo. A primeira delas é o principio do maximo, a partir do qual
deduziremos a unicidade de um problema de valor inicial e de
fronteira.



Teorema (Principio Maximo).
Se u € C?((0,/) x (0, T]) N C([0, 1] x [0, T]) satisfaz a equagdo de
difusdo

up=kuy, O0<x</,0<t<T,
entdo o valor méximo de u no reténgulo [0, /] x [0, T] é assumido
inicialmente (t = 0) ou nas laterais (x = 0 ou x = /) (ver Figura
9).

Figure: 9.



Observacao 1. O valor minimo tem a mesma propriedade; o valor
minimo de u no retangulo [0, /] x [0, T] é assumido inicialmente
(t =0) ou nas laterais (x = 0 ou x = /). Para provar isso, basta
aplicar o principio do maximo a —u(x, t).

Observacao 2. Existe uma versdo mais forte do principio do
maximo que afirma que o maximo da solucdo n3o pode ser
assumido no interior do retdngulo, a menos que ela seja constante.



Esses principios tém uma interpretacdo natural em termos de
difusdo ou fluxo de calor. Dada uma haste sem fonte interna de
calor, o ponto mais quente e o ponto mais frio podem ocorrer
apenas inicialmente ou em uma das duas extremidades da haste.
Assim, um ponto quente no tempo zero esfriard, a menos que o
calor seja alimentado na haste em uma extremidade.

Da mesma forma, dada uma substancia se difundindo ao longo de
um tubo, sua maior concentracdo pode ocorrer apenas inicialmente
ou em uma das extremidades do tubo.

Se desenharmos um “filme" da solu¢do, o maximo diminui
enquanto o minimo aumenta. Assim, a equacg3o diferencial tende a
suavizar a solugdo. (Isto é muito diferente do comportamento da
equacio de onda!)



Demonstracao do Principio Maximo. Denote

R=1[0,/]x[0,T], Rr=[0,/]x{T}, Tr=0R\Rr

M= max u(x,t).
(th)erT

Queremos mostrar que
u(x,t) <M, VY(x,t) eR.

Seja (xo, tp) um ponto onde o maximo de u em R é atingido. Se
(x0, to) pertencer ao interior de R, entdo uy(xp, ty) = 0,

ut(x0, tp) = 0 e uxx(x0, to) < 0. Se uxx(x0, tp) < 0, entdo teriamos
uy # kuyy. Esta contradicdo mostra que o maximo de u sobre R
pode ser atingido somente sobre a fronteira de R. No entanto,
como uxx(xo, to) pode ser igual a zero, precisamos de um artificio
matematico para fazer o argumento funcionar.



Defina
v(x, t) = u(x, t) + ex?,

onde € é uma constante positiva. Nosso objetivo é mostrar que
vix,t) < M+4el?> V(x,t)€R.
Uma vez que isso seja feito, teremos
u(x,t) < M+ ¢(? = x%), VY (x,t)€R.
Como esta conclus3o é viélida para todo € > 0, resulta
ulx,t) <M V(x,t) €R,

que é o que queremos mostrar.



Pela definicido de v e de M,
vix,t) < M+el?, Y(x,t)eTlT.
A funcdo v satisfaz
vi — kv = —2¢ek < 0, (12)

Suponha que v atinge seu maximo em um ponto interior (xo, tp).
Assim, v = 0 e vy < 0 em (x, to), contradizendo (12). Portanto,
ndo pode haver um maximo de v no interior de R. Suponha agora
que v tem um maximo em um ponto na aresta superior

(0,1) x {to = T}. Entdo vx(xo, to) = 0 e v (X0, to) < 0, como
antes. Além disso, como v(xp, tp) é maior que v(xp, top — J), temos

to) — th— 0
Vt(Xo,tO):élim v(x0, to) — V(0. to )

>
—0+ 1) 20,

o que novamente contradiz (12). Mas, v atinge o mdximo em
algum lugar no reténgulo fechado R = [0, /] x [0, T]. Este maximo
deve estar na base ou nas laterais de R. Logo, v(x,t) < M+ ¢l?
para todo (x, t) € R. Isso prova o principio do maximo.



Unicidade

O principio do maximo pode ser usado para provar a unicidade de
solug¢do para o Problema de Dirichlet para a equagdo de difusdo.

Teorema. Existe no maximo uma solu¢do do problema

ur — kus = f(x, t), O<x<lI, t>0
(P) u(x,0) = ¢(x), 0<x<I
u(0,t) = g(t), u(/,t) = h(t) t>0

para quatro funcles dadas f , ¢, g e h.



Demonstracdo. Sejam u e up duas solugdes de (P). Defina

w = u; — up. Entdo wy — kwyxy =0, w(x,0) =0 para 0 < x < /,
w(0,t) =0e w(/,t) =0 para t > 0. Seja T > 0 qualquer. Pelo
principio do maximo, w(x, t) tem seu maximo para o retangulo
[0,/] x [0, T] na parte inferior ou nas laterais - exatamente onde w
se anula. Entdo w(x,t) < 0. O mesmo tipo de argumento para o
minimo mostra que w(x, t) > 0. Portanto, w(x, t) = 0, de modo
que ui(x,t) = up(x,t) paratodot >0e 0 < x < /.



Estabilidade

O principio do maximo também pode ser usado para provar a
dependéncia continua dos dados iniciais do Problema de Dirichlet
para a equacio de difusdo.

Teorema. Sejam u;, i = 1,2, as respectivas solucoes dos

problemas
ur — Kux = f(x, t), O<x<lI, t>0
(P) u(x,0) = ¢i(x), 0<x<|I
U(Oa t):g(t)a U(/, t):h(t) t>0
Ent3o,
- <
max lus(x, ) = a(x,6) < max [61(x) — da(x)]  (13)

para todo t > 0.



Demonstracido. Defina w = u; — up. Entdo w é solucdo da
equacdo de difusdo wy — kwy, = 0, com dados inicial

w(x,0) = ¢1(x) — ¢2(x) e de contorno w(0,t) = w(/,t) = 0.
O principio do méaximo afirma que

- < — .
tnx,t) — up(x, 1) < max |é1(x) — d2(x)|
O principio do minimo diz que

_ > — .

ur(x, t) — ua(x, t) > 0’23;</|¢1(X) P2(x))|
Portanto,

_ < _

gmax |ui(x, t) — ua(x, )] < max |¢1(x) — d2(x)]

para todo t > 0.



A desigualdade (13) é uma estimativa de estabilidade, Gtil em
muitos situagdes concretas. De fato, se

max |¢1(x) = da(x)| <e,

0<x<!

entao

gmax |ui(x,t) — ua(x, t)] < e

para todo t > 0.



Difusao na reta infinita

O objetivo agora é resolver o problema

Ut = Ky, —00 < x < oo,t>0 (14)
u(x,0) = ¢(x), —00 < x < 00 (15)

Como a solugdo de (14) n3o é facil de encontrar, primeiro
preparamos o cendrio fazendo alguns comentdrios gerais. Nosso
método é resolvé-lo para um ®(x) particular e, em seguida,
construir o geral solugcdo deste particular. Usaremos cinco
propriedades bésicas de invaridncia da equagdo de difusdo (14).



(a) A translagdo u(x — y, t) de qualquer solugdo u(x,t) de (14)
também solugdo de (14), para qualquer y fixo.

(b) Qualquer derivada (uy ou u; ou Uy, etc.) de uma solugdo de
(14) também é uma solugdo de (14).

(c) Uma combinag3o linear de solugdes de (14) é novamente uma
solugdo de (14).

(d) Uma integral de solugGes (14) é uma solugdo de (14). Assim,
se S(x, t) é uma solugdo de (14), entdo S(x — y, t) também é
e

)= [ Ste=y.0() oy

também é uma solug3o, para qualquer funcdo g(y) desde que
esta integral imprépria seja convergente.
(e) Se u(x,t) é uma solugdo de (14), a fungdo dilatada
u(y/ax, at) também é, para qualquer a > 0.
De fato, seja v(x,t) = u(y/ax, at). Pela regra da cadeia,
Ve = aly, Vx = \/aly € Vex = \/ay/alxx = auyxy. Logo,

Ve — kvix = auy — kaux, = a(up — kuyy) = 0.



Nosso objetivo é encontrar uma solugdo particular de (14) e entdo
construir todas as outras solu¢des usando a propriedade (d). A
solucdo particular que procuraremos é aquela, denotada por

Q(x, t), que satisfaz a condi¢do inicial especial

Q(x,0) =1 para x > 0, Q(x,0) =0 para x < 0. (16)

A raz3o para esta escolha é que esta condi¢do inicial ndo muda sob
dilatacdo. Encontraremos @ em trés etapas:



Etapa 1

Procuraremos Q(x, t) da forma especial

X
Q(x,t) = onde p = —— 17
(x,t) = g(p) P= i (17)
onde g é uma fun¢do de apenas uma varidvel (a ser determinada).
O fator v/4k é incluido apenas para simplificar uma férmula
posterior.



Etapa 2

Usando (17), convertemos (14) em uma EDO para g usando a
regra da cadeia:

_dgdp 1 x

Ys _ /
Qt—dpat 2t\/47tg(p)
dg Op 1,

Q=270 =——
dp Ox 4ktg(p)
o _dQ.op 1

G T
dp Ox 4ktg (p)



Impondo que Q é solugdo de (14), temos

—=pg'(p) — ;8" (p)

1 1 1
O: —k = —
Qt Qxx ¢ 2 4

Assim,

g"(p) +2pg'(p) = 0.
Resolvendo esta EDO pelo método do fator integrante, obtemos
g'(p) = crexp(—p®) e

e P’ dp + o.

x/\/4kt
Q1) = g(p) = a1 |

0



Etapa 3

Usando (16) expresso como um limite como segue:

Se x > 0,

o
1= i £) = - oo
t_|>r(r)1+ Q(x,t) Cl/O e p+o=qc > + o

Se x < 0,

—0oQ
0= lim Q(x, t):(—'l/ efp2dp+ C2=—C1E+C2.
t—0+ 0 2

Logo, c1 = 1//7 e c; = 1/2. Portanto,

Q(x,t) == —|— / v e P dp (18)

para t > 0. Observe que de fato Q satisfaz (14), (16) e (17).



Etapa 4

Tendo encontrado @, definimos agora S = 9Q/0x.
Pela propriedade (b), S também é uma solugdo de (14). Dada
qualquer funcdo ¢, definimos

u(x,t) = /_00 S(x—y)o(y)dy parat>0. (19)

Pela propriedade (d), u é solu¢do de (14). Afirmamos que u é
solucdo de (14), (15). Para verificar a validade de (15), escrevemos

i) = [~ 2=y o) oy

oo Ox

_ / > ;y[o(x —y,)o(y) dy

—00

:/_Oo Qx—y,t)¢'(y)dy — Qx—y,t)d(y) : ’

apos integracdo por partes.



Assumimos que esses limites se anulam. Em particular, vamos
assumir temporariamente que ¢(y) é igual a zero para |y| grande.
Portanto,

uxit) = [~ Qb= y. 06 ) oy

Além disso, fazendo t — 01, temos

t—0*

u(x,0) = lim u(t,x) / Q(x — y,0)¢'(y)dy
[ dmrar =) = ot

por causa da condic3o inicial para @ e a suposicdo de que
¢(—o00) = 0. Esta é a condigdo inicial (15).



Concluimos que (19) é a férmula da solugdo, onde

8Q 1 —x2/4kt
EEA. G t>0. (2
S(x,t) ox ~ 3 7rkte , parat>0 (20)
Isto é
1 [
wit) = e [ I G)dy, es0) (@)




S(x, t) dada por (20) é conhecida como func¢do fonte, fungdo de
Green, solu¢do fundamental, gaussiana, ou propagadora da
equacdo de difusdo, ou simplesmente nicleo da difusdo. Ela
fornece a solugdo de (14), (15) com qualquer dado inicial ¢ por
meio da férmula (16), a qual é vélida somente para t > 0.

A funcg3o fonte S(x, t) é definida para todo x real e para todo

t > 0. S(x,t) é positiva e é par em x. A Figura 10 mostra o
gréfico de S(x, t) para diferentes valores de t. Para t grande, o
grafico é espalhado. Para t pequeno, o grafico é pontiagudo (uma
“funcdo delta”) de altura (4wkt)~1/2 A 4rea sob o grafico S(x, t)
para cada t é

/_Z S(x, t)dx = \}% /_Z e dg=1. (22)



t pequeno

Y™ t médio

t grande

N

F =

Figure: 10.



Observe que o valor da solugdo u(x, t) dado pela férmula (19) é
uma espécie de média ponderada dos valores iniciais em torno do
ponto x. De fato, podemos escrever

u(x,t) = / S(x—y,t)o(y)dy = Z S(x — yi, t)p(yi)Ayi

Esta é a média das solugdes S(x — y;, t) com os pesos ¢(y;). Para
t muito pequeno, a funcdo fonte é um pico de modo que a férmula
exagera os valores de ¢ perto de x. Para qualquer t > 0 a solugao
é uma versao espalhada dos valores iniciais em t = 0.



Interpretacao fisica:

a) No caso da difusdo: S(x — y, t) representa o resultado de uma
unidade de massa (digamos, 1 grama) de substancia localizada no
tempo zero exatamente na posicdo y que estd se difundindo
(espalhando) conforme o tempo avanca. Para qualquer distribuicdo
inicial de concentracdo, a quantidade de substancia inicialmente no
intervalo Ay se espalha no tempo e contribui aproximadamente
com o termo S(x — yi, t)¢(y;)Ay;. Todas essas contribuigcdes sdo
somadas para obter toda a distribuicido da matéria.

b) Para o fluxo de calor: S(x — y, t) representa o resultado de um
“ponto quente” em y no tempo 0. O ponto quente estd esfriando
e espalhando seu calor ao longo da haste.



Geralmente é impossivel avaliar a integral (21) completamente em
termos de fun¢des elementares. O préximo exemplo é um caso
particular em que a integral que pode ser dada em termos de
funcdes elementares.

Exemplo. Resolva a equacdo de difusdo com a condic3o inicial
u(x,0) =e™*.
Pela férmula (eq21), a solugdo é dada por

1 o
u(x, t) = \/m/ e*(xfy)2/4kte*}/dy

1
VaTkt
Completando o quadrado na varidvel y,
x? —2xy +y* +4kty  (y+ 2kt — x)?
4kt 4kt
Seja p = (y + 2kt — x)/\/4kt. Entio

ektfx 00 )
u(x,t) = NG / e Pdp = ekt
— 00

oo
_(x2_ 2

/ e (x*—2xy+y +4kty)/4ktdy

—0o0

+ kt — x




Existéncia de solucao

A obtenc¢3o da férmula (21) da solugdo do problema (14)-(15) é
heuristica e precisamos garantir que as coisas funcionam de fato.
Em particular, deve ser assegurado que, sob condi¢cGes razodveis no
dado inicial ¢, a fun¢do u dada em (21) seja efetivamente a (nica
solugdo de Problema (14)-(15).

Por exemplo, vemos que se ¢(x) cresce muito para x — +o0, por
exemplo mais de uma exponencial do tipo e 2> 0, a rapida
convergéncia da funcdo Gaussiana para zero n3do é suficiente a
integral em (21) convergir. Mais delicada ainda é a unicidade de
solucdo, como veremos adiante.



O teorema a seguir garante que (21) é de fato uma solugdo do
problema (14)-(15) sob hipéSteses bastante naturais sobre o dado
inicial, verificadas nos casos importantes para as aplicagdes. A
prova é bastante técnica e preferimos omiti-la. Contudo, no caso ¢
continuo e limitada a prova é consideravelmente mais simples.



Teorema (existéncia local). Seja ¢ : R — R uma fungdo
continua tal que

I6(x)] < Ce™*, Vx€eR, (23)

onde a e C s3o constantes positivas. Ent3o:

(a) A fungdo u dada por (21) estd bem definida e é diferencidvel
em qualquer ordem na faixa R x (0, T), com T < 1/(4ka) e
nesta faixa

uy — kuy = 0.

(b) Para qualquer x € R,

u(x,t) = ¢(x0) para (x,t) = (x0,0), t > 0.



Observacoes

1. O teorema indica que, se admitirmos um dado inicial com um
crescimento maximo exponencial como o indicado, (21) é uma
solugdo de (14)-(15) que existe pelo menos em um intervalo de
tempo limitado. Veremos mais adiante que, nas hipSteses
indicadas, também € a (nica solucdo.

2. Em muitas aplica¢des, os dados iniciais tém crescimento
méximo do tipo polinomial, para o qual a desigualdade (23) é
satisfeita para qualquer a > 0. Isso implica que, na realidade, nao
ha restricdo no intervalo de tempo de existéncia desta solu¢ado.



3. A propriedade (a) afirma um fato bastante interessante: mesmo
que o dado inicial seja descontinuo em um ponto, imediatamente a
seguir a solugdo torna-se continua (em verdade de classe C*°). A
difusdo é, portanto, um processo regularizador, que tende a
suavizar as irregularidades, em nitido contraste com a equag¢ao das
ondas. A figura abaixa ilustra o para o dado inicial

P(x) = §(—2,0)(x) + §1,4)(x)-

Figure: Efeito de regularizacdo da equacdo do calor (Fonte: S. Salsa,
Equazioni a derivate parziali: Metodi, modelli e applicazioni, 2a ed.
Milano: Springer-Verlag , 2010)



Demonstracdo do Teorema (existéncia local) para o caso em
que ¢ é continua e limitada.

a) A prova que R x (0, T) estd bem definida na faixa R x (0, T),
com T < 1/(4ka), é o Exercicio 5 da Lista 4.

Para mostrar a diferenciabilidade nesta faixa R x (0, T), como a
fungdo S(x,t) é C°(R x (0,00)), com derivadas de todas as
ordens uniformemente limitadas em R x [§, T) para cada 6 > 0,
temos u € C®(R x (0, T)). Além disso, derivando sobre o sinal de
integragdo em (19), temos

(e}

ue(x, t) — ki (x, t) = / (S5t — kSxx)(x — y, t) o(y)dy = 0,

—00 ~\~

=0

para todo x € R, t € (0, T).



b) Dados xp € R e € > 0, tome § > 0 tal que

ly =x0| <0 = |o(y) — o(x0)| <e

Se |x — xp| < /2, usando (22), temos

u(x, 1) — 6(x0)| = ' | Ste= v 060) — o)y

S(x—vy, — ¢(x0)|d
< [ Lot /y_XONZJ (x =y 0l6(») — 600y
=1+J.

Agora
/§e/ S(x—y,t)dy =e.



Como ¢ é limitada, existe M > 0 tal que |¢(x)| < M para todo
x € R. Assim,

J<2M S(x—y, t)dy = = oGkt g,

ly—0)[>8 VATKt Jiy—xo)|>5
Usando que |[x — xp| < /2 e |y — x| > J, temos
x =yl = Sly -l
X — ~ly — x
yiz > y 0l
pois
1) 1
y=xl <ly =x[+Ix=xl < |y =x[+5 <y =x|+3ly —xl,

implicando

1
§\y — x| < |x —yl.



Usando isso, temos

2M

VATKE J|y—x0)|>5
2M
S ik Sy s & A by 0 = 2VATh)
y—Xo0)|=

= 2/\/7/ e /4 dz (P = ﬁz)

J < ef(xfy)2/4ktdy

_s 2
Varkt
M o0 _ 12 +
—f ; e " dp— 0quando t — 0
T 4kt

Assim, se |x — xg| < §/2 e t > 0 é suficientemente pequeno,

lu(x,t) — ¢)(x0)| < 2e.



Unicidade

A questdo da unicidade da solu¢do do problema (14)-(15)
permanece em aberto. O seguinte contra-exemplo de Tychonoff
mostra que n3o ha unicidade, em geral.

Seja

h(t) = et parat>0
10 para t < 0.

A funcio

T(x,t)= i h(n)(t)xzn

prd (2n)!

é uma solucdo da equacdo u; — ty = 0 com dado inicial nulo.?
Como também u(x, t) = 0 é uma solugdo do mesmo problema,
deduzimos que, em geral, o problema de (14)-(15) ndo tem
solucdo Unica e, portanto, ndo é bem posto.

2 verificagdo ndo é facil. Veja pagina 171 do livro [F. John. Partial
Differential Equations. IV ed., Springer-Verlag, New York, 1982].



O que acontece com T é que essa fungdo cresce demais para
tempos pequenos. De fato, a melhor estimativa de crescimento
para T é a seguinte:

I T(x, t)| < CeX*/(#D)

para C e 0 constantes positivas, que piora rapidamente quando
t — 07 por causa do fator 1/6t como expoente.

Se em vez de 1/60t fosse uma constante, entdo as coisas mudam.
De fato, na classe de solu¢des de crescimento controlado de uma
exponencial do tipo Ce®’, a solucio do problema (14)-(15) ¢
Gnica. Isto é uma consequéncia do seguinte principio maximo.



Principio do Maximo Global

Teorema (Principio do Maximo Global). Se u é continua em
R x [0, T], com derivadas uy, ux, us continuas em R x (0, T), tal
que

Uy — Uy = 0, xeR, 0<t< T
u(x,0) = g(x), x€R

u(x,t) < Ce™ ¥ (x,t) ERx [0, T] [resp. u(x,t) > —Ce®]
Ent3o

sup u(x,t) =supg(x) [resp.

in u(x,t) = inf g(x
(x,t)ERX[0,T] x€R (x,t)eRx[0,T] ( ) x€R ( )]



Demonstracdo. Suponha que T < %. Seja € > 0 tal que
TH+e< i. Fixados y € R e u > 0, defina

V(X, t) = U(X; t) - WG\X—}/F/MT-&-E—t)’ X € R, t>0.

Um célculo direto mostra que (exercicio)
Vi — Ve =0, (x,t) € R x (0, T].
Fixe r > 0 e os conjuntos

U:(y_r7y+r)7
UT:(y_r7y+r)X(07T]
rr=Ur\Ur



Pelo Principio do Maximo,

max v = maxv (24)
Ur rr
Agora se x € R,
v(x,0) = u(x,0) — (TJi)l/zeX_yle(He) < u(x,0) = g(x),
ese|x—y|=r,0<t<T,entdo
_ N * r?/4(T+e—t)
V(X7 t) U(X, t) (T+€—t)1/2
<C a2 F 2 a(THe—t) 25
= T T et (25)
< Ce?llyl+n? _ _H P /M(Ttet)

(T +e—t)l/2



1 : 1 .
Como T < 4, existe v > 0 tal que + = a+ . Assim, (25)
pode ser reescrito como

v(x, t) < CeAWIH _ jya(a+ 7)) /2eltt” < supg,  (26)
R

desde que r > 0 seja escolhido suficientemente grande. Assim
(24)-(26) implicam

v(y,t) <supg, VyeR, 0<t<T,
R

desde que T < 4—13. Por fim, tomando p — 0 na definicdo de v,
obtemos sup u <supg.

Rx[0,T] R
Se T > 2, dividimos o intervalo [0, T] em n subintervalos de
comprimento menor que 4—13 e repetimos o argumento acima em
cada subintervalo. Isto conclui a demonstragdo do principio do
maximo.



Corolério. Sejam ¢ continua em R e f é continua R x [0, T).
Ent3o existe no maximo uma solucao do problema

ur — Kuxe = f(x,t), xeR, 0<t<T
u(x,0) = ¢(x), x€R

satisfazendo a condicdo
lu(x,t)| < Ce™*, VxeR, 0<t<T

para constantes positivas C e a.



Demonstracdo. Se uy e up satisfazem essas hipdteses, entdo
U1 — up satisfazem

up —kuyy =0, xeR, 0<t< T
u(x,0) =0, xeR

—2Ce < (1 — w)(x,t) < 2Ce"X2, VxeR, 0<t<T.
Pelo Principio do Maximo Global,

0= inf 0= inf um—up) < sup up—up) =sup0 =0,
x€R (x,t)eRX[OvT]( ) (x,t)eRx[o,T]( ) x€R

ou seja, Uy = up.



Comparacdo de Ondas e Difustes

Vimos que a propriedade basica das ondas é que a informacido é
transportada em ambas as dire¢des com uma velocidade finita. A
propriedade bdsica das difusGes é que a perturbac3o inicial se
espalha de forma suave e gradualmente desaparece. As

propriedades fundamentais dessas duas equacdes podem ser
resumidos na tabela a seguir.



Propriedade Ondas Difusodes
(i) Velocidade de Finita Infinita
propagag¢ao?
(i) Singularidades Transportada | Perdida
para t > 07 ao longo das | imediatamente
(iii) Bem posto Sim Sim (pelo menos para
para t > 07 solugdes limitadas)
(iv) Bem posto Sim Nao
para t < 07
(v) Principio do Maximo? | N3o Sim
(vi) Comportamento Energia é Decai para zero
quando t — 00? constante (se ¢ é integravel)
(vii) Informagdo? Transportada | Perdida gradualmente




Que n3o ha principio maximo para a equacdes das ondas, veremos
no estudo da corda finita que as solucdes s3o periddicas e os
maximos sdo atingidos infinitas vezes também em pontos interiores.

Para a equagdo de difusdo discutimos a propriedade (ii), que as
singularidades sao imediatamente perdidas, na secdo sobre dados
iniciais continuos por partes. A solucdo é diferencidvel para todas
as ordens, mesmo que os dados iniciais ndo sejam.

As propriedades (iii), (v) e (vi) ja foram mostradas. O fato de que
a informag3o é gradualmente perdida [propriedade (vii)] fica claro
no grafico de uma solug3o tipica, por exemplo, de S(x, t).



Quanto a propriedade (i) para a equa¢do de difusdo, observe na
férmula (21) que o valor de u(x, t) depende dos valores do dado
inicial ¢(y) para todo y, onde —0co < y < oo. Por outro lado, o
valor de ¢ em um ponto xg tem um efeito imediato em todos os
lugares (para t > 0), embora a maior parte de seu efeito seja
apenas por um curto periodo préximo a xg. Portanto, a velocidade
de propagacdo ¢ infinita.



Quanto a (iv), vejamos uma situagdo em a equagdo de difusdo ndo
estd bem colocada para t < 0 (“para tras no tempo”). Seja

1
up(x,t) = . sin nxe "kt

Podemos verificar que u, satisfaz a equacdo de difusdo para todo
x, t. Além disso, up(x,0) = n~1sin nx — 0 uniformemente quando
n — oo. Mas considere qualquer t < 0, digamos t = —1. Ent3o
un(x, —1) = n~Lsin nxe™ ™ — +00 uniformemente quando

n — oo exceto por alguns x. Assim, u, estd préximo da solugdo
nula no tempo t = 0, mas n3o no tempo t = —1. Isso viola a
estabilidade, pelo menos no sentido uniforme.



