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Busca em Largura

e Expande a fronteira entre vertices descobertos e nao descobertos
uniformemente atraves da largura da fronteira.

e O algoritmo descobre todos os véertices a uma distancia k£ do véertice
origem antes de descobrir qualquer vertice a uma distancia &k + 1.

»»" Slide do livro do Ziviani — cap 7




Implementacao

Aloca vetores cor, antecessor, distancia com tamanho grafo->nrVertices

buscaEmLargura(grafo){

Para cada vertice v

cor[v] — branco; antecessor[v]

Para cada vertice v
se cor|[v] = branco
visitaLargura(v, grafo, cor, antecessor, distancia);

visitaLargura(s, grafo, cor, antecessor, distancia){
cor[s] < cinza;
distancia[s] ~ O;
F - @
insereFila(F, s);
enquanto F # @
w  removeFila(F)
para cada vertice u da lista de adjacéncia de w
se cor[u] = branco
cor[u] < cinza;
antecessor[u] « w;
distanciafu] —~ distancia[w] + 1;

\N/ . .
gv:.‘d, insereFila(F, u);
K] corw] — preto;
v, 9>
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Aplicacoes

Para encontrar os vertices vizinhos dentro de um certo raio (por
exemplo, em sistemas de computacao movel, navegacao GPS,
etc)

Pessoas a uma certa distancia em uma rede social

Coleta de lixo em memoaria (melhor localidade de referéncia do
gue se usar busca em profundidade)

Caminhos mais curtos (NAO é o mesmo que caminho minimo)



Caminhos Mais Curtos

e A busca em largura obteém o caminho mais curto de « até .

e O procedimento VisitaBfs controi uma arvore de busca em largura que
e armazenada na variavel Antecessor.

Como uso a busca em largura?

Ex: caminhodeOa?2
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Caminhos Mais Curtos

e A busca em largura obteém o caminho mais curto de « até .

e O procedimento VisitaBfs controi uma arvore de busca em largura que
e armazenada na variavel Antecessor.

Como uso a busca em largura?

Ex: caminhodeOa?2
(UJ p(l) b{ }

=

Chamo o visitaLargura em u (origem) até encontrar v

p( PIJ}
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Caminhos Mais Curtos

e A busca em largura obteém o caminho mais curto de « até .

e O procedimento VisitaBfs controi uma arvore de busca em largura que
e armazenada na variavel Antecessor.

Imprimindo o caminho: (u tendo sido a origem da visitaLargura)

if (d[v] == ©0)
printf ("Nao existe caminho de %d ate %d" , u, V) ; Ex: caminhode O a 2
else imprimeCaminho(u, v, antecessor); 2
p(0) p(1) bee)
void imprimeCaminho(int u, int v, int antecessor(]) ' yd 5
DICA: usando recurséo! 3y (27 (5
P{_” pi_é} ()
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Caminhos Mais Curtos

e A busca em largura obteém o caminho mais curto de « até .

e O procedimento VisitaBfs controi uma arvore de busca em largura que
e armazenada na variavel Antecessor.

Imprimindo o caminho: (u tendo sido a origem da visitaLargura)

if (d[v] == ©)
printf ("Nao existe caminho de %d ate %d" , u, v) ; Ex: caminhode 0a?
else imprimeCaminho(u, v, antecessor);
p{Dl p{l) bee)
void imprimeCaminho(int u, int v, int antecessor]]) i D — i f'.;"‘;.
{
if (u==v) { printf ("%d", u); return; } | | ’
else { (3) (& (5 )
imprimeCaminho(u, antecessor[v], antecessor); m_” {_ bloc)
printf ( "%d ", v);
S }
)



Exercicio de programacao

Implementem Busca em Largura com nossa interface
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Aula de hoje

Arvore geradora minima (Minimum Spanning Tree)

Veremos dois algoritmos distintos para resolver esse problema:
* Algoritmo de Prim
* Algoritmo de Kruskal (na aula que vem)
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Arvore Geradora Minima - Motivacao

e Projeto de redes de comunicacoes conectando n localidades.
e Arranjo de n — 1 conexoes, conectando duas localidades cada.

e Objetivo: dentre as possibilidades de conexoes, achar a que usa
menor quantidade de cabos.

e Modelagem:

— G = (V, A): grafo conectado, nao direcionado.

— V' conjunto de cidades.
— A: conjunto de possiveis conexoes

— p(u,v): peso da aresta (u,v) € A, custo total de cabo para conectar
uwauv.

e Solucao: encontrar um subconjunto 7' € A, aciclico, que conecta todos
os vertices de G e cujo peso total p(7T') = > ,..yer P(u, v) € minimizado.
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Arvore Geradora Minima

e Como G’ = (V,T) € aciclico e conecta todos os vertices, T forma uma
arvore chamada arvore geradora de .

e O problema de obter a arvore 17" € conhecido como arvore geradora
minima (AGM).

Ex.: Arvore geradora minima 7 cujo peso total € 12. 7" nao € unica,
pode-se substituir a aresta (3, 5) pela aresta (2,5) obtendo outra arvore
geradora de custo 12.

eacAlide do livro do Ziviani — cap 7
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AGM - Algoritmo Genérico

void GenericoAGM()
1{ S =0: —— Nofinal serd o conjunto de arestas que formam a AGM

2

3
4
5

}

while (5 nao constitui uma arvore geradora minima)
{ (u,v) = seleciona(A);

if (aresta (u,v) € segura para S) S =S+ {(u,v)} }
return 5’;

Uma estrategia gulosa permite obter a AGM adicionando uma aresta
de cada vez.

Invariante: Antes de cada iteracao, S € um subconjunto de uma arvore
geradora minima.

A cada passo adicionamos a S uma aresta (u, v) que nao viola o
INnvariante. (u,v) € chamada de uma aresta segura.

Dentro do while, S tem que ser um subconjunto proprio da AGM T, e

assim tem q xistir uma aresta (u,v) € T tal que (u,v) € S e (u,v) e
seqguro para S. S _ _
Isto €, assim que se entra no while,

20



AGM - Algoritmo Genérico

void GenericoAGM () A principal diferenca
1{ S=0: —» Nofinal sera o conjunto de arestas que formam a AGM  €ntre os algoritmos de

2 while (S nao constitui uma arvore geradora minima) Prim e de Kruskal é como
3  { (u,v) = seleciona(A); eles definem mais

4 if (aresta (u,v) € segura para S) S =S+ {(u,v)} } especificamente 0 que é
5 return S; uma aresta segura.

}
e Uma estrategia gulosa permite obter a AGM adicionando uma aresta

de cada vez.

e Invariante: Antes de cada iteracao, S € um subconjunto de uma arvore
geradora minima.

e A cada passo adicionamos a .S uma aresta (u, v) que nao viola o
INnvariante. (u,v) € chamada de uma aresta segura.

e Dentro do while, S tem que ser um subconjunto proprio da AGM 77, e

assim tem q xistir uma aresta (u,v) € T tal que (u,v) € S e (u,v) e
seqguro para S. S _ _
Isto €, assim que se entra no while,

21
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AGM - Definicao de Corte

e Um corte (V',V — V') de um grafo nao direcionado G = (V, 4A) € uma
particao de V.

e Uma aresta (u,v) € A cruza o corte (V', VvV — V') se um de seus
vertices pertence a V'’ e o outro vertice pertence a V. — V.

e Um corte respeita um conjunto S de arestas se nao existirem arestas
em S que o cruzem.

e Uma aresta cruzando o corte que tenha custo minimo sobre todas as
arestas cruzando o corte € uma aresta leve.

23



AGM - Teorema para Reconhecer Arestas Seguras

e Considere G = (V, A) um grafo conectado, nao direcionado, com
pesos p sobre as arestas V.

e Considere S um subconjunto de A que esta incluido em alguma AGM
para G.

e Considere (V',V — V') um corte qualquer que respeita S.
e Considere (u,v) uma aresta leve cruzando (V/,V — V),

e Satisfeitas essas condicoes, (u,v) € uma aresta segura para S.

v )(<
4 1 F
(1 2 2 3) l 7o
e T & ot /\,/ Kk

(a) - rJ\rq =T 5; }2&( e

=3 ()5 (8
Ex: S ={(0,2), (1,2), (2,3)}
ol ACM aresta(s) leve(s): ?
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AGM - Teorema para Reconhecer Arestas Seguras

e Considere G = (V, A) um grafo conectado, nao direcionado, com
pesos p sobre as arestas V.

e Considere S um subconjunto de A que esta incluido em alguma AGM
para G.

e Considere (V',V — V') um corte qualquer que respeita S.
e Considere (u,v) uma aresta leve cruzando (V/,V — V),

e Satisfeitas essas condicoes, (u,v) € uma aresta segura para S.

v )(<
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(1 2 2 3) l 7o
e T & ~-2 /\,/ Kk
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B aresta(s) leve(s): {(2,5), (3.4)}



Algoritmo de Prim para Obter Uma AGM

e O algoritmo de Prim para obter uma AGM pode ser derivado do
algoritmo geneérico.

e O subconjunto S forma uma unica arvore, e a aresta segura
adicionada a S e sempre uma aresta de peso minimo conectando a
arvore a um vertice que nao esteja na arvore.

e A arvore comeca por um vertice qualquer (no caso 0) e cresce até que

"gere” todos os vertices em V. T No primeiro corte V' = {0},

~ e S étal que respeita esse corte
e A cada passo, uma aresta leve e adicionada a arvore S, conectando S

a um veéertice de Gg = (V, .9).

e De acordo com o teorema anterior, quando o algoritmo termina, as
arestas em S formam uma arvore geradora minima.



T Corte separa vértices que pertencem a AGM sendo

1{ S =0: —— Nofinal sera o conjunto de arestas que formam a AGM construida (OU Seja, sao extremos das arestas de S)

s e SEERED R dos demais vértices do grafo (inicialmente s6 o vértice 0)
4 if (aresta (u,v) € segura para S) S =5+ {(u,v)} } L

= g B Aresta leve a ser adicionada a S

Algoritmo de Prim: IDEIA GERAL

@ (b) S =10.2)

3 S={02), (23).

_ . ) (1,2), (3,5),(4,5)}
g l\_&k‘{”
Bt S={0.2). (2.3)} $={02),(23)., 12} S={02), 23). (12), 35)}
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Exemplo

Como gerar a AGM a partir do grafo?

Como seria a implementacao desse algoritmo?

28



Algoritmo de Prim

Uma importante questdo €: como selecionar essa aresta leve...

Como faco isso de modo eficiente?

ap¥a
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e
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Algoritmo de Prim

Uma importante questao €: como selecionar essa aresta leve...para isso:

Q: fila de prioridade contendo os vértices de G que ainda estao fora da AGM.

Qual deveria ser o vértice de maior prioridade?

30



Algoritmo de Prim

Uma importante questao €: como selecionar essa aresta leve...para isso:

Q: fila de prioridade contendo os vértices de G que ainda estao fora da AGM.
Qual deveria ser o vértice de maior prioridade?

Aquele que € a ponta de uma aresta leve naquele dado momento

ap¥ar
AZSA N
"‘
4, 4
07

m
>
0
I
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Algoritmo de Prim

Uma importante questao €: como selecionar essa aresta leve...para isso:

Q: fila de prioridade contendo os vértices de G que ainda estao fora da AGM.
Qual deveria ser o vértice de maior prioridade?
Aquele que é a ponta de uma aresta leve naquele dado momento

Entdo o que deveria ser a chave desses vertices?

32



Algoritmo de Prim

Uma importante questao €: como selecionar essa aresta leve...para isso:

Q: fila de prioridade contendo os vértices de G que ainda estao fora da AGM.
Qual deveria ser o vértice de maior prioridade?
Aquele que € a ponta de uma aresta leve naquele dado momento
Entdo o que deveria ser a chave desses vertices?

key[v]: peso da aresta de menor peso que conecta o vértice v (que ainda nao esta na
AGM parcial) a um vértice que ja se encontra nela. Quanto menor key[v] maior a prioridade
nesta fila

n[v]: (antecessor) vértice da outra ponta desta aresta (que ja estd na AGM)
Quando um veértice u sai de Q (porque tem o menor key),(u, n[u]) é a aresta leve que acaba de
7., entrar

e
1

asVan
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Minimum Spanning Tree

G: grafo
w: pesos das arestas
I: raiz
Referéncia: Cormen, Rivest lféersun: Introduction to Algorithms

MST-PRIM(G, w, r)
for ecach v € V|G
do kev|u] < C . -
setil & Inicializagao
kev|r] <—

O <«

b U -

34



Minimum Spanning Tree

G: grafo
w: pesos das arestas
I: raiz
Referéncia: Cormen, Rivest lféersun: Introduction to Algorithms

MST-PRIM(G, w, r)
for cach v € V[G]

do kev|iu] <— o C -

7 [2¢] <— NIL Inicializacéao
Kev|r] <— 0
L8 Y

b U -

35



Minimum Spanning Tree

G: grafo
w: pesos das arestas
I: raiz
Referéncia: Cormen, Rivest lféersun: Introduction to Algorithms

MST-PRIM(G, w, r)
] for cach v € V[

2 do kev|u] < o Isso significa que eu vou adicionar

3 7t [ue] <— NIL u a AGM parcial, com a aresta

4  kev[r] «<— 0 (u,M[u]) .

= s Ve

6 while O = ¢ Ja que u agora faz parte da AGM

s | do w < EXTRACT-MIN(Q)| parcial, todas as arestas que

o for cach v € Adj[u] conectam u a um vértice em Q (ie,

0 do if v € O and w(u. v) = key[wv]| 9ue estdo forada AGM parcial)
10 then [v] < sao “candidatas” a arestas leves,
11 key[v] < wu, v) por isso preciso atualizar o key

dos vértices v adjacentes a u de
forma a considerar a aresta (u, v)
como possivel aresta leve

36




MST-PRIM(G, w.r)

I foreachs & VIG] Corte separa veértices que séo extremos das arestas de S
2 do kev|u] <— oc . , . - e . s e -
L E dos demais vertices do grafo (inicialmente so o vértice 0),
3 8 Vi ou seja, vértices que estao fora de Q dos que estao
Bl dentro de Q .

- e e Aresta leve a ser adicionada a S

11 key[v] «<— w(u, v)

Algoritmo de Prim:

o (A =5 -
(d) 0
L (0)

rotulo do vértice
% 1 (antecessor
whavy corte




Complexidade

Depende da implementacao de Q....

MST-PRIM(G ., w. r)

1 for cach u = V[G]

2 do Lev|iu] <— o0

3 Tle] <— NIL

4 Kkev|r] <— 0

5 QO «— V|G

6 while QO = @

7 do i «— EXTRACT-MIN(Q)

b for cach v € Adjlu]

9 do if v € Q and wu, v) = kev[v]

10 then 7T|[v] < u

11 keviv] <— w(u, v)
Ny, o
's‘lh‘%ﬂ

v,

EACH
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Complexidade

Depende da implementacao de Q....

MST-PRIM(G ., w. r)

1 for ecach u € V[G] Se Q for uma lista linear simples néao
2 do kev|u] < occ ordenada:
3 mr[e] <— NIL
2 ] 0 Linhas 1 a 5: O(V)
5 O <« V[G] _ \
6 while O = @ Lpop da linha 6: V vezes
7 do u < EXTRACT-MIN(Q) Linha 7: O(V)
8 for cach v € Adjlu] Linha 6-7: O(VZ)
L P ? & g ) 1) = Eevlwv . . .
- Sl B f:;"l‘] =00k Linhas 8-11: O(A) no total (assumindo lista de
11 kevlv] <— w(u, v) adjacéncia)
Complexidade: O(V) + O(V?) +O(A) = O(V?)
35
KON
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Complexidade

Depende da implementacao de Q....

MST-PRIM(G ., w. r)

1 for ecach u € V[G] Se Q for uma lista linear simples néao
2 do kev|u] < occ ordenada:
3 mr[e] <— NIL
2 ] 0 Linhas 1 a 5: O(V)
5 O < V[IG] _ \
6 while O = @ Lpop da linha 6: V vezes
7 do u < EXTRACT-MIN(Q) Linha 7: O(V)
8 for cach v € Adjlu] Linha 6-7: O(VZ)
’ N i S - R _ : .
- Sl B f:?ll =00k Linhas 8-11: O(A) no total (assumindo lista de
11 kev[v] <— w(u, v) adjacenma)
Complexidade: O(V) + O(V?) +O(A) = O(V?)
) Arg! Precisa melhorar....
€§A‘ .
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Algoritmo de Prim

Uma arvore, inicialmente vazia, cresce até chegar a ser uma AGM

A cada passo um vertice € acrescentado a essa arvore

ap¥a
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Referénclas

Livro do Cormen cap 23 (32 ed) - AGM
— e sobre Heaps binarios nas secbes 6.1 a 6.3
— e sobre Heaps Fibonacci — cap 19

Livro do Ziviani cap 7 (secao 7.8)
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