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* Expressoes regulares

* Gramaticas regulares

AFD
AFN
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Aula de hoje

* Como provar que uma linguagem NAO é regular

/ Tipo 0 - Linguagens Recursivamente Enumeraveis \

/Tipo 1 - Linguagens Sensiveis ao Contexto\

Tipo 2 - Linguagens Livres de Contexto

L .

Linguagem

Autdbmato

Gramatica

Reconhecimento

Recursivamente
enumeravel

Sensivel ao

Maquina de Turing
com fita infinita

B

Maquina de Turing
com fita finita

Irrestrita

Baa — A

Sensivel ao

Indecidivel

=z

NP-Completo

contexto
contexto E;l:l:l:[.
S 2 At — aA
) Autdémato Livre de ) )
Livre de de pilha 1 o o Polinomial
contexto u
Q 5 — gSc
Regular Autémato finito Regular Linear
W
.

Fonte: Adaptado de Searls (2002)



Aula de hoje

* O conteudo da Prova P1 (dia 15) vai até o dia de hoje

* Na aula que vem:

—  Como implementar AFDs
—  Gramaticas livres de contexto (cap 2 Sipser)

ap¥a
AVauY
\[ 3

EACH

e



Aula de hoje

* Como provar que uma linguagem NAO é regular

/ Tipo 0 - Linguagens Recursivamente Enumeraveis \

/Tipo 1 - Linguagens Sensiveis ao Contexto\

Tipo 2 - Linguagens Livres de Contexto

L .

Linguagem

Autdbmato

Gramatica

Reconhecimento

Recursivamente
enumeravel

Sensivel ao

Maquina de Turing
com fita infinita

B

Maquina de Turing
com fita finita

Irrestrita

Baa — A

Sensivel ao

Indecidivel

=z

NP-Completo

contexto
contexto E;l:l:l:[.
S 2 At — aA
) Autdémato Livre de ) )
Livre de de pilha 1 o o Polinomial
contexto u
Q 5 — gSc
Regular Autémato finito Regular Linear
W
.

Fonte: Adaptado de Searls (2002)



Linguagens nao-regulares

* Alinguagem B ={0"1" | n >=0} e regular?



Linguagens nao-regulares

* Alinguagem B ={0"1" | n >=0} e regular?

* E util provar que uma linguagem néo é regular?



Linguagens nao-regulares

* Alinguagem B ={0"1" | n >=0} e regular?

* E util provar que uma linguagem néo é regular?

ap’ar
f

Para saber que n&o vale a pena gastar tempo tentando projetar
um AFD para ela



Linguagens nao-regulares

* Alinguagem B ={0"1" | n >=0} e regular?
* E util provar que uma linguagem néo é regular?

— Para saber que nao vale a pena gastar tempo tentando projetar
um AFD para ela

* Como provar gue uma linguagem nao pode ser reconhecida por
um automato finito?

ap¥a
PLCUR
v: y
4
WA‘A‘
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Linguagens nao-regulares

* Alinguagem B ={0"1" | n >=0} e regular?
* E util provar que uma linguagem néo é regular?

— Para saber que nao vale a pena gastar tempo tentando projetar
um AFD para ela

* Como provar gue uma linguagem nao pode ser reconhecida por
um automato finito?

—  Nao existe um AFD, AFN que a reconheca, ou uma ER que a
descreva, ou simplesmente vocé néao foi capaz de projeta-los?

EACH 11



Linguagens nao-regulares

* Alinguagem B ={0"1" | n >=0} e regular?
* E util provar que uma linguagem néo é regular?
— Para saber que nao vale a pena gastar tempo tentando projetar
um AFD para ela
* Como provar gue uma linguagem nao pode ser reconhecida por
um autdmato finito?

—  Nao existe um AFD, AFN que a reconheca, ou uma ER que a
descreva, ou simplesmente vocé néo foi capaz de projeta-los?

' — Ao invés disso, provamos que ela nao respeita a lei de
bombeamento de linguagens regulares

<,
EACH
12



TEOREMA 1 .70 R IR IR IR R RN RS SRR SRR R SRS ISR AR S A RS R T IR S SRR PSSR SRS E S SRR RS .-

Lema do bombeamento Se A é uma linguagem regular, entio existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s é qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,
s = xyz, satisfazendo as seguintes condigdes:

| para cada i > 0, myiz c A, isto €, y pode ser bombeada
2. gl =0, € isto é, y ndo pode ser ¢
3. |zy| < p.

Fundamental entender quem € esse y

RS 13



Entdo A é reconhecida por um AFD

Esse AFD, SEJA LA qual for ele,
tem um certo numero de estados,
digamos p.

T R T e L e L L]

TEOREMA 1 B o e

Lema do bombeamento Se A € uma linguagem regular, entao existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s € qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,
s = xyz, satisfazendo as seguintes condigdes:

1. paracadai > 0, zy’z € A, isto &, y pode ser bombeada
2. gl =0, € isto é, y ndo pode ser ¢
3. |zy| < p.

Fundamental entender quem € esse y

on 14



ldela da prova

P = numero de estados do AFD que reconhece tal linguagem

Qual o tamanho maximo de uma sequéncia aceita por esse AFD,
partindo do estado inicial até um estado final, SEM REPETIR
NENHUM estado neste caminho?

apvar
AVauY >< \\

<V,
EACH
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ldela da prova

P = numero de estados do AFD que reconhece tal linguagem

Qual o tamanho maximo de uma sequéncia aceita por esse AFD,
partindo do estado inicial até um estado final, SEM REPETIR
NENHUM estado neste caminho?

p-1

apvar
AVauY >< \\

<V,
EACH
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ldela da prova

P = numero de estados do AFD que reconhece tal linguagem

Se a sequéncia tiver tamanho >= p (e o AFD tem p estados), entao
(com certeza) pelo menos um estado foi visitado pelo menos duas

vezes (repetido)

S — 8§71 S92 S3 S4 S5 Sg

sl v o ol ol

a1 93 920 di7 @9 de

M




Prova

PROVA Seja M = (Q,X,6,q1, F) um AFD que reconhece A e p o nimero de
estados de M.

Seja s = 5182 - - S, uma cadeia em A de comprimento 7, onde n > p. Seja
ri, ...,Tne1 a seqiiéncia de estados nos quais M passa enquanto processa s, de
forma que 7iy1 = 6(7;,8;) para 1 < i < n. Essa seqiiencia tem comprimento

n + 1, que é pelo menos p + 1. Entre os primeiros p + 1 elementos da seqiiéncia,
dois devem ser o mesmo estado, pelo principio da casa de pombos. Chamamos
o primeiro desses de r; e o segundo de ;. Como 7; ocorre entre as primeiras
p + 1 posicdes da seqii€éncia comecando em 73, temos que ! < p + 1. Agora, seja
H= 81 G Y S Fy =g &R = Bf - iEn I I
Como z leva M de ry para r;, y leva M de r; para i; e z leva M de 1 para
Tni1, que € um estado de aceitagcio, M deve aceitar xy*z para ¢ > 0. Sabemos
que j # I, e portanto |y| > 0; el < p + 1, e logo |zy| < p. Dessa forma,
satisfizemos todas as condi¢oes do lema do bombeamento.

¢ Ou seja, estados 1, ..., I, ..., I, ..., T
J N+]7 G ———
S = &1 95 93 54 35 Sg Sn e L,
1 R A il A 0
q1 493 420 d17 de d3s5 413 o . i@

I’l y I’2 y r3 y l'4 y I’5 y I’6 y r7 @ , 18




TEOREMA 1 .70 e e e o A e e D W A R S

Lema do bombeamento Se A é uma linguagem regular, entio existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s é qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entio s pode ser dividida em trés partes,
s — x1yz, satisfazendo as seguintes condigdes:

1. para cadaz > 0, iI:in c A, isto €, y pode ser bombeada
gl 2= 0, & isto &, y ndo pode ser €
3. |lzy| < p.
XF & R
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Exemplo

TEOREMA 1.70

ILema do bombeamento Se A é uma linguagem regular, entio existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s € qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entio s pode ser dividida em trés partes,
s — x1yz, satisfazendo as seguintes condigdes:

1. para cadai > 0, iI:in c A, isto €, y pode ser bombeada
2. gl >0,¢ isto &, y ndo pode ser €
3. |lzy| < p.

A ={we{0,1}* | w comeca e termina com 0O}
Para ESTE AFD,p=4

QUALQUER s € A tal que |s| >= 4 satisfaz o lema
Exemplos: s = xyz (primeiro estado em negrito é
0 I}, segundo estado em negrito € o rl)

0010 (qg0,q1,91,93,91)

0110 (qg0,91,93,93.,9l1)

01010 (90,91,93,91,93,91)

20



Utilidade do lema do bombeamento

* O que devemos fazer para provar que uma linguagem E
regular?

<V,
EACH

e

21



Utilidade do lema do bombeamento

* O que devemos fazer para provar que uma linguagem E
regular?

—  Mostrar que ela respeita a lei do bombeamento, (pode ser
dificil...) ou

—  Mostrar um AFD que a reconheca ou
—  Mostrar um AFN que a reconheca ou
—  Mostrar uma ER gue a descreva

— Mostrar uma GR que a gere

apVa
AVauy
\[ 3

<V,
EACH

e



Utilidade do lema do bombeamento

* O que devemos fazer para provar que uma linguagem NAO E
regular?

<V,
EACH

e

23



Utilidade do lema do bombeamento

* O que devemos fazer para provar que uma linguagem NAO E
regular?

— Nao existe um AFD, AFN que a reconheca, ou uma ER que a
descreva, ou simplesmente vocé nao foi capaz de projeta-los?

apVa
AVauY
\[ 3

Vn;@!z\ﬁ
<y,
EACH

Se 24



Utilidade do lema do bombeamento

* O que devemos fazer para provar que uma linguagem NAO E
regular?

— Nao existe um AFD, AFN que a reconheca, ou uma ER que a
descreva, ou simplesmente vocé nao foi capaz de projeta-los?

— Dal a utilidade da lei do bombeamento — da para usa-la para
provar que uma linguagem NAO é regular (e dai pagar o preco
por um dispositivo menos eficiente que AFDs...)

RS 25



Linguagens nao-regulares

* Alinguagem B ={0"1" | n >=0} e regular?

* Como provar gue uma linguagem nao pode ser reconhecida por
um autdmato finito?

S 26



Linguagens nao-regulares

* Alinguagem B ={0"1" | n >=0} e regular?

* Como provar gue uma linguagem nao pode ser reconhecida por
um autdmato finito?

— Assuma (suponha) que ela € regular, ou seja, que vale o lema
do bombeamento, e ache um contra-exemplo (ou seja, uma
sequéncia que nao respeita o lema), e caia em uma contradicao

— Ou seja, € uma prova por contradicao

ap¥a
AVauY
\[ 3

EACH

TSF 27



TREREMS  T.78 paraTODASas cadeias)

Lema do bombeamento Se A é uma linguagem regular, entio existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s é qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,

1. para cadai > 0, zy‘z € A, isto &, y pode ser bombeada (para todos i >=0)
2. gl >0, e isto &, y ndo pode ser ¢
3. |zy| < p.

Para termos uma CONTRADICAO:

Basta pegar UMA sequéncia de tamanho pelo menos p (sequéncia definida em funcao desse p)
e mostrar que néo existe NENHUMA divisao que respeite o lema (fura para ALGUM i)

(lembre desses 3 negritos em verde !!1)

ou seja,
e existe PELO MENOS UMA sequéncia s para a qual
AR NENHUMA divisdo em 3 partes da certo

use para QUALQUER i>=0 28



TREREMS  T.78 paraTODASas cadeias)

Lema do bombeamento Se A é uma linguagem regular, entio existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s é qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,

1. para cadai > 0, zy‘z € A, isto &, y pode ser bombeada (para todos i >=0)
2. gl >0, e isto &, y ndo pode ser ¢
3. |zy| < p.

Para termos uma CONTRADICAO:

Basta pegar UMA sequéncia de tamanho pelo menos p (sequéncia definida em funcéo desse p)
e mostrar que nao existB NENHUMA divisao que respeite o lema (fura para ALGUM i)

Definir tal sequéncia é o coracao da prova!
DEVE SER SEMPRE BASEADA EM P

% para garantr que ela tamanho >=p ! i



TEOREMA 1 .70 ----------------------------------o--c--o--c---.-c-r--cr--o-----------.----------Eé’-r-é’-:i-BBlAlgigé‘-(:--a"-(-j-é-igﬂs-)----

Lema do bombeamento Se A é uma linguagem regular, entao existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s é qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,

1. para cadai > 0, zy'z € A, isto &, y pode ser bombeada (para todos i >=0)
2. ¥yl =0, e isto é, y ndo pode ser €
3. |lzy| < p.

Também importante notar que y pode estar em diversas posicoes (até p),
mas sempre CONFINADO entre as p primeiras posi¢coes

X # € :l'> S =S5152S3... Sp[Sp+1 ... Sn S =5152S3... Sp|Sp+1 ... Sn
| | |
Xy Xy
i :'|> S =5:52S3... Sp|Sps1 -.. Sn S=5:52Ss... Sp|Sps1 ... Sn
| | |
Xy Xy
— = — =

GBS Xyl =p IXy| <p 30




EXEMPLO 1 .73 5 e A S e S S R e S e A i e R S

Seja B a linguagem {0™1"|n > 0}. Usamos o lema do bombeamento para provar

que B nio é regular. A prova é por contradigao.
Suponha, ao contririo, que B seja regular. Seja p o comprimento de bombea-
mento dado pelo lema do bombeamento. Escolha s como a cadeia 0P1P.

Esta é uma cadeia (nao a linguagem), pois é para um p especifico

(n é uma variavel, p é uma constante!)

k8
31

e



EXEMPLO 1.73

Seja B a linguagem {0™1"|n > 0}. Usamos o lema do bombeamento para provar

que B nio é regular. A prova € por contradi¢do.
Suponha, ao contririo, que B seja regular. Seja p o comprimento de bombea-
mento dado pelo lema do bombeamento. Escolha s como a cadeia 0P1P.

omeccomos R =
pO ....... O(H.l ....... 1:].

P zeros P uns

=X
EACH
32

e



EXEMPLO [ = S SR PP PR TS PPN EEEPRS PO R e

Seja B a linguagem {0™1"|n > 0}. Usamos o lema do bombeamento para provar
que B nio é regular. A prova € por contradi¢do.

Suponha, ao contririo, que B seja regular. Seja p o comprimento de bombea-
mento dado pelo lema do bombeamento. Escolha s como a cadeia 0P1P.

S —
N 00.......0011.......11

P zeros P uns

TEOREMA 1 .70 e a5 e S i s T

Lema do bombeamento Se A é uma linguagem regular, entio existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s é qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,

s — xyz, satisfazendo as seguintes condigdes: i

1. paracadai > 0, zy'z € A, I
ok @
E%AW % .’I?yl <_: p- @ h:'n__',-"' LT

W




EXEMPLO 1 .73 e e A e B S R e S i e i e R N S e S e B

Seja B a linguagem {0™1"|n > 0}. Usamos o lema do bombeamento para provar

que B nio é regular. A prova € por contradi¢do.
Suponha, ao contririo, que B seja regular. Seja p o comprimento de bombea-

mento dado pelo lema do bombeamento. Escolha s como a cadeia 0P1P.
/ =

— v
O lema diz: po e OQ'?-]- RRREEE 11— @
P zeros P uns ;@ ’""E‘\

TEOREMA 1 .70 DU S USSP O S G L .. M S S—

Lema do bombeamento Se A é uma linguagem regular, entio existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s é qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,

s — xyz, satisfazendo as seguintes condigdes:

1. para cadai > 0, xy’z € A, Por que ESSA sequéncia foi sugerida?

By (g =10, 8
= 3. |zy|l £ p.

S -




EXEMPLO [ = S SR PP PR TS PPN EEEPRS PO R e

Seja B a linguagem {0™1"|n > 0}. Usamos o lema do bombeamento para provar

que B nio é regular. A prova € por contradi¢do.
Suponha, ao contririo, que B seja regular. Seja p o comprimento de bombea-

mento dado pelo lema do bombeamento. Escolha s como a cadeia 0P1P.
/ =

— v
O lema diz: PO e OQ'?-]- RRREEE 11— @
P zeros P uns ;@ ’""E‘\

TEOREMA 1 .70 N N R e e e e == e e e

Lema do bombeamento Se A é uma linguagem regular, entio existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s é qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,

s — xyz, satisfazendo as seguintes condigdes:
Por que ESSA sequéncia foi sugerida?

Porque, pela cond 3, y contéem apenas 0’s
Logo...

1. paracadai > 0, zy'z € A,
By (g =10, 8
= 3 |zy| = p.

S - -




EXEMPLO 1 .73 e e A e B S R e S i e i e R N S e S e B

Seja B a linguagem {0™1"|n > 0}. Usamos o lema do bombeamento para provar

que B nio é regular. A prova € por contradi¢do.
Suponha, ao contririo, que B seja regular. Seja p o comprimento de bombea-

mento dado pelo lema do bombeamento. Escolha s como a cadeia 0P1P.
/"_-\.

/ y:'" L
0 O(hll 1 :lr - 1
O lema diz: p : P
S e &
P zeros P uns @ - O

TEOREMA 1 .70 T T T T

Lema do bombeamento Se A é uma linguagem regular, entio existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s é qualquer cadeia
de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,

s — xyz, satisfazendo as seguintes condigdes:

Por que ESSA sequéncia foi sugerida?
0 Porque, pela cond 3, y contéem apenas 0’s
gl =0, 8 Logo... xy'z (parai # 1) teriaumnrde O's Zdonrde 1's

zy| < p- Logo n&o héa subdivisdo possivel que respeite o lema => A NAO é regular!

1. paracadai > 0, zy'z € A,
2.

ea 3.
S




e O VAFORNAL i

Seja B a linguagem {0™1"|n > 0}. Usamos o lema do bombeamento para provar

e B nio o FﬁBﬂlli’i: A Prova- £ por ggnmdieﬁn

EXEMPLO 1.73

Suponha, ao contririo, que B seja regular. Seja p o comprimento de bombea-
mento dado pelo lema do bombeamento. Escolha s como a cadeia 0P1P.

0 0011 1 Na verdade bastaria
"""" '?' Tty :" mostrar um valor de i
P zeros P uns {k

EM TODAS as subdivisdes de s gque respeitem as condicOes 2 e 3 do
lema de bombeamento, y tera pelo menos um 0, e s6 contera 0’s.

Logo, para qualquer subdivisao dessas, para qualquer valor de i # 1, xy'z
tera um numero de O’s diferente do nimero de 1's, e portanto xy'z nao
pertencera a linguagem B.

__Logo, B NAO é regular.

EACC?H Esse retanqulo vermelho é a prova
RAS g P 45



Esse exemplo do Sipser complicou a prova porque nao usou a condicao 3 (a prova do slide anterior € o suficiente)

EXEMPLO T 73 oot e

Seja B a linguagem {0™1"|n > 0}. Usamos o lema do bombeamento para provar
que B nio é regular. A prova € por contradi¢do.

Suponha, ao contririo, que B seja regular. Seja p o comprimento de bombea-
mento dado pelo lema do bombeamento. Escolha s como a cadeia 0P17. Como
s é um membro de B e tem comprimento maior que p, o lema do bombeamento
garante que s pode ser dividida em trés partes, s = xyz, onde para qualquer
i > 0 a cadeia zy’z esta em B. Consideramos trés casos para mostrar que esse

resultado é impossivel.

1. A cadeia y contém apenas Os. Neste caso, a cadeia zyyz tem mais Os que
1s e, portanto, nio é um membro de B, violando a condig¢ao 1 do lema do

bombeamento. Esse caso ¢ uma contradicao.
2. A cadeia y contém somente 1s. Esse caso também di uma contradigio.

3. A cadeia y contém ambos, Os e 1s. Nesse caso, a cadeia zyyz pode ter o

mesmo numero de Os e 1s, mas eles estarao fora de ordem, com alguns 1s
antes de 0s. Logo, ela nao € um membro de B, o que é uma contradicio.

apVa
AVauY
aV,
‘VQ’QB
W,

on 46



Ex EM PLO 1 -74 T T R T T T

Seja C = {w| w tem numero igual de 0s e 1s}. Usamos o lema do bombeamento
para provar que C nao é regular. A prova é por contradigio.

Q¥F
Se fizermos x e z serem a cadeia vazia e y ser a cadeia 0P 1P, entdo xzy’z sempre
terd um namero igual de Os e 1s e, portanto, esta em C'.

Logo, parece que s pode ser bombeada.

on 47



Ex EM PLO 1 -74 T T R T T T

Seja C = {w| w tem numero igual de 0s e 1s}. Usamos o lema do bombeamento
para provar que C nao é regular. A prova é por contradigio.

Q¥F
Se fizermos r e z serem a cadeia vazia e y ser a cadeia 0?17, entdo xy’z sempre
terd um namero igual de Os e 1s e, portanto, esta em C'.

Logo, parece que s pode ser bombeada.
Aqui a condicio 3 no lema do bombeamento é ttil.
Se |zy| < p, entio y deve conter somente Os; logo, xyyz & C.

Por conseguinte, s nao pode ser bombeada.

ap¥a
AVauy

(\)
‘VQ’QB
<,

on 48



EXEMPLO 'l -74 T T I LT o T T e e E

Seja C = {w| w tem numero igual de 0s e 1s}. Usamos o lema do bombeamento
para provar que C' nao é regular. A prova é por contradigio.

or1P
Se fizermos x e z serem a cadeia vazia e y ser a cadeia 0P 1P, entdo xzy’z sempre
terd um namero igual de Os e 1s e, portanto, esta em C'.

Logo, parece que s pode ser bombeada.
Aqui a condicio 3 no lema do bombeamento é ttil.
Se |zy| < p, entio y deve conter somente Os; logo, xyyz & C.

Por conseguinte, s nao pode ser bombeada.

Cuidado: 5 = (QL)* =g,y = 0lez=(01)p 1

Neste caso s poderia ser bombeada, l0go s = (01)° néo serve para a prova

on 49



EXEMPLO 'l -74 T T I LT o T T e e E

Seja C = {w| w tem numero igual de 0s e 1s}. Usamos o lema do bombeamento
para provar que C' nao é regular. A prova é por contradigio.
oF 1P

Um método alternativo de provar que C é nao-regular segue de nosso co-
nhecimento que B é nao-regular. Se C fosse regular, C' N 0*1* também seria
regular. Os motivos sdo que a linguagem 0*1* é regular e que a classe das lin-
guagens regulares é fechada sob intersec¢io, resultado que provamos na nota de
rodapé 3 (piagina 47). Mas C M 0*1* é igual a B, e sabemos que B € niao-regular
do Exemplo 1.73.
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TEOREMA 1.70

Lema do bombeamento  Se A é uma linguagem regular, entio existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s € qualquer cadeia

y 4 [ ]
Exe r‘ I ‘ I O de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,
s = zyz, satisfazendo as seguintes condi¢des:
1. paracadai > 0, zy’z € A,

2. |yl > 0,e
3. |=y| < p.

Prove que a linguagem E ={0'1 | i > |}
nao é regular utilizando o lema do bombeamento

s=?




TEOREMA B £ T T T P T PP P TP T PP e B PP

Lema do bombeamento  Se A é uma linguagem regular, entio existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s € qualquer cadeia

y 4 ]
Exe rC I C I O de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,
s = zyz, satisfazendo as seguintes condi¢des:
1. paracadai > 0, zy’z € A,

2. |yl >0, e
3. |zy| < p.

Prove que a linguagem E ={0'1 | i > |}
nao é regular utilizando o lema do bombeamento

s = Qr*ilP
Condicao 3 => y contém somente zeros

Xyyz ainda esta em E

ap¥ar»
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TEOREMA B £ T T T P T PP P TP T PP e B PP

Lema do bombeamento  Se A é uma linguagem regular, entio existe um
nimero p (o comprimento de bombeamento) tal que, se s € qualquer cadeia

y 4 [ ]
Exe rC I C I O de A de comprimento no minimo p, entdo s pode ser dividida em trés partes,

s = zyz, satisfazendo as seguintes condi¢des:

1. paracadai > 0, zy’z € A,
2. |yl > 0,e
3. |zy| < p.

Prove que a linguagem E ={0'1 | i > |}
nao é regular utilizando o lema do bombeamento

s = Qr*ilP
Condicao 3 => y contém somente zeros
Xyyz ainda esta em E

Mas xy°z = xz nao esta

ap¥ar
AV "'l
"‘
4a)p

Nao esqueca que vocé deveria poder bombear para baixo!
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Exercicio — PROVA FORMAL

Prove que a linguagem E = {01 | i > j}
nao é regular utilizando o lema do bombeamento.

Assuma (por contradicédo) que E é regular.

Seja s = 0r*11P | que logo pertencente a E.

EM TODAS as subdivisdes de s que respeitem as condicOes 2 e 3 do
lema de bombeamento, y tera pelo menos um 0, e s6 contera 0’s.

Logo, para qualquer subdivisao dessas, parai =0,
Xy'z = xz tera um numero de 0’'s menor ou igual ao numero de 1's, e
portanto xy'z nao pertencera a linguagem E.

2] ogo, E NAO é regular.
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Exercicio - Exemplo 1.75

* Prove que alinguagem ' = {ww| w € {0,1}*}

nao é regular utilizando o lema do bombeamento

55



ap¥ar
AVaYTA
SR
a4V, p
wlanv,y

<V,
EACH

Tente fazer sozinho antes de olhar o proximo
slide!!!

Profa. Ariane Machado Lima
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Exercicio - Exemplo 1.75

* Prove que alinguagem F = {ww]| w € {0,1}*}

nao é regular utilizando o lema do bombeamento

s = 0OP10P1

o7



Exercicio - Exemplo 1.75

* Prove que alinguagem F = {ww|w € {0,1}*}

nao é regular utilizando o lema do bombeamento

ap¥a
AV Y,
o ey,
41‘ )
AN AN

<V,
EACH

Assuma (por contradicdo) que F é regular.

Seja s = 0P10P1 , que logo pertencente a F (e tem tamanho >= p).

EM TODAS as subdivis6es de s que respeitem as condi¢cdes 2 e 3 do lema de bombeamento, y
terd pelo menos um 0, e s6 contera 0’s.

Logo, para qualquer subdivisao dessas, para qualquer i diferente de 1, a nova xy'z tera a
primeira metade diferente da segunda metade, e portanto xy'z ndo pertencera a linguagem E.

Mais especificamente, para i = 0, xz sera uma cadeia cuja primeira metade contera um certo nr de
0’s, seguido de 1, seguido de um certo nr de zeros, e a segunda metade contera um certo nr de 0’s
seguido de 1.

Parai> 1, a primeira metade de xy'z contera apenas 0’s, e a segunda metade contera um certo nr
de 0’s, seguido de 10r1.

L E NAO ¢ lar.
0go, O é regular 58



Exercicios do Sipser

Ja podem fazer todos do cap 1!

Foco nos exercicios (1.1 a 1.30), problemas 1.53 e 1.54
também sao interessantes

Lista MINIMA: 1.4 f,g; 1.5¢c,g; 1.6 e,g,h; 1.7 e; 1.12, 1.14,
1.16, 1.21,1.22,1.24 d,f; 1.27; 1.29, 1.30; 1.53

EACH

e
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<V,
EACH

Pro

fa

ACH2043
INTRODUGAO A TEORIA DA
COMPUTACAO

Aula 9

Linguagens nao-regulares (cap 1.4)

Profa. Ariane Machado Lima
ariane.machado@usp.br

. Ariane Machado Lima
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