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1. Resolva o problema de Cauchy

Uy +zuy, =y (z,y) € R?
u(0,y) =cosy y € R.

2. Calcule a solucao do problema quaselinear

Uy + YUy = T
u(z, 1) = 2z.

3. Calcular a solucao geral da equacao

zu, —yu, +u=y em D= {(z,y) € R*:y > 0}.

4. Dada a equagao linear de segunda ordem

2Ugy + OUyy + duyy + uy +uy = 0,

classifique-a e calcule as caracteristicas. Reduza a equacao a forma canodnica e

determine a solucao geral dessa equagao.



Resolucgao
1. Parametrizando a curva inicial com a equagao
r=0, y=t telk

Para cada t € R, o sistema caracteristico é dada por

d

8

(s,t) =1, z(0,) =0

(s,t) = z(s,t), y(0,t) =t
(s,t) = y(s,t), v(0,t) =cosy(0,t) = cost
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A primeira EDO da x(s,t) = s+ ¢, da qual, aplicando a condi¢ao inicial, z(s,t) = s.
A segunda equacgao da
dy
75\
e portanto y(s,t) = s*/2+c, da qual, pela condigao inicial, y(s,t) = s*/2+t. Enfim,
a terceira EDO fica

s,t) = s,

%(s,t} =s?/3+t=v(s,t) =5°/6+ st +c.
Pela condigdo inicial 2(t) = s®/6 + st + cost. Resumindo,
z(s,t) =s, y(s,t)=5>/2+t, wv(st)=5"/6+ st+ cost. (1)
Observando que 5
a((?,?;)) :' R

as equagoes (1) definem ¢t = t(x,y) e s = s(x,y), e substituindo em v obtemos a
solucao
U(.Z',y) = U(t(l‘,y), S(.T,y))

Um calculo direto mostra que
s=x, t=y—s/2=y—2?/2,

obtendo

CC3 [E2 x2 1'3 .ZU2
u(:cyy):g—i-x y—? + cos y—? :SCZ/—E—FCOS y—? _

2. Parametrizando a curva inicial com a equacao
r=t, y=1 tekR

Para cada t € R, o sistema caracteristico é dada por

dz (s 1) = v(s,t), =(0,1) =1t
%(S7t) = y(S,t), y(O,t) =1
@ (5,1) = x(s,t), v(0,t) =2t
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A segunda EDO d4 y(s,t) = e°. Derivando a primeira e usando a terceira equagio,
podemos escrever

d*z dz
@(S,t) _'T(Sat)a .T(O,t) =1, E(Oat) = 2t.

A solucgao geral dessa equacao é
Cles + Cgeis.

Substituindo as condigoes iniciais, obtemos

3 1
x(s,t) = =te® — —te™*®

2 2
e portanto
3 S —S
v(s,t) = §t6 + §t6
Resumindo, otemos
x(s,t) = §tes - 1zfe_s
2 2
y(s,t) = e’
v(s,t) = §tes + —te”*
2 2

Observando que

Oz,y) | Stes+ite Bes—les | 1 3,

—| 2 2 2 2 — - _"e
J(s, ) e’ 0 2 2
Sobre a curva inicial,
o(z,y) 1 3
t)==——=-=—-1+#0.
d(s,t) (0.2) 2 2 7

Como e® = y, da primeira identidade obtemos

3y 1
= - =) =uq,
2 2y

assim
= 2y s=Iny
3y2 —1’ '
Substituindo na terceira identidade, temos
341
u(z,y) = xw

A solucdo existe somente para y # 1/4/3. Como a curva inicial é y = 1, portanto a
solucdo do problema de Cauchy existe somente para y > 1/+/3.
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3. Neste caso, os coeficientes
a(z,y) =z, b(z,y)=—y, clz,y)=1 dz.y) =y
sao de classe C'! no semiplano D = {(z,y) € R? : y > 0}. Além diss,
a(z,y) + b (z,y) = 2> +9y* #0
no semiplano D = {(z,y) € R? : y > 0}. As curvas caracteristicas da equagio

satisfazem o sistema
/ _ _ S
{ ¥(s)=x { x(s) = cre®

y(s) = cae

s

Assim, xy = co. Logo, podemos escolher ¢(z,y) xy. Como t, = y > 0 no
semiplano D = {(z,y) € R? : y > 0}, podemos escolher s(x, y) = y. Obtemos a
mudanca de variaveis

s(xy) =y, tz,y) =2y,
cuja inversa no semiplano D = {(x,y) € R* : y > 0} ¢é

t
r=-, y=s.
s
Defina v(s,t) = u(z(s,t),y(s,t)). Pela regra da cadeia
T
Vs = UgTs + UyYs = —— Uz + Uy.
Y

Assim,
—YUs = TUy — YUy

Usando que zu, — yu, +u = y, temos
—Yvs =Y — U

ou seja, encontramos a EDO
—SVg =S — 0,

cuja solucao é
v=—slns+ sf(t)

onde f é uma funcao de classe C! arbitraria. Portanto,

u(z,y) = —ylny +yf(ry)

¢ a solucao geral da EDP dada.



4. Neste caso a = 2, b = 3, c = 4. Temos
32-2.4=1>0,
portanto a equacao é hiperbdlica. Assim,
ap? —2bp+c=0 < 24> —6u+4=0 < pu=1o0upu="2
e as equacgoes caracteristicas sao

dy | dy
dr dv

que fornecem duas familias de curvas caracteristicas

2,

rT—y=c e 2x—1y=c.
Para escrever a equagao na forma forma, fagamos a mudanga de varidveis
{5:2x—y isto é {ng_n
n=r—y y=8&—2n

Definindo v(§,n) = u(§ —n,& — 2n), temos u(z,y) = v(2z — y,x — y), e portanto

Uy = 20¢ + Uy,

Uy = —Vg — Uy

Ugy = dge + Avey + vy

Uzy = —2Uge — SVey — Upy

Uyy = Ugg + 20gy + Uy

A forma canonica da EDP dada é a equacao
—2vp¢ + v =0,
que pode ser escrita como
(ve)y = %Uﬁ
Integrando em 7, encontramos
ve(€,m) = €2 f(€)

com f arbitraria, e depois integrando em &, obtemos

v(&m) =" F(§) + G(n),

onde F' e G sao funcoes arbitrarias de classe C2. Retornando para as variaveis
originais, a solucao geral da EDP dada é

u(z,y) = e(“”_y)/QF(Qx —y)+ Gz —y).



