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1. Resolva o problema de Cauchy{
ux + xuy = y (x, y) ∈ R2

u(0, y) = cos y y ∈ R.

2. Calcule a solução do problema quaselinear{
uux + yuy = x
u(x, 1) = 2x.

3. Calcular a solução geral da equação

xux − yuy + u = y em D = {(x, y) ∈ R2 : y > 0}.

4. Dada a equação linear de segunda ordem

2uxx + 6uxy + 4uyy + ux + uy = 0,

classi�que-a e calcule as características. Reduza a equação à forma canônica e
determine a solução geral dessa equação.



Resolução

1. Parametrizando a curva inicial com a equação

x = 0, y = t, t ∈ R.

Para cada t ∈ R, o sistema característico é dada por
dx
ds
(s, t) = 1, x(0, t) = 0

dy
ds
(s, t) = x(s, t), y(0, t) = t

dv
ds
(s, t) = y(s, t), v(0, t) = cos y(0, t) = cos t

A primeira EDO dá x(s, t) = s+c, da qual, aplicando a condição inicial, x(s, t) = s.
A segunda equação dá

dy

ds
(s, t) = s,

e portanto y(s, t) = s2/2+c, da qual, pela condição inicial, y(s, t) = s2/2+t. En�m,
a terceira EDO �ca

dv

ds
(s, t) = s2/3 + t =⇒ v(s, t) = s3/6 + st+ c.

Pela condição inicial z(t) = s3/6 + st+ cos t. Resumindo,

x(s, t) = s, y(s, t) = s2/2 + t, v(s, t) = s3/6 + st+ cos t. (1)

Observando que
∂(x, y)

∂(s, t)
=

∣∣∣∣ 1 0
s 1

∣∣∣∣ = 1 6= 0,

as equações (1) de�nem t = t(x, y) e s = s(x, y), e substituindo em v obtemos a
solução

u(x, y) = v(t(x, y), s(x, y)).

Um cálculo direto mostra que

s = x, t = y − s2/2 = y − x2/2,

obtendo

u(x, y) =
x3

6
+ x

(
y − x2

2

)
+ cos

(
y − x2

2

)
= xy − x3

3
+ cos

(
y − x2

2

)
.

2. Parametrizando a curva inicial com a equação

x = t, y = 1, t ∈ R.

Para cada t ∈ R, o sistema característico é dada por
dx
ds
(s, t) = v(s, t), x(0, t) = t

dy
ds
(s, t) = y(s, t), y(0, t) = 1

dv
ds
(s, t) = x(s, t), v(0, t) = 2t
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A segunda EDO dá y(s, t) = es. Derivando a primeira e usando a terceira equação,
podemos escrever

d2x

ds2
(s, t) = x(s, t), x(0, t) = t,

dx

ds
(0, t) = 2t.

A solução geral dessa equação é

C1e
s + C2e

−s.

Substituindo as condições iniciais, obtemos

x(s, t) =
3

2
tes − 1

2
te−s

e portanto

v(s, t) =
3

2
tes +

1

2
te−s.

Resumindo, otemos

x(s, t) =
3

2
tes − 1

2
te−s

y(s, t) = es

v(s, t) =
3

2
tes +

1

2
te−s.

Observando que

∂(x, y)

∂(s, t)
=

∣∣∣∣ 3
2
tes + 1

2
te−s 3

2
es − 1

2
e−s

es 0

∣∣∣∣ = 1

2
− 3

2
e2s.

Sobre a curva inicial,

∂(x, y)

∂(s, t)
(0, t) =

1

2
− 3

2
= −1 6= 0.

Como es = y, da primeira identidade obtemos

t

(
3y

2
− 1

2y

)
= x,

assim

t =
2xy

3y2 − 1
, s = ln y.

Substituindo na terceira identidade, temos

u(x, y) = x
3y2 + 1

3y2 − 1
.

A solução existe somente para y 6= 1/
√
3. Como a curva inicial é y = 1, portanto a

solução do problema de Cauchy existe somente para y > 1/
√
3.
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3. Neste caso, os coe�cientes

a(x, y) = x, b(x, y) = −y, c(x, y) = 1, d(x, y) = y

são de classe C1 no semiplano D = {(x, y) ∈ R2 : y > 0}. Além diss,

a2(x, y) + b2(x, y) = x2 + y2 6= 0

no semiplano D = {(x, y) ∈ R2 : y > 0}. As curvas características da equação
satisfazem o sistema {

x′(s) = x
y′(s) = −y. ⇒

{
x(s) = c1e

s

y(s) = c2e
−s

Assim, xy = c2. Logo, podemos escolher t(x, y) = xy. Como tx = y > 0 no
semiplano D = {(x, y) ∈ R2 : y > 0}, podemos escolher s(x, y) = y. Obtemos a
mudança de variáveis

s(x, y) = y, t(x, y) = xy,

cuja inversa no semiplano D = {(x, y) ∈ R2 : y > 0} é

x =
t

s
, y = s.

De�na v(s, t) = u(x(s, t), y(s, t)). Pela regra da cadeia

vs = uxxs + uyys = −
x

y
ux + uy.

Assim,
−yvs = xux − yuy

Usando que xux − yuy + u = y, temos

−yvs = y − u

ou seja, encontramos a EDO
−svs = s− v,

cuja solução é
v = −s ln s+ sf(t)

onde f é uma função de classe C1 arbitrária. Portanto,

u(x, y) = −y ln y + yf(xy)

é a solução geral da EDP dada.
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4. Neste caso a = 2, b = 3, c = 4. Temos

32 − 2 · 4 = 1 > 0,

portanto a equação é hiperbólica. Assim,

aµ2 − 2bµ+ c = 0 ⇐⇒ 2µ2 − 6µ+ 4 = 0 ⇐⇒ µ = 1 ou µ = 2

e as equações características são

dy

dx
= 1

dy

dx
= 2,

que fornecem duas famílias de curvas características

x− y = c1 e 2x− y = c2.

Para escrever a equação na forma forma, façamos a mudança de variáveis{
ξ = 2x− y
η = x− y isto é

{
x = ξ − η
y = ξ − 2η

De�nindo v(ξ, η) = u(ξ − η, ξ − 2η), temos u(x, y) = v(2x− y, x− y), e portanto

ux = 2vξ + vη

uy = −vξ − vη
uxx = 4uξξ + 4vξη + vηη

uxy = −2uξξ − 3vξη − vηη
uyy = uξξ + 2vξη + vηη

A forma canônica da EDP dada é a equação

−2vηξ + vξ = 0,

que pode ser escrita como

(vξ)η =
1

2
vξ

Integrando em η, encontramos

vξ(ξ, η) = eη/2f(ξ)

com f arbitrária, e depois integrando em ξ, obtemos

v(ξ, η) = eη/2F (ξ) +G(η),

onde F e G são funções arbitrárias de classe C2. Retornando para as variáveis
originais, a solução geral da EDP dada é

u(x, y) = e(x−y)/2F (2x− y) +G(x− y).
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