Equacdes semilineares de segunda ordem

O objetivo desta aula € classificar as equacbes semilineares
de segunda ordem e definir suas curvas caracteristicas e
suas formas candnicas.



Uma EDP semilinear de segunda ordem é uma equacio da forma

a(x, y)uw + 2b(x, y)uy + c(x, y)uyy, = f(x,y, u, ux, uy). (1)
Vamos supor que a, b, ¢ sdo continuas e n3o se anulam
simultamente em um aberto Q C R2.

O discriminante da equagdo (1) é a fungdo
6(X?y):bz(Xay)_a(Xay)C(Xay)v (X?y)GQ'

Definicao. A EDP (1) é

(i) parabdlica em (xo, yo) € € se d(xo,¥0) =0,
(i) hiperbdlica em (xo, yo) € Q se d(xo, yo) > 0,
(iii) eliptica em (x0, ¥0) € Q se d(xp, yo) < 0.



Definigdo. A EDP (1) é

(i) parabdlica se for parabdlica em todo (xp, yo) € Q,
(ii) hiperbdlica se for hiperbdlica em todo (xp, yo) € €,
(iii) eliptica se for eliptica em todo (xo, yo) € .

Exemplo 1. A equacio do calor
u, = o2 Uy
é parabdlica. A equac¢ao da onda
Uy, = Uy
é hiperbdlica. A equacdo de Poisson
Ugx + Uy, = f(x,y)

é eliptica.



Exemplo 2. A equacdo de Tricomi
Yuxx + Uy, =0

¢ de tipo mista pois é

(i) parabdlica em {(x,y) € R?:y = 0},
(ii) hiperbdlica em {(x,y) € R? : y < 0},
(iii) eliptica em {(x,y) € R?: y > 0}.



Proposicao 1. O tipo da EDP (1) é invariante sob mudan¢a de
varidveis de classe C2.

Demonstracdo. Sejam

fZE(X,y), 77:77(X7y)

fun¢des com derivadas parciais até segunda ordem continuas em
uma vizinhanga do ponto (xg, o) € © com jacobiano

(&)
(x,y)

Pelo Teorema da Funcao Inversa, a equacdo

(x0, y0) # 0.

x=x(&n), y=y(n)

pode resolvida em uma vizinhanca de

(é0,m0) = (£(x0, ¥0), 1(x0, ¥0))

e as funcdes x e y sdo de classe C? nessa vizinhanca.



Definindo
v(&n) = u(x, y)

nessa vizinha, pela regra da cadeia, temos

Uy = Ve&x + upnx

Uy = ve&y + upny

Uxx = V&&(fx)z + 2ven&xiix + Vi (1) + Ve&ooe t Virllx

Uyy = VEﬁ(fy)2 + 2venéyny + V7777(T7Y)2 + Velyy + Valyy

txy = Veebxy + Ven(Exny + &ytix) + VimtixTly + Vebsy + Viplixy

Portanto, se u for uma solugdo de (1), entdo v é solugdo da
equacao

A(fa 77)‘/55 + 28(57 77)‘/577 + C(§7 77)‘/7’]77 = F(&a nv, Vfa Vn)' (2)

onde



A(&,m) = a(x, ¥)(&)% + 2b(x, )€y + c(x, ¥)(&))
B(&,m) = a(x, y)éxnx + b(x, y)(Exny + §ynx) + c(x, y)§ymy  (3)
C(&.m) = a(x, ¥)(1x) + 2b(x, y)numy + c(x,y)(ny)°.

Calculando o discriminante da equagdo (2) obtemos

B(&.n) — A€, m)C(E.m) = (blx, y)? — alx. y)e(x.y)) (

ou seja,

B(e. 2 — A& 1) CLE ) = 5(x) (5



Como o jacobiano nunca se anula em uma vizinhanca de (xp, yo), ©
sinal do discriminante

B(&v 77)2 - A(§7 77)C(§a 77)

da equagdo (2) é igual ao sinal de §(xp, yo). Portanto, a equagdo
(1) é parabdlica (respectivamente hiperbdlica, eliptica) em (xo, yo)
se, e somente se, a equagdo (2) é parabdlica (respectivamente
hiperbdlica, eliptica) em (&o,70). A demonstracdo da Proposi¢do 1
estd completa.



Curvas Caracteristicas

Para equagdes de segunda ordem, curvas caracteristicas sao curvas
planas ao longo das a equagdo de segunda ordem pode ser escrita
em uma forma contendo apnas derivadas totais de uy e u,.

Como estamos supondo que a, b e ¢ ndo se anulam
simultaneamente, sem perda de generalidade vamos supor que a
nunca se anula no aberto €.

A EDP (1) é equivalente ao sistema de primeira ordem

p = ux
q=Uuy (4)
a(Xv.y)pX + 2b(X7Y)Py + C(Xa)/)qy = f(X)_yv U, P7 q)



Sendo u de classe C? podemos eliminar u das duas primeiras
equacdes em (4) derivando a primeira em relagdo a y e a segunda
em relacdo a x, obtemos

Py — 4x = 0. (5)

Multiplicando a equagdo (5) por uma fungdo A = A\(x,y) (a ser
determinada) e somando com a terceira equagdo de (4), obtemos

apx + 2bpy + )\,Dy - /\qx +cqy = f(Xaya u, p, q)a

ou equivalentemente

2b+ A c
3<Px+ 3 py> —A(qx_qu> — f(X;% va)q)' (6)



Por outro lado, a derivada em relagdo a x de uma fun¢do w(x, y)

ao longo da curva y = y(x) no plano xy é dada por

d dy
aw(x,y(x)) = wy + Wya.

Portanto, escrevendo (6) na forma

dP d@
a& - )‘a — f(X,% u,p, q)

onde P(x) = p(x, y(x)) e Q(x) = q(x, y(x)), obtemos

Q72b+)\7_£
dx a D\

e A tem que satisfazer

A2 4+ 2b\ + ac = 0.



Assim,

A= —-b+Vb%2—ac

e
2b+ X bEVb?>—ac
P a (8)
Entdo, se J
a _
5 = Hoy), (9)
comparando (7) e (8), vemos que  satisfaz
ap? — 2bp+c =0. (10)

As curvas definidas por (9) com p solugdo de (10), quando
existem, sdo chamadas curvas caracteristicas da EDP (1).



Portanto o sinal do discriminante § = b?> — ac determina se existem
duas, uma ou nenhuma solugdo real u(x,y) da equagdo (10).

Concluimos que no caso hiperbdlico (§ > 0) existem duas familias
de curvas caracteristicas, no caso parabdlico (§ = 0) existe apenas
uma familia de curvas caracteristicas, enquanto no caso eliptico
(0 < 0) ndo existe nenhuma.



Exemplo 3. Vamos determinar as caracteristicas para a equagao
da onda
2
Ut = C Uxx,

onde ¢ > 0 é constante. Como vimos no Exemplo 1, essa equacdo
é hiperbdlica, portanto tem duas familias de caracteristicas.
Escrevendo a equacdo na forma

2
Ut — CUxx = 0,

temos a(t,x) =1, b(t,x) =0 e c(t,x) = —c2. Logo a equacio
(10) fica

PP —c?=0=p==+c.

Ent3o d
—X:ic:x:j:cthk,
dt

onde k é uma constante arbitraria. Logo as caracteristicas sdo as
familias x + ¢t = k1 e x — ct = ko, ode ki e ko sdo constantes
arbitrarias.



Exemplo 4. Vamos determinar as caracteristicas para a equac¢do
do calor
2
Ut = @ Uxx,

onde o > 0 é constante. Como vimos no Exemplo 1, essa equacdo
é parabdlica, portanto tem apenas uma familia de caracteristicas.
Escrevendo a equacdo na forma

Uy — azuxx =0,

temos a(t,x) = —a?, b(t,x) =0 e c(t,x) = 0. Logo a equagio
(10) fica
2P =0=p=0.
Entdo
dt

_——= :k
I 0=t ,

onde k é uma constante arbitraria. Logo as caracteristicas sdo as
reta t = k, onde k é uma constante arbitraria.



Formas Canodnicas

Considere a EDP semilinear de segunda ordem
a(x, ¥ U + 2b(x, y)ux, + c(x,y)uyy = f(x,y, u, ux, u,). (11)

Vamos supor que a, b, ¢ sdo de classe C! e n3o se anulam
simultamente em um aberto Q C R? (sem perda de generalidade,
vamos supor que a nunca se anula em Q). A forma normal de uma
equacdo eliptica é

Vee + Vi = 8(&: 1, v, ve, vy); (12)
a de uma equacdo parabdlica é
vim = 8(&,7, v, ve, vy) (13)
e uma equacao hiperbdlica é

Ven = g(€7 n, Vv, Ve, Vn)' (14)



Vamos comecar a discutindo o caso hiperbdlico. Neste caso temos
duas familias de curvas caracteristicas y; e y» com

dyr b+ vVb? — ac dy> b—+b?— ac
7:/,[/1::—, 7:M2::—
dx a dx
(15)
Como a EDP é simples ao longo das caracterisiticas é natural
procurar uma mudanca de varidveis £ = £(x,y) e n = n(x, y) tal
que & é constante ao longo da familia de caracteristica y; e n é

constante ao longo da familia de caracteristica y».
Procuramos & e 1 satisfazendo as equacdes de primeira ordem

fx + )ulgy =0, gy 7£ 0, (16)
Nx + p2ny, =0, n, # 0. (17)



Como a, b, ¢ s3o de classe C! e a n3o se anula em um aberto

Q c R?, ent3o 11, 2 sdo de classe C! em Q e podemos achar as
solucdes &, 1 de (16), (17) de classe C2. Além disso, como

11 # 2 em todos os pontos de €2, a transformacdo

(x,y) = (&m)
define de fato uma mudanca de varidveis porque o jacobiano
a(&,n)
S - x = - 05 v ] Q
Axy) Extly = §ynx = (1 — p2)&yny # (x,y) €

Definindo ent3o
v(&m) = u(x,y)

e usando (2) e (3), temos

A(f, 77)‘/55 + 2B(£7 77)V£n + C(é’ 77)‘/7777 = F(f? n,v, V{u V77) (18)

onde



A(&:m) = a&s + 266y + c€) = apgey — 2bu&; + c&; =0,
C(&,m) = anZ + 2bneny, + cn} = apsn, — 2buan; + cnl = 0.

Lembrando que

(&) - AlE)C(Em) = d(x) (55 ) >0

segue que B(&,n) # 0 e portanto
Ven = g(£7 n,v, Ve, Vn)'

Com essa mudanga de varidveis a EDP (11) fica na forma (14).



Exemplo. Vamos reduzir a equacdo da onda us — c?uy =0 2
forma candnica.

As curvas caracteristicas sao
X+ ct=ky, x—ct=ko.
Vamos fazer a mudanca de varidveis
E=x-+ct, n=x-—ct.
Defina v(&,7n) = u(t, x). Obtemos

U = c? Vee — 2¢? Ven + c? Vi

Uxx = Vee + 2Vey + V.
Portanto,

Ut — CPlgy = 0 = —4evg, =0 <= v =0.



No caso parabdlico existe apenas uma familia de curvas
caracteristicas. Como no caso hiperbdlico, podemos obter
€ = &(x, y) satisfazendo

£t py =0

onde ;. é a Unica raiz de ap® — 2by + ¢ = 0. Escolhendo qualquer
funcdo n = n(x, y) de classe C? tal que

(&)
A(x,y)

= gxny - éynx 7& 0

em todos os pontos de Q. Como no caso hiperbdlico, A(¢,n) = 0.
Usando isso e a equacgao

W&W)ZZO
A(x,y) ’
segue que B(&,n) = 0. Por outro lado, C(&,7n) # 0 porque a

equagdo é de segunda ordem. Dividindo a equagdo (18) por
C(&,m) a EDP (11) fica na forma (13).

B(&. ) — A€, m)C(&,m) = 6(x.y) (



Exemplo. Reduza a equagido
Uxx + 2Uyy + 1y, = 0.

a forma canonica.

Comoa=b=c=1,8=b*>—ac=0 para todo (x,y) € R? a
EDP ¢ parabélica em R?. A (inica solugdo da equacdo (10) é

p =1, logo as curvas caracteristicas sdo as retas y = x + k, k uma
constante arbitrdria, de modo que tomamos £ = y — x. Escolhendo
n =y + x, temos

o)

&M _ 5,0,
(x¥)
Tomando v(&,n) = u(x,y), u é solugdo dessa EDP se e somente

se v satisfaz

o)

Vi = 0.



No caso eliptico, como as raizes da equagdo (10) sdo complexas
conjugadas, podemos repetir o argumento do caso hiperbdlico para
encontrar que a EDP (11) é reduzida a forma

V§77 = g(f? 777 V7 V€7 V'r])

mas as fungles £ e 1 ndo sdo reais, mas sao complexas conjugadas.
Para obter a forma candnica fazemos a transformac3do adicional

1 i
a=E+n). B=30-8):
Pela regra da cadeia segue que
1
Ven = Z(Vaa + v55)
de modo que a forma candnica desejada é

Vaa + Vg3 = h(a, B, v, vy, vg).



Exemplo. Reduza a equacao
2 _
UXX + X uyy - 0

a forma candnica.

Neste caso p1 = ix e uo = —ix. Pela identidade (15),

yzéﬁ+h,y=—é%+b

de modo que

1 1
iy + ~x? = iky, —iy+ ~x? = iko

2 2
onde ki, k» sdo constantes arbitrarias. Assim podemos tomar
) 1 . 1
E=ly+5x n=—iy+x’

e portanto

1
a:§X2, B=y.



Fica como exercicio mostrar que a equacao é entdo transformada a

forma candnica 1
Vaa + Vg = —— Vq.
BB 20



