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Aulas anteriores
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Para cada par (estado atual, próximo símbolo) 
está DETERMINADO qual é o próximo estado

AFD

Para cada par (estado atual, 
próximo símbolo – incluindo ε) 

há um conjunto de estados 
possíveis

AFN
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Por causa do ε 
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Equivalência entre AFDs e AFNs

 Duas máquinas são equivalentes se elas reconhecem a mesma 
linguagem
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Linguagens Regulares
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AFDs e AFNs

 Por que o teorema de equivalência é importante?
 Pode-se optar por um ou outro dependendo do objetivo
 AFDs são mais eficientes
 AFNs podem:

 ser mais fáceis de serem projetados
 facilitar demonstração de teoremas
 ser úteis em versões probabilísticas
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Linguagens, modelos computacionais (dispositivos, 
gramáticas) e suas complexidades
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Aula  de hoje

Fechamentos de Linguagens Regulares 



  11

Hoje - Motivação
 Estou projetando um analisador léxico para a linguagem de 

programação que estou criando
 Já criei dois autômatos finitos (AF):

– um para reconhecer constantes numéricas 
– outro para reconhecer variáveis 

 Será que é possível criar AFs para reconhecer:
– O que é constantes numéricas OU variável ?
– O que não é uma variável ?

 Ou seja, será que essas linguagens são regulares?
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Hoje

 Fechamento de linguagens regulares sob as operações de 
união, intersecção, concatenação, estrela, complemento

L1 L2

(L1 U L2) ?

Conjunto de todas as 
linguagens regulares
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Linguagem Regular

 Uma linguagem é chamada linguagem regular se algum 
autômato finito a reconhece

 Vamos ver suas propriedades
 Saber se uma linguagem é regular ou não é importante para 

sabermos se podemos ou não implementar um autômato finito que a 
reconheça
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Operações regulares
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Ex:
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Ex:
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Ex:
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Ex:



19

Ex:
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Ex:
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Fechamento sob união
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Fechamento sob união

Ex: cadeias de 0’s com nr de zeros sendo múltiplo de 2 OU 3
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Fechamento sob união

Ex: cadeias de 0’s com nr de zeros sendo múltiplo de 2 OU 3

PRIMEIRO prova usando AFDs (depois usando AFNs)
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Fechamento sob união

1-) Se A1 e A2 são regulares, então existem AFDs que 
reconhecem essas linguagens (M1 e M2, respectivamente)

2) Se pudermos construir um AFD que reconheça A1 A∪ 2 (e 
só temos esses M1 e M2 genéricos para isso), então A1 A∪ 2 
é regular 
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Fechamento sob união
 Prova: 

 Usando AFDs
 Se L1 e L2 são regulares, então existem M1 e M2 tal que L1 = L(M1) e L2 = L(M2)
 Construímos um autômato M que simule ao mesmo tempo M1 e M2
 Tal prova nos dá o “algoritmo” para construir AFDs para linguagens do tipo 

“cadeias do tipo x ou do tipo y ”  

 Exemplo: 

 L1: sequências binárias com 
número par de 0’s

 L2: sequências binárias com 
número par de 1’s

M1 M2
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Fechamento sob união – Prova (AFDs)
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Fechamento sob união – Prova (AFDs)

M1 M2

Q = {(A,X), (A,Y), (B,X), (B,Y)}
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Fechamento sob união – Prova (AFDs)

Q = {(A,X), (A,Y), (B,X), (B,Y)}

M1 M2
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Fechamento sob união – Prova (AFDs)
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Fechamento sob união – Prova (AFDs)

M1 M2

A,X
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Fechamento sob união – Prova (AFDs)

M1 M2

A,X
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Fechamento sob união – Prova (AFDs)

M1 M2

A,X
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Fechamento sob união – Prova (AFDs)

M1 M2

A,X
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Fechamento sob união – Prova (AFDs)

M1 M2

A,X
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Fechamento sob união – Prova (AFDs)

M1 M2

A,X

E se fosse “e”?
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Fechamento sob intersecção – Prova (AFDs)

M1 M2

A,X

E se fosse “e”?
Intersecção!
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Logo…
Fechamento sob a intersecção

 A classe de linguagens regulares é fechada sob a operação de 
intersecção

          Linguagens do tipo “cadeias do tipo x e do tipo y ”
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Dica de construção de AFDs

 Essa prova de fechamento sob as operações de união e 
intersecção nos dão um método de construção de AFDs para 
linguagens que sejam a união e/ou intersecção de outras 
linguagens
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Exercícios do Sipser (2a. edição)
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Prova do fechamento em relação à união 
usando AFNs

 Sugestões?
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Prova do fechamento em relação à união 
usando AFNs
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Prova (união) usando AFNs
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Prova (união) usando AFNs
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Prova (união) usando AFNs
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Prova (união) usando AFNs
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Prova (união) usando AFNs
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Prova (união) usando AFNs
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Prova (união) usando AFNs
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Prova (união) usando AFNs
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Fechamento sob concatenação



  51

Exemplo em Bioinformática: domínios proteicos

https://www.nature.com/articles/s41467-019-08295-x
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Fechamento sob concatenação

 Prova? (usando AFNs)
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Fechamento sob concatenação: prova

1-) Se A1 e A2 são regulares, então existem AFNs que 
reconhecem essas linguagens (N1 e N2, respectivamente)

2) Se pudermos construir um AFN que reconheça A1 A∘ 2 (e 
só temos esses N1 e N2 genéricos para isso), então A1 A∘ 2 
é regular 
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Fechamento sob concatenação: prova
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Fechamento sob concatenação: prova
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Fechamento sob concatenação: prova
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Fechamento sob concatenação: prova
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Fechamento sob concatenação: prova
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Fechamento sob concatenação: prova
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Fechamento sob concatenação: prova
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Fechamento sob concatenação: prova
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Fechamento sob concatenação: prova
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Fechamento sob op. estrela



  64

Fechamento sob op. estrela

 Prova?
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Fechamento sob op. estrela - prova
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Fechamento sob op. estrela - prova
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Fechamento sob op. estrela - prova
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Fechamento sob op. estrela - prova
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Ex: Fechamento sob o complemento?
 Será que as linguagens regulares são fechadas sob a operação 

de complemento?
– L é uma linguagem regular

–     é o complemento de L, isto é, 

           = { w | w  não pertence a  L}

 Dado um AFD que reconhece L, conseguiria criar um 
AFD que reconhece     ?
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Fechamento sob o complemento
 SIM! As linguagens regulares são fechadas sob a operação de 

complemento!!!
– M é um AFD que reconhece L, uma linguagem regular

–     , que reconhece     , é um AFD obtido de M invertendo a 
propriedade de cada estado ser final ou não (estados finais de M 
deixam de ser finais em       e estados não finais em M são 
estados finais em         
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Fechamento sob o complemento - Exemplo

L1 = { x | soma dos 
dígitos de x é ímpar}

L2 = L1 = { x | soma dos dígitos 
de x não é ímpar (par)}
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Ex: Fechamento sob a intersecção
 Em slides anteriores mostramos que a classe de linguagens 

regulares é fechada sob a intersecção utilizando AFDs
 Também poderíamos provar utilizando o resultado do fechamento 

sob o complemento e união:

L1 L2

Σ*
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Ex: Fechamento sob a intersecção
 Em slides anteriores mostramos que a classe de linguagens 

regulares é fechada sob a intersecção utilizando AFDs
 Também poderíamos provar utilizando o resultado do fechamento 

sob o complemento e união
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Em resumo
 Vimos hoje como provar que a classe de linguagens regulares é fechada sob 

uma determinada operação
 Em particular, é fechada sob as operações:

– União

– Intersecção

– Concatenação 

– Estrela

– Complemento
 É também fechada sob outras… (ex: sufixo) 
 Novamente, saber isso é importante para sabermos se podemos ou não criar um 

AFD para uma linguagem de interesse...
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Em resumo
 Vimos hoje como provar que a classe de linguagens regulares é fechada sob 

uma determinada operação
 Em particular, é fechada sob as operações:

– União

– Intersecção

– Concatenação 

– Estrela

– Complemento
 É também fechada sob outras… (ex: sufixo) 
 Novamente, saber isso é importante para sabermos se podemos ou não criar um 

AFD/AFN para uma linguagem de interesse...
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Dica de construção de AFDs/AFNs

 Essas provas de fechamento sob as operações regulares nos 
dão um método de construção de AFDs/AFNs para linguagens 
que sejam a união, intersecção, concatenação, estrela e 
complementação de outras linguagens
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Exercícios Sipser

 1.1 até 1.11 (já conseguem fazer todos!!!)


	Slide 1
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33
	Slide 34
	Slide 35
	Slide 36
	Slide 37
	Slide 38
	Slide 39
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42
	Slide 43
	Slide 44
	Slide 45
	Slide 46
	Slide 47
	Slide 48
	Slide 49
	Slide 50
	Slide 51
	Slide 52
	Slide 53
	Slide 54
	Slide 55
	Slide 56
	Slide 57
	Slide 58
	Slide 59
	Slide 60
	Slide 61
	Slide 62
	Slide 63
	Slide 64
	Slide 65
	Slide 66
	Slide 67
	Slide 68
	Slide 69
	Slide 70
	Slide 71
	Slide 72
	Slide 73
	Slide 74
	Slide 75
	Slide 76
	Slide 77

