Fisica 2 para Quimicos

Sistema de varias particulas, Dinamica de corpos rigidos, Fluidos,
Oscilacoes e Ondas

* Fisica - Sears & Zemansky, Young & Freedman -
capitulos 8, 9, 10, 13, 14 e 15
* Curso de Fisica Basica - H. Moysés Nussenzweig
* Fundamentos de Fisica - Halliday-Resnick-Walker
* Fisica - Tipler



*P2: sera permitido consulta a materiais manuscritos (sem acesso a livros ou
eletrénicos, somente escritos a mao: resumos/anotacoes). Prova individual.
**Nestes dias poderao ser entregues Lista 1 e Lista 2 (5 exercicios cada) a serem
feitas na aula, entregues no final (da aula) e podem, no maximo, valer 0,5 ponto
cada uma (totalizando 1 ponto a ser adicionado nas notas das provas, se forem
feitas integralmente).



Revisao

Momento linear, impulso e colisoes

Defini¢cao de termos:
— momento linear
— impulso

— centro de massas

— posicao, velocidade e aceleracao de CM

- Colisoes - tipos e exemplos



Movimento translacional x Movimento rotacional
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Rotacao

Corpo rigido pode girar em torno de eixo fixo sem

mudanc¢a em sua forma (deformacao - situacao
1deal).

Posicao angular de linha de referéncia
perpendicular ao eixo fixo z em tempo ¢ ¢ dada
por 8(t) que linha faz com reta fixa tomada como
posi¢cao angular zero em ¢ = 0.

A(t) (rad) define posicao de ponto do corpo
relacionado ao comprimento do arco s que
ponto viaja a distancia » do eixo z:

0 = s 360°=2x rad
7 1 rpm = 27t/60 rad




Reference line

Para posicoes 6, (em ¢;) a 6,(¢,), deslocamento
) angular (rad) para corpo rigido ¢:

. -‘-.Iﬂn_; A@ — 92 - 0].

« \\— R{.‘l:t'.lﬁtjln AX1S ’

6, -6, A6

E-I B — = —
SN - t
Velocidade angular média (rad/s) -
em intervalo ¢; a ¢,: A
@=lim — do

Velocidade angular instantanea: Ar—=0 At = E

Rotacao no sentido anti-horario — ® positivo
Rotac¢do horaria — ® negativo.



) Aceleracao angular (rad/s?)
, Reference line

| .~ .
Atti. T taxa de variacao da velocidade angular com o

tempo. Em ¢,, t€tm-se (w;) e em ¢, (w,) .

Aceleracao angular média entre ¢; € ¢,

Ak

O™\ Rotation axis
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Aceleragdo angular instantanea

. A® dw
=0 —— o =——
At—0 Af dt




Grandezas angulares sdo vetores?

Axis Axis Axis

Spimdle

(a) (h) (€)

Para rotacoes de um corpo rigido em torno de um eixo fixo, ® pode ser
negativo (rotag¢do horaria) ou positiva (rota¢ado anti-horaria). O vetor @
estd sobre o eixo de rotagao e seu sentido ¢ dado pela regra da mao direita.

Atencao:
Deslocamentos angulares nao podem ser tratados como vetores pois nao
obedecem a regra de soma vetorial (a ordem dos vetores seria irrelevante)!




Precisamos er cautelosos ao associar um vetor a
uma rotagdo, pois vetores devem obedecer as regras da
soma vetorial, o que ndo acontece com as rotagoes.

Por exemplo, a soma vetorial € comutativa (A+B=B+4),
mas duas rota¢des sucessivas feitas em ordens diferentes 1. l
e

ddo resultados diferentes!

SOEAL K

O exemplo ao lado mostra duas rota¢des sucessivas
de 7/2 em torno dos eixos x e y nas duas ordens possivels: -
o resultado final depende da ordem!

AB x+AB,y # A6,y +A6,x

Entao:

(b

ABZ nido € um vetor! (@




Circle
trave lec h*_!,' P

Grandezas lineares e angulares

|
Rotation /
Y axis
1‘\-\.
"
N

T
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Periodo da revolucao:

Considere ponto P de corpo rigido localizado a r
da origem e girando em torno de eixo fixo em z.

No tempo t, P se move de 0 ao longo do arco AP
que corresponde a distancia s.




Aceleracao do ponto P é vetor com duas
3 é”‘f componentes - radial ao longo do raio e
' r AL apontando para O e tangencial ao percurso de P
| // 1 X
\Rotation /
“H‘ axis F i
% 5 . . 2
T Aceleracao radial v 0)27'
(centripeta): a, = -
) s
dv d(or) do _
Aceleracdo tangencial: a,=—= =r—=ra a, =ra
¥ S “odt dt dt

. ~ 7 2 2
A magnitude do vetor aceleracao €:  a=+/a, +a,



Rotacao com aceleracao angular constante

Movimento Translacional Movimento Rotacional
x & 6
vV > @
a <& a4
v=vy,+al << o=,tat (egs.1)
2 2
at at
x=x+vi+— & 0O0=0+oi+— (eqgs.2)
2 2
v —v? =2a(x—x0) o o0 -w =2a(6’—t90) (egs.3)



Energia Cinética de Rotacao

Circle e oqe
tewveled by P Dividindo as partes do corpo em massas m;, m,,

\, m;, etc, t€m-se que a parte em P tem massa m;

— = A K 4o tOtal sera a soma para todas as partes:

\ axis 1 2
\\..H-- __,--”/ 1 ) 1 % 1 2 K = Z— m.v.

K=—myv, +—my, +—mv; +... =2 '
2 2 2 :

. : : : 1 2
Substituindo acima a velocidade do elemento i, Vv, =7 — K = Z—ml. (or,)

1 2 2 1 2
K =— mr- o =—Iw
(Zm o=

O momento de inércia (I) descreve como a massa de um objeto se distribue
em torno de um eixo de rotacio.

1
[zzi:ml.rf [:jrzdm K:EIa)z




Na tabela abaixo estdo os momentos de inércia para alguns corpos rigidos

Axis Axis Axis
Hoop about Annular eylinder Solid cylinder
central axis (or ring) about (or disk) about
central axis central axis

o
/lﬁ\/f,

I= MR (@) | I=4M(R} + R3) @ = dmpe )
Axis Axis Axis
Solid cylinder Thin rod about o Solid sphere
{or disk) about axis through center aboutany

central diameter ; perpendicular o diameter
length 2R
i g
R '\(/ N\

Y
I=tMR® + hML? (@) I=HML? (e) I=4MR? ek
Axis Axis Axis
Thin r Hoop about any Slab about
spherical shell I | H‘\‘ diameter perpendicular
about any ‘ ; o axis through
9 R diameter n *-"*ifj celter
' #“”jﬁfy
Y L S —— SERRT 2

I=3%MR* (&) I=}MR? ) I=$hM(a®+b%) v



Calculo do Momento de Inércia Rotacional, 1

Rotation axis
¥ . ¥
through P—

COom

Corpo rigido com distribui¢ao discreta de massa

Distribui¢ao continua de massa

Teorema do eixo paralelo

it
I depende da posic¢ao do eixo de rotagao.
Se 0 eixo muda, o momento I também
muda. Para corpo rigido, com massa M,
assume-se que eixo de rotagao passa por
CM do corpo I, perpendicular a pagina.

« Momento de in€rcia em relacdo a eixo que

y=b

()
Rotation axis
through
center of mass

passa por P, distante de h do eixo em O, ¢:

I=1__+Mh’




Torque

O corpo na figura (a) gira em torno de um eixo em O sob influéncia de uma

for¢a F aplicada ao ponto P que dista de 7 do eixo em O. Separando a forca
em duas componentes radial F, e tangencial F, (b), observa-se que a primeira
nao pode causar rotacao por estar sobre a linha que conecta a O. A forca
tangencial F; = Fseng causa rotagao! O torque ¢ T = rFseng = rF;:

Rotation
axis

(er)

T=rF

Rotation
ANISs

0

(B)

Rotation L % of =
| . action of F
axi1s !

() ¥y
M{gﬂlent arm — |
ol I
()



Segunda Lei de Newton para a Rotacao

Movimento Translacional: Movimento Rotacional:
F =ma T=Ia
y Para um corpo rigido com massa pontual
\ m girando em torno de O:

;F Fy = may
2 Fr
ff/k T = FtT
ff
,;;:f”
P
/Rod T = ma,r = m(ar)r = (mr?)a
A
(,:-{ ! ;

= lx

~— Rotation axis T



Segunda Lei de Newton para a Rotacao

Vamos agora derivar a mesma equagao para um caso mais geral:

Considere-se a haste da figura que pode girar em torno de um eixo em O sob

influéncia de um torque resultante t,.,. Dividindo o corpo em partes ou
“elementos” com massas m,;, m,, ms,...,m, localizadas nas distancias r,, 15,

1;,...1, de O, aplicamos a 2a Lei de Newton para cada elemento:

T4 = Ilaa T, = Iza, Ty = I3a, etc.

Se adicionarmos todas essas equacoes:

T1+1T,+173+ 1, =lLa+ Latrl;a+- - [,

Tres = (1 + bt I3 + -+, )

Tres = 1l




Trabalho e Energia Cinética de Rotac¢ao

Se uma forga exerce trabalho W* sobre um objeto, 1sto resulta em uma
mudanca em sua energia cinética AK = W. De maneira similar, quando um
torque exerce W em um corpo rigido em rotacao, temos que: W — AK

) Sistema simples com massa m girando em torno de O

¢ haste de massa desprezivel e comprimento r:
W=F-.d
dW=F;I’d(9=Td(9 ds= rd@
g T=Fr
W = Frdo= | zdo.
01.
AK =W = lmvf, —lmvl.2 = lmrza)]% —lmrza)i2
X 2 2 2
O\ Rotation axis
1 1 i
AK =—la? ——Ia?| |W=[zd0
2 2 7

*Trabalho realizado por uma for¢a constante em translagio: W = F.d



Taxa na qual trabalho ¢ feito por uma forca (ou torque).

B= v _d (rd0)= rﬁ = 7@ (Compare with P = Fv)
; dt dt dt

b . +
= Rotaton axis

Equacgdes importantes do teorema trabalho-energia cinética rotacional

A W =176, —0. | Paratorque constante
W= [rdo (9,-¢)
Z
W =AK = l b 50; _ l Jw’| Teorema Trabalho-Energia Cinética de rotagdo
2 l

P=1tw




O movimento de qualquer corpo, ou sistema de particulas, qualquer que
seja a sua complexidade, pode ser descrito em termos do centro de massa
+
movimento das particulas individuais do sistema em relagdo ao centro de
massa.

“Média ponderada das posicoes de todas as particulas que compoem
0 sistema”

Centro de massa - “posicao (ponto) que se move como se toda a
massa estivesse concentrada nele e forcas externas atuantes
estivessem agindo exclusivamente sobre ele”



y O Centro de Massa

s 1, omn "
M i«
: " : + J : A m]xl —I_ jnzx’:
Lom 5 5 - — i
Cionl
e x|t d - m, +m,
- ,\,':4 >

Generalizando para um sistema com n particulas de massa m, e posicao x;:

R 1 R™TH

mXx, +m,x + X, +..+mx.  mxX+mx, +mx;, +...+mx 1 im 2
Eo = A = S J
s m +m,+m, +..+m, M M &

No espaco tridimensional, utiliza-se o vetor posicao

-
y. . =-— E m.r.
com i
M 5
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O centro de massa de um sistema de particulas se move como se toda a
massa do sistema estivesse ali concentrada e como se a soma vetorial

de todas as forcas externas fossem ali aplicadas. 0 centro de massa segue uma
trajetoria parabolica mas os outros pontos seguem uma trajetoria bem mais complicada.



Momento Linear de uma particula

4 O momento linear p de uma particula de
massa m e velocidade v é definido como _. Ly
p=mv

A unidade SI para esta grandeza é kg.m/s

A segunda lei de Newton em termos de momento:

A taxa de variacao com o tempo do momento de uma particula é igual a
forca resultante que atua sobre a particula e tem a mesma orientacao que
essa forca.

. dp
Fros = —
res dt

Em outras palavras, o momento da particula somente ira sofrer alteracao
no caso de haver uma forca externa atuante sobre ela.

s _dp_dmv) _ dv

= m— = md
e dt dt dt




Momento Linear de um sistema de particulas

O momento linear P de um sistema de particulas de massa M

—

e velocidade v, é definidocomo 5 _ p;5
Cm

Este momento pode ser alterado por uma forca externa dada por:

2 dP
res = df

Colisdao e Impulso

O momento de um objeto pode mudar se
atuar sobre ele uma forca externa resultante
diferente de zero. Isto ocorre por exemplo
em uma colisdo em que a forca atuante é
grande e atua por breve periodo.




-+ =-

Ad

(i)

Al
(1

Colisdao e Impulso

A colisao comeca num tempo t; quando por exemplo
um taco de beisebol acerta a bola e termina em t;
quando os objetos se separam. A forca é diferente de
zero apenas no intervalo t, < t < t;

F(r}zg dﬁ=ﬁ{r}dr—>fdﬁzjﬁ{r)dr

A variacdo do momento de um objeto é —
. . . . B
igual ao impulso exercido sobre o objeto

Em muitas situacdes nao conhecemos como a forca
varia com o tempo mas conhecemos o moduloda F_ 4
e a duracao At da colisdo. Neste caso, o impulso ] pode
ser escrito em termos da F 4. ] experimentado pelo
taco tem o mesmo modulo daquele experimentado
pela bola s6 que em sentido oposto.

J - FHI‘E’I‘I(AI




Momento e Energia Cinética em Colisdes

Considere-se 2 objetos de massa m, e m, com velocidades iniciais v;; e v,
e velocidades finais v, e v, apos colidirem.

Body | Body 2
»
l.']|I Vi
Bl'ﬁ.”'{' _{:‘b ﬂ
. ‘ X
Hjl i'.”.:

Alter —c‘,b B

m i

Se a forca externa resultante é zero o momento linear do sistema das duas
particulas é conservado, mas a energia pode, ou nao, o ser. A colisdao pode
ser elastica K; = K, ou ineslatica K, < K; sendo um caso especial de colisao
ineslatica aquele em que as duas particulas ficam aglutinadas passando a
se mover juntas, caso este em que a perda de energia cinética é total.




Colisoes unidimensionais inelasticas

Nestas colisoes 0 momento linear dos objetos que colidem é conservado
e parte da energia cinética é perdida na forma de outras energias
(térmica, sonora, etc).

P1i T P2i = P1f T D2f

ISR %T %7 Mo Vo = mlﬂlf e g mzl?;_:_f

Boxdy 1 Body 2
Vi, vy,
Before i —
. - X
"y My
= “*
¥ vy

."!L.I'-I'.E']- q q




Colisoes unidimensionais completamente inelasticas

Neste colisdes os dois objetos que colidem aglutinam-se e passam a se
mover como um unico corpo. Na figura, mostra-se um caso especial em

T
que v, =0—->mv;=mV+m,V—-V = mTlv“
1Tz

A velocidade V final nesta colisdo sera a velocidade do centro de massa v,,,

B I _ PiitP2i _ Mvy |
cm mq+mo mq+Mmyq mq+ms; Vi, Y, 1i=0
i | i
%
; Vi N
Before =P Vo, =0
- J X
m ] m a Ciollimioon! }—D
Projectle  Target o ot my
[
I- -
1. 7 l' 'li"lllll
After —>

=

A

]
| 1 ¥ -
I

r ml L]
my + my -

%




Colisoes unidimensionais elasticas

Considere-se 2 objetos de massa m, e m, com velocidades iniciais v,; e
v,; e velocidades finais v, e v, ap0s colidirem.

Ambos, momento e energia cinética sao conservados.

Boly 1 Body 2
Be Fore —1I1:];.-I —III-:.:‘-J
. » X —
fl iy mq vy ‘I‘mzﬁ'zi = mlvlf +m21?2f {l}
iy vy 1 ; 1 1 1
After —r> —_— vl 2 il 7 S 2 et 2
g 5. MV omevy =omvi +omvi, (2)

iy

Temos duas equag0es e duas incognitas v, e v,,. Se dividirmos a eq.
(2) pela (1) e reargruparmos os termos teremos:

m. — in- 2in,
W, =—=V +——
¥ mL.+=m. M= m,

2m. . — n.
I c— ___;1*:“

Vay 1i
Toomy+m, n, + m,




Caso especial de colisoes elasticas com alvo estacionario (v,, = 0)

Befoe r’,,
— =0 m, —m, 2m,
:.":-r M : 1I':1 I = vl: T VZ.'
Projectile  Target I’?Tl -+ mz HII -+ mj
Alie Al & Zml ”?—. _ml
% By
' m, + n, m, +m,

FE i

m, —m,
i 2 !
m, +m,
2m,
| R
Tomo+m,

Abaixo temos varios casos especiais para os quais conhecemos o resutado:

v V=0

@ -
m —

'l'_”_ﬂ _-"l':lr-' F?I_l -—-Hfj
@ — M e
m I P;'71 +FH3

2m
1} :—1

2f

i m, + m,

1 2
Os objetos trocam de velocidade.

1IrIl:'

: 1. Massas iguais m, = m, =m

_m—m

— 1}1;:0
m-+m
2m
;r': vlfzvl:'
m+m




& m
2. Um alvo massivo: =
m,

vy =0

Vi

—_n
-
m
m
2 Yy
- O

Yif m,

i,

— <1 my=7?

1”1;‘ —

'I»’:f —

m, +m,

nm, —m,
1}1 §

4

2m,

my, + m,

LT

m
m,

= =
m, -
— +1

I,

3| P
m,

I

v, ¥ 2| — v,
1, i,
it P Y | 2

P =¥,

m,

O corpo 1 (massa pequena) ricocheteia de volta ao longo do mesmo
percurso com sua massa praticamente inalterada.

O corpo 2 (massa grande) move adiante com velocidade muito baixa pois

my
— <1
ms,




oy "
2. Um projétil massivo: i <1 my=?
1

Vi

I
vy =0

—
i

o » X
m-

m,; Vif et

m,

";].f_

1-’1 7 =

my —m,

I 2

i
_oomy
e —— T

m
b=

i

my + n,

m

2m i
1 L T v, R 2V,
my, +m, 1 I,

.

m,

O corpo 1 (massa grande) continua seu movimento ligeiramente freado.

O corpo 2 (massa pequena) é acelerado para frente com o dobro da

velocidade inicial do corpo 1.




a Colisoes em duas dimensoes

Assume-se agora que os dois objetos que
S colidem se movem no plano xy. 0 momento
linear do sistema se conserva.

Ny P1i t P2i = P1if T P2y
E se o sistema for elastico, a energia cinética também se conserva.
Kii + K3 = K5 + Ko
Assumimos que m, é estaciondaria e que apo0s a colisao, as particulas 1 e

2 se movem em angulos 6, e 0, com a direc¢do inicial do movimento de
m, Neste caso, a conservacdao do momento e da energia cinética fica:

Eixo x: MV1; = MyVy£C0S01 +Mavapcost;  (eq. 1)
Eixo y: 0 = —m,vyrsenfy + myvyesend,  (eq.2)
1 1 1
g . 2 2
Eml”1f_§m1”1f+§m2”2f (eq. 3)

3 equacoes e 7 variaveis, se conhecermos 4 desses podemos calcular as demais




Sy beundan Sistemas com massa variavel: O foguete

Um foguete com massa M e velocidade v ejeta massa a
* uma taxa constante dM/dt. O material é expelido a
uma velocidade constante v, com relacao ao foguete.
wembmin - Portanto, o foguete perde massa e acelera para frente.
—iM Al + dM &

Nas figuras (a) e (b) o foguete &€ mostrado em tempos ¢t
e t+dt. Se nao ha forcas externas atuantes, p se conserva.

p(6) = p(t+dt)—> My =-UdM +(M +dM)(v+dv) (eqs.1)

Aqui, dM é um numero negativo (a massa do foguete decresce com ¢), U é a
velocidade dos gases ejetados com relacdo ao referencial inercial no qual
se mede a velocidade do foguete v. U pode ser expresso em termos de v,
medida com relacao ao foguete. U=v+dv-v,,

Mdy = -dMv,,




L S el Icannpfary

% Utilizando a conservacao de momento linear, pode-

M

>— se derivar a equacao de movimento do foguete:
Mdv =—dMv_, (eqs.2)

falh

- Sy boietary Assume-se que o material é ejetado a uma taxa

“ m—>-%  constante e positiva denotada por R
dM
' ——=—-R (eqs.3)
dt "
Dividindo ambos os lados da eq. 2 por dt: M? __aM v,=Rv_,—> Ma=Rv_
sendo a a aceleracao do foguete. ; - (1* eq. do foguete)

Utilizamos a eq. 2 para determinar a taxa de variacao da velocidade do foguete:

dM Y dM
—_—

v =—v, )y Integrando ambos os lados: :[“""’ ~ Ve ) s

-"_if'

i..lf —V, =—V []I], _Ilf]:li:r =Nl [111 ﬂf]:i = ¥iad ]:H—ll
i izt f

M

M,

1].;- _-ILI - 1I"1.=:' ]I'I

(2% eq. do foguete)




Exemplo 9-3: As trés -

particulas da figura estdo
inicialmente em repouso. 0
Cada uma sofre a acdo de ‘
uma forca externa devido a
agentes fora do sistema de
particulas. As orientacoes
destas forc¢as estdo indicadas
e os modulos sao F, = 6,0N,
F, = 12N, F, = 14N. Qual é a
aceleracdio do centro de
massa do sistema e em que
direcdo ele se move?

coims




Exemplo 10-1

O disco esta girando em torno do seu eixo central como um carrossel. A posi¢ao
angular 6(¢) de uma reta de referéncia do disco ¢ dada por = -1,00 — 0,600t +
0,250t2 com t em segundos, 6 em radianos € a posi¢ao angular zero indicada. (a) Faca
um grafico da posi¢ao angular do disco em funcao do tempo, det=-3,0sat=15,4s.
Desenhe o disco e sua reta de referénciaemt=-2,0s, 0 s, 4,0 s € os instantes em que
o grafico cruza o eixo t. (b) Em que instante t,;, 0 angulo 6(z) passa pelo valor
minimo mostrado na fig. 10-5b? Qual ¢ esse valor minimo? (c) Plote a velocidade
angular o do disco em fun¢ao do tempo de t=-3,0 sat= 6,0 s. Desenhe o disco ¢
indique o sentido de rotagdo e o sinalde @ emt=-2,0s,4,0 s e t;,.

@ (rad)

0

|R01alion axis @
1

—Reference i (
/ line 2 -2

(s)

0 :
/ ;
-9 Z€T0
=2 0 2 4 6
‘._._1__.--'
l (3) negative ©

(a) (D) (¢)

—-Zero
angular
position




(a) Faca um grafico da
posi¢ao angular do
disco em funcao do
tempo,det=-3,0sat
= 5,4 s. Desenhe o
disco e sua reta de
referénciaemt=-2,0
s,0s,4,0s e os
instantes em que o
grafico cruza o eixo t.

mentaneamente alin]
senhos 2 e 4).

no sentldo horério em relacao

COmo mostra o desenho 3. Para
0 ,60 rad = 34° (desenho 5). Fazer
S €I que a curva cruza o eixo ¢ &
D e areta de referéncia estda mo-
inh ada com a posi¢ao angular zero (de-

Calculos: Para desenhar o disco e sua reta d
em um certo instante precisamos determin
nesse instante. Para isso subst1tu1mos tpor se
10-9.Parat = —2,0s, obtemos |

g- 100 (0600)( 20)+(0 25




(b) Em que
instante t_.. 0

angulo 6(t) passa

pelo valor

minimo mostrado
na fig. 10-5b?
Qual ¢ esse valor

minimo?

(c) Plote a
velocidade
angular o do
disco em funcao
do tempo de t = -
3.0sat=6,0s.
Desenhe o disco e
indique o sentido
de rotacdo e o

sinal de ®m em t=
-2,0s,4,0set;,.

dob
dt

tom = 1,20 8.

Y _ 0,600 + 0,500z

(10-10)

lando esse resultado a zero e explicitando ¢, determi-
10s 0 instante em que 6(¢) € minimo:

(Resposta)

[ 1 obter o valor minimo de 6, substituimos fy; na

o |

10-9, 0 que nos da

6= —1,36rad = —77,9°.

De acordo com a Eq. 10-6, a velocidade

angular o ¢ igual a d6/dt, dada pela Eq. 10-10. Temos, por-
tanto,

w = —0,600 + 0,5001. (10-11)
O grifico da ﬁmgao w(t) aparece na Fig. 10-5c.
Calculos: Para desenhar o disco em 7 = —2,0 s substitui-
mos este valor de # na Eq. 10-11, obtendo
@ — =116 tad/s. (Resposta)
O sinal negativo mostra que em 1 = —2.0 s o disco est4 gi-

rando no sentido hordrio (desenho mais baixo da Fig. 10-5¢).
Fazendot = 4,0 s na Eq.10-11, obtemos

o = 1,4 rad/s. (Resposta)

Parat .., ®=0!

(Resposta)

 (rad/s)

positive @

negative @



Exemplo 10-2

Um pido gira com
aceleracao angular o = 5t3
— 4t, onde t esta em
segundos € o em radianos
por segundo ao quadrado.
Em t=0 a velocidade
angular do pido ¢ S rad/s e
uma reta de referéncia
tracada no pido estd na
posicao angular 6 = 2 rad.
(a) Obtenha uma
expressao para a

velocidade angular do piao,

®(t); (b) Obtenha uma
eXpressao para a posicao
angular do pido 0(t).

Caélculos: De acordo com a Eq. 10-8,
dow = adt,
e portanto f do = f a dt.
Assim, temos:
=t 3
o=[6t*-andi=3¢~1¢ 4 C,

Para calcular o valor da constante de integracio C obser-

vamos que @ = Srad/s em ¢ = 0. Substituindo esses valores
na expressao de w, obtemos:

S5rad/s=0—-0+
E, portanto, C = 5rad/s. Nesse caso,

w=%t4—2t2+_

Calculos: Como, de .



il 12
-0, =w, i+ ol

Exemplo 10-3: Uma porque a Unica varidvel desconhecida € o tempo ¢.

pedra de amolar gira com Cilculos: Substituindo valores conhecidos e fazendo 6, =
aceleracao angular Oe 8 =5,0rev = 10mrad, obtemos

constante o = 0,35 rad/s?. 107rrad = (—4,6 rad/s) + 5-(0,35 rad/s?)#.

No instante t =0, ela tem (Conyertemos 5.0 rey para 107r para manter a coeréncia
uma velocidade angular  enfre as unidades). Resolvendo esta equac¢do do segundo
®, = -4,6 rad/s e uma reta 2% ™1 obtemos

de referéncia esta na ;=S (Resposta)

horizontal na posi¢ao 0, = :
angular @, = —4,6 rad, mas a aceleragéo ar

0. ga) Em que mStaIF[e (no sentido contrario ao dos ponteiros dor
apos t = 0 a reta esta na sicdo inicial entre os sinais da velocidade

posi¢ao 6 = 5,0 rev? aceleracao angular significa que a roda gi

~ vagar no sentido negativo, para momentar
(b) Descreva a rotagdo da guida, passa a girar no sentido positi *"’{"‘,

pedraentre t =0 e t=32s. referencia passa de volta pela posig:
(C) Em qual Instante t a de amolar da mais 5 voltas comple &

pedra de amolar para
momentaneamente?
a) — a)O _I_ at s




Exemplo 10-4: Voce esta

v=y,+tal <> w=0,tal
operando um rotor (um

brinquedo de parque de »-,
diversdes com um cilindro | gy
giratc')rio), percebe quec um que substituimos na Eq. 10-13 para escrever
ocupante esta ficando zonzo e o-w,) | [0-0,)
reduz a velocidade do cilindro O s w“( )+7a( a )

de 3,40 rad/s para 2,0 rad/s em

Explicitando «, substituindo os valores conhecidos € con-

20 rev, com aceleracao vertendo 20 rev para 125,7 rad, obtemos
angular constante. (a) Qual ¢ 0’ -’ (2,00rad/s)’ —(3,401ad/s)”
essa aceleracao durante a &% 2(0-6,) " 2(125,7 rad)
reducao da velocidade angular? _ 00301 rad/s? (Resposta)
(b) Em quanto tempo? (b) Em quanto tempo ocorre a redugdo de velocidade?
Calculo: Agora que conhecemos &, podemos usar a Eq. 10-
12 para obter t:
at’ w—w, _200rad/s—340rad/s

_ i =7 _0,0301 rad/s’
9 — H + C()Ot + 2 % (Resposta)




........

A Fig. 10-13a mostra ym co

, I'DPO rigj
particulas de massa 1 ligq PO rigido composto

das por uma barr

[ por duas
mento L € massa desprezive|. a de compri-

(a) Qual € 0 momento de ingre
passando pelo centro de mag
como mostra a figura?

Como temos

apenas duas parti

massa, podemos calcular o momento de E{.é 1C_ulz}s com
LA ae mércia [~

corpo usando a Eq. 10-3. reia fey do

1a Ioy em relacio

au X
sa e 4 um eixo

Perpendicular a barra,

————

Calculos-. Para as JU particulas, ambas a uma distancia
perpendicular L/2 do eixo de rotagio, temos,

= 2 m,.rf = (m)(% L): + (;n)x\% '[4)5

=l e (Resposta)
(b) Qual é o momento de inércia / do corpo em relagéo a
um eixo passando pela extremidade esquerda da barra e
paralelo ao primeiro eixo (Fig. 10-1 3b)?

Pl e Fsta situacdo é tdo simples que podemos

determinar I usando duas técnicas. A primeira € seme-

lhante & que foi usadano item (a). A outra, mais geral, con-
siste em aplicar o teorema dos eixos paralelos.

. Calculamos / como no item (a), exceto
distancia perpendicular r; € zero

Primeira técnica
pelo fato de que agora a

(1) (2) (3) (4)

——Eixo de rotacao
passando pelo
centro de massa

m y
Q- LCM m

—Q)
e &I, >{

(@)

Eixo de rotacao passando
pela extremidade da barra

m
nm CM 9
I \
|
(b)

FIG. 10-13 Um corpo rigido composto por duas particulas de
massa m unidas por uma barra de massa desprezivel.

para a particula da esquerda e L para a particula da direita.
De acordo com a Eg. 10-33,

I = m(0F + ml?=mlL> (Resposta)

Segunda técnica: Comc 14 conhecemos Iy, © momento
de inércia em relagio a um eixo que passa pelo centro de
massa, € como o eixo especificado é paralelo a esse “eixo
CM”, podemos usar o teorema dos eixos paralelos (Eq. 10-
36). Temos:

L} +(@2m)(: L)’

L
2

(Resposta)



Exemplo m

A Fig. 10-14 mostra uma barra fina, uniforme, de massa M
e comprimento L, sobre um €eixo x cuja origem esta no cen-

tro da barra.

(a) Qual € 0 1
eixo perpendicu

IDEIAS-CHAVE () Como a b?rr'a é umforme, seu centro

4 no centro geometrico. Assim, 0 momento de
de massa ZS'?O ¢ Iy (2) Como a barra ¢ um objeto conti-
inércia pedl

devemos usar @ integral da Eq.10-35,
nuo,

momento de inércia da barra em relacdo a um
]ar a barra passando pelo seu centro?

I=[rdm, (10-38)

para determinar o momento de inércia.

Calculos: Como queremos integrar em relagao a coorde-
nada x e ndo em relacdo a massa m, como na integral da
Eq. 10-38, devemos relacionar a massa dm de um elemento
da barra a um elemento de distancia dx ao longo da barra.
(Um desses elementos é mostrado na Fig. 10-14..) Como’ a
barra é uniforme, a razao entre massa € comprimento € a
mesma para todos os elementos e para a barr:
todo, de modo que podemos escrever

Eixo de
rotagao
CM dx M
~ A ﬂ.'\ e
«—x‘—{ dm
L L
| 2 2 \

FIG.10-14 Uma barra uniforme de comprimento L e massa M.
Um elemento de massa dm e comprimento dx est4 representado
na figura.

elemento de massa dm massa da barra M

elemento de distincia dx comprimento da barra L

M
ou (i === dx.
1L
Podemos agora substituir dm por este valor e r por x na Eq.
10-38. Em seguida, integramos de uma extremidade a ou-

tra da barra (de x = —L2 ax = L/2) para levar em conta
todos os elementos. Temos:

x=+L[2 L2 (ﬂ) o
x=-L[2 L

I=

i) : (Resposta)

Este resultado esta de acordo com o que aparece na Tabel
10-2e.

(b) Qual é 0 momento de inércia / da barra em relagdo a
um novo eixo perpendicular a barra passando pela extre-
midade esquerda?

MMl Poderiamos calcular I mudando a origem

do eixo x para a extremidade esquerda da barra e inte-
grando de x = 0 ax = L. Entretanto, vamos usar uma téc-
nica mais geral (e mais simples), que envolve o uso do teo-
rema dos eixos paralelos (Eq. 10-36).

Calculos: Se colocamos o eixo na extremidade esquerda
da barra, mantendo-o paralelo ao eixo que passa pelo cen-
tro de massa, podemos usar o teorema dos eixos parale-
los (Eq. 10-36). De acordo com o item (a), Ioy = MLY12.
Como mostra a Fig. 10-14, a distancia perpendicular h
entre o novo eixo de rotagio e o centro de massa é L/2.
Substituindo esses valores na Eq.10-36, temos:

I=Igy +Mh* =L ML +(M)(L)*
=k sta
=1 MI2, (Resposta)

Na verdade, 0 mesmo resultado é obtido para Q}Jal'
quer eixo perpendicular & barra passando pela extremida-

de esquerda ou direita, seja ou ndo paralelo ao eixo da
Fig. 10-14.



=
AFig 10-18a mostra um di
e raio R = 20 Cm, mont
corda de massa desprezive] que estg
jisco. Determirie a aceleragio (o bloc
feracio angul:ar dq disco e g tensdo ng cord

gSCOITega € NA0 existe atrito ng ejxq e

IDEIAS-CHAVE g 1) Considerando o

b :

podemos relacionar sua aceleragaolzcgscg Onrl galsnglf;s;ef:a,
sobre ele através da segunda lei de Newtop (7, = ,i;,r;l
(2) Considerando o disco como um sistema, podreesmos e
lacionar sua aceleracdo angular « ao torque que age sobre
ele através da segunda lei de Newton para rotagoes (7., =
la).(3) Para combinar os movimentos do bloco e do disco,

« isamos o fato de que a aceleragdo linear a do bloco e a ace-

leragdo linear (tangencial) a, da borda do disco sdo iguais.

Forcas que agem sobre o bloco: Essas forgas estao

representadas no diagrama de corpo livre .do.blolcq

(Fig. 10-18p): A forga da corda é T e a forga gTaVlgaal(:;adZ
a

F,, de médulo mg. Podemos escrever a Segz§0 L

Newton para as componentes ao longo de um

V(Fesy = ma,) como

S
r de a usando apena
Entretanto, nao podemos obter o valo s o

€ uacao l)élllcont
i q g ) porque ela tam
1 quando
()[mente
Anterl 9

Prque exercido sobre © d'sco.m o eixo y passavamos

1012 cO . a
%gotdvamos as pOss1b111dad‘35ara a rotagdo do disco. Par
m IR e i o i ﬂnQQHmOS p

FIG.10-18 (4) O
corpo em queda faz mé

o disco girar. (b) ‘

Diagrama de corpo F,
livre do bloco. (¢) |
Diagrama de corpo livre

incompleto do disco. (a) (b)

calcular os torques e 0 momento de inércia 7 usamos o fato
de que o eixo de rotagio é perpendicular ao disco e passa
pelo seu centro, o ponto O da Fig. 10-18c.

Nesse caso, os torques sdo dados pela Eq. 10-40 (7 =
rF,). A forca gravitacional e a forca do eixo agem sobre o
centro do disco e, portanto, a uma distancia r = 0, de modo
que o torque produzido por essas forcas € nulo. A for-
ca T exercida pela corda sobre o disco age a uma disténcia
r = R do eixo e € tangente a borda do disco. Assim, a forca
produz um torque —RT, negativo porque o torque tende
a fazer o disco girar no sentido horério. De acordo com a
Tabela 10-2¢, o momento de inércia I do disco é MR?2.
Assim, podemos escrever a equagao Tres = la na forma

_RT=1MR’a. (10-47)

Esta equagdo pode parecer initil porque tem duas
incognitas, @ e T, nenhuma das quais € a incognita a cujo

bt

valor queremos determinar. Entretanto, com a persi




que € a marca registrada dos fisicos, conseguimos torna-la
nos lembramos de um fato: como a corda nao
aceleracio linear a do bloco e a aceleragdo
ncial) a, de um ponto na borda do disco sdo
e caso, de acordo com a Eq. 10-22 (a, = ar), ve-
= a/R. Substituindo este valor na Eq. 10-47, ob-

B =1, (10-48)

binagcdo dos resultados: Combinando as Eqs. 10-46

-48, temos:
a=-g 2 —(9,8 m/s*) @i 2lc)
M+2 25 kg+(2)(1,2 kg)
—pd-Bm/ss (Resposta)

Podemos usar a Eq. 10-48 para calcular T:
T~ ~+Ma=—+2.5 kg)(—4,8m/s?)

= 6,0 N. (Resposta)

Como seria de se esperar, a aceleracdo a do bloco que caj ¢
menor que g e a tensdo 7 da corda (= 6,0 N) é menor que
a forca gravitacional que age sobre o bloco (= mg =118
N). Vemos também que a e T dependem da massa do disco,
mas ndo do seu raio. A titulo de verificacio, notamos que as
expressoes obtidas se reduzem a = —g e 7 = () para o caso
de um disco de massa desprezivel (M = 0). Isso é razoavel;
nesse caso, o bloco simplesmente cai em queda livre. De
acordo com a Eq. 10-22, a aceleragao angular do disco ¢

(Resposta)



do rep
rotaca

disc
Ouso no in

0 K no inst

© do Exemplo 10-9 e da Fig. 10-18 parte

Stante v = ), Qual ¢ a energia cinética de
dnte = 255 s?

demos calcyl: ieRar S52
(K=%Iw7),15 TS que[?dr K usando a Eq. 10-:
nhecemos g va

lor de '
§ @ NO inst
a aceleracio angular a tem o

=1 MR? mas ainda ndo co-
ante t = 2,5 s. Como, porém,
valor constante de —24 rad/
quacoes para aceleracdo angular
constante na Tabela 1.1 A ; -

Caleulos: Como estamos interessados em determinar w ¢
conhecemos e ay (= 0), usamos a Eq. 10-12:
®W=wy+ at =0+ ol = ar.
Fazendo w = ate /=1 MR? na Eq.10-34, obtemos
K=110® = 1(L MR")(af)’ = 1 M(Rat)’
= (2,5 kg)[(0,20 m)(—24 rad/s?)(2,5 s)]?

-907. (Resposta)

IDEIA-CHAVE Também podemos obter essa resposta cal-

culando a energia cinética do disco a partir do trabalho rea-
lizado sobre o disco.

Calculos: Primeiro, relacionamos a variagao da energia
cinética do disco ao trabalho total W realizado sobre o
disco, usando o teorema do trabalho e energia cinética
(K;— K; = W).Substituindo K por K e K; por 0, obtemos

K=K +W=0+W=W. (10-60)

Em seguida, precisamos calcular o trabalho W. Podemos
relacionar W aos torques que atuam sobre o disco usando
a Eq. 10-53 ou a 10-54. O unico torque que produz acelera-
¢do angular e realiza trabalho € o torque devido a forca 7" da
corda sobre o disco. De acordo com o Exemplo 10-9, este tor-
que é igual a —TR. Como « € constante, este torque também
¢ constante. Assim, podemos usar a Eq. 10-54 para escrever

Como a € constante, podemos usar a Eq. 10-13 para calcu-
lar 6, — 6, Com w; = 0, temos:

(10-61)

ef_ 9,'2 ﬂ)ft =F %atz =05 %atz — '%"Cl’f[z.

Podemos substituir este valor na Eq. 10-61 e substituir o
resultado na Eq. 10-60. Com T = 6,0 N e & = —24 rad/s?
(de acordo com o Exemplo 10-9), temos:

K= = TR0 0= TR afi=tr TR G
= 3(6,0 N)(0,20 m)(—24 rad/s?)(2,5 s)?

=901J. (Resposta)




Uma chaminé cilindrica comega a tombar quando sua base
¢ danificada. Trate a chaminé como uma barra fina da com-
primento L = 55,0 m (Fig. 10-20a). Qual é sua velocidade
FIG.10-20 (a) Uma

angular w no instante em que faz um angulo 6 = 35,0° com
avertical?

IDEIAS-CHAVE (1) Durante
(soma da energia cinética d

m Capitulo 10 | Rotacao

tencial gravitacional U) nao varia. ( .
rotagao ¢ dada pela Eq. 10-34 (K =1 1)

Conservagdo da energia mecanica: Na q/ue(‘la (_16 Ch;‘:
miné, a energia potencial gravitacional Ué RIOgIGSSIV
mente convertida em energia cinética de rotacdo K, mas a
energia total nao varia. Podemos expressar este fato atra-

vés da equagao

2)A energia cinética de

K+ U=K+ U (10-62)
Energia cinética de rotagdo: A energia cin.ética de rota-
¢do K ¢ inicialmente Zero, mas seu valor em mstan'tes pos-
teriores (=1 Iw?) depende do momento de inérecia 1. De
acordo com a Tabela 2, no caso de uma barra fina girando
em torno do centro de massa (ou seja, em Lorno do centro),
Iy = mL? onde m é amassa da barra ¢ L é o compri-
mento da barra. No nosso caso, a chaming gira em torno
de uma das extremidades, que fica a uma distancia L/2 do
centro de massa. De acordo com o teorema dos eixos para-
lelos, temos:

2
I=lmL+m (%) =LlmL’ (10-63)

Substituindo este valor na equacao K =1 I”, obtemos

K

;=1 ml)o’. (10-64)

a rotagdo, a energia mecanica
¢ rotagdo K com a energia po-

chaminé cilindrica. (b)
A altura do centro de
massa € determinada
com o auxilio de um
tridngulo retangulo.

Energia potencial: A energia potencial [/ (=

Tt -
pende da altura de cada segmento da chaming. Entgy) et
podemos calcular U supondo que toda a massy egr[elanto.
centrada no centro de massa da chaming, i C;  cop,

1 1 - - L0 n <
inicialmente na altura L/2. Assim, a energia potenc.tomra
e 2
cial € al i,

U, = %mgl‘. o

-65)
Quando a chaminc tomba de um angulo 6, 5 B :
mostra que o centro de massa estd a uma altura jgyg) ‘ uﬂh
A energia potencial nesse instante é as[,
J 1
U= >mgL cos 6. ‘

Velocidade arg«iar: Substituindo as Egs. 10-66, 10.65
2 S

10-64 na Eq. 10 fazendo K; = 0 e explicitando o, gby
mos i
3g 308 m/s?) R
e /:Tcosa = [~ 0
VT ( ) \} 550m (1= cos 35,0°)
= 0,311 rad/s. (Resposta)

Comentarios: Como a parte de baixo da chaminé tende a gj-
rar mais depressa que a parte de cima, € provavel que a cha-
miné se quebre em duas partes durante 2 queda, com a parte
de cima ficando para trds em relacao a paric de baixo. =&




