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Conteudo da aula

* Introducdo a resisténcia dos Materiais
» Calculo de reac0es de apoio

» Cargas distribuidas

* Exemplos

 Concelto de tensao/esforco



Estruturas Estaticas

Estatica dos sistemas rigidos

Equacoes de Equilibrio:

R=m-a=0—93R=0; > R=0 (Forgas), 2 M =0 (Momento)

N F =0,YF =0, YM,=0

A é um ponto qualgquer do plano da estrutura (polo)



RestricOoes de movimento e reacoes associadas (plano)

Duas translacoes e uma rotacao

a) 1°. Género ou articulacao moével ou apoio simples:
Impede uma translacao no plano

(A NP

¥ T 1

ou

_AL
/F A,



Graus de liberdade e apoios (plano)

b) 2°. Género ou articulacao fixa/apoio fixo: impedem duas
translacoes no plano

g x x
4——%%7;;—}#—* ;R " "

— X

V b, R
P &



Graus de liberdade e apoios (plano)

ao no

Ooes e umarotag

dem duas translacge

impe

c) Engaste

plano

Engastamento

|



Classificacao das estruturas quanto a estaticidade

a) Estrutura Hipostatica: menos de 3 vinculos

. L NN —
Algum movimento esta livre T{— —



Classificacao das estruturas quanto a estaticidade

b) Estrutura Isostatica: exatamente 3 vinculos

e 3 movimentos N ; %\

‘7
iImpedidos T




Classificacao das estruturas quanto a estaticidade

c) Estrutura Hiperestatica: mais de 3 vinculos

e Mais de 3 movimentos 4+—
iImpedidos

/
J——
A
T



Estruturas isostaticas e hiperestaticas deformam

Serao estudados nesse curso esses tipos

‘ Isostaticas, 95% do curso

z ‘o\ ‘ Hiperestaticas, 5% do curso
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Exemplo 6: Calcule as reacOes da estrutura

4 kN

3,2m !O,Sm | o’m




8 kN

4 kN

2m




Lembrando que:
Hazﬁ A F

S M, =0: f) 40-R;;—8.0-20-40-32=0—> Ry =7.2 kN

HMD = HOPH - HF senao
SRy, =12-T2=48 kN
18 kN 4 kN
£0 KN :
A v ] E
2T Em R"“A_’T T
y
o M, =15 kNm Ry,
A ~

| 2m | 1,2m |U,8m|




8 kN

4 kN

2m

12 m

¥

= B
A
TT,Z kN

 0,8m




R3) Determinar as reacdes da viga a seguir.

Exemplo 7* 60 kN/m 30 kN/m
T | e —
XC
i \_/M=105kNm i} D
@\ 1 ) =
30 kN/m

‘ 3 ‘ 3 m ‘ 3 m ‘ 3 m
- S R n—

*Exercicio resolvido no Moodle: Lista de exercicios de: reacoes e esforcos solicitantes
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https://edisciplinas.usp.br/mod/resource/view.php?id=3417669

Exemplo 7 R3) Determinar as reacdes da viga a seguir.

180 kKN

|

YF. =0-5B,=0
Y F,=0->B,+D, =180

> M, =0-6.D, +90.1+90.1,5=105+180.6 » D, =160 kN(T)

B, =20 kN(T)

\_/M =105 kNm AD

M)
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Tensao

Solido deformavel (V) em equilibrio estatico

Sujeito a forgas de contato: P, P,....

Realize um corte imaginario que passe dentro do corpo
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Tensao

Corte imaginario

Vetor tensao em Q no plano de normal n

_ o AF
Pn = 00 A4

Pn =0T //’/p

o:tensao normal (perpendicular a ST)

3
]

T: tensao cisalhante (paralelo a ST)

AA: area

Conhecer 3 tensdes em Q: estado de tensao completamente determinado e

ST: secdo transversa



Tensao

Decomposicao do vetor tensao

= m AF Y
Tx = A AA 7,
- AV;
T.= lim —

2]

X\
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Estado tensional definidos nas facetas paralelas aos planos coordenados



Simetria de tensoes !

|o
A combinacao de forcas geradas pela y
tensdo devem satisfazer as -
.~ cvrr - e VX
condicoOes para o equilibrio:
Zszsz:ZFz: -

ZMXZZMy:ZMz =0

- dz
Considere 0s momentos em torno do
eixo z, polo no centro do volume:
> My =0 = (tyydydz) dx — (zydxdz)dy
Txy — Tyx
Ty, =T, L "
. y y Simetria de tensbes
Similarmente, 7T,, =7, € T, = Ty, B de cisalhamento
sz _ sz




Notac3o das 6 tensoes

Notacao: - -

o= =loy oy 0, Ty Tz Ty

AS vezes é conveniente escrever na forma:

T
g = [Uxx Oyy Ozz Oxy Oxz Uyz]

Ou

T
o=lon oxn o3 o1 o013 03]

comx=1,y=2ez=3

Tensor das tens®es de Cauchy
(simétrico)

Ox Tyxy Tyxz
T=|Txy Oy 1y
Txz Tyz Oy

Estado triplo
de tensoes
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Sinal das componentes de tensao

A o é positiva no sentido da normal a faceta y‘

Se normal a faceta esta no sentido do eixo,

T acompanha o seu sentido, caso contrario,

sentido oposto.

Oy Txy Tyx
T=|Txy Oy Ty:
Txz Tyz Oy




Estado plano de tensOes

Oy Tyy
Tr=|; o
xy y

membrana



Estado uniaxial de tensoes

T = [o]

.

PF
% e - @/

AN

Barra (corda) tracionada

a,.

Torc3o (torque) em eixo
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TENSOES E ESFORCOS SOLICITANTES:
ELEMENTOS LINEARES

Copyright © 2000 Laboratério de Mecanica Computacional da EPUSP. Todos os direitos reservados.



ensoes no plano

Tensao: - - =
P=0~+TT

Tensao normal a secéo: O

Tensao paralela a secao: T

pmédia — hmAA—)O

p AF
A



ESFORCOS SOLICITANTES

Esforcos solicitantes: forca/momento resultante das tensoes
transferidos para o centroide de cada secao transversal

N: Esforco Normal

V. Esforco Cisalhante
ou Cortante

%
R
%
V

I
S
_|_

N



ESFORCO NORMAL

AL N={o dd
. —
L/ A
y
G N: ESFORCO NORMAL
/‘*~-§ X o: TENSAO NORMAL




ESFORCO CISALHANTE (Cortante)
] V, =z, d4
\/ g 4

V. =|r. d4
© \ A

X

Tensao Cisalhante: T



ESFORCOS DE MOMENTO




MOMENTO TORCOR (T)

—

\\

G %I_

1
v
7

Y

\

-

1



MOMENTO FLETOR (My)

G

.

-
<

7



MOMENTO FLETOR (M, )

Curvatura em
torno dey




MOMENTO FLETOR (M,)

\

'—_-___-‘

P

Y

]

.y

7
Bl

-
7

~—

—

G

4

'-—_\

/\’\""m\/

M.=|o -y di
A



MOMENTO FLETOR (M,)

Z

Curvatura em
torno de z




TOTAL DE ESFORCOS (6)

S|




ESFORCOS SOLICITANTES - SISTEMAS PLANOS

Para o caso de cargas/geometria contidas no plano, tem-se somente 3 componentes: M, V e N, dispensando os indices.

by
1>

| corte pela esquerda corte pela direita



T = ° E e

ESFORCO NORMAL (N) @

( =S O

Convencao de sinal:

N = <4 N fj N @ Tracao

™~ N}

N (¥ Tracio

4

~ - N = N < N
s\ N < N @ Compressio N }’s N @ Compressao




Diagramas de esforcos - Convencao de sinais

Esforco Cortante (V)

.
v f"S

e !
~
~

/_’_,_/’
r/_,.'-"”

-

S

]|
£ -]

o |

Gira o trecho de barra em que | Gira o trecho de barra em que
Forca cortante atua no sentido horario atua no sentido anti-horario

V>0 V<0

N
07

f/—"’




Diagramas de esforcos - Convencao de sinais

=

Momento fletor (M)

(% e

=
®

—

/

e
=
" P “‘ Cr——e

7 =

[/
<

Momento fletor Traciona as fibras inferiores da

barra

Traciona as fibras superiores da
barra

M>0 M<O 40




o
—~SF
\//



Ol

M: ACI.RO

M : REXAD PAs MOMéfn‘[_o
O
T BRF5 ‘]”E't OR ES](-\ ré

/NTET\’I'JO

Momento traciona as fibras inferiores, em ambos 0s cortes
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Exemplo 8

Corte a direita .
Corte a esquerda

200 kNl /—\'150 KNm 150 kNm (‘ T 200 kN

| - —— < &
100 kN 100 kN

N =100 kN
' =200 kN

M = —150 kNm



Exemplo 9: Obter esforcos na secao S

100 N
l IS
I
TmN T%N

K 7m %
K 4dm—F%—— 6M

Corte a esquerda Corte a direita



Exemplo 9: 1“’““ )

Corte a esquerda

}

100 N
120 Nm
S
jT D,
T 0ON 40N
100
M
5J
oo M+ 1003 —¢0 =0
W M= 20 Nw)

Corte a direita

Tﬁl{ll\l

ZH,=D

o >5-M=0O
m—= 120 I\Ifm)



Exemplo 9:

100 N 40N
l 120 Nm

120 Nm

PR R Sy ¥
]

40N

Em ambos os cortes:

Momento traciona as fibras inferiores

Cortante gira a secao no sentido anti-horario



Exemplo 10: Obter os esforcos na secédo S

S
s |
df\ i 5 o« 20 kN =
10 kN
l | m
>
E F
Im
10 kN—pl2 S| S
60 kNm P
o | <«— 20 kN
20 kN ilﬂkN 10 kN

K Im——x Im ——% lm —— l

10 kN >

a) Calculo das reagoes: N



Exemplo 10:

b) Corte a esquerda:

60
(‘ lm <
_
-

Realizando equilibrio estatico no
corpo cortado:

ZFx=0 ZFy=0 ZMS=0

50 KNm

6{](_‘ llU r—\
]
10 g TltﬁlkN

10 kN



Exemplo 10: A secdo S estd com os seguintes esforgos solicitantes:

50 kKNm :
50 KNm C l : <

g g - ‘10

0 g TlﬂkN

60 l 10 r\
1

10 > 1

-10 kN
-10 kN
50 kNm

NS
VS
MS

(sinal conforme convencao)



Exemplo 10:

c) Corte a direita:

60
(" im .

Realizando equilibrio estatico no
corpo cortado:

0T T TR

Sro=0 Yr=0 Ym0

10 >

A
50 kNm C
10 kN

20 ll()

N, = -10 kN
V, = -10 kN
M, = 50 KNm

10 > 1

(sinal conforme convencéo)



Diagramas de esforcos

Seja a viga em balanco:

Corte S numa secao x:

S

51

A e
[
T, >




Diagramas de esforcos

Graficos que mostram a variacao da forca cortante e do momento fletor ao
longo da estrutura

Pl

ol

Secao junto ao engaste € a mais solicitada



Diagramas de esforcos

Valores plotados sao na direcao perpendicular, ou paralelo ao eixo, conforme
definicdo do esforco

L

M



Diagramas de esforcos - Desenhos

N, V>0  cosss) Desenha acima do eixo

M: =——==) Desenha o lado que traciona

fibras de cima séo tracionadas

fibras de baixo séo tracionadas



Diagramas de esforcos — Exemplo de diagrama

k

A B
i
VL
P
+
U >
0 [ x
-Pl
0
- ! >
0 ] ¥



Exemplo 11: Forca horizontal

4 A S B 20 kN
{ | < Por equilibrio estatico
2 no corpo cortado: N(x)=-20

X

4m 1 V'(x) =0
(a)
M(x)=20
A S 20
B | |
N (kN) ] ‘ | ‘ 20
I I N |
Diagramas - V (kN) 0

M (KNm)
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Exemplo 12: Duas forcas horizontais

ﬁ S50 kN 20 kN
. T N ,
ote que entre AB e BC ha uma forca
Sl SZ
A

. c horizontal concentrada.

—x —

KF——2m ¥ 2m-——

Trecho S;: g,




Exemplo 12: Duas forcas horizontais
Trecho S, :
.30
Ky & Nog.
&« — § —=
3 = S
50

s£=0" N 150-3D

T

bz 20
<— 2 - ¢—

EAFX:O I \552:-10 KU

58



Exemplo 12: Duas forcas horizontais

Por equilibrio estatico
no corpo cortado:

e frecho AB: 0 < x <2m

N(x)=-20+50=30
V(x)=0
M(x)=0

e frecho BC: 2m < x <4m

N(x)=-20
Vix)=0
M(x)=0

N (kN)

¥ (KN)

M (KNm)

Diagramas

50 kN 20 kN
- > <

ANNANRANAY
>
oe
®!

T~

2m K 2m———




Exemplo 13: Duas forcgas verticais

Note que entre AB e BC ha uma forca vertical concentrada.

Dividir corte em 2 trechos (S; e S,):

r‘ r o * £Xo-
+

r =
l‘ﬁazu " T =2 ﬂ’)‘m“%
ZN-0: Mg = 277(;4,+%, 3%0

J«? \/Q)j\ ] oz zl L
ML

? c;{:j,:a.\/(L_)«}/P:O

V(z)=~7T

EVs=0: yup 4P azo

+ | 1/o)= 0
M= T2 oy 5

[ [
Go | ﬁﬂaﬂ] AL
zp:v:Dx ’?WW(LJ::O
\}(3(,7:—5!9
ZH—G:O,_}j ‘NP (x-a)t
Pe=0O

ma)= -2 v
Wia) = g+ Py 3/7/@: 3%



Exemplo 13: Duas forcgas verticais

efrecho AB (0<x<g

e tfrecho BC a<x = 2a

N(x)=0

F(x)=-F
M(x)=-FPx

Nix)=10
V(ix)=-2P

M(x)=—Px— P(x—a)

P P
.
Kk— a K a —

JI A | ]2

jPa

Pa

61



Exemplo 14: Trés forcas verticais

V (kN)

M (kKNm)

l'l(] kN 20 kKN

s e

A §U
Tl{}kN E

k— 2m —k— 2m —%— 2m —

62



Exemplo 15: Momento concentrado

)Mﬂ C gh )ﬂo

L
A B TR‘[
K [ 7 E‘:‘aio (Qw.]'.fo
Zlf\h' G- 'Kn":.\/\g
$\O A TR ¥, (0
M, '1 5) \L\H'n) {
= Va)=@
Z 45:0
Mi1)+Ho =



Exemplo 16: Viga bi-apoiada

ip 2. Esforcos em cada trecho:
A B Determinacao das equacdes nos cortes de cada trecho:
C
@\ Trecho1: O<x<a
l L | 2 F,=0
| g | b |
x R,-V(x)=0->V(x)=R,

| | F(x)=P-b/L (constante)

STM,_ =0

Mx)-R, - x=0->M(x)=R,-x

1. Obter reacoes: M)=P-b-x/L (reta)

Parax =a : M{a)=P-b-allL

P
l A V(x)
B VAN
AN C )
= T
T T Ra
Ra = Pb/L
Rb = Pa/L




Exemplo 16: Viga bi-apoiada

Trecho2: a<x<L

3. Diagramas:
>F,=0
r r , . ) lp
R,-P-V(x)=0->V()=R,-P=P.b/L-P=P}/L-1)=-P-al/L
V(x) =—P-a/ L (constante) A; 2 jﬂ
RN
> M, =0 A
Pb/L T
MxX)+P-(x—a)-R, - x=0-2>M(x)=P-b-x/L-P(x-a) Pall
Pbi/L
M(x)=P-a—(P-a/L)-x (reta) (%)

PalvL




Equacao Diferencial de Equilibrio

p(x)dx
Seja um trecho da barra sujeito a carreg. distribuidos:

a) Paralelo ao eixo, p, ﬂ/
_ M(x) < Vix) + dV(x)
Z FE.=0 dN(x) + pxy(x)dx =0 oo l ‘> NEXPING)
dN(x) +— : >
= —Px(X) V"J e E(x)’ g

dx M(x) + dM(x)

> |
dx

b) Perpendicular ao eixo, p

> M, =0
Y F,=0
| (M +dM)+[p(x)-dx]-déE—M -V -dx=0
V—p(x)-dc—V+dV)=0

AME) _
dv(x) dx
=-pIX
. p(x) |
d M) _ Pp(x)

dx®



Equacao Diferencial de Equilibrio

POy EMO_ Ly dM )

dx dx* dx

a) Casop(x)=0

Sem carga distribuida no trecho x; <x <x,
V(x) = C, =cte — Funcao (diagrama) de esforco cortante constante

M (x) =C,-x+ C, — Funcao (diagrama) de momento fletor linear

h) ' Caso pix) =p="1le

Carga distribuida uniforme no trecho x;, <x<x,

V(x) =— px+ C,— Funcao (diagrama) de esforco cortante linear

-
-

MX))=-p XT + C,-x+ C, — Funcao (diagrama) de momento fletor & parabola

-~

c) Generalizacéo para vV p(x) € imediata

=V(x)

67



Exemplo 17: Carregamento distribuido constantemente

\ A+

(1)

: .__.’i“l

)

x
TF.0: W)= 0
Z%:G: Vf"():.-?.’(.
TN,=0° MNrx) \-(1:1.]‘1'/2-:0

0(:1.(1[



Exemplo 17: Carregamento distribuido constantemente

Substituindo valores dos extremos do trecho:

V(x)=—px

7 (0)=0
V(l)=—pl

2
M(x) = —%

M(0)=0

2

pl
M()y=-—
() ;

Diagramas:
P N
Y v v v vy o
A B
K / )




Estudo da concavidade de funcoes

Lembrar do calculo:

L | Para o cortante: imediato

Vv

Y'<0 V' 0
Vll{ﬂ

Para o momento, inverte!:

d*M(x)
dx2 - -p(X) M'< 0 M"<0

M">0

M



Estudo da concavidade de funcoes

@ ;;ffx) - p(x) <0

AT

) &




DIAGRAMAS DE ESFORCOS CORTANTE E MOMENTO FLETOR (DCM)

Roteiro para obter V(x) e M(X):

1. Dividir estrutura em trechos onde néao ha alteracao de acdes/reacoes;

i ii l Trecho1:0<x<a
i i Trecho2:a<x<a+b

Trecho3:a+b<x<a+b+c

\ Trecho4:a+b+c<x<a+b+c+d

Trecho 5:a+h+ct+d<x<at+bh+ct+d+e

. a b .. ¢ _d_.e__ f _ Trecho6:at+b+ctd+e<x<atbt+ct+dte+f




DIAGRAMAS DE ESFORCOS CORTANTE E MOMENTO FLETOR (DCM)

Roteiro para obter V(x) e M(X):

2. Fazer um corte no trecho, usar equacoes de equilibrio 2 Fy=0 eI Ms =0

I
51) M (x)

7Y

R

L—L—_l

» x

3. Desenhar V(x) e M(x) seguindo convencao

VT& PO
® ~—®




Exemplo 18: Viga bi-apoiada p(x) = q
9

Ai J, J, i 1. Obter reacoes:
=

|
| q
L
. S
TRa = qL/2 TRb=qu2
‘_ L/2 .
= arx
q I
i L l i M(x) Determinacao das equacdes nos cortes de cada trecho:
A 5
Ra = quzT © l‘“*’? Trecho Gnico: 0<x<L
L_x_/E»l ZF:T:[] _._Ra_q_x_r(x)zﬂ_}ir(x)zﬂa_g_x

VixX)=qg-L/2-g-x (linear)

Zﬁf: =0 — .-".f(x}+{q-x}-:-."E—R:-l':D—r.‘-I{_r):R:-x—q-_'r:: /2

M(x)=(g-L/2)-x—g-x"/2 (parabola)



Exemplo 18: Viga bi-apoiada p(x) = q

3. Diagramas: M ()
dx

L
ZV(x)ZO%q-LIZ—q-xZU%xZE

ML/2)=(q-L/2)-L/2—q-(L/2)*/2 :%

+ e v ]

B

X L




