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Raio de Giragao

Momento Polar de Inércia

Matriz de Inércia
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Simbologia

t tempo
distancia percorrida, arco sobre a trajetéria

velocidade escalar
aceleracao escalar

S
v

a

7 = (P — 0) vetor posicio

v vetor velocidade

a vetor aceleracio

%

t versor tangente

n  versor normal

é

b wversor binormal

a, vetor aceleracio tangencial

a, vetor aceleracido normal
p raiode curvatura da trajetéoria (¢ = 1/, é a curvatura)

1/, raio de torgdo da trajetéria (y é a torgio da trajetoria)
T versor transversal (coordenadas polares ou cilindricas)
u versor radial (coordenadas polares ou cilindricas)
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Simbologia

F F orca
R Resultante de um sistema de forgas
I

Invariante escalar de um sistema de forcgas
Mo Momento de uma forca (ou de um sistema de forgas) em relacdo a um pé6lo O

M,, Momento de uma forc¢a (ou de um sistema de forgas) em relagio a um eixo Ou

G Baricentro
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E Forca

My, Momento de uma forg¢a em relacao ao pdlo O

5 Quantidade de Movimento

ﬁo Quantidade de Movimento Angular em relag¢ao ao p6lo O

T Energia Cinética

t Trabalho de uma forga durante um intervalo de tempo (também W)
I Impulso de uma forga durante um intervalo de tempo

J Momento de inércia em relagcao a um eixor

J-s Produto de Inércia em relacdo aos eixosres

Jo Momento Polar de Inércia em relagao ao polo O

Uloxyz Matriz de Inércia em relagdo ao sistema de eixos Oxyz

u Coeficiente de atrito seco de escorregamento
p Coeficiente de atrito de rolamento (vide também raio de curvatura)

ﬁat Forga de atrito (de escorregamento)

M, Momento de atrito de rolamento

—

N Forcanormal (forga de reacdo na direcdo normal as superficies em contato)
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Unidades no Sl (Sistema Internacional de Unidades)

% velocidade [m/s]

a aceleracédo [m/s?]

w vetor de rotacao [rad/s]

@ vetor aceleracao rotacional [rad/s?]

X coordenada de posicgédo, distancia ou deslocamento [m]

F forca [N] N = kg.m/s?
_’0 momento de forca em relacdo a um polo O [N.m]

Q quantidade de movimento [kg.m/s]  kg.m/s =N.s
H, guantidade de movimento angular em relagéo a um polo O [kg.m?/s]

T energia cinética [J] Joule = kg.m2/s2=N.m
T trabalho de uma forca entre duas posi¢cdes ou entre dois instantes [J]

7 impulso de uma forga entre dois instantes [N.s]

J-e J.s momentos e produtos de inércia [kg.m?]
p coeficiente de atrito de rolamento [m]
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Formulario

> _ pext
maG - Rex Forca peso
AV = mgAz
AT == Text + Tint AT - Text p/ C R Forga de mola
k

AV = E(x2 —x2)

ﬁo = ngt p/ O fixo

ﬁo == mﬁG N 130 + ngt - - Atrito stle-:oi((jizg:s:)orrnézamento
H. = M&* p/0=G
Far < uN
1 2 - — 1 —\T —
T = Emvo +mvy-wA(G—0)+ E{w} [J]1o{iw} p/ C.R. o Momentode
= Mat = pN
Ho=m(G - 0) AT+ [t j k|[lofw) p/ C. R.

Jx =]xG + m(yé + Zcz}‘)

]xy =]xGyG + mxgYe

2o =Jx +]y +J;
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Teorema do Movimento do Baricentro (TMB) (ou Teorema da Resultante)

"0 baricentro de um sistema de pontos materiais se move como se nele estivesse concentrada
toda a massa do sistema e nele agisse uma forca cujo vetor representativo é a resultante das forcas
externas ao sistema".

m(G—o>:imi<P.—

mv, — :Zm Zméo TMB

mé@ — ﬁext
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Teorema do Movimento do Baricentro (TMB) (ou Teorema da Resultante)

Corolario:

a) Teorema da conservacao da quantidade de movimento de um sistema:

Quando: F_éeXt :6

o baricentro do sistema esta em equilibrio (parado ou em movimento retilineo uniforme).

b) No caso em que a projecao da resultante numa dada direcao for nula, entdo ha a
conservacao da quantidade de movimento do baricentro do sistema nesta direcao.

R-G=0
Vg, =Cte
ma,, =0—< ou
Vg, =0
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Teorema da Energia Cinética (TEC)

“A variacao da energia cinética de um sistema de pontos materiais é igual a soma do trabalho das
forcas externas e internas”.
“A variacao da energia cinética de um corpo rigido é igual ao trabalho efetuado pelas forcas externas”.

N pint _ _p
N N pint _ z fint Fii't = 4i;(P; — Py)
1 1 - - ! Y g
T = zzmiviz = Zimi(vi . vi) j#i P}'lint — _/’{U(P] _ Pl)
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Teorema da Energia Cinetica (TEC)
N N t

EJAU(P]- — P;) - vidt
— =

JFl

T(t) —T(0)

t N
0 =1

l

1

AT __ _ext int Expressao valida para um
=1 + T sistema de pontos materiais.

Retomando, no duplo somatério, os trabalhos internos dos pares de forcas de acdo e reacao:

Fi't -0+ B 0 = A5(By = ) - 0 — 245 (P — 1) - 9
Todavia, da propriedade fundamental do corpo rigido: (PJ — PL-) U = (P] — Pi) . 1‘7’]-

Anulando assim o trabalho das forcas internas, resultando entdo para um corpo rigido:

Expressao valida para um corpo
— +ext
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"A taxa de variagdao da quantidade de movimento angular de um sistema material calculado em
relagdo a um polo fixo ou em relagao ao seu baricentro é igual ao momento das forgas externas

calculado em relagdao ao mesmo pélo".

.
—

AT = \ 71 Ext
Ho =mvg AV, + M

Para o podlo fixo ou idéntico ao seu

baricentro do sistema:

= —
Hp = Mg**
= —
Hg = Mgt
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Teorema da Conservacéo da Quantidade de Movimento Angular

Corolario:

Pode-se enunciar o teorema da conservacao da quantidade de movimento angular:

"Caso o momento das forcas externas que agem no sistema material, calculado em
relacdao a um podlo fixo ou em relagao ao seu baricentro, for nulo, a quantidade de movimento
angular do sistema material calculado em relagao ao mesmo podlo sera constante."

—

|j|o:|\7|8(t:6 :>HO = Cte.
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Energia Cinética de um Corpo Rigido

V2=V, -V, =V2 +2V, -®A (P, —O)+[®@A (P, —0)]-[® A (P, —O)]

vi=v2 +2V, -®dA(P,—0)+ & (P, —O)A[d A (P, —O)]

T:%im,vé+im,\70 oA (P, -0) % i (P, —O) @A (P, —O)]
i=1 i=1 =1
1 2 3
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Energia Cinética de um Corpo Rigido

Resolvendo cada um dos trés somatorios separadamente temos, para o
primeiro deles:

- 21 5
=Y myvg ==mvg
23 2

para o segundo termo:

imivO . oA(P,—0)=V, .amimi(Pi -0)
i=1 =1

=V, -®AM(G-0)

=mv, -®A(G-0)

Para o terceiro termo, considerando um sistema de coordenadas cartesiano
Oxyz solidario ao corpo com origem em O:

(Pi_o):XiT+yi]+ZiE 6=mx7+my]+mzR
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Energia Cinética de um Corpo Rigido

o0

Gbi e INGEING O] =1m{[( +Zi2)wx—xiyioay—xiziooz]7+

+[_Xiyi0)x +(Xi2 +Zi2}Dy _yizi(oz]_j+
+ [—xizicoX ~yiZ,0, +(xi2 +yi2)mz]_R}

Podemos reconhecer aqui os momentos de segunda ordem do corpo rigido calculados
em relacdo ao sistema de coordenadas solidario ao corpo com origem em O:

%a)i m.(P.—O)nloA (P o)]=% 1 o3, -0, —0,3,]i +
i=1
+[—0)XJXy+o)ny—oonyz_]+
+[—(0XJXZ—0)nyZ+0)ZJZ:R }
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Energia Cinética de um Corpo Rigido

Utilizando notac&o matricial:
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Energia Cinética de um Corpo Rigido

Finalmente, substituindo os trés termos desenvolvidos na expressdo da energia cinética obtém-se:

1 4 - 1 — —
T = Emvg +mvy - DA (G—0)+ E{w}T[]]O{w}
Casos particulares:
— 1 — —>
a) Caso o corpo tenha um ponto com velocidade nula 3, = 0 = T = E{w}TU]O{w}
_ 1 2 1 —\T —
b) Escolhendo 0=6 = (G-0)=0= T =omvg + E{w} Jlciw}
_ 1, 1
c) Caso o corpo esteja em ato de movimento translatorio w=0=> T = S MV = 5mvg
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Quantidade de Movimento Angular de um Corpo Rigido

(em relacdo a um pélo O pertencente ao corpo)

HO = Z(Pi —O)/\ m.v,

i=1
Sendo O pertencente ao corpo rigido, podemos utilizar a férmula de Poisson:

V, =V, +®dA (P, —0)

Ho = i(Pi _O)/\ rni[\#’o +a)/\(Pi _O)]

i=1

:Z:: (P, —O)AmV, —I—i(ﬂ —O)/\ mi[a)/\(Pi _O)]
o =Y m, (P, ~0) AT, +Zm (P, ~0)A[6A (P -O)]

i=1

J

Vv

®

O termo assinalado na equacéo ja foi desenvolvido da deducéo da expressao da energia
cinética de um corpo rigido. O primeiro termo tem interpretacdo imediata. Resulta em:

Ho=m(G-0) A%+ [t 7 Kk|Ulo{&}
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Quantidade de Movimento Angular de um Corpo Rigido

(em relacdo a um pélo O pertencente ao corpo)

Ho=m(G-0) A%+ [t 7 k|Ulo{@}

Casos particulares:

k]U]o{@}

X
S i)
Il
| |
~y
~

a) Caso o corpo tenha um ponto O com velocidade nula 7, =0 =

k|Ule{w}

an)
S l
Il
e
~{
~

b) Escolhendo 0=G>=>(G-0)= 0=

c¢) Caso o corpo esteja em ato de movimento translatério w=0> Hy = m(G — 0) A Vo

— —
¢=20

d) Caso o corpo esteja em ato de movimento translatdrio e escolhendo 0 = ¢ =

Pagina 20

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecénica 1 — Dinamica dos Corpos Rigidos — Revisao 18



[
»

Considere duas esferas, com:
* mesmo diametro externo;
®* mesma massa;

* mesmo baricentro. ®

Entretanto uma é macica e a outra é oca*. \

\

Colocando-as para girar, a partir do repouso, do topo de um plano inclinado, observa-se que uma delas
adquire velocidades maiores que a outra e chega na base do plano primeiro.

Apesar de todas as semelhancas observa-se experimentalmente que elas apresentam diferentes
comportamentos dinamicos quando submetidos as mesmas condigdes.

Motivo: elas tém diferentes distribuicOes espaciais da massa em torno do baricentro.

Os momentos e produtos de inércia quantificam a distribuicdo espacial da massa.

*Obviamente que para uma macica e a outra oca mas com mesma massa e mesmo didmetro externo, as massas especificas, ou seja, os
materiais, seriam diferentes.

Para que ndo haja diferenca de atrito com o plano inclinado imagine as duas revestidas externamente por um plastico.
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Momento de Inércia em relagcdao a um eixo

Definicdo: momento de inéricia de um sistema de N pontos materiais P, de massas m;,, com relagao a
um eixo r:

J, = [5%dm =[5 pdC
C C
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Momentos de Inércia — Teorema do transporte p/ eixos paralelos

(Teorema de Steiner)

Para quando ja temos
calculado um momento de
inércia em relacdo a um eixo
passando pelo baricentro do
Corpo e queremos o0 momento
de inércia em relagdo a um
segundo eixo paralelo aquele.

/ y
[y +22)am=[((yq + v P +(zq + 2f Jam

J, :j((yé +2y. Y + y'2)+(zé +22GZ'+Z'2) m
C

JX

J, :J(y’2 + z’z)dm+(yé + sz)jdm+2ijy’dm+226_[z’dm
C C C C
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Momentos de Inércia — Teorema do transporte p/ eixos paralelos

(Teorema de Steiner)

[ydm=y; =0
C

calculado um momento de
inércia em relacdo a um eixo
passando pelo baricentro do

. 2 2 corpo e queremos o momento
\] X ‘] X T (yG + ZG )m de inércia em relagdo a um

segundo eixo paralelo aquele.

I 7'dm = Zé; =0 Para quando ja temos
C

Por analogia: Observe que, conforme a
deducado, o teorema do

transporte é sempre a partir

J — J e + (X(23 + Zé )m de um eixo que passe pelo

baricentro!

.
1

J,. +(x(23 +y§)m
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Produtos de Inércia

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecénica 1 — Dinamica dos Corpos Rigidos — Revisao 18 Pagina 25



VP

ESCOLA POLITECNICA DA UIVERSIDADE DE SAO PAULO

Produtos de Inércia — Teorema do transporte p/ eixos paralelos

z A 7 A

Para quando ja temos
calculado um produto de
inércia em relagdo a eixos
G . passando pelo baricentro do
— Y
J4e
o e y

corpo e queremos o produto
XI

de inércia em relagdo a outros
dois eixos paralelos aqueles.
e

Jy = jxydmz j(xG +X')yg +y')dm =
C C

[(XeYe +XgY +YoX +xYy )dm =
C

= jx’y’dm +XsYe jdm
C C

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecénica 1 — Dinamica dos Corpos Rigidos — Revisao 18 Pagina 26



VP

ESCOLA POLITECNICA DA UIVERSIDADE DE SAO PAULO

Produtos de Inércia — Teorema do transporte p/ eixos paralelos

Para quando ja temos
.z calculado um produto de
aque 4 / . N :
jag J'X dem — yGJ'X dm — O inércia em relacao a eixos
passando pelo baricentro do
C C corpo e queremos o produto
de inércia em relagdo a outros

j X G y’dm = X G J‘ y'dm — O dois eixos paralelos aqueles.
C C

Observe que, conforme a
deducao, o teorema do
transporte é sempre a partir

— de eixos que passem pelo
]xy ]xG.yG + mxaya baricentro!

Resulta em

Por analogia

]yz =]szG T MygZg

]XZ =]xGZG + meZG
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Raio de Giracao

Sendo J,, 0 momento de inércia do corpo em relagao a um eixo u. !

Admitindo uma massa concentrada igual a massa do corpo que :

tivesse este mesmo momento de inércia em relacao aquele eixo u: . R,
~ m
— 2
]u - mRu
Ao escalar R,, da-se o nome de raio de giragao do corpo em relagao a
um eixo u.
Ju
Ru = - .l.
m
u./
A interpretagao do raio de giragao é que ele seria a distancia R,, ao eixo m

que um ponto de mesma massa concentrada que a do corpo teria para
resultar no mesmo momento de inércia do corpo em relacdo a este
mesmo eixo.

O raio de giracdo ndo aparece explicitamente nas definicdes seja de
energia cinética seja de quantidade de movimento angular. Ele é
apenas forma alternativa indireta de se informar o momento de inércia.
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Momento Polar de Inércia

z A N
Jo =) IPi=0f*m,
i=1

Jo :jlpi—0|2dm=j|Pi—0|2pdC
C C

=y

]0=j<x2+y2+zz>dm 250 =Jc+Jy+],
C

No caso particular de ter-se uma figura plana contida no plano Oxy, por
exemplo, conclui-se que:

Jo =1 Jo =Jx +]y
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Matriz de Inércia e Matriz Principal de Inércia

Define-se a matriz de inércia do corpo em relacao a um sistema de eixos Oxyz pela matriz
guadrada 3x3 simétrica que tem na diagonal principal os momentos de inércia e fora da diagonal
principal os produtos de inércia com sinal invertido:

] X _] xy _] XZ
[/]Oxyz =|=Jxy Jy —Jyz
_] XZ _] yz ] z

Da Algebra Linear pode-se demonstrar que sempre existe uma
orientacao espacial particular do sistema de eixos em rela¢ao ao qual
os produtos de inércia se anulam.

Tém-se ai os chamados “eixos principais de inércia” do corpo e a ] 0 0
correspondente matriz “principal” de inércia. X

Eixos de simetria espacial do corpo anulam os produtos de inércia, 0 0 J,
todavia mesmo que o corpo nao possua nenhum elemento de
simetria mesmo assim ele sempre tera eixos principais de inércia.

Procura-se trabalhar com eixos principais de inércia com o objetivo de
simplificar as equac0Oes ja que os produtos de inércia resultam
zerados.
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Anolysis (moss, center of graovity, moments of inertia)

calc/eng_carr/ capo/
Moment =] gunda ordem — Leandro

Yolume
Center

f origin
share
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Exercicio 01: Determinacao da matriz de inércia de um disco delgado

b
o

2] =Jx +]y +J;

Je =
Jx =]y

2], =Jx+]x+J;

Jz =2]x = zjy
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V4 _, r*l _ mpR*
dT‘ .]Z - T[p 4 - 2
(7 °
. m = pmR?
.]Z = 2
__ mR?
]G=]z=Jr2dm Jx=ly ==
dm = p2nrdr Jey = Jxz = Jyz =
R 2
], = J r2p2nrdr mR 0
0 4
mR?
R [I]nyz =1 0
], = anf r3dr 4 2
m
° 0 0 =
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Exercicio 02: Determinacao da matriz inércia de uma barra delgada

Va Y6 a L
— Para barra delgada, por exemplo com = = 100:
]ZG ]yG R
X dx MR2
A | = , _m me
—» 2 T 12 mL2 " 20000
0 G 3
XG
Podemos generalizar o = Jxg seria 0'015%: de J;, ou Jy,
% resultado do disco delgado e poderia ser entao desprezado.
_ 2 . _
Jye = f_éx dm para um cilindro:
2
Iy = mR Para o sistema de eixos Oxyz, usando o
dm = pAdx G 2 teorema do Transporte (Steiner):
% Pela simetria: N2 mL?
Jye =pAJLx2dx Jyo =Jys +m(5) =75
2 ]xy = Jxz :]yz =0
L 2 2
3|2 3 [mR | ‘MR
I, = pa| =P 0 0 — 0 0
G 3| . 12 12 12
= m m
2 U]nyz =1 0 E 0 ] oxyz =| 0 T 0
mL2 mLZ mL2
_ — 0 0 — 0 0 —
m=pAL=> | ], = 12 | 12 | | 3
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ESCOLA POLITECNICA DA UIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 03: Determinar matriz de inércia da figura plana ilustrada

'

Disco de raio c e massa m,

c [ i Barra de comprimento a e massa m,
sk — > Barra de comprimento b e massa m,
kA
| A :J
myc?  msb?
.]x = 4 + 3
2 2
myc?  mya
Jy = Z + 23 + mza®
; myc? N m,a? N msb? N 2, b?
= ms|a? +—
272 3 12 3 4
Jxz :]yz =0
b
Jxy = ms(a) 2
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Exemplos de calculo do trabalho para algumas forcas especiais

Seja um sistema de pontos materiais P; de massas m; submetidos a um campo gravitacional.
As forcas peso em cada ponto sao:

ia ==-—rnig]§

O diferencial do vetor posicao é dado por:

& 9
dPl' = dxl-? + dylj‘l‘ dZik AJ
A diferencial do trabalho é dada por: j’

) 1
dTi = Fi . dPl = —migdzl-

Integrando, resulta no trabalho do peso de P; sobre ele, dado por:

T, = miglz;(ty) — z;(B)]

Fazendo o somatério para todos os pontos do sistema:
N N

T= z T, =9 1 m;[z;(to) — z;(¢)]

i=1 i=

Resulta no trabalho da forga peso sobre o sistema... e na expressdo da variagdo da energia potencial da
forca peso:

T = —mgAz; N AV =mgAz;
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ESCOLA POLITECNICA DA UIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exemplos de calculo do trabalho para algumas forcas especiais

Trabalho de uma forga elastica de mola entre duas posi¢des deformadas da mola, sendo L, 0 comprimento livre
da mola: N/ /77 L LLLLLS,

7y
Seja a forca de mola elastica dada por:
F = —kxi o k
A diferencial do vetor posicao é dada por: B 2 p— _%"_‘
dP = dxi + dyj + dzk x § FT |
A diferencial do trabalho é dada por: l_é . ) - i - i
dv = F - dP = —kxdx . | — |
l

Integrando: X
J dt = J —kxdx
0

x
Trabalho da forga de mola: Expressdo da variagdo da energia potencial da forga de mola:
k k
— 2 2
T__E(x — x5) AV=§(x2—x§)

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecéanica 1 — Din. do Ponto —revisao 04 — Maio 2020 Pagina 36



Y
ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exemplos de calculo do trabalho para algumas forcas especiais

Trabalho das forcas de contato no rolamento puro sobre superficie fixa

No rolamento puro, isto é, rolamento sem escorregamento, sobre uma superficie fixa, o ponto de
contato tem velocidade instantaneamente nula.

Resulta que o trabalho da resultante das forgas de reacao aplicadas no ponto de contato é nulo!

—~

FAA LSS SIS SIS ST SSSSSASSy
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Exemplos de calculo do trabalho para algumas forcas especiais

Outras forcas que nao realizam trabalho:

» forcas aplicadas em pontos fixos (ndo ha deslocamento do ponto, portanto ndo ha trabalho
sendo realizado);

» forca de reacdo numa superficie lisa sem atrito guando um corpo desliza sobre ela (neste
caso a forca é normal ao deslocamento do ponto, portanto ndo realiza trabalho);

* forca peso de um corpo quando seu baricentro se desloca apenas na horizontal.
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ESCOLA POLITECNICA DA UIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exemplos de calculo do trabalho para algumas forcas especiais

Trabalho realizado por um momento de forca (trabalho de um binario)

Sendo um binario equivalente a um par de forcas opostas seu momento pode ser dado por (2rF).
O trabalho elementar sera dado por:

) d = F|dR|+ F|dP)| dR|=[dR,| = rd¢
M >
v = r"”QIF dr=2Frdd=Md9 df=wdt=dr=Maedt
e (6,.6)= IM do| ou |t t)= j M o dt
O to

Generalizando, para quando as direcdes do momento externo aplicado e do vetor de rotacao sao
qguaisquer e independentes entre si:
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicios

Na disciplina PME3100 Mecanica 1 nos restringiremos a exercicios de dinamica dos corpos rigidos no plano.
Problemas no espaco tridimensional sao abordados na disciplina PME3200 Mecanica 2.

Vejamos as expressoes da Energia Cinética e da Quantidade de Movimento Angular simplificadas para
problemas planos.

Admitindo por exemplo problema plano no plano xy, assim @ = wzfc).

1 S = 1 2
T=Emv0 +mv0-wA(G—0)+§]ZOa)Z

fixo: 1 2 P A g . 1 2 1 2
Para O fixo: T = E]ZOO)Z Para O idéntico a G: T = Eva + E]szz

ﬁo =m(G —0) Ay _]xzwzi)_]yzwzj)+]zowzk

Para figura plana e/ou sendo o plano xy plano de simetria da figura e O fixo ou O idéntico a G:

—

Ho :]zowzk ﬁG =]ZGka
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Exercicios - Procedimento

C o)

SIM Facil NAO
calcular o
Trabalho?

Calcula o

Calcula w
Integra para determinar w

Deriva para determinar &

Ceua ce f(_)rg:as * DCL é fundamental!
desconhecidas p . .
* Fazer analise dimensional
¢ das respostas literais.
C FIM ) * Analisar e interpretar as
respostas obtidas.
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 01

A barra mostrada é liberada a partir do repouso da posi¢cao horizontal.
Pede-se determinar as suas velocidade e aceleragao angulares e as rea¢des na articulacao para
uma posicao genérica da mesma:

D.C.L.
9| 7 :
A - :
G X X, 0
L B
mg

Pelo TEC: | AT = rext Derivando em relagao ao tempo:

200 = —gcoseé

L
= 2-0= = 0 — senf o
Z]ZAw mgz(sen senf) 5 ok
1ml? L w=—0 .
——w? = mg=senf 3 Analise:
23 2 d)=—%€059 p/0<0<§:>5h0rério
3 T T
a)2=Tgsen9 3 p/2<0<n:>a)antl horario
& =—29 cosok
2L = OK!!

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecénica 1 — Dinamica dos Corpos Rigidos — Revisao 18 Pagina 42



Exercicio 01 (continuacao)

........................ D.C.L.
Aplicando 0 TMB: | md, = Re**
Y, |
mdg = X 1+ (Yy —mg)Jj
: %
o=+ GAG—A+BAGBAG—A)] =ds+B A6 —A) + w2k Ak A (G - A):
-~ 3 S L 3 o[- L m
g = 0~ 52 costii A (cost — send]) + = sendk A |[E a5 (cosoi—sene])| S
3 3 3
dg = — 29 cos0sendi — 22 cos?0j — 29 senbosoi + 2 sen? I
4 4 2 2 Analise:
T
> g - 3g 2 2 - p/ 0<o< E
% = —TCOSQSBTLQL B T (cos®0 — 2sen®0)] dg na diagonal descendente
para a esquerda
= 0OK!
9m I9m Anélise:
——gcosesene =X, Xa = 4 cosfsend p/0<0< % = X, para a esquerda
= T
3mg 3 p/ =<0 <m= X, paraadireita
—T(COSZH —2sen?0) =Yy —mg |y, = mg — TZQ (cos?0 — 2sen?6) 2

= OK!
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 01 (continuacao) solucao alternativa pelo TMA

........................ D.CL
Alternativamente pelo TMA: ﬁA = pext Y, |
Hy=J, ok = H,=], ok )
A Zp A ZA ._da)_da)dH_ 3g 0 XA
_ L. CTar Tapar T 2
ex
= —mg—=cosOk
2 Mas w = —0 mg
. . L R
= [, 0k = —ngcosek Entdo ae — = —y
dt
w = —imgécose Resulta « dw dw 39 0
= esulta =—=—W—==—=
a2 “Tar T "%ae T 2Lt
2 3
], = % wdw = —gc050d0
ZA 3 2L
W 0
) 39 Integrando: f _ 3_9
0 = _ZCOSQ ) wdw oL, cos0do
w® 3g 0
@ = —==cosOk 2 2"
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Um binario de momento M € aplicado a um cilindro de massa m e raio R. O coeficiente de atrito entre o cilindro e a
superficie € J e aceleragao da gravidade € g. Considerando que o cilindro parte do repouso, determine a

aceleragao angular & do cilindro e a forga de atrito ¥, no contato para os

Exercicio 02

M

seguintes casos: e
a) o cilindro rola e escorrega; lg
b) o cilindro rola sem escorregar.
Dado o momento de inércia do cilindro com relagdo a um eixo de diregdo normal R G
2
ao plano da figura e que passa por pelo seu baricentro G: J; = mR . C
2 W 777 T

ma GT =Fati + (N - mg)]
{maG = Fat

N=m W
g v \
a) rola e escorrega

p—
lg img
Fat=pN — |Fat=pmg G
C mR? . - - 2M 2pg ; A
T™™A: H, =M, = - ik = (Fat-R -Mk = |o=—F-—= C
2 mR R :
al

F
b) rola sem escorregar Vi = WR T
N

a, =oOR = Fat=moR

2

- mR?* . - mR

TMA:ﬁG:MG = - mkz(Fat-R—M)E —

6= (mR *o— M)

Se % < umg =¥ situagao b), rola sem escorregar

2M 2M .
= 3mR 2 Fat = 3R Se - > umg => situacao a), rola e escorrega

®
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 02 (continuacao)

\w*
Raciocinio para o sentido da forca de atrito: \
M
>
Nesta situacao o cilindro vai sair do repouso ag

deslocando-se para a direita.

Entdo deve haver uma resultante de forca
horizontal para a direita. F,;:
A Unica forca horizontal é a forca de atrito, entéo
o sentido dela deve ser para a direita. N
Ela é a responsavel pela aceleracao do baricentro
do cilindro para a direita.
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ESCOLA POLITECNICA DA UIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 03

Uma barra de massa M apoia-se nos trés cilindros de raio r e massa m. Uma forca horizontal F atua na
barra colocando o sistema em movimento. Nao ocorre escorregamento em nenhum contato. Pede-se
determinar a aceleracdo da barra supondo que os cilindros sejam homogéneos com Je=mr?/2 (momento
de inércia de um cilindro com relacao ao eixo perpendicular ao plano do problema que passa pelo seu

000

2
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 03

00

S > = . <
Vg =VUy —wk A (B—A) ;
: llustragcao
5 - - . das f
Vg =0—wkA (ZRD : inetIer?argisos
y contatos
1_53 = 2wRT : —= entre a
b.a'rra eos
vBarra = 2(1)7" Mesmo o sistema ndo sendo O gilindros:
. um corpo rigido, como n&o ha ... -
Agarra = 201 0 escorregamento nos contatos D.C.L.:
N dos cilindros comabarra, os | T e
- trabalhos das forgas internas . .
Pelo TEC: | AT = 7&*t + 7’41“ nestes contatos se anulam. Mg
7 .
— 1 2 1 2 1 2 \
AT —EM(UB) +Em(v6) +§]26a) — Ty N — . :
1 1 1(/mr? g ym
EM(Zwr)2+3 (Em(wr)z + E(T) w2> —To = F(x —xp) :
E TFatA Fatc FatD
8M + 9m _ :
(—4 )w Ty = F(x = xo) S Na Ne Moo
Derivando em relagdao ao tempo:
o , AF 8F
w = = a R —
(%) Fwi = Fi = F2or = (81 + om)r Berra = G + om)
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Exercicio 03 (continuacéao)

Raciocinio para os sentidos das forcas de atrito:

Segundo o enunciado ndo ha escorregamento entre a
barra e os cilindros.
Também nao ha escorregamento entre os cilindros e o LT e T PP PP PP e PP PR PRI PR PEPRTPE .

solo. Mg

Nesta situagao os cilindros deveréo comegar a - F y :
rotacionar em sentido horario, deslocando-se para a — e
direita. : ﬁam

As forcas de atrito entre a barra e os cilindros
empurram os cilindros para a direita e oferecem alguma : :
resisténcia ao movimento da barra. Assim sobre a barra A A e e e e AR e R R AR R e e ;
sao para a esquerda e sobre os discos para a direita.

Caso néo houvesse atrito com o solo os pontos de
contato dos discos com o solo escorregariam para a . T
direita. As forcas de atrito nestes contatos se opde a : N N : N

este escorregamento relativo. Elas sédo entédo para a F E : : 1 : : o
esquerda. S atk : : : F =L
Ambas as forgas de atrito nos discos, nos contatos com W\ : : N\ :

a barra e nos contatos com o solo, contribuem entéo :
para a aceleracao angular, ambas fazem a velocidade Fat. | : Fat Fatp
angular aumentar. : A : c:
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Exercicio 03 (continuacéo)

Sugestao: Tentar solucao alternativa pelo TMA

Mg
F
. > ] — >
........................................................... : [ Fos T ¥ TFue: @arra
Mo T A
y R
F——s ]
"@@
Fat FatC FatD ; E...-......-......-E E -------------------- E E"""""""""":
’ : : N : Ny : - Nk s
N Ne  Np ; Fag| o i Fam ¢ i faxd o
N Q\ SN
FatA ; E Fatcé ; FatD
NA : E NC i E ND
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Exercicio 04

O sistema esquematizado na figura é composto por dois corpos rigidos e um fio ideal que se encontram em um
plano vertical. O primeiro corpo é formado por duas polias solidérias, de centro 4, massa 3m e momento de inércia

. . . 1
J 4 =3mR* . O segundo corpo é uma polia de centro B, massa m e momento de inércia Jg = EmR2 . Sabendo que

uma forga F constante é aplicada ao fio e que ndo ha escorregamento entre o fio e as polias e nem entre a polia de
centro A e o plano horizontal, pedem-se:

a) os diagramas de corpo livre dos dois corpos; y
b) a forca de tragdo Q no fio, entre as polias, supondo
conhecida a aceleracio angular € da polia de @,

centro B; g A

¢) arelacdo entre as aceleracdes angulares @ e Q dos
dois corpos;

d) a aceleracdo do ponto 4, supondo conhecida a .
aceleracdo angular Q da polia de centro B; R \Q t

e) as aceleragdes angulares @ e (2 e as componentes B

normal e tangencial da reacdo do solo sobre o corpo 77777 7777777777777

de centro 4.
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 04 ,
. - o)
(continuac&o) amg N
Vy = 2wR m{ .Q, TMB na polia de centro B:
ay = 20R Q ag =0
_—
Q X5 B Xp =10
Vs E Yp = F +mg
Fat _ N
N Q=-0Qk
Hg = —]p,Qk -
: mRQ

TMA na polia de centro B: I:IB:ICI;“ = —JBZQE:(Q—F)RIE =[Q=F- 5

Nio havendo escorregamento entre o fio e as polias e entre a polia de centro A e o plano e sendo o fio ideal, da cinematica:

V., —oRI=ORI = 0=0Q =|a=0| (1)

a, =20Ri =20R1

Aceleracdo do ponto A supondo conhecida a aceleracido angular Q-

— —

TMA napoliadecentro A: H, =M% = —J, ok =(Q-2F, )Rk = -3mRd=Q-2F, (2)

TMRB na polia de centro A:
- - - 6mRo=Q-F
3m(26R )i = (Q-F,, )i + (N - 3mg)] :><{ mRO=Q~E. (3) o=+ _30F
N=3mg 31 31
Resolvendo: |@=Q = 2k Fat:E N =3mg _ 30F
31mR 31 Q= ETE
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Exercicio 04 (continuacao) solucao alternativa pelo TEC

Aplicando o TEC ao sistema:

0

Mesmo o sistema ndo sendo um corpo rigido, o
AT _ TeXt + T. t trabalho das forgcas Q, que séo forcas internas par

acdo-reacdo, se anula pois o fio é ideal e ndo ha
escorregamento entre ele e as polias.

1 1 1 /mR?
EBm(Za)R)2 + E(SmRz)w2 + —( )QZ — Ty = |F.Ay|

2\ 2

15 1 s e
7mR2w2 + ZmRZQZ — Ty = |F.Ay| 3mg = ;
mas Vg, = WRT = QRT assim w = Q _ P
31 mg Y
TmR2 2T, = |F.Ay| Q : EQ
Derivando em relagao ao tempo: Fa 1

: N o Ysl v F

31 . JA S asmssmssmsEsEssmssnsansanans® A asssssssEsEEsEEsEsEEsEEssEsEEEEEEEED
7mR2wa) = FwR (d—gz Vrio = wR)

. 2F N

“Z3ImR
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ESCOLA POLITECNICA DA UIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 04 (continuacao) calculando todas as forcas:

TN - 1. ce1+S
Aplicando o TMB a polia de centro fixo em B: : 3mg
mdp = (Xg—Q)+ (Y4 —mg — F)J :
0=X,— (1) mg y
O d - 5 Q  Q
0=Yy—mg—F
B
Fa Xs
Y, =F+mg N Vs -
Aplicando o TMB a polia de centro em A: Do TMA na polia de centro em A:
3md, = (Q — Fae)T + (N — 3mg)f Hy = Mg*
2.7 — o
B, =20RT = d4 =20RT —3mR wk = (Q — 2Fy)Rk .
31 ¢ fa @
18F
0=N-3mg Fazendo (2) -(3) : F, = 3T
N = 3mg
30F 30F
E 2 = — E 1 : [ —
@ 31 m W X5 =37
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Exercicio 05 4y

O disco de raio r e massa m, rola sem escorregar sobre o bloco 8. O
bloco § tem massa M e superficie com raio R, se apoia sem atrito
sobre o plano horizontal. O disco parte do repouso da posicio C.
Determinar o maximo valor do deslocamento |x| do bloco S.

S X

Aplicando o TMB na dire¢iio horizontal: WW ]

maf;'x = FJ.'

Como ndo existem for¢as agindo nesta diregdo:
Ve =G
x,=Ct+C,

V., =0
x, =C, (constante) D.C.L.

F, :ﬂ::-amzﬂz::{ e, no instante !u:{]:}{

Calculando a posi¢io horizontal x.. do baricentro, no instante inicial 1,:
_M.0+m(—(R—r)) _—m(R—r) :
B M+m  M+m M g
Mo instante ¢ em que o disco de raio r se encontrar na posigio D: :
,  —Mx+m(R-r-x)

XG

Xz
A yl m+ M
C i Como x; =x";: :
- ~m(R—r) —Mx+m(R-r-x) :
E m+ M m+ M N :
| ~m(R—r)=-Mx+m(R—r—x)= -2m(R-r)=—~(M +m)x o e e e e e e e e e e e e e e e e
]
M |r|_2m{R—r}
: M+m
2mlR -
Portanto o bloco 8 terd um valor maximo de deslocamento: |r| = LA;}
m+
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Exercicio 06

No dispositivo da figura, o carrinho se movimenta
para a esquerda com aceleragdo constante a, carregando
uma barra de massa m, comprimento L, articulada em O ¢
mantida na vertical através de um fio de massa desprezivel.
Sabe-se que 0 momento de inéreia da barra em relagdo ao
scu baricentro ¢ dado por

g
a
e——
J __mL2 jl
w12 —
f

Subitamente, o fio se rompe. Pede-se, para este instante,
em fung¢dodea, m, ge L:

a) A aceleragdo angular da barra OA

b) As reagdes no ponto O da barra OA
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Exercicio 06 (continuacéo)

Diagrama de corpo livre da barra:
g
mg
G -
a
X°—>

i, =i, + 0k A(G-0)+akalkA(G-0)

« " oL |-
sendo que no instante em que o fio se rompe w=0, portanto a, =—| a + 7 1.

®L
Substituindo no TMB: { m[a 5 T) =% ¢ logo

0= YO —mg
N . ai X ¥ e L - : ().'\’1,\
TMAcompdloem G: H, =M, = J ;0k=X,—-k = 0=
2 mL
[ mal I ia
Substituindo no TMB obtém-se: | X, = —t e l=——
L L) | 2L
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Exercicio 07

Um disco de massa m, raio R e centro G rola sem escorregar
em um plano inclinado, como indicado na figura. O disco é Dado: disco J. =
tracionado por um fio inextensivel, de massa desprezivel, -
que estd conectado a um corpo B de massa m. No instante
inicial, o sistema estd em repouso e s = (0. Sabendo que a
polia com centro C tem massa desprezivel, pedem-se:

a) a energia cinética do sistema;

b)a velocidade vz e a aceleracdo az do bloco em funcéo de /;
c) a tracdo T no fio e as componentes normal e tangencial da

forca de contato no disco.

mR*
2
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 07 (continuacao)

W =>» trabalho
E.;,, = energia cinética

Sendo o fio inextensivel, a velocidade do baricentro do disco é a mesma velocidade do bloco ( Vg = Vg ).

) 2
5

Em:lmvf}+lmR -] +lmv§ —|E,, = mv;

2 2 2 (R 2 1

4
TEC no sistema: AE_, =W %mvé = mgh —mghsen o =|vg = %(l—senu)
1 2

derivando em relacéo ao tempo: 2Vgagp = g;B (l—Senu) = |ag = ?g(l—sena)

— —

2¢g :

TMB no disco: M > (1 - SEI]O;)l = (T —F,, —mgsen or,)f + (N —1mgcos or,)_|

T=F, + % (2+ 3senal)

=
N=mgcosa
5 = _(L)k HG = _]Zka
E mR”’ . - - v ._a
TMA no disco: Hg =M — 5 ok =-F_Rk sendo que o= —& :}m:EB:

Resolvendo:

N =mgcosa

T= % (3 + 2561]0.‘,)

Ou TMB no Bloco: may; =mg-—T

DCLs

Fat l
mg
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 08

Os discos de friccédo sédo colocados em contato pela
acao daforca F mostrada. O disco A tem uma
velocidade angular inicial wg , no sentido horario, como
indicado. O disco B esté inicialmente em repouso. E ) g
conhecido o coeficiente de atrito de escorregamento %0 1
pentre os discos. Desprezar outros atritos.

Pede-se:

a) A forcahorizontal que a barra aplica no disco A;

b) A reacao normal no contato entre os discos;

c) Aforcade atrito entre os discos;

d) A aceleracao angular do disco A wy;

e) A aceleracao angular do disco B wg;

f) Oinstante de tempo em que o sistema entre em
regime;

g) A velocidade angular final do disco A wy;

h) A velocidade angular final do disco B wg .
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 08 (continuacao)
TMA na barra:

= ext
HO — MO
~ . = —
A barrando tem movimento H, =0
>

—

Logo Mgt = 0

MEXt = (F.L — X,.2L)k = 0

TMB no disco de centro A:

5
mC_l)A = Rext

mo0 = (X4 — N)T+ (Y4 + Fpe —myug)j

F
Logo N =X, N = )
No inicio ha escorregamento entre os discos, sendo assim

a forca de atrito esta no seu valor maximo dado pela Lei de
Coulomb: uF

2

Fat = HN Fat

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecénica 1 — Dinamica dos Corpos Rigidos — Revisao 18 Pagina 61



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 08 (continuacao)

TMA no disco de centro A:

- — .7
(‘_))A = —Q)Ak Wy = —(A)Ak
= ext
Hy = My
—Jzawak = Fgr. Rpk
. Ry
Wy = —Fat-7— ; _horari
]ZA Sentido anti-horario = OK
: UFR,4 -
A — zA
2]ZA

TMA no disco de centro B:
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 08 (continuacao)

Nesta situacdao ilustrada o sistema vai entrar em
19 regime quando as velocidades dos pontos em

contato entre os discos igualarem.

Neste instante cessa 0 escorregamento.

Cessando o escorregamento ndao ha mais trabalho
sendo realizado. Quem estava realizando trabalho
eram as forcas de atrito nos dois discos.

Energia cinética deve permanecer constante a partir
dai.

A partir dai os discos passam a girar com
velocidades angulares constantes.

Vpr = wARA Vg, = (UBRB
: pUF Ry fwA ft UFR, uFR,
Wy = — dwy = — dt Wy = Wo — t
A 2 wo ) 2 AT 2
“B YuFR FR
d)B :luFRB d(l)B = j a Bdt Wpg =‘u Bt
2]23 0 0 2]zB 2]zB

Observacéo: E facil demonstrar que, nesta situacao ilustrada, a partir da entrada em regime, as forgas de atrito entre os dois
discos séo nulas, pois pelo TMA, ndo havendo mais aceleragdo angular, as for¢as de atrito precisam estar zeradas.
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Exercicio 08 (continuacao)

Denominando t* o instante em que as velocidades se

y 19 igualam:
o

pUFRy UFRp
— t"|Ry = t* |R
(wo 2]zA ) 4 (2]zB 5

_ woRy
~ WFR, | WFR,
2] zZA 2] zZA

t*

+
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Exercicio 09

Considere o modelo simplificado de carro composto por duas rodas (discos Observacdo: No mundo real hd atritos de
mR?2 rolamento ndo s6 entre as rodas e o solo
homogéneos de raio R, cada um com massa m e momento de inércia J, = . ) como também nas articulagées das rodas na

N . placa, que seriam os mancais dos eixos
e uma placa retangular (homogénea, de massa 2m), conforme mostra a figura. dianteiro e traseiro. Numa primeira

Cada roda é articulada pelo seu centro na placa. Na roda dianteira é aplicado um abordagem eles podem ser desprezados.
torque M, (momento torsor) constante. Desprezar atritos de rolamento. Considerar que o efeito do atrito de rolamento

normalmente é reduzido quando comparado
ao atrito de deslizamento.

Pede-se:

- aaceleragao angular das rodas;

- aaceleragao do carro;

- asforgas de contato das rodas com o solo;

- as forgas nos vinculos das rodas com a placa.

D.C.L. do conjunto

Roda traseira 5 Roda dianteira Vide egs. (10), (11) e (12)
<ﬁ
A G B
mg l mg
2m
Fatl g Fatz
Nl Nz
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 09
(continuacao)

5A:532—wk

= = 7

Wy = wg = —wk

- - - - -
vG=A=UB=Ul=C()Rl
d’G:ﬁA:&B:a?:(bR?:} a=a)R|z|

me =XA Fat1 1

0=N, —Y,—mg ;

mai = (Far, — X))+ (N, — Yz —mg)J
me ES Fatz _XB 3

0 = N2 - YB - mg 4

2mai = (Xg — X))+ (Y4 + Y5 — 2mg)J
2mwR = XB _XA 5

0= YA+YB—2mg 6

4mat = (Fyp, — Far, )T+ (N; + N — 4mg)j

{4ma°)R = Fat, — Far,

0=N; +N, —4mg

D.C.Ls.
RYT R i N
XA XB
XA -T G T- XB A
< | -
Fat1 ¢2mg Fatz
N, N,
]zA =]zB =z KN —
Hop = Mg**
Hy=—J,0k = Hy=—J,0k ME¥ = —Fyy,. Rk
A VA A VA A atl'
= —J,w = —Fg .R 7

Hy = —J,wk = Hg=—J,0k

G=O =

ﬁ6=6

Mg*t = (Fy,.R — M)k
ﬁ_]Zd):Fatz'R_Mt 8
Mt = (Y; — Y,)Lk

:O=YB_YA

10 incognitas: Fatyr Fatyy N1, Noy Xa, X, Ya, Yp, wea
12 equacgbes: algumas sdo L.D.
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Exercicio 09

(continuacao)
10 inC6gnitas: Fat1' Fatz, Nl' Nz, XA' XB' YAI YB' wea De (12) YA = YB
mR Substituindoem (6): |V, =Yg =m
De (7): Fpo. =—w A B g
1 2
MR Substituindoem (2) e (4): | N; = N, = 2mg
De (8): Fat, = My = —~0
Substituindo em (10): Andlise: utilizei 10 equagdes:
(7), (8), (10), (9), (1), (3), (12), (6), (2) e (4) > OK!
AmiR = M mR ~ mR : M,
mwn = —_— > W =—
o2 2 5mRZ2
Substituindo em (9) : M;
' a = SmR Andlise: A for¢a de atrito na roda dianteira é a responsdvel por acelerar o
veiculo. Ela é proporcional ao torque aplicado pelo motor.
m iculo. Ela é / licado pel
Substituindo @ acima: Mt 9Mt A forca df atrito na roda traseira .reSIste ao rrzowmento. Ela Fausa a
F — F — aceleragdo angular da roda traseira, compativel com o movimento do
aty 10R at; 10R veiculo e compativel com o rolamento sem escorregamento.
Substituind 1 3): Andlise: Para garantir que o veiculo ndo esteja “cantando pneu” precisamos
ubstituindo em ( ) € ( ) verificar a Lei de Coulomb. Isto ird limitar o torque madximo que podemos
aplicar as rodas sem “cantar pneu”:
v 3Me v = T
A= Thp B=Thnp OM, 20
10R 10R Far, <pNz = o5 <2umg= M, < - pmgR
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 09
(continuacao)
Proposta:

Resolva o problema aplicando o TMA as rodas com um pdlo que ndao é mais coincidente com os centros de
gravidade das rodas mas sim coincidente com os seus respectivos pontos de contato com o solo.

Observe que o pdlos agora nao sao coincidentes com pontos fixos dos corpos nem sao idénticos aos centros de
gravidade dos mesmos.

Tome cuidado redobrado entdo ao aplicar as expressdes da Quantidade de Movimento Angular e do TMA.
Verifique que a expressao do TMA se simplifica pelo fato da acelera¢ao do ponto do corpo coincidente com o

polo ser paralela ao vetor que o liga até o baricentro do corpo (a acelera¢ao do ponto de contato do disco com o
solo é normal ao plano de contato, na mesa direcdo entdo do vetor que o liga ao baricentro).
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Exercicio 10

O sistema da figura € formado por um disco
homogéneo de centro A4, raio R e massa m, unido ao bloco de
massa M e baricentro (7 por meio da barra AB rigida, de
massa desprezivel e biarticulada. O disco rola sem
escorregar. Néo ha atrito entre o bloco ¢ o plano inclinado.
Sabendo que o sistema parte do repouso, quando a cota do
ponto A4 ¢ A,, determine:

a) A energia cinética do sistema em fungdo da velocidade vz do bloco B.

b) O trabalho realizado pelos esforgos externos atuantes no sistema, em fungio da cota /.
c) A velocidade do bloco B em fungdo de A.

d) A aceleragdo do bloco B em fungdo de A.
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ESCOLA POLITECNICA DA IVERSIDADE DE SAO PAULO
Exercicio 10 (continuacédo)

S

O disco rola sem escorregar, portanto © = —

. ':

E:l 1 1

2 2 2
—va,+—mv:;+I Ll 9] SN E=(M+—3-m)h
2 2 20 2 R 2 2

(W = (M +m)g(h, - h)

TEC:. W™ =AE

(w =0)
[M+ %m)v?” =(M+mg(h, -h)=

VUp |
vgsenl =

o2 _ M+ mg(h, ~h)
® (2M+3m)
Derivando em relagdo ao tempo e sendo h = —v,, sen 0

4(M + m)g,(\.'B sen B) i ~2(M +m)g sen ©
2vpag = ay =
(2M +3m) (2M + 3m)
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Exercicio 10 (continuacéo)

Proposta: Calcule as forcas:

- Forca na barra AB
- NormaisemBeC
- Forgade atritoem C
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Exercicio 11

0 mecanmismo da figura repousa numa superficie hornizontal sem
atrito e esta submetido a uma forca F. O bloco B tem massa 4m. O
corpo articulado em A € composto pela barra AC com massa m e
comprimento L. e uma massa m fixada na extremudade C. O corpo
encosta-se ao bloco B no ponto €, sem atrito, formando um angulo
8 = 30° com a horizontal. Pede-se:

a) o baricentro do corpo composto da barra AC e a massa concentrada em C;

b) a aceleragio do ponto A;

¢) a maxima forca F para que ndo haja descolamento do corpo em relagdo ao bloco no ponto C.
Dado: momento de inércia da barra AC = Jy: = {mLz}s"ll
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio 11 (continuacao)

[m%+mL]
a) |G- d|=——+

o :}|G—A|=% {G—A}=%(ﬁ:us€;+sen3}]
Como 8 =30"= |(G- A4)= NELh%}
b) Aplicando o TMB no sistema, na dire¢do do eixo x:
ﬁmaﬂsiﬂm = F
considerando que o ponto A ¢ solidario ao bloco B, e que AB nio se move em relagdo ao bloco B, N
entio: Qg = D Geiiema
- F -
bma, =F—=a, =£, como a, =0, entio: |a, =—1i
) ~ bm B bm

¢) Diagrama de corpo livre do corpo (barra AC e massa concentrada em C):
Aplicando o TMB (como ha apenas translagdo, a, = dg,,, ):

N C
F F
Ya 2ma, =X, -N=>2m—-=X,-N=> X ,-N=—
' ) 6m ) ' 3
A X, 2me 2ma, =Y, -2mg =Y, -2mg=0=1Y, =2mg
Aplicando 0 TMA no corpo: Observacéo: A barra permanece encostada,
Joir=N £ sen30° + X, EmE 0° - Y, Ems 30° =0, ela ndo deve girar, assim a aceleragdo

angular w deve ser nula.
Quando o corpo estd na iminéncia de se descolar do bloco B no ponto C, N=0:

3L 3L 3L 3043

X, Tben?nﬂ" -7, Tcaﬂﬂ” =0= X, . 2mg 0= X, = Emg-q"i

F
X,=5=>F=3X,=F = 6mg-3

Portanto, o valor maximo de F para que nio haja descolamento em C é: | F = ﬁmgmlﬁ
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Exercicio 12

No sistema mostrado na figura, a barra 4B, de massa m e comprimento L, esta
articulada no ponto 4 ao disco de massa m e raio R. O sistema parte do repouso,
com a barra A8 vertical e com a reta que passa por O ¢ 4 inclinada de um angulo
! em relacdo a honzontal. Em um dado mstante nicial, o disco passa a ter uma

aceleracdo angular conhecida Q2 =Q k . Para este instante inicial, pede-se:

(a) o diagrama de corpo livre do disco e o diagrama de corpo livre da barra;
(b) a aceleracdo do ponto A;

(c) o vetor aceleragdo angular @ da barra;
(d) a aceleracdo do bancentro da barra;

(e) a forca que o disco aplica na barra pela articulacdo do ponto A.
q P P P
2 2
mR . para a barra J;. = _";;’

Dado: Para o disco J_ =
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Exercicio 12 (continuacao)

Sendo O ponto fixo e considerando que no instante inicial o sistema
parte do repouso, tém-se:

L =d, +flh(;4-0}+ﬂ2£h[£h(ﬂ-ﬂ}]
ﬁ+MAR(ﬂ:uﬁ§-5€ﬂ§]+ﬁ:¢:
ﬂR(SenE"F +cos ﬂ}'}

=1
I

a,
a,

Para a aceleragiio do baricentro da barra podemos escrever:
i, =a,+ak A(G—A)+ "k Ak A (G- 4)]

Considerando que no instante inicial o sistema parte do repouso:

a; = ﬂR(senﬁf +cos §}+ ak A(-%}]+ 0= a;= [fleen6'+ m%]; +QRcos§

TMA na barra, polo em G: E =M.

[
5

L~ mlL” L

_ - i - - — — B
H.=J ak=H,=J ok ¢ M,=-X Ek . assim: EL’ER:-XAEE:::&J:-E‘X

4 1
>, (D

A

TMB na barra:
ma, = X_j' +{]”3 -mg}_}: = m(ﬂﬂs&nﬁ+ fbg}?+ mQR cusﬁ}' = X_j' +{]”3 -mg};r: V

: L
X, =mﬂRsenﬂ+deE (2)
Y, —mg =mCQR cosé (3)

Resolvendo (1) e (2): | X,

e |@= De (3): |¥, =mQRcosf +mg

Barra ird comecar a girar no sentido horario.
Veja sinal da aceleragdo angular da barra.
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Exercicio 13

A figura mostra um disco de centro (), massa m e raio R, que parte do
repouso e rola sem escorregar em relagdo ao plano inchinado, sob acdo da
gravidade. O disco esta conectado a uma parede por meio de uma mola de
ngidez & No mstante micial, x = xp ¢ a mola ndo esta deformada.
Considerando instantes ¢ > f3, em que x > xp ¢ a mola ainda ndo atingiu a sua
deflexdo maxima:

(a) Esbocar o diagrama de corpo livre do disco;

(b) determinar a energia cinética do disco em fun¢do da velocidade x;

(c) determinar o trabalho realizado pelos esforgos aplicados ao disco em funcéo de x;

(d) determinar a aceleracio angular @ do disco, em fungdo de x.
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Exercicio 13 (continuacao)
1 1 1 1mR?

T = Emvg +§jzow2 = mez +§Ta)2

- = -
Como o disco rola sem escorregar: Vo = Xl = wRI

1, 1mR? [\’ 3
T=-mx*+- — T =—mx

2 2 2 \R 4
7% = mg(x — xo)sena — > (x — x0)?
. . mg
Aplicando o TEC no disco: — pext
plicando o nodisco: AT =7 k(x — xg)
3
AT = -mx“ —T,
4 Proposta:
3 K Encontre a aceleragao angular
Tmx?—T, = _ OV 2 utilizando TMB e TMA.
4mx o = mg(x = xo)sena 2 (x = %) Determine também Fat e N. \
Fao N
Derivando em relagao ao tempo:
3 X X
D . _ . . w== ==
o MEi = mgisena k(x —xp)x R R

"_2 k( ) A"'_z k( ) —'>_2 k E
%=z gsena ——(x —x ssim: | @ = | gsena — — (x — X & =25 gsena—a(x—xo)
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Exercicio 14

&) Um cilindro homogeneo de raio r e peso mg rola sem escorregar sobre uma superﬁme
cilindrica fixa de raio R. No instante f = 0 o cilindro € abandonado : mg

do repouso na posi¢ao definida pelo angulo . Pede-se: R A ]

a) A velocidade angular do cilindro em funcédo de 6. ! G
b) A componente normal da reagdo sobre o cilindro em funcédo de /X
6. R o
¢) O valor de @para o qual o cilindro abandona a superficie fixa. N oA
~
N N
> F,
AT =1 Vg = wri N at
T — lmv + o) cw? lm(a)r)2+lmr2 w2 mdg = (mgcos@ — F,)t + (mgsen® — N)7i
206 T pl#6 2 2 2 5
dg = Vgt + —2—ii
3mr 2 G G R+7r
= )
4 2
S 6 —N
¢ = mg(R + r)(senf, — send) MR+~ Mo
2,.2
3mr? B mw?r
2 _ N = mgsenf —
w*=mg(R +r)(senf, — senf
4g(R+r _mg 4
w? = % (senf, — senh) N = T(7sen9 — 4senty) 0* = arcsen (7 sen00>
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Exercicio 14 (solucéao alternativa)

Sugestao: alternativamente escrever a aceleragao do baricentro em coordenadas polares.

&) Um cilindro hﬂmﬁgeneo de raio r e peso mg rola sem escorregar sobre uma superﬁme
cilindrica fixa de raio R. No instante # = 0 o cilindro é abandonado

do repouso na posicdo definida pelo angulo &). Pede-se: )

a) A velocidade angular do cilindro em fungédo de 6. 3:

b) A componente normal da reagéo sobre o cilindro em fungdo de ¢

¢) O valor de @para o qual o cilindro abandona a superficie fixa. N O
~

iz

(G-0)=R+1r)u

ﬁG = _Cl)ri') 1_7)6 = B(R + T)'iz
f;G — (R + 7‘)17 — (R + 7‘)9"? TMB projetado na direcao radial:
2..2
. . > . . wr . wr w°r
U=0kAUu=07T - 02 = —— —m = —mgsend + N
= "&+n (R +1)2 R+T g
T=0kAT=—0U
. . : S a, o Wit N = @(753110 — 4senb)
d; = (R+1)0T— (R +1)6? ag —(R'H‘)QT—WU 3
. ., wirt
dc; = (R+1)07 —mu
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Atrito de Rolamento
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio - Apresentacao do Atrito de Rolamento

Uma bola de boliche é lancada na pista com ato de movimento inicial de translagao com velocidade
inicial vy. Imediatamente comeca a atuar o atrito de escorregamento e a bola comega a rolar e
escorregar sobre a pista. Num determinado momento a bola entra em rolamento puro. Analise o
movimento em todas as suas fases. Mostre a necessidade da consideracao de um modelo de atrito de

rolamento para explicar perda de energia cinética apds a bola entrar em rolamento puro. Dado o
2mR?
—

momento de inércia de uma esfera macica: J,. =

Instante Inicial:
Vo

N

\ 4

[ N
/ A

U
Coef.de atrito de

escorregamento
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Exercicio (continuacao)

Aplicando o TMB: md, = Rext e :

mdg = —F, 1+ (N —mg)J

Como estd escorregando:  Fg = uN

= | ag=-pg || dc=—pgl A F

Integrando no tempo a aceleragao do baricentro:

_dyg

Ve t
aG—W=—,ug=>dvG=—ngdt:>j dvcz—fugdt: Vg = Vg — Ugt
Vo o

Andlise: para a direita, diminui com o tempo =2 OK!

Integrando no tempo a velocidade do baricentro:

dx xXG t 1
Vg = d_tG = Vo — ugt = dxg = (vo — pgt)dt = f dxg = j (o —pgt)dt = | x. = vyt — Eugtz
0 o
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Exercicio (continuacéao)

Aplicando o TMA: ﬁc; _ ngt Integrando no tempo a aceleragdo angular:
dw 5 5
0=22_ 29 4, =2y
HG =]Zka = HG =]ZG(1)k
_, . . @ 5ug (* SHg
ME** = —Fg. Rk = —umgRk :>f0 d“’:_ﬁjodt:) “="%R"

.7 - Andlise: sentido hordrio = OK!
= J, w0k = —umgRk , . —
Pela formula de Poisson:

. 1 5ug —
& = —— umgR B, = e+ BAA=G) = (g — ugt)l — 2tk A (=R))
]ZA ZR
- 7 -
2mR? Uy = <v0 — —,ugt)t
]ZG = 5 2
Andlise: para a direita, diminui com o tempo = OK!
. oug . 5ug —
b =-— 0 =— ﬁk Instante de tempo em que entra em rolamento puro:
* 7 * * 2170
Andlise: sentido hordrio = OK! t p/vA = 0: 0= Vo — E,Ugt = - %

Deslocamento e velocidade angular no instante em
que entra em rolamento puro:
2
12170 51]0

49ug e =T Y T77R

Xe =
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio (continuacéao)

Instante Inicial: Rolando e Depois de entrar em
Ato de movimento de translagao escorregando: rolamento puro:
~ Vo
> —_—
R \ R R
G / > G" > Vg G" > Vg
/ > —_— —->
> s
A A Va A =CIR
Uy = 0
Apds entrar em rolamento puro a forca de atrito nao realiza mais trabalho.
Assim nao ha mais forgas realizando trabalho e entdao ndao pode haver
variacao da energia cinética.
D.C.L. Entdo, com esta modelagem de D.C.L., a roda permaneceria em movimento
indefinidamente e precisariamos dizer que F,; = 0.
- Precisamos entao de outra modelagem para explicar a desaceleragao da
F . roda ap6s a mesma entrar em rolamento puro.
A at :
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio (continuacéao) Atrito de Rolamento

Apresentamos entdao a modelagem do atrito de rolamento.

No rolamento entre um corpo e uma superficie surge um momento de atrito de rolamento que é
proporcional a forca normal entre as duas superficies e que se opde ao sentido do rolamento
relativo entre elas.

O coeficiente de proporcionalidade é chamado de coeficiente de atrito de rolamento e é funcao
da natureza das superficies em contato. Quanto mais rigidas (indeformaveis) forem as superficies
menor sera este coeficiente.

Em geral o efeito do atrito de rolamento € bem menor do que o do atrito de escorregamento, o
que explica ser muito mais facil deslocar um corpo rolando-o do que escorregando-o.

O coeficiente de atrito de rolamento n3ao é adimensional como o coeficiente de atrito de
escorregamento.
Ele tem dimensao de comprimento.
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio (continuacéao) Atrito de Rolamento

Fisicamente este efeito pode ser explicado pela deformacao local
das superficies em contato que faz a forga de contato entre elas
se deslocar um pouco avante ao que seria a posi¢cao de contato
pontual tedrica.

Mat

. My, = —F4.R + pN
[ ]
Define-se assim o momento
de atrito de rolamento:
Mgt = pN

Onde p é o coeficiente de
atrito de rolamento.
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio (continuacéao) Atrito de Rolamento

Refazendo entdo na nova modelagem: D.C.L.

Nada muda no equacionamento do TMB entre o instante inicial e o
instante em que o rolamento puro vai se iniciar:

N
maG ES Rext

mdg = —F, 1+ (N —mg)J

Como estd escorregando:  Fg = uN

Ma¢
mag = —Fg = —uN :
0=N-—mg ~ | N=mg A Fat
- - ; N E
> | ag = —ug g = —ugi CO U SN
Integrando no tempo a aceleragao do baricentro:
dvg e t
aG=W=—,ug=>dvG=—ugdt=>j dvaz—jugdtz Vg = Vg — Ugt
Vo o
Integrando no tempo a velocidade do baricentro:
de xXG t 1
Vg =d_t=vo_#gt:>dxa = (vo—ugt)dt:f dxg =j (vo — pgt)dt = | x, =v0t—z,ugt2
0 o
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio (continuacéao)

Atrito de Rolamento

Alteragdes comegam a acontecer no
equacionamento do TMA, pois agora ha o
momento de atrito de rolamento:

7 _ iext
H, = M¢

Hg = J, 0k = Hg =], ok
ME* = (=Fy.R + Mok = (—pmgR + pmg)k
= J,,0k = (—umgR + pmg)k

. mg
w=——(uR—p)

Zy
2mR?
]ZG= 5
59 P - 59 P\ -
“)__2R<“_R) “)z_ﬁ< _E>

Integrando no tempo a aceleragao angular:

. _dw _ 59( P __59( P
“’-E—‘ﬁ(“‘ﬁ)“w—‘ﬁ(“‘ﬁ)dt

“ 59( P\ (" 59( P
N dw=——( ——)fdt=> :__< __)
fo 2R\" "R/, e T A

Pela formula de Poisson:

5 B}
B, =T+ BAA=G) = (vo—,ugt)?—%@—%)tk/\(—Rf)

L, 7 5pta
Vg =1\|7Vo 5 ZRgl

Instante de tempo em que entra em rolamento puro:

7 5
t* p/vy = 0: 0=v0—<—,u——p>gt*

2 2R
—

. 2 Vo Té\nd/ise: aumentando o coeficiente de
t" = —5 — atrito de rolamento, aumenta t*, isto é
<7 _ _,0) ) leva mais tempo para entrar em

R rolamento puro =2 OK!
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio (continuacéao) Atrito de Rolamento

Sendo entdo instante de tempo em que entra em rolamento puro:

2 Vo

t'=——————

)’

Obtém-se a velocidade angular no instante em que entra em rolamento puro:

p
59(,_PY, o= 2 XTR

Vdlido enquanto rola e
escorrega, isto €, entre o
tempo inicial e t*.

E também o deslocamento do baricentro no instante em que entra em rolamento puro:

] )

Xg = Vot — Eugtz Xt = 2vg| 6n R
G g (7 5p>2

Vdlido enquanto rola e H— ?

escorrega, isto é, entre o
tempo inicial e t*.
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio (continuacéao) Atrito de Rolamento

Apds entrar em rolamento puro o equacionamento é outro pois nao ha
mais escorregamento e assim a forga de atrito a partir de entao é < uN!
md, = Re*t | mdg = —Fg i+ (N —mg)J
- - N N N N N R Andlise: observe que o sinal
=wk w=wk Vg=V4+wkAR]=—wWRl dewénegativoeassimi;é
para a direita = OK!
—mwR = — at . Fat
m Integrando no tempo a aceleragao angular:
dow 2pg 2pg
N)=—=—>=(d —dt
He = Mg YT TIRE T Y T 7R2
HG =]ZG(1)k = HG =]ZGd)k
> | do=-— dt = =——(t—-t
f w = w—w" 7R2 ( )
M&t = (=F,,.R + M)k = (—m@R? + pmg)k
.7 12 - Sw=w" +—2(t—t)
= J;, 0k = (—mwR* + pmg)k 7R
31p

7R* 2pg | | = _2pg+ Svg [~ 2

— lo=ps=>|o=-=-Z2 || 8=—onk _ 0 35R P9
( 5 )w pPg W 7R2 w 7R2 w=— R 50 +7R2t

7‘Lt - ?
Andlise: anti-hordrio = OK!
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio (continuacéao) Atrito de Rolamento

Instante de tempo em que entra em repouso: Distancia total percorrida pelo baricentro até entrar
em repouso:
t** p/w = 0: Integrando no tempo a velocidade do baricentro:
31p
31p dx U—7Ep 2
O=_5v0 #_35_R +2pgt** 'UGZ—dGZS'UO BgR —7;)2.31:
R 5p |  7R? t 7y — 2P
Tu—p R
_3lp _31p
pee _ 39VoR (R 7 35R dx. = |5y [EZ35R) _2P9 | ..
~ 2pg 5p N e 5p | 7RZ
m-g u—g
Andlise: para coeficiente de atrito
de rolamento nulo t** — co = OK! x5 £ 31p 209
dxg = f 51, 35R ~t|dt
i ; Xy t* 7 — 5_p 7R
Velocidade do Baricentro: G R
U i 2
N > > B 35R _ pyg > t*
o =—wRi=| Y= oo\ ey | 7R AN
R xXe = x; + |51, z t—7R2t
7,[1 - ? .
Vidlido durante o rolamento puro, isto €, t
entre o tempo t* em que entrou em
rolamento puro até chegar ao repouso. g‘l’?f faVZf { agam as substituicées...
rigado!
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio (continuacéao) Atrito de Rolamento

Desconsiderando atrito de rolamento: Considerando atrito de rolamento:
2 %
Instante em que entra em t* = 2vo t* = —5—0
rolamento puro: 7ug _2P\ g
7u R
Velocidade angular no 5170 P
instante em que entra em w'=—— . Svo[ H™R
rolamento : 7R W ==
puro: R v 5p
H—R
A . . 5p
Distancia percorrida até 121,3 202 6u — ®
entrar em rolamento puro: xZ- = xé = >
49ug Y 5p
7.[1 “R
Instante em que entra em — 35v0R [ M — %
repouso: t" = t* = =
2pg 7 — 2P
5v, . H—R
UZ* —_— Em MRU apds t*.
7 =
vG == 0
xz".* — o0
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Exercicio (continuacao) Atrito de Rolamento

. . 50
Desconsiderando atrito de rolamento:
p= om 40
30
pista de boliche: 17 metros
20
m 1,5 [kel
R 0,15 [m]
10
n 0,2 ——
Y 0 [m] \
v0 10 [m/s] 0 X
0,0 0,5 1,0 Us 2,0 2.5 3,0 3.5 4.0 4.5 50
g 9,81 [m/SZ] ] r ' ' ] ¥ r r r r
-10
t* 1,46 [s]
vg* 7,14 [m/s] -20
xg* 12,48 [m]
-30
-40
-50
-60

aG vG vA xG vel ang acel ang
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Exercicio (continuacao) Atrito de Rolamento

i . Boliche
Cconsiderando atrito de rolamento:
50
p =0,001m = 1mm
40
pista de boliche: 17 metros
30
m 1,5 [kel
R 0,15 [m] 20
i 0,2
p 0,001 [m]

10
0 10 [m/s] e~
g 9,81 [m/s’] 0 \

<

-50

-60

a@ vQ3 VA XG

vel ang acel ang
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ESCOLA POLITECNICA DA UIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio (continuacao) Atrito de Rolamento

) . Boliche
Cconsiderando atrito de rolamento:
50
p =0,05m = 50mm
40
pista de boliche: 17 metros

30

m 1,5 [kel

R 0,15 [m] 20

il 0,2

b o0 | lml 0 ~—— —

vO 10 [m/s] B D _—

2
g 9,81 [m/s°] 0 K
0, 0,5 1,0 145 2,0 2,5 3,0 3/5 4,0 al5 5,0
-10
-20
-30
-40
-50
-60
aG vG3 VA xG vel ang acel ang
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Rotacdo em torno de eixo fixo — Balanceamento de Rotores
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Exercicio

Seja um rotor rigido que gira em
torno do eixo fixo determinado por @ M
Yy T
g

vertical

AB, vinculado porum anelem A e
uma articulacao em B e submetido
ao momento (torque) M.

Pede-se determinar as reacoesem A
e B.

OBS: no equacionamento a seguir
Z,, Zg € X, foram considerados como
distancias e nao coordenadas (isto
é, zg hao deve ser considerado um
valor negativo e sim em maédulo).
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Exercicio Rotacdo em torno de eixo fixo — Balanceamento de Rotores

(continuacéao)

T.M.B: mag =R™

i, =, +OA(G-0)+DA[OA(G-0)]=-0’x 1 +mdxa]
R®™ =(X, + X, —mgsend)i +(Y, + Y, —mgcos8)j+Z.k
m(- ?x .1 +@xaj)= (X, +X, — mgsend)i +(Y, +Y, —mgcos®)j+Z,k

X, +X,, = mgsend— mw’x
1Y, +Y, =mgcosb+mmx a
7. =0

.
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Exercicio Rotacdo em torno de eixo fixo — Balanceamento de Rotores

(continuacéao)

TMA: |
H =M,
HO = |.T ] EJ [J]Oxyz {(_D}
i JKD _-JKOYD _-Jxozo_
I_:I'D - [I _j E] _Jxo}'o J}'o —JYDZD 0
T N Lo e
N oZo oo o loxyz

Ho=-J,, 0i—-],, oj+], ok

Xofo

-
—

Ho=(J,, o0+, , o fi+(-J,, 01, o Jj+J, ok

YoZo
M, =(Yezy =Yz, )i +(X, 2, — X7 )+ (M —mgx, cos)k

2
Ypzg =Yz, =1, , O+], , ©

XpazZpy—Xpzg=-J, ,

M —-mgx;cosb=1J, @

- 2
O-J, , ©
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio Rotacdo em torno de eixo fixo — Balanceamento de Rotores

(continuacéao)

Reescrevendo o sistema de equacoes:

g . 2
X, +X; =mgsend—mm X,
Y, +Y, =mgcosO+mixa
Zy =0

. 2

Ypzg =Yz, =-J, , O+], , ©
— 2

XpaZy —XpzZg=—1, , 0O-J , ©

M —mgx;cos8=J, @

i

Resolvendo a 62 equacao:

= JL(MT —mgx cos0)

Zp

Integrando no tempo:

v}
0 _ ZmeXg (senﬂ—senﬂo)+% IMTdB

Zg Zo B
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Exercicio
(continuacéao)

Supondo agora entao conhecidos () e () e resolvendo o sistema de equacoes:

V/
— B 2 2
X, =——| mgsenb —mm X ——(Jxozom +J},OZDCO)
ZA +ZB L ZA a
z i | |
X, =—"A | mgsenf-mo’x. +—(  o*+J. @)
B G Xofo YoZo
ZptZg| AN |
Zg 1 2
Y, =—| mgcos0+ mox ——(J ® -] (‘0)
A G YoZo XoZo
ZA +ZB L ZA _
Za . | > .
Yy = ———| mgcos 0+ mox +—(J o -] m)
B G YoZo XoZo
ZA +ZB | ZA i
Definem-se:

Reacao estatica: a parcela da reacao que depende do peso.
Reacao dindmica: a parcela da reacao que independe do peso, sendo
funcao da velocidade e aceleracao angulares e da distribuicao de massa.
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio Rotacdo em torno de eixo fixo — Balanceamento de Rotores

(continuacéao)

Obtendo agora as componentes verticais e horizontais das reacoes:
H, =X, cos6-Y,senb
V, =X, senB+Y, cosB
Hy = X3 cosO—YgsenO
Vp = Xgsenb + Y, cosH

Z _ send coso :
H, =B | —mo’x, cos8—mmx send+ (] @ +] )— ( 2+ )
A 7 +7 G G 7 YoZo XoZo 7 XoZp YoZo
A B L A A
zZ _ senod ) cosO )
H, =— A | mo’X, cosB—mox.send——— (1. o?+J. &)+ (1. o*+I, . ®
B G G YaZo XpZo XpZo Yolo
ZyTZg| Za L i
z _ cosO send 5 A\
V, =—2— mg—mn’x ;send — mmx, cos 0 — (Jy RO - =22 L, 0 +] )
oZo oo oZa Yoo
ZytZg| Zp L _
zZ i _ cos0 \ send N
V,=—A | mg—me’xgsend—moxg cosb+——J . o' =J  e)+——0 . o’ +I, @
YoZo Xolo XoZo Yoo
Zy T1g| Za Za _
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio Rotacdo em torno de eixo fixo — Balanceamento de Rotores
(continuacéao)

Sendo que se o rotor estivesse balanceado, isto é:
Balanceamento estatico: baricentro sobre o eixo de rotacao

Balanceamento dinamico: produtos de inércia nulos

Resultaria em:

H, =0
H, =0
Z
V, = B o
A ZA+ZB[mE]
V, = —2[mg]
ZA‘I'ZB

Ou seja, as reacoes se resumem as reacoes estaticas, as reacoes
dinamicas resultam zeradas quando o rotor esta balanceado.

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3100 Mecénica 1 — Dinamica dos Corpos Rigidos — Revisao 18 Pagina 103



VP

ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio Rotacdo em torno de eixo fixo — Balanceamento de Rotores

(continuacéao)

E possivel demonstrar que, no
caso mais geral, basta a adicao de
duas massas em dois planos
distintos perpendiculares ao eixo
de rotacao para balancear estatica
e dinamicamente um rotor rigido.
Sem perder a generalidade vamos
fazer o eixo x coincidir com o
segmento OG:

vz

Plano 2
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exercicio Rotacdo em torno de eixo fixo — Balanceamento de Rotores
(continuacéao)

Temos 8 variaveis:

- 2 planos z, e z,;

* 2 massas m; e m,;

+ 2 distancias das massas de balanceamento até o eixo de rotacao r, e r,;
* 2 posicoes angulares para as massas 6, e 0,.

Temos duas condicoes a serem satisfeitas que resultarao em quatro equacoes
escalares:

» Baricentro deve ficar sobre o eixo de rotacao;
» Os produtos de inércia nos quais um dos eixos considerados é o eixo de
rotacao devem ser nulos.

Sendo assim, das 8 variaveis acima, podemos arbitrar 4 delas e as demais
ficam entao determinadas.

Por exemplo, arbitramos os dois planos de balanceamento e as duas
_distancias até o eixo de rotacao e ficando a determinar entao as massas e as
_correspondentes posicoes angulares.
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Exercicio Rotacdo em torno de eixo fixo — Balanceamento de Rotores

(continuacéao)

Xg=0 .. mxg +m,r, cosB, + m,r, cos6, =0 Observacio:
Vo =0 m,1,send, +m,r,send, =0 3 varidveis.
Yz, =0 | I, ., tmz, cos6, —m,r,z, cosB, =0 Arbitrar 4 delas e
B resolver para as
vozo =0 oo | Ty, tmynzsend; —m,r,z,send, =0 demais.
1 0 I 0| mrcosb, mxg
0O 1 0 1 m,r,send, 0
z, 0 z, 0 |m,r,cos0, Iy
0z, O z,||myrsend, | [T, |
Para que o sistema 1 0 | 0
tenha solugao 0 1 0 1
possivel, o
determinante da 20 = 7,(z,-2,)+2,(2,-2,)#0
: z, 0 z, O
matriz dos
coeficientes deve ser |() z, 0 1z, _
nao nulo. Demonstra-se assim a
necessidade e suficiéncia
de dois planos de
=L, # 1 balanceamento distintos
entre si.
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