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Simbologia
Formulário

Teorema do Movimento do Baricentro (ou Teorema da Resultante) –TMB
Teorema da Variação da Energia Cinética (ou Teorema do Trabalho) – TEC
Teorema da Quantidade de Movimento Angular  - TMA

Expressão da Energia Cinética para um Corpo Rígido
Expressão da Quantidade de Movimento Angular para um Corpo Rígido

Cálculo do Trabalho de algumas forças especiais

Momento de Inércia
Teorema do Transporte dos Momentos de Inércia
Produtos de Inércia
Teorema do Transporte dos Produtos de Inércia
Raio de Giração
Momento Polar de Inércia
Matriz de Inércia
Eixos Principais de Inércia e Matriz Principal de Inércia

Exercícios

Conteúdo
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𝑠 𝑑𝑖𝑠𝑡â𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑐𝑜𝑟𝑟𝑖𝑑𝑎, 𝑎𝑟𝑐𝑜 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒 𝑎 𝑡𝑟𝑎𝑗𝑒𝑡ó𝑟𝑖𝑎
𝑣 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟

Ԧ𝑟 = 𝑃 − 0  𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑝𝑜𝑠𝑖çã𝑜

𝑎 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟

Ԧ𝑣 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 

Ԧ𝑎 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 

Ԧ𝑡 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜𝑟 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 

𝑛 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜𝑟 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

𝑏 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜𝑟 𝑏𝑖𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

Ԧ𝑎𝑡 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 

Τ1
𝛾  𝑟𝑎𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑡𝑜𝑟çã𝑜 𝑑𝑎 𝑡𝑟𝑎𝑗𝑒𝑡ó𝑟𝑖𝑎 (𝛾 é 𝑎 𝑡𝑜𝑟çã𝑜 𝑑𝑎 𝑡𝑟𝑎𝑗𝑒𝑡ó𝑟𝑖𝑎) 

𝑡 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜

Ԧ𝑎𝑛 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟 𝑎𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎çã𝑜 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 

Ԧ𝜏 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜𝑟 𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎𝑙 (𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑝𝑜𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑜𝑢 𝑐𝑖𝑙í𝑛𝑑𝑟𝑖𝑐𝑎𝑠) 

𝑢 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜𝑟 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑙 (𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑝𝑜𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑜𝑢 𝑐𝑖𝑙í𝑛𝑑𝑟𝑖𝑐𝑎𝑠) 

Simbologia

𝜌 𝑟𝑎𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎 𝑑𝑎 𝑡𝑟𝑎𝑗𝑒𝑡ó𝑟𝑖𝑎 (𝑐 =  Τ1
𝜌  é 𝑎 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎) 
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Ԧ𝐹 𝐹𝑜𝑟ç𝑎

𝑅 𝑅𝑒𝑠𝑢𝑙𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑢𝑚 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑟ç𝑎𝑠

𝐼 𝐼𝑛𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟 𝑑𝑒 𝑢𝑚 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑟ç𝑎𝑠

𝑀𝑂 𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑚𝑎 𝑓𝑜𝑟ç𝑎 𝑜𝑢 𝑑𝑒 𝑢𝑚 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑟ç𝑎𝑠  𝑒𝑚 𝑟𝑒𝑙𝑎çã𝑜 𝑎 𝑢𝑚 𝑝ó𝑙𝑜 𝑂

Simbologia

𝐺 𝐵𝑎𝑟𝑖𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑜

𝑀𝑢 𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑚𝑎 𝑓𝑜𝑟ç𝑎 𝑜𝑢 𝑑𝑒 𝑢𝑚 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑟ç𝑎𝑠  𝑒𝑚 𝑟𝑒𝑙𝑎çã𝑜 𝑎 𝑢𝑚 𝑒𝑖𝑥𝑜 𝑂𝑢
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Ԧ𝐹 𝐹𝑜𝑟ç𝑎

𝑄 𝑄𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑑𝑒 𝑀𝑜𝑣𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜

𝐻𝑂 𝑄𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑑𝑒 𝑀𝑜𝑣𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝐴𝑛𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟 𝑒𝑚 𝑟𝑒𝑙𝑎çã𝑜 𝑎𝑜 𝑝ó𝑙𝑜 𝑂

Ԧ𝐼 𝐼𝑚𝑝𝑢𝑙𝑠𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑚𝑎 𝑓𝑜𝑟ç𝑎 𝑑𝑢𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑢𝑚 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 𝑑𝑒 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜

𝑇 𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔𝑖𝑎 𝐶𝑖𝑛é𝑡𝑖𝑐𝑎
𝜏 𝑇𝑟𝑎𝑏𝑎𝑙ℎ𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑚𝑎 𝑓𝑜𝑟ç𝑎 𝑑𝑢𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑢𝑚 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑜 𝑑𝑒 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜 (𝑡𝑎𝑚𝑏é𝑚 𝑊) 

𝐽𝑟  𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛é𝑟𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑚 𝑟𝑒𝑙𝑎çã𝑜 𝑎 𝑢𝑚 𝑒𝑖𝑥𝑜 𝑟

𝑀𝑂 𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑢𝑚𝑎 𝑓𝑜𝑟ç𝑎 𝑒𝑚 𝑟𝑒𝑙𝑎çã𝑜 𝑎𝑜 𝑝ó𝑙𝑜 𝑂

Simbologia

𝐽𝑟𝑠 𝑃𝑟𝑜𝑑𝑢𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝐼𝑛é𝑟𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑚 𝑟𝑒𝑙𝑎çã𝑜 𝑎𝑜𝑠 𝑒𝑖𝑥𝑜𝑠 𝑟 𝑒 𝑠

𝐽𝑂 𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑃𝑜𝑙𝑎𝑟 𝑑𝑒 𝐼𝑛é𝑟𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑚 𝑟𝑒𝑙𝑎çã𝑜 𝑎𝑜 𝑝𝑜𝑙𝑜 𝑂

𝐽 𝑂𝑥𝑦𝑧 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝑑𝑒 𝐼𝑛é𝑟𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑚 𝑟𝑒𝑙𝑎çã𝑜 𝑎𝑜 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑑𝑒 𝑒𝑖𝑥𝑜𝑠 𝑂𝑥𝑦𝑧

𝜇 𝐶𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑡𝑟𝑖𝑡𝑜 𝑠𝑒𝑐𝑜 𝑑𝑒 𝑒𝑠𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑔𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜

𝜌 𝐶𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑡𝑟𝑖𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑟𝑜𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 (𝑣𝑖𝑑𝑒 𝑡𝑎𝑚𝑏é𝑚 𝑟𝑎𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑢𝑟𝑣𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎)

Ԧ𝐹𝑎𝑡 𝐹𝑜𝑟ç𝑎 𝑑𝑒 𝑎𝑡𝑟𝑖𝑡𝑜 (𝑑𝑒 𝑒𝑠𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑔𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜)

𝑀𝑎𝑡 𝑀𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑎𝑡𝑟𝑖𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑟𝑜𝑙𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜

𝑁 𝐹𝑜𝑟ç𝑎 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 (𝑓𝑜𝑟ç𝑎 𝑑𝑒 𝑟𝑒𝑎çã𝑜 𝑛𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒çã𝑜 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 à𝑠 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑓í𝑐𝑖𝑒𝑠 𝑒𝑚 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑎𝑡𝑜)
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Unidades no SI (Sistema Internacional de Unidades)

Ԧ𝑣 velocidade [m/s]

Ԧ𝑎 aceleração [m/s2]

𝜔 vetor de rotação [rad/s]

ሶ𝜔 vetor aceleração rotacional [rad/s2]

𝑥 coordenada de posição, distância ou deslocamento [m]

Ԧ𝐹 força [N] N = kg.m/s2

𝑀𝑂 momento de força em relação a um polo O [N.m]

𝑄 quantidade de movimento [kg.m/s] kg.m/s = N.s

𝐻𝑂 quantidade de movimento angular em relação a um polo O [kg.m2/s]

𝑇 energia cinética [J] Joule = kg.m2/s2 = N.m 

𝜏 trabalho de uma força entre duas posições ou entre dois instantes [J]

Ԧ𝐼 impulso de uma força entre dois instantes [N.s]

𝐽𝑟  𝑒 𝐽𝑟𝑠 momentos e produtos de inércia [kg.m2]

𝜌 coeficiente de atrito de rolamento [m]
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𝑚 Ԧ𝑎𝐺 = 𝑅𝑒𝑥𝑡

Δ𝑇 = 𝜏𝑒𝑥𝑡 + 𝜏int Δ𝑇 = 𝜏𝑒𝑥𝑡 p/ C. R.

ሶ
𝐻𝑂 = 𝑚 Ԧ𝑣𝐺 ∧ Ԧ𝑣𝑂 + 𝑀𝑂

𝑒𝑥𝑡

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣𝑂

2 + 𝑚 Ԧ𝑣𝑂 ⋅ 𝜔 ∧ 𝐺 − 𝑂 +
1

2
𝜔 𝑇 𝐽 𝑂 𝜔 p/ C. R.

p/ C. R.

ሶ
𝐻𝑂 = 𝑀𝑂

𝑒𝑥𝑡 p/ 𝑂 fixo

ሶ
𝐻𝐺 = 𝑀𝐺

𝑒𝑥𝑡 p/ 𝑂 ≡ 𝐺

𝐻𝑂 = 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧ Ԧ𝑣𝑂 + Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘 𝐽 𝑂 𝜔

𝐽𝑥𝑦 = 𝐽𝑥𝐺𝑦𝐺
+ 𝑚𝑥𝐺𝑦𝐺

𝐽𝑥 = 𝐽𝑥𝐺
+ 𝑚 𝑦𝐺

2 + 𝑧𝐺
2

2𝐽𝑂 = 𝐽𝑥 + 𝐽𝑦 + 𝐽𝑧

Formulário

Δ𝑉 =
𝑘

2
𝑥2 − 𝑥0

2

Δ𝑉 = 𝑚𝑔Δ𝑧

Força peso

Força de mola

𝐹𝑎𝑡 ≤ 𝜇𝑁

Lei de Coulomb
Atrito seco de escorregamento

𝑀𝑎𝑡 = 𝜌𝑁

Momento de
Atrito de Rolamento
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"O baricentro de um sistema de pontos materiais se move como se nele estivesse concentrada 
toda a massa do sistema e nele agisse uma força cujo vetor representativo é a resultante das forças 
externas ao sistema".

( ) ( ) −=−
N

i

ii OPmOGm

( ) ( ) −=−
N

i

OiiOG vvmvvm


 −=−
N

i

Oi

N

i

iiOG vmvmvmvm


=
N

i

iiG vmvm


ext
N

i

i

N

i

iiG RFamam


=== 

ext

G Ram


=

TMB

Teorema do Movimento do Baricentro (TMB) (ou Teorema da Resultante)
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Corolário:

a) Teorema da conservação da quantidade de movimento de um sistema:

Quando: 0


=extR

o baricentro do sistema está em equilíbrio (parado ou em movimento retilíneo uniforme).

b) No caso em que a projeção da resultante numa dada direção  for nula, então há a 
conservação da quantidade de movimento do baricentro do sistema nesta direção.









=

=

→=

=

0

0

0

Gu

Gu

Gu

v

ou

ctev

ma

uR


Teorema do Movimento do Baricentro (TMB) (ou Teorema da Resultante)
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“A variação da energia cinética de um sistema de pontos materiais é igual à soma do trabalho das 
forças externas e internas”.
“A variação da energia cinética de um corpo rígido é igual ao trabalho efetuado pelas forças externas”. 

𝑇 = ෍

𝑖=1

𝑁
1

2
𝑚𝑖𝑣𝑖

2 = ෍

𝑖=1

𝑁
1

2
𝑚𝑖 Ԧ𝑣𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖

Teorema da Energia Cinética (TEC)

ሶ𝑇 = ෍

𝑖=1

𝑁
1

2
𝑚𝑖

ሶԦ𝑣𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖 + Ԧ𝑣𝑖 ⋅ ሶԦ𝑣𝑖

ሶ𝑇 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 Ԧ𝑎𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖 = ෍

𝑖=1

𝑁

Ԧ𝐹𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖

ሶ𝑇 = ෍

𝑖=1

𝑁

Ԧ𝐹𝑖
𝑒𝑥𝑡 ⋅ Ԧ𝑣𝑖 + ෍

𝑖=1

𝑁

Ԧ𝐹𝑖
𝑖𝑛𝑡 ⋅ Ԧ𝑣𝑖

Ԧ𝐹𝑖
𝑖𝑛𝑡 = ෍

𝑗≠𝑖

𝑁

Ԧ𝐹𝑖𝑗
𝑖𝑛𝑡

Ԧ𝐹𝑖𝑗
𝑖𝑛𝑡 = 𝜆𝑖𝑗 𝑃𝑗 − 𝑃𝑖

Ԧ𝐹𝑗𝑖
𝑖𝑛𝑡 = −𝜆𝑖𝑗 𝑃𝑗 − 𝑃𝑖

ሶ𝑇 = ෍

𝑖=1

𝑁

Ԧ𝐹𝑖
𝑒𝑥𝑡 ⋅ Ԧ𝑣𝑖 + ෍

𝑖=1

𝑁

෍

𝑗≠𝑖

𝑁

𝜆𝑖𝑗 𝑃𝑗 − 𝑃𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖

න

𝑇0

𝑇

𝑑𝑇 = න

0

𝑡

෍

𝑖=1

𝑁

Ԧ𝐹𝑖
𝑒𝑥𝑡 ⋅ Ԧ𝑣𝑖 𝑑𝑡 + න

0

𝑡

෍

𝑖=1

𝑁

෍

𝑗≠𝑖

𝑁

𝜆𝑖𝑗 𝑃𝑗 − 𝑃𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖 𝑑𝑡

𝑇 𝑡 − 𝑇(0) = න

0

𝑡

෍

𝑖=1

𝑁

Ԧ𝐹𝑖
𝑒𝑥𝑡 ⋅ Ԧ𝑣𝑖 𝑑𝑡 + න

0

𝑡

෍

𝑖=1

𝑁

෍

𝑗≠𝑖

𝑁

𝜆𝑖𝑗 𝑃𝑗 − 𝑃𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖 𝑑𝑡
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Todavia, da propriedade fundamental do corpo rígido:

TEC 

Teorema da Energia Cinètica (TEC)

Δ𝑇 = 𝜏𝑒𝑥𝑡 + 𝜏int

𝑇 𝑡 − 𝑇(0) = ෍

𝑖=1

𝑁

න

0

𝑡

Ԧ𝐹𝑖
𝑒𝑥𝑡 ⋅ Ԧ𝑣𝑖𝑑𝑡 + ෍

𝑖=1

𝑁

෍

𝑗≠𝑖

𝑁

න

0

𝑡

𝜆𝑖𝑗 𝑃𝑗 − 𝑃𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖𝑑𝑡

Expressão válida para um 

sistema de pontos materiais.

Expressão válida para um corpo 

rígido.

Ԧ𝐹𝑖𝑗
𝑖𝑛𝑡 ⋅ Ԧ𝑣𝑖 + Ԧ𝐹𝑗𝑖

𝑖𝑛𝑡 ⋅ Ԧ𝑣𝑗 = 𝜆𝑖𝑗 𝑃𝑗 − 𝑃𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖 − 𝜆𝑖𝑗 𝑃𝑗 − 𝑃𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑗

𝑃𝑗 − 𝑃𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑖 = 𝑃𝑗 − 𝑃𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑗

Δ𝑇 = 𝜏𝑒𝑥𝑡

Anulando assim o trabalho das forças internas, resultando então para um corpo rígido:

Retomando, no duplo somatório, os trabalhos internos dos pares de forças de ação e reação:
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"A taxa de variação da quantidade de movimento angular de um sistema material calculado em 
relação a um pólo fixo ou em relação ao seu baricentro é igual ao momento das forças externas 
calculado em relação ao mesmo pólo".

( )
=

−=
N

1i

iiiO vmOPH


( ) ( )

( )



==

==

−+







=

−+−=

N

1i

iiO

N

1i

iiO

N

1i

iii

N

1i

iiOiO

FOPvvmH

amOPvmvvH





ext

OOGO MvvmH


+=

TMAPara o pólo fixo ou idêntico ao seu 
baricentro do sistema:

Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TMA)

ሶ
𝐻𝑂 = 𝑀𝑂

𝑒𝑥𝑡 p/ 𝑂 fixo

ሶ
𝐻𝐺 = 𝑀𝐺

𝑒𝑥𝑡 p/ 𝑂 ≡ 𝐺
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Corolário:

Pode-se enunciar o teorema da conservação da quantidade de movimento angular:

"Caso o momento das forças externas que agem no sistema material, calculado em 
relação a um pólo fixo ou em relação ao seu baricentro, for nulo, a quantidade de movimento 
angular do sistema material calculado em relação ao mesmo pólo será constante."

0MH ext

OO


== .cteHO =



Teorema da Conservação da Quantidade de Movimento Angular



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 – Dinâmica dos Corpos Rígidos – Revisão 18                      Página 14

( ) 


=



=

==
1i 1i

iii

2

ii vvm
2

1
vm

2

1
T



( )OPvv iOi −+=


( ) ( )  ( ) OPOPOPv2vvvv iiiO

2

Oii

2

i −−+−+==


( ) ( ) ( ) OPOPOPv2vv iiiO

2

O

2

i −−+−+=


( ) ( ) ( ) 
  



  




3

OPOPm
2

1

2

OPvm

1

vm
2

1
T

1i

iii

1i

iOi

1i

2

Oi 


=



=



=

−−+−+=

Energia Cinética de um Corpo Rígido
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Resolvendo cada um dos três somatórios separadamente temos, para o 

primeiro deles:

2

O

1i

2

Oi mv
2

1
vm

2

1
=



=

para o segundo termo:

( ) ( )

( )

( )OGvm

OGmv

OPmvOPvm

O

O

1i

iiO

1i

iOi

−=

−=

−=− 


=



=







Para o terceiro termo, considerando um sistema de coordenadas cartesiano 

Oxyz solidário ao corpo com origem em O:

( ) kzjyixOP iiii


++=− kji zyx


++=

Energia Cinética de um Corpo Rígido
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Podemos reconhecer aqui os momentos de segunda ordem do corpo rígido calculados 

em relação ao sistema de coordenadas solidário ao corpo com origem em O:

( ) ( )  ( ) 

( ) 
( )  kyxzyzx

jzyzxyx

izxyxzym
2

1
OPOPm

2

1

z

2

i

2

iyiixii

ziiy

2

i

2

ixii

1i

ziiyiix

2

i

2

ii

1i

iii







++−−+

+−++−+

+−−+=−− 


=



=

( ) ( )   

 
  kJJJ

jJJJ

iJJJ
2

1
OPOPm

2

1

zzyzyxzx

yzzyyxyx

xzzxyyxx

1i

iii







+−−+

+−+−+

+−−=−− 


=

Energia Cinética de um Corpo Rígido
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Utilizando notação matricial:

( ) ( )   

( )  

 






































−−

−−

−−

=







































−−

−−

−−

++=







































−−

−−

−−

=−− 


=

z

y

x

zyzxz

yzyxy

xzxyx

zyx

z

y

x

zyzxz

yzyxy

xzxyx

zyx

z

y

x

zyzxz

yzyxy

xzxyx

1i

iii

JJJ

JJJ

JJJ

2

1

JJJ

JJJ

JJJ

kjikji
2

1

JJJ

JJJ

JJJ

kji
2

1
OPOPm

2

1





( ) ( )       =−− 


=


O

T

1i

iii J
2

1
OPOPm

2

1

Energia Cinética de um Corpo Rígido
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Finalmente, substituindo os três termos desenvolvidos na expressão da energia cinética obtêm-se:

Casos particulares:

a) Caso o corpo tenha um ponto com velocidade nula Ԧ𝑣𝑂 = 0 ⇒

b) Escolhendo 𝑂 ≡ 𝐺 ⇒ 𝐺 − 𝑂 = 0 ⇒

c) Caso o corpo esteja em ato de movimento translatório

Energia Cinética de um Corpo Rígido

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣𝑂

2 + 𝑚 Ԧ𝑣𝑂 ⋅ 𝜔 ∧ 𝐺 − 𝑂 +
1

2
𝜔 𝑇 𝐽 𝑂 𝜔

𝑇 =
1

2
𝜔 𝑇 𝐽 𝑂 𝜔

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣𝐺

2 +
1

2
𝜔 𝑇 𝐽 𝐺 𝜔

𝜔 = 0 ⇒ 𝑇 =
1

2
𝑚𝑣𝑂

2 =
1

2
𝑚𝑣𝐺

2
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( )


=

−=
1i

iiiO vmOPH


Sendo O pertencente ao corpo rígido, podemos utilizar a fórmula de Poisson:

( )OPvv iOi −+=


( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) 

( ) ( ) ( ) 
  











=



=



=



=



=







−−+−=

−−+−=

−+−=

1i

iiiO

1i

iiO

1i

iii

1i

OiiO

1i

iOiiO

OPOPmvOPmH

OPmOPvmOPH

OPvmOPH

O termo assinalado na equação já foi desenvolvido da dedução da expressão da energia 

cinética de um corpo rígido. O primeiro termo tem interpretação imediata. Resulta em:

Quantidade de Movimento Angular de um Corpo Rígido
(em relação a um pólo O pertencente ao corpo)

𝐻𝑂 = 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧ Ԧ𝑣𝑂 + Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘 𝐽 𝑂 𝜔
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Casos particulares:

a) Caso o corpo tenha um ponto O com velocidade nula Ԧ𝑣𝑂 = 0 ⇒

b) Escolhendo 𝑂 ≡ 𝐺 ⇒ 𝐺 − 𝑂 = 0 ⇒

c) Caso o corpo esteja em ato de movimento translatório 𝜔 = 0 ⇒

𝐻𝐺 = Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘 𝐽 𝐺 𝜔

𝐻𝑂 = 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧ Ԧ𝑣𝑂

d) Caso o corpo esteja em ato de movimento translatório e escolhendo

𝐻𝑂 = 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧ Ԧ𝑣𝑂 + Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘 𝐽 𝑂 𝜔

Quantidade de Movimento Angular de um Corpo Rígido
(em relação a um pólo O pertencente ao corpo)

𝐻𝑂 = Ԧ𝑖 Ԧ𝑗 𝑘 𝐽 𝑂 𝜔

𝑂 ≡ 𝐺 ⇒ 𝐻𝐺 = 0
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Considere duas esferas, com:
• mesmo diâmetro externo;
• mesma massa;
• mesmo baricentro.
Entretanto uma é maciça e a outra é oca*.

*Obviamente que para uma maciça e a outra oca mas com mesma massa e mesmo diâmetro externo, as massas específicas, ou seja, os 
materiais, seriam diferentes.
Para que não haja diferença de atrito com o plano inclinado imagine as duas revestidas externamente por um plástico. 

Colocando-as para girar, a partir do repouso, do topo de um plano inclinado, observa-se que uma delas 
adquire velocidades maiores que a outra e chega na base do plano primeiro.

Apesar de todas as semelhanças observa-se experimentalmente que elas apresentam diferentes 
comportamentos dinâmicos quando submetidos às mesmas condições.

Motivo: elas têm diferentes distribuições espaciais da massa em torno do baricentro.

Os momentos e produtos de inércia quantificam a distribuição espacial da massa.

Momentos e Produtos de Inércia (ou momentos de segunda ordem)
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
=

=
N

i

iir mJ
1

2

P1

Pi

P3

P2
1

i

3

2

 r

Definição: momento de inéricia de um sistema de N pontos materiais Pi de massas mi, com relação a 
um eixo r:

 

 

dm 

C 
 r 

 ==
CC

r dCdmJ  22

Momento de Inércia em relação a um eixo
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x 

y´ 

z´ 

dm 

x´ 

z 

y 

 G 

 O 

( ) ( ) ( )( ) +++=+=
C

GG

C

x dmzzyydmzyJ
2222

( ) ( )  +++++=
C

G

C

G

C

GG

C

x dmzzdmyydmzydmzyJ 22
2222

( ) ( )( ) +++++=
C

GGGGx dmzzzzyyyyJ 2222 22

Momentos de Inércia – Teorema do transporte p/ eixos paralelos
(Teorema de Steiner)

Para quando já temos 
calculado um momento de 
inércia em relação a um eixo 
passando pelo baricentro do 
corpo e queremos o momento 
de inércia em relação a um 
segundo eixo paralelo àquele.
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( )mzyJJ GGxx G

22 ++=

0== G

C

ydmy

0== G

C

zdmz

Por analogia:

( )mzxJJ GGyy G

22 ++=

( )myxJJ GGzz G

22 ++=

Momentos de Inércia – Teorema do transporte p/ eixos paralelos
(Teorema de Steiner)

Para quando já temos 
calculado um momento de 
inércia em relação a um eixo 
passando pelo baricentro do 
corpo e queremos o momento 
de inércia em relação a um 
segundo eixo paralelo àquele.

Observe que, conforme a 
dedução, o teorema do 
transporte é sempre a partir 
de um eixo que passe pelo 
baricentro!
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Pi  (mi )

 x

 z

 y

 yi

 zi

 yi

 zi

 xi

 xi


=

=
N

i

iiixy myxJ
1

 ==
CC

xy dCxydmxyJ 

=
C

xz dmxzJ =
C

yz dmyzJ

Produtos de Inércia
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xy
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Produtos de Inércia – Teorema do transporte p/ eixos paralelos

Para quando já temos 
calculado um produto de 
inércia em relação a eixos 
passando pelo baricentro do 
corpo e queremos o produto 
de inércia em relação a outros 
dois eixos paralelos àqueles.
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0dmxydmyx
C

G

C

G == 

0dmyxdmyx
C

G

C

G == 

já que 

Resulta em 

Por analogia 

Produtos de Inércia – Teorema do transporte p/ eixos paralelos

𝐽𝑥𝑦 = 𝐽𝑥𝐺𝑦𝐺
+ 𝑚𝑥𝐺𝑦𝐺

𝐽𝑦𝑧 = 𝐽𝑦𝐺𝑧𝐺
+ 𝑚𝑦𝐺𝑧𝐺

𝐽𝑥𝑧 = 𝐽𝑥𝐺𝑧𝐺
+ 𝑚𝑥𝐺𝑧𝐺

Para quando já temos 
calculado um produto de 
inércia em relação a eixos 
passando pelo baricentro do 
corpo e queremos o produto 
de inércia em relação a outros 
dois eixos paralelos àqueles.

Observe que, conforme a 
dedução, o teorema do 
transporte é sempre a partir 
de eixos que passem pelo 
baricentro!
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𝑅𝑢 =
𝐽𝑢

𝑚

Raio de Giração

Ao escalar 𝑅𝑢 dá-se o nome de raio de giração do corpo em relação a 
um eixo u.

A interpretação do raio de giração é que ele seria a distância 𝑅𝑢 ao eixo 
que um ponto de mesma massa concentrada que a do corpo teria para 
resultar no mesmo momento de inércia do corpo em relação a este 
mesmo eixo. 
O raio de giração não aparece explicitamente nas definições seja de 
energia cinética seja de quantidade de movimento angular. Ele é 
apenas forma alternativa indireta de se informar o momento de inércia.

𝑚

𝑚
𝑢

𝑅𝑢

𝐽𝑢 = 𝑚𝑅𝑢
2

Sendo 𝐽𝑢 o momento de inércia do corpo em relação a um eixo u.

Admitindo uma massa concentrada igual à massa do corpo que 
tivesse este mesmo momento de inércia em relação àquele eixo u:
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dm

P

y

z

x

O

𝐽𝑂 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝑃𝑖 − 𝑂 2𝑚𝑖

𝐽𝑂 = න

𝐶

𝑃𝑖 − 𝑂 2 𝑑𝑚 = න

𝐶

𝑃𝑖 − 𝑂 2𝜌 𝑑𝐶

𝐽𝑂 = න

𝐶

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑚 2𝐽𝑂 = 𝐽𝑥 + 𝐽𝑦 + 𝐽𝑧

𝐽𝑂 = 𝐽𝑧

No caso particular de ter-se uma figura plana contida no plano Oxy, por 
exemplo, conclui-se que:

𝐽𝑂 = 𝐽𝑥 + 𝐽𝑦

Momento Polar de Inércia
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𝐽 𝑂𝑥𝑦𝑧 =

𝐽𝑥 −𝐽𝑥𝑦 −𝐽𝑥𝑧

−𝐽𝑥𝑦 𝐽𝑦 −𝐽𝑦𝑧

−𝐽𝑥𝑧 −𝐽𝑦𝑧 𝐽𝑧

Define-se a matriz de inércia do corpo em relação a um sistema de eixos Oxyz pela matriz 
quadrada 3x3 simétrica que tem na diagonal principal os momentos de inércia e fora da diagonal 
principal os produtos de inércia com sinal invertido:

Da Álgebra Linear pode-se demonstrar que sempre existe uma 
orientação espacial particular do sistema de eixos em relação ao qual 
os produtos de inércia se anulam.

Têm-se aí os chamados “eixos principais de inércia” do corpo e a 
correspondente matriz “principal” de inércia.

Eixos de simetria espacial do corpo anulam os produtos de inércia, 
todavia mesmo que o corpo não possua nenhum elemento de 
simetria mesmo assim ele sempre terá eixos principais de inércia.

Procura-se trabalhar com eixos principais de inércia com o objetivo de 
simplificar as equações já que os produtos de inércia resultam 
zerados.

𝐽 𝑂𝑥´𝑦´𝑧´ =

𝐽𝑥´ 0 0
0 𝐽𝑦´ 0

0 0 𝐽𝑧´

Matriz de Inércia e Matriz Principal de Inércia
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Matriz de Inércia – Exemplo de Cálculo por um programa de CAE ou CAD
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Exercício 01: Determinação da matriz de inércia de um disco delgado

𝑥

𝑦

𝐺

𝐽𝐺 = 𝐽𝑧 = න 𝑟2𝑑𝑚
2𝐽𝐺 = 𝐽𝑥 + 𝐽𝑦 + 𝐽𝑧

𝐽𝐺 = 𝐽𝑧

2𝐽𝑧 = 𝐽𝑥 + 𝐽𝑥 + 𝐽𝑧

𝑑𝑚 = 𝜌2𝜋𝑟𝑑𝑟

𝐽𝑧 = න
0

𝑅

𝑟2𝜌2𝜋𝑟𝑑𝑟

𝐽𝑧 = 2𝜋𝜌 න
0

𝑅

𝑟3𝑑𝑟

𝐽𝑧 = 2𝜋𝜌 อ
𝑟4

4
0

𝑅

=
𝜋𝜌𝑅4

2

𝑚 = 𝜌𝜋𝑅2

𝐽𝑧 =
𝑚𝑅2

2

𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 =
𝑚𝑅2

4

𝐽𝑥𝑦 = 𝐽𝑥𝑧 = 𝐽𝑦𝑧 = 0

𝐽 𝐺𝑥𝑦𝑧 =

𝑚𝑅2

4
0 0

0
𝑚𝑅2

4
0

0 0
𝑚𝑅2

2

𝑥

𝑦

𝑅
𝑟

𝑑𝑟

𝐽𝑥 = 𝐽𝑦

𝐽𝑧 = 2𝐽𝑥 = 2𝐽𝑦
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Exercício 02: Determinação da matriz inércia de uma barra delgada

𝑦

𝑑𝑚 = 𝜌𝐴𝑑𝑥

𝐽 𝐺𝑥𝑦𝑧 =

𝑚𝑅2

2
0 0

0
𝑚𝐿2

12
0

0 0
𝑚𝐿2

12

𝑦𝐺

𝑥𝐺

𝑥 𝑑𝑥

𝐽𝑦𝐺
= න

−
𝐿
2

𝐿
2

𝑥2𝑑𝑚

𝐽𝑦𝐺
= 𝜌𝐴 න

−
𝐿
2

𝐿
2

𝑥2𝑑𝑥

𝐽𝑦𝐺
= 𝜌𝐴 อ

𝑥3

3
−

𝐿
2

𝐿
2

=
𝜌𝐴𝐿3

12

𝑚 = 𝜌𝐴𝐿 ⇒ 𝐽𝑦𝐺
=

𝑚𝐿2

12

𝐽𝑧𝐺
= 𝐽𝑦𝐺

𝐽𝑧𝐺
=

𝑚𝐿2

12

Podemos generalizar o 
resultado do disco delgado 
para um cilindro:

𝐽𝑥𝐺
=

𝑚𝑅2

2

Pela simetria:

𝐽𝑥𝑦 = 𝐽𝑥𝑧 = 𝐽𝑦𝑧 = 0

Para barra delgada, por exemplo com 
𝐿

𝑅
= 100:

𝑚𝑅2

2
𝑚𝐿2

3

=
3

20000

⇒ 𝐽𝑥𝐺
 𝑠𝑒𝑟𝑖𝑎 0,015% 𝑑𝑒 𝐽𝑧𝐺

 𝑜𝑢 𝐽𝑦𝐺

 𝑒 𝑝𝑜𝑑𝑒𝑟𝑖𝑎 𝑠𝑒𝑟 𝑒𝑛𝑡ã𝑜 𝑑𝑒𝑠𝑝𝑟𝑒𝑧𝑎𝑑𝑜.

𝐺𝑂

Para o sistema de eixos Oxyz, usando o 
teorema do Transporte (Steiner):

𝐽𝑦𝑂
= 𝐽𝑦𝐺

+ 𝑚
𝐿

2

2
=

𝑚𝐿2

3

𝐽 𝑂𝑥𝑦𝑧 =

𝑚𝑅2

2
0 0

0
𝑚𝐿2

3
0

0 0
𝑚𝐿2

3
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Exercício 03: Determinar matriz de inércia da figura plana ilustrada

Disco de raio c e massa m1

Barra de comprimento a e massa m2

Barra de comprimento b e massa m3

𝐽𝑥 =
𝑚1𝑐2

4
+

𝑚3𝑏2

3

𝐽𝑦 =
𝑚1𝑐2

4
+

𝑚2𝑎2

3
+ 𝑚3𝑎2

𝐽𝑧 =
𝑚1𝑐2

2
+

𝑚2𝑎2

3
+

𝑚3𝑏2

12
+ 𝑚3 𝑎2 +

𝑏2

4

𝐽𝑥𝑧 = 𝐽𝑦𝑧 = 0

𝐽𝑥𝑦 = 𝑚3 𝑎
𝑏

2
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Força Conservativa Peso –  Energia Potencial  da Força Peso

Ԧ𝐹𝑖 = −𝑚𝑖𝑔𝑘

𝑑𝑃𝑖 = 𝑑𝑥𝑖Ԧ𝑖 + 𝑑𝑦𝑖 Ԧ𝑗 + 𝑑𝑧𝑖𝑘

𝜏𝑖 = 𝑚𝑖𝑔 𝑧𝑖 𝑡0 − 𝑧𝑖 𝑡

𝑑𝜏𝑖 = Ԧ𝐹𝑖 ⋅ 𝑑𝑃𝑖 = −𝑚𝑖𝑔𝑑𝑧𝑖

Seja um sistema de pontos materiais 𝑃𝑖  de massas 𝑚𝑖  submetidos a um campo gravitacional.
As forças peso em cada ponto são:

O diferencial do vetor posição é dado por:

A diferencial do trabalho é dada por:

Integrando, resulta no trabalho do peso de 𝑃𝑖 sobre ele, dado por:

Fazendo o somatório para todos os pontos do sistema:

𝜏 = ෍

𝑖=1

𝑁

𝜏𝑖 = 𝑔 ෍

𝑖=1

𝑁

𝑚𝑖 𝑧𝑖 𝑡0 − 𝑧𝑖 𝑡

𝜏 = −𝑚𝑔Δ𝑧𝐺 Δ𝑉 = 𝑚𝑔Δ𝑧𝐺⟹

Resulta no trabalho da força peso sobre o sistema... e na expressão da variação da energia potencial da 
força peso:

𝑔𝑘

Ԧ𝑖
Ԧ𝑗

Exemplos de cálculo do trabalho para algumas forças especiais
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Trabalho de uma força elástica de mola entre duas posições deformadas da mola, sendo L0 o comprimento livre 
da mola:

x F

L0

D.C.L.:

Força Conservativa de Mola –  Energia Potencial  da Força de Mola

Seja a força de mola elástica dada por:

Ԧ𝐹 = −𝑘𝑥Ԧ𝑖

𝑑𝑃 = 𝑑𝑥Ԧ𝑖 + 𝑑𝑦Ԧ𝑗 + 𝑑𝑧𝑘

A diferencial do vetor posição é dada por:

𝑑𝜏 = Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑𝑃 = −𝑘𝑥𝑑x

A diferencial do trabalho é dada por:

Integrando:

න 𝑑𝜏 = න
𝑥0

𝑥

−𝑘𝑥𝑑x

𝜏 = −
𝑘

2
𝑥2 − 𝑥0

2

𝑘

Ԧ𝑖

Ԧ𝑗

Δ𝑉 =
𝑘

2
𝑥2 − 𝑥0

2

Expressão da variação da energia potencial da força de mola:Trabalho da força de mola:

𝑘

Exemplos de cálculo do trabalho para algumas forças especiais
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No rolamento puro, isto é, rolamento sem escorregamento, sobre uma superfície fixa, o ponto de 
contato tem velocidade instantaneamente nula.

Resulta que o trabalho da resultante das forças de reação aplicadas no ponto de contato é nulo!

𝑑𝜏 = Ԧ𝐹 ⋅ 𝑑𝑃 = Ԧ𝐹 ⋅ Ԧ𝑣𝑑𝑡

Exemplos de cálculo do trabalho para algumas forças especiais

D.C.L.:

Trabalho das forças de contato no rolamento puro sobre superfície fixa

Ԧ𝑣 = 0

𝑑𝜏 = 0 ⟹ 𝜏 = 0



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 – Dinâmica dos Corpos Rígidos – Revisão 18                      Página 38

• forças aplicadas em pontos fixos (não há deslocamento do ponto, portanto não há trabalho 
sendo realizado);

• força de reação numa superfície lisa sem atrito quando um corpo desliza sobre ela (neste 
caso a força é normal ao deslocamento do ponto, portanto não realiza trabalho);

• força peso de um corpo quando seu baricentro se desloca apenas na horizontal.

Exemplos de cálculo do trabalho para algumas forças especiais

Outras forças que não realizam trabalho:
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Sendo um binário equivalente a um par de forças opostas seu momento pode ser dado por (2rF). 
O trabalho elementar será dado por:

ji dPFdPFd += rddPdP ji ==

 dMFrdd == 2 dtMddtd  ==

( ) =






0

,0 dM

Generalizando, para quando as direções do momento externo aplicado e do vetor de rotação são 
quaisquer e independentes entre si:

( )  =

t

t

dtMtt

0

,0 


( ) =
t

t

dtMtt

0

,0 ou

Exemplos de cálculo do trabalho para algumas forças especiais

r

r

Trabalho realizado por um momento de força (trabalho de um binário)
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Exercícios

Na disciplina PME3100 Mecânica 1 nos restringiremos a exercícios de dinâmica dos corpos rígidos no plano.
Problemas no espaço tridimensional são abordados na disciplina PME3200 Mecânica 2.

Vejamos as expressões da Energia Cinética e da Quantidade de Movimento Angular simplificadas para 
problemas planos.

Admitindo por exemplo problema plano no plano xy, assim 𝝎 = 𝝎𝒛𝒌.

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣𝑂

2 + 𝑚 Ԧ𝑣𝑂 ⋅ 𝜔 ∧ 𝐺 − 𝑂 +
1

2
𝐽𝑧𝑂

𝜔𝑧
2

Para O fixo: 𝑇 =
1

2
𝐽𝑧𝑂

𝜔𝑧
2 𝑇 =

1

2
𝑚𝑣𝐺

2 +
1

2
𝐽𝑧𝐺

𝜔𝑧
2

𝐻𝑂 = 𝑚 𝐺 − 𝑂 ∧ Ԧ𝑣𝑂 − 𝐽𝑥𝑧𝜔𝑧Ԧ𝑖 − 𝐽𝑦𝑧𝜔𝑧 Ԧ𝑗 + 𝐽𝑧𝑂
𝜔𝑧𝑘

Para figura plana e/ou sendo o plano xy plano de simetria da figura e O fixo ou O idêntico a G:

𝐻𝑂 = 𝐽𝑧𝑂
𝜔𝑧𝑘 𝐻𝐺 = 𝐽𝑧𝐺

𝜔𝑧𝑘

Para O idêntico a G:
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Exercícios - Procedimento

Inicio

D.C.L

Fácil 

calcular o 

Trabalho?

TEC

Calcula 𝜔
Deriva para determinar ሶ𝜔

TMA

Calcula ሶ𝜔
Integra para determinar 𝜔

Relações cinemáticas

TMB

Calcula as forças 

desconhecidas

FIM

SIM NÃO

• DCL é fundamental!

• Fazer análise dimensional 

das respostas literais.

• Analisar e interpretar as 

respostas obtidas.
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Exercício 01

A barra mostrada é liberada a partir do repouso da posição horizontal.
Pede-se determinar as suas velocidade e aceleração angulares e as reações na articulação para 
uma posição genérica da mesma:

𝜃

𝐵

𝐴

𝐿

𝑔

𝜃𝑋𝐴

𝑌𝐴

𝑚𝑔

D.C.L.

Δ𝑇 = 𝜏𝑒𝑥𝑡

1

2
𝐽𝑧𝐴

𝜔2 − 0 = 𝑚𝑔
𝐿

2
𝑠𝑒𝑛𝜃 − 𝑠𝑒𝑛𝜃0

1

2

𝑚𝐿2

3
𝜔2 = 𝑚𝑔

𝐿

2
𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜔2 =
3𝑔

𝐿
𝑠𝑒𝑛𝜃

2𝜔 ሶ𝜔 =
3𝑔

𝐿
𝑐𝑜𝑠𝜃 ሶ𝜃

𝜔 = 𝜔𝑘

𝜔 = − ሶ𝜃

ሶ𝜔 = −
3𝑔

2𝐿
𝑐𝑜𝑠𝜃

ሶ𝜔 = −
3𝑔

2𝐿
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘

Análise:

Τ𝑝  0 < 𝜃 <
𝜋

2
⇒ ሶ𝜔 ℎ𝑜𝑟á𝑟𝑖𝑜

ൗ𝑝
𝜋

2
< 𝜃 < 𝜋 ⇒ ሶ𝜔 𝑎𝑛𝑡𝑖 − ℎ𝑜𝑟á𝑟𝑖𝑜

        

                                     ⇒ 𝑂𝐾‼

Pelo TEC:

𝑥

𝑦

Derivando em relação ao tempo:



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 – Dinâmica dos Corpos Rígidos – Revisão 18                      Página 43

Aplicando o TMB:

Exercício 01 (continuação)

𝑚 Ԧ𝑎𝐺 = 𝑅𝑒𝑥𝑡

Ԧ𝑎𝐺 = Ԧ𝑎𝐴 + ሶ𝜔 ∧ 𝐺 − 𝐴 + 𝜔 ∧ 𝜔 ∧ 𝐺 − 𝐴 = Ԧ𝑎𝐴 + ሶ𝜔 ∧ 𝐺 − 𝐴 + 𝜔2𝑘 ∧ 𝑘 ∧ (𝐺 − 𝐴)

Ԧ𝑎𝐺 = 0 −
3𝑔

2𝐿
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘 ∧

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑖 − 𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗 +

3𝑔

𝐿
𝑠𝑒𝑛𝜃𝑘 ∧ 𝑘 ∧

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑖 − 𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑗

Ԧ𝑎𝐺 = −
3𝑔

4
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑖 −

3𝑔

4
𝑐𝑜𝑠2𝜃Ԧ𝑗 −

3𝑔

2
𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃Ԧ𝑖 +

3𝑔

2
𝑠𝑒𝑛2𝜃Ԧ𝑗

Ԧ𝑎𝐺 = −
9𝑔

4
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃Ԧ𝑖 −

3𝑔

4
𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 2𝑠𝑒𝑛2𝜃 Ԧ𝑗

−
9𝑚𝑔

4
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃 = 𝑋𝐴

−
3𝑚𝑔

4
𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 2𝑠𝑒𝑛2𝜃 = 𝑌𝐴 − 𝑚𝑔

𝑚 Ԧ𝑎𝐺 = 𝑋𝐴Ԧ𝑖 + 𝑌𝐴 − 𝑚𝑔 Ԧ𝑗

⇒

𝑋𝐴 = −
9𝑚𝑔

4
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛𝜃

𝑌𝐴 = 𝑚𝑔 −
3𝑚𝑔

4
𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 2𝑠𝑒𝑛2𝜃

Análise:

Τ𝑝  0 < 𝜃 <
𝜋

2
Ԧ𝑎𝐺  𝑛𝑎 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑠𝑐𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒
𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎         

                                  ⇒ 𝑂𝐾‼

Análise:

Τ𝑝  0 < 𝜃 <
𝜋

2
⇒ 𝑋𝐴 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 𝑒𝑠𝑞𝑢𝑒𝑟𝑑𝑎

ൗ𝑝
𝜋

2
< 𝜃 < 𝜋 ⇒ 𝑋𝐴 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡𝑎

⇒ 𝑂𝐾‼

𝜃𝑋𝐴

𝑌𝐴

𝑚𝑔

D.C.L.
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Alternativamente pelo TMA:

Exercício 01 (continuação) solução alternativa pelo TMA

ሶ𝐻𝐴 = 𝑀𝐴
𝑒𝑥𝑡

𝐻𝐴 = 𝐽𝑧𝐴
𝜔𝑘  ⇒ ሶ𝐻𝐴 = 𝐽𝑧𝐴

ሶ𝜔𝑘

𝑀𝐴
𝑒𝑥𝑡 = −𝑚𝑔

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘

⇒ 𝐽𝑧𝐴
ሶ𝜔𝑘 = −𝑚𝑔

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘

ሶ𝜔 = −
1

𝐽𝑧𝐴

𝑚𝑔
𝐿

2
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝐽𝑧𝐴
=

𝑚𝐿2

3

ሶ𝜔 = −
3𝑔

2𝐿
𝑐𝑜𝑠𝜃

ሶ𝜔 = −
3𝑔

2𝐿
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑘

Integrando:

ሶ𝜔 =
𝑑𝜔

𝑑𝑡
=

𝑑𝜔

𝑑𝜃

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= −

3𝑔

2𝐿
𝑐𝑜𝑠𝜃

Mas 𝜔 = − ሶ𝜃

Então
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= ሶ𝜃 = −𝜔

Resulta ሶ𝜔 =
𝑑𝜔

𝑑𝑡
= −𝜔

𝑑𝜔

𝑑𝜃
= −

3𝑔

2𝐿
𝑐𝑜𝑠𝜃

𝜔𝑑𝜔 =
3𝑔

2𝐿
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃

න
0

𝜔

𝜔𝑑𝜔 =
3𝑔

2𝐿
න

0

𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑑𝜃

𝜔2

2
=

3𝑔

2𝐿
𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜔2 =
3𝑔

𝐿
𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜃𝑋𝐴

𝑌𝐴

𝑚𝑔

D.C.L.

𝜔 = ±
3𝑔

𝐿
𝑠𝑒𝑛𝜃
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Exercício 02

𝑣𝐺 = 𝜔𝑅

Se 
2𝑀

3𝑅
< 𝜇𝑚𝑔 ➔ situação b), rola sem escorregar

𝑎𝐺

ሶ𝜔

Se 
2𝑀

3𝑅
> 𝜇𝑚𝑔 ➔ situação a), rola e escorrega
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Raciocínio para o sentido da força de atrito:

Nesta situação o cilindro vai sair do repouso 

deslocando-se para a direita.

Então deve haver uma resultante de força 

horizontal para a direita.

A única força horizontal é a força de atrito, então 

o sentido dela deve ser para a direita.

Ela é a responsável pela aceleração do baricentro 

do cilindro para a direita.

ሶ𝜔

𝑎𝐺

𝑀
𝑚𝑔

𝑁

𝐹𝑎𝑡

Exercício 02 (continuação)
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Exercício 03

𝑔
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𝑣𝐵𝑎𝑟𝑟𝑎 = 2𝜔𝑟

𝑎𝐵𝑎𝑟𝑟𝑎 = 2 ሶ𝜔𝑟

Δ𝑇 = 𝜏𝑒𝑥𝑡 + 𝜏𝑖𝑛𝑡Pelo TEC:

1

2
𝑀(2𝜔𝑟)2+3

1

2
𝑚 𝜔𝑟 2 +

1

2

𝑚𝑟2

2
𝜔2 − 𝑇0 = 𝐹(𝑥 − 𝑥0)

Derivando em relação ao tempo:

8𝑀 + 9𝑚

4
𝑟2𝜔2 − 𝑇0 = 𝐹(𝑥 − 𝑥0)

8𝑀 + 9𝑚

2
𝑟2𝜔 ሶ𝜔 = 𝐹 ሶ𝑥 = 𝐹2𝜔𝑟 ⇒

ሶ𝜔 =
4𝐹

8𝑀 + 9𝑚 𝑟
 ⇒ 𝑎𝐵𝑎𝑟𝑟𝑎 =

8𝐹

8𝑀 + 9𝑚
 

Exercício 03 

(continuação)

𝐹

𝑀𝑔

𝑚𝑔 𝑚𝑔 𝑚𝑔

𝑁𝐴

𝐹𝑎𝑡𝐴

𝑁𝐶

𝐹𝑎𝑡𝐶

𝑁𝐷

𝐹𝑎𝑡𝐷

D.C.L.:

𝑔

0

Mesmo o sistema não sendo 

um corpo rígido, como não há 

escorregamento nos contatos 

dos cilindros com a barra, os 

trabalhos das forças internas 

nestes contatos se anulam.

Ilustração 

das forças 

internas nos 

contatos 

entre a 

barra e os 

cilindros.

Ԧ𝑣𝐵 = Ԧ𝑣𝐴 − 𝜔𝑘 ∧ 𝐵 − 𝐴

Ԧ𝑣𝐵 = 0 − 𝜔𝑘 ∧ 2𝑅Ԧ𝑗

Ԧ𝑣𝐵 = 2𝜔𝑅Ԧ𝑖

Δ𝑇 =
1

2
𝑀(𝑣𝐵)2+

1

2
𝑚(𝑣𝐺)2+

1

2
𝐽𝑧𝐺𝜔2 − 𝑇0
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Raciocínio para os sentidos das forças de atrito:

Segundo o enunciado não há escorregamento entre a 

barra e os cilindros.

Também não há escorregamento entre os cilindros e o 

solo.

Nesta situação os cilindros deverão começar a 

rotacionar em sentido horário, deslocando-se para a 

direita.

As forças de atrito entre a barra e os cilindros 

empurram os cilindros para a direita e oferecem alguma 

resistência ao movimento da barra. Assim sobre a barra 

são para a esquerda e sobre os discos para a direita.

Caso não houvesse atrito com o solo os pontos de 

contato dos discos com o solo escorregariam para a 

direita. As forças de atrito nestes contatos se opõe a 

este escorregamento relativo. Elas são então para a 

esquerda.

Ambas as forças de atrito nos discos, nos contatos com 

a barra e nos contatos com o solo, contribuem então 

para a aceleração angular, ambas fazem a velocidade 

angular aumentar.
𝑁𝐷

𝐹𝑎𝑡𝐷𝐹𝑎𝑡𝐴 𝐹𝑎𝑡𝐶

𝑀𝑔

𝑎𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝐹𝑎𝑡𝐸

𝑁𝐸

𝐹𝑎𝑡𝐻

𝑁𝐻

𝐹𝑎𝑡𝐾

𝑁𝐾

𝐹

𝐹𝑎𝑡𝐸

𝑁𝐸

𝐹𝑎𝑡𝐻

𝑁𝐻 𝑁𝐾
𝐹𝑎𝑡𝐾

𝑁𝐶𝑁𝐴

ሶ𝜔 ሶ𝜔 ሶ𝜔

Exercício 03 (continuação)
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Sugestão: Tentar solução alternativa pelo TMA

𝐹

𝑀𝑔

𝑚𝑔 𝑚𝑔 𝑚𝑔

𝑁𝐴

𝐹𝑎𝑡𝐴

𝑁𝐶

𝐹𝑎𝑡𝐶

𝑁𝐷

𝐹𝑎𝑡𝐷

Exercício 03 (continuação)

𝑁𝐷

𝐹𝑎𝑡𝐷𝐹𝑎𝑡𝐴 𝐹𝑎𝑡𝐶

𝑀𝑔

𝑎𝑏𝑎𝑟𝑟𝑎𝐹𝑎𝑡𝐸

𝑁𝐸

𝐹𝑎𝑡𝐻

𝑁𝐻

𝐹𝑎𝑡𝐾

𝑁𝐾

𝐹

𝐹𝑎𝑡𝐸

𝑁𝐸

𝐹𝑎𝑡𝐻

𝑁𝐻 𝑁𝐾
𝐹𝑎𝑡𝐾

𝑁𝐶𝑁𝐴

ሶ𝜔 ሶ𝜔 ሶ𝜔



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 – Dinâmica dos Corpos Rígidos – Revisão 18                      Página 51

Exercício 04
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Exercício 04

(continuação)
ሶ𝜔

𝑎𝐴 = 2 ሶ𝜔𝑅
ሶΩ

𝐻𝐵 = −𝐽𝐵𝑧Ω𝑘

Ω = −Ω𝑘

𝑣𝐴 = 2𝜔𝑅

(1)

(2)

(3)
𝑄 = 𝐹 −

𝐹

31
=

30𝐹

31

𝑄 =
30𝐹

31

𝑋𝐵 = 𝑄

𝑌𝐵 = 𝐹 + 𝑚𝑔

TMB na polia de centro B:

𝑎𝐵 = 0
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Exercício 04 (continuação) solução alternativa pelo TEC

Δ𝑇 = 𝜏𝑒𝑥𝑡 + 𝜏𝑖𝑛𝑡

Aplicando o TEC ao sistema:

Mesmo o sistema não sendo um corpo rígido, o 

trabalho das forças Q, que são forças internas par 

ação-reação, se anula pois o fio é ideal e não há 

escorregamento entre ele e as polias.

0

1

2
3𝑚 2𝜔𝑅 2 +

1

2
3𝑚𝑅2 𝜔2 +

1

2

𝑚𝑅2

2
Ω2 − 𝑇0 = 𝐹. Δ𝑦

𝑦

15

2
𝑚𝑅2𝜔2 +

1

4
𝑚𝑅2Ω2 − 𝑇0 = 𝐹. Δ𝑦

𝑚𝑎𝑠 Ԧ𝑣𝑓𝑖𝑜 = 𝜔𝑅Ԧ𝑖 = Ω𝑅Ԧ𝑖 𝑎𝑠𝑠𝑖𝑚 𝜔 = Ω

31

4
𝑚𝑅2𝜔2 − 𝑇0 = 𝐹. Δ𝑦

31

2
𝑚𝑅2𝜔 ሶ𝜔 = 𝐹𝜔𝑅

ሶ𝜔 =
2𝐹

31𝑚𝑅
= ሶΩ

𝑑Δ𝑦

𝑑𝑡
= 𝑣𝑓𝑖𝑜 = 𝜔𝑅

Derivando em relação ao tempo:
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Exercício 04 (continuação) calculando todas as forças:

𝑦

D.C.L.:

Aplicando o TMB à polia de centro fixo em B:

𝑚 Ԧ𝑎𝐵 = (𝑋𝐵−𝑄)Ԧ𝑖 + 𝑌𝐴 − 𝑚𝑔 − 𝐹 Ԧ𝑗

ቊ
0 = 𝑋𝐵 − 𝑄

0 = 𝑌𝐴 − 𝑚𝑔 − 𝐹

𝑌𝐴 = 𝐹 + 𝑚𝑔

3𝑚 Ԧ𝑎𝐴 = (𝑄 − 𝐹𝑎𝑡)Ԧ𝑖 + 𝑁 − 3𝑚𝑔 Ԧ𝑗

ቐ

12𝐹

31
= 𝑄 − 𝐹𝑎𝑡

0 = 𝑁 − 3𝑚𝑔

𝑁 = 3𝑚𝑔

Aplicando o TMB à polia de centro em A:

Ԧ𝑣𝐴 = 2𝜔𝑅Ԧ𝑖  ⇒  Ԧ𝑎𝐴 = 2 ሶ𝜔𝑅Ԧ𝑖

Do TMA na polia de centro em A:

ሶ𝐻𝐴 = 𝑀𝐴
𝑒𝑥𝑡

−3𝑚𝑅2 ሶ𝜔𝑘 = (𝑄 − 2𝐹𝑎𝑡)R𝑘

𝑄 − 2𝐹𝑎𝑡 = −3𝑚𝑅 ሶ𝜔 ⇒ 𝑄 − 2𝐹𝑎𝑡 = −
6𝐹

31

Fazendo           -           : 𝐹𝑎𝑡 =
18𝐹

31

𝑄 =
30𝐹

31
𝑋𝐵 =

30𝐹

31
Em           :Em           :

(1)

(2)

(3)

(2) (3)

(2) (1)



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 – Dinâmica dos Corpos Rígidos – Revisão 18                      Página 55

Exercício 05

𝑀𝑔

𝑚𝑔

𝑁

D.C.L.

𝑥𝐺 =
𝑀. 0 + 𝑚(− 𝑅 − 𝑟 ) 

𝑀 + 𝑚
=

−𝑚 𝑅 − 𝑟  

𝑀 + 𝑚



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 – Dinâmica dos Corpos Rígidos – Revisão 18                      Página 56

Exercício 06
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Exercício 06  (continuação)
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Exercício 07
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Exercício 07 (continuação)

DCLs

𝜔 = −𝜔𝑘 𝐻𝐺 = −𝐽𝑧𝐺𝜔𝑘

𝑊 ➔ trabalho
𝐸𝑐𝑖𝑛 ➔ energia cinética
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Os discos de fricção são colocados em contato pela 

ação da força 𝑭 mostrada. O disco A tem uma 

velocidade angular inicial 𝝎𝟎 , no sentido horário, como 

indicado. O disco B está  inicialmente em repouso. É 

conhecido o coeficiente de atrito de escorregamento 

𝝁 entre os discos. Desprezar outros atritos.

Pede-se:

a) A forca horizontal que a barra aplica no disco A;

b) A reação normal no contato entre os discos;

c) A força de atrito entre os discos; 

d) A aceleração angular do disco A ሶ𝝎𝑨;

e) A aceleração angular do disco B ሶ𝝎𝑩;

f) O instante de tempo em que o sistema entre em 

regime;

g) A velocidade angular final do disco A 𝝎𝑨;

h) A velocidade angular final do disco B 𝝎𝑩 .

Exercício 08

𝑔

𝑅𝐵

𝑅𝐴

𝐵𝐴

𝑂

𝜔0

𝐹
𝐿

𝐿
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𝑋𝐵

𝐹
𝐿

𝑌𝐵

𝑁

𝐹𝑎𝑡

𝑚𝐵𝑔
𝑚𝐴𝑔

𝑁

𝐹𝑎𝑡
𝑌𝐴

𝑋𝐴

𝑌𝑂

𝑋𝑂

𝑋𝐴

𝑌𝐴

𝑃

TMA na barra:

ሶ
𝐻𝑂 = 𝑀𝑂

𝑒𝑥𝑡

ሶ
𝐻𝑂 = 0A barra não tem movimento 

➔

𝑀𝑂
𝑒𝑥𝑡 = 0Logo 

𝑀𝑂
𝑒𝑥𝑡 = 𝐹. 𝐿 − 𝑋𝐴. 2𝐿 𝑘 = 0

𝑋𝐴 =
𝐹

2

TMB no disco de centro A:

𝑚 Ԧ𝑎𝐴 = 𝑅𝑒𝑥𝑡

𝑚0 = 𝑋𝐴 − 𝑁 Ԧ𝑖 + 𝑌𝐴 + 𝐹𝑎𝑡 − 𝑚𝐴𝑔 Ԧ𝑗

Logo 𝑁 = 𝑋𝐴 𝑁 =
𝐹

2

No início há escorregamento entre os discos, sendo assim 

a força de atrito está no seu valor máximo dado pela Lei de 

Coulomb:
𝐹𝑎𝑡 = 𝜇𝑁 𝐹𝑎𝑡 =

𝜇𝐹

2

Exercício 08 (continuação)

𝐿
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𝑋𝐵

𝐹
𝐿

𝑌𝐵

𝑁

𝐹𝑎𝑡

𝑚𝐵𝑔
𝑚𝐴𝑔

𝑁

𝐹𝑎𝑡
𝑌𝐴

𝑋𝐴

𝑌𝑂

𝑋𝑂

𝑋𝐴

𝑌𝐴

𝑃

TMA no disco de centro A:

ሶ
𝐻𝐴 = 𝑀𝐴

𝑒𝑥𝑡

−𝐽𝑧𝐴 ሶ𝜔𝐴𝑘 = 𝐹𝑎𝑡 . 𝑅𝐴𝑘

ሶ𝜔𝐴 = −𝐹𝑎𝑡 .
𝑅𝐴

𝐽𝑧𝐴

ሶ𝜔𝐴 = −
𝜇𝐹𝑅𝐴

2𝐽𝑧𝐴

TMA no disco de centro B:

ሶ
𝐻𝐵 = 𝑀𝐵

𝑒𝑥𝑡

𝐽𝑧𝐵 ሶ𝜔𝐵𝑘 = 𝐹𝑎𝑡 . 𝑅𝐵𝑘

ሶ𝜔𝐵 = 𝐹𝑎𝑡 .
𝑅𝐵

𝐽𝑧𝐵

ሶ𝜔𝐵 =
𝜇𝐹𝑅𝐵

2𝐽𝑧𝐵

𝜔𝐴 = −𝜔𝐴𝑘

𝜔𝐵 = 𝜔𝐵𝑘

ሶ𝜔𝐴 = − ሶ𝜔𝐴𝑘

ሶ𝜔𝐴 =
𝜇𝐹𝑅𝐴

2𝐽𝑧𝐴
𝑘

ሶ𝜔𝐵 = ሶ𝜔𝐵𝑘

ሶ𝜔𝐵 =
𝜇𝐹𝑅𝐵

2𝐽𝑧𝐵
𝑘

Sentido anti-horário ➔ OK

Sentido anti-horário ➔ OK

Exercício 08 (continuação)
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Nesta situação ilustrada o sistema vai entrar em 

regime quando as velocidades dos pontos em 

contato entre os discos igualarem.

Neste instante cessa o escorregamento.

Cessando o escorregamento não há mais trabalho 

sendo realizado. Quem estava realizando trabalho 

eram as forças de atrito nos dois discos. 

Energia cinética deve permanecer constante a partir 

daí.

A partir daí os discos passam a girar com 

velocidades angulares constantes.

𝑔

𝑅𝐵

𝑅𝐴

𝐵𝐴

𝑂

𝜔0

𝐹
𝐿

𝐿

𝑣𝐴′ = 𝜔𝐴𝑅𝐴 𝑣𝐵′ = 𝜔𝐵𝑅𝐵

𝐴′ 𝐵′

Observação: É fácil demonstrar que, nesta situação ilustrada, a partir da entrada em regime, as forças de atrito entre os dois 

discos são nulas, pois pelo TMA, não havendo mais aceleração angular, as forças de atrito precisam estar zeradas.

ሶ𝜔𝐴 = −
𝜇𝐹𝑅𝐴

2𝐽𝑧𝐴
𝜔𝐴 = 𝜔0 −

𝜇𝐹𝑅𝐴

2𝐽𝑧𝐴
𝑡

ሶ𝜔𝐵 =
𝜇𝐹𝑅𝐵

2𝐽𝑧𝐵

න
𝜔0

𝜔𝐴

𝑑𝜔𝐴 = − න
0

𝑡 𝜇𝐹𝑅𝐴

2𝐽𝑧𝐴
𝑑𝑡

𝜔𝐵 =
𝜇𝐹𝑅𝐵

2𝐽𝑧𝐵
𝑡න

0

𝜔𝐵

𝑑𝜔𝐵 = න
0

𝑡 𝜇𝐹𝑅𝐵

2𝐽𝑧𝐵
𝑑𝑡

Exercício 08 (continuação)
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Denominando 𝑡∗ o instante em que as velocidades se 

igualam:𝑔

𝑅𝐵

𝑅𝐴

𝐵𝐴

𝑂

𝜔0

𝐹
𝐿

𝐿

𝐴′ 𝐵′

𝜔𝐴 = 𝜔0 −
𝜇𝐹𝑅𝐴

2𝐽𝑧𝐴
𝑡∗ 𝜔𝐵 =

𝜇𝐹𝑅𝐵

2𝐽𝑧𝐵
𝑡∗

𝜔0 −
𝜇𝐹𝑅𝐴

2𝐽𝑧𝐴
𝑡∗ 𝑅𝐴 =

𝜇𝐹𝑅𝐵

2𝐽𝑧𝐵
𝑡∗ 𝑅𝐵

𝑡∗ =
𝜔0𝑅𝐴

𝜇𝐹𝑅𝐴
2𝐽𝑧𝐴

+
𝜇𝐹𝑅𝐴
2𝐽𝑧𝐴

Exercício 08 (continuação)
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Exercício 09

Considere o modelo simplificado de carro composto por duas rodas (discos 

homogêneos de raio R, cada um com massa m e momento de inércia 𝐽𝑧 =
𝑚𝑅2

2
  ) 

e uma placa retangular (homogênea, de massa 2m), conforme mostra a figura.
Cada roda é articulada pelo seu centro na placa. Na roda dianteira é aplicado um 
torque Mt (momento torsor) constante. Desprezar atritos de rolamento.

Pede-se:
- a aceleração angular das rodas;
- a aceleração do carro;
- as forças de contato das rodas com o solo;
- as forças nos vínculos das rodas com a placa.

Observação: No mundo real há atritos de 
rolamento não só entre as rodas e o solo 
como também nas articulações das rodas na 
placa, que seriam os mancais dos eixos 
dianteiro e traseiro. Numa primeira 
abordagem eles podem ser desprezados. 
Considerar que o efeito do atrito de rolamento 
normalmente é reduzido quando comparado 
ao atrito de deslizamento.

𝐴

D.C.L. do conjunto
Vide eqs. (10), (11) e (12)

𝑀𝑡

𝑁1

𝐹𝑎𝑡1

𝑚𝑔
𝐵

𝑁2

𝐹𝑎𝑡2

𝑚𝑔
𝐺

2𝑚𝑔
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Exercício 09 

(continuação)

𝐴

D.C.Ls.
𝑀𝑡

𝑁1

𝐹𝑎𝑡1

𝑚𝑔

𝑋𝐴

𝑌𝐴

𝐵

𝑁2

𝐹𝑎𝑡2

𝑚𝑔

𝑋𝐵

𝑌𝐵

𝐺𝑋𝐴

𝑌𝐴

𝑋𝐵

𝑌𝐵

2𝑚𝑔

𝑚𝑎Ԧ𝑖 = 𝑋𝐴 − 𝐹𝑎𝑡1
Ԧ𝑖 + 𝑁1 − 𝑌𝐴 − 𝑚𝑔 Ԧ𝑗

ቊ
𝑚 ሶ𝜔𝑅 = 𝑋𝐴 − 𝐹𝑎𝑡1

0 = 𝑁1 − 𝑌𝐴 − 𝑚𝑔

ሶ𝐻𝑂 = 𝑀𝑂
𝑒𝑥𝑡

𝐻𝐴 = −𝐽𝑧𝜔𝑘  ⇒ ሶ𝐻𝐴 = −𝐽𝑧 ሶ𝜔𝑘 𝑀𝐴
𝑒𝑥𝑡 = −𝐹𝑎𝑡1

. 𝑅𝑘

⇒ −𝐽𝑧 ሶ𝜔 = −𝐹𝑎𝑡1
. 𝑅

𝜔𝐴 = 𝜔𝐵 = −𝜔𝑘

𝑚 Ԧ𝑎𝐺 = 𝑅𝑒𝑥𝑡

𝑚𝑎Ԧ𝑖 = 𝐹𝑎𝑡2
− 𝑋𝐵 Ԧ𝑖 + 𝑁2 − 𝑌𝐵 − 𝑚𝑔 Ԧ𝑗

ቊ
𝑚 ሶ𝜔𝑅 = 𝐹𝑎𝑡2

− 𝑋𝐵

0 = 𝑁2 − 𝑌𝐵 − 𝑚𝑔

2𝑚𝑎Ԧ𝑖 = 𝑋𝐵 − 𝑋𝐴 Ԧ𝑖 + 𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 − 2𝑚𝑔 Ԧ𝑗

ቊ
2𝑚 ሶ𝜔𝑅 = 𝑋𝐵 − 𝑋𝐴

0 = 𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 − 2𝑚𝑔

Ԧ𝑎𝐺 = Ԧ𝑎𝐴 = Ԧ𝑎𝐵 = 𝑎Ԧ𝑖 = ሶ𝜔𝑅Ԧ𝑖 ⇒

Ԧ𝑣𝐺 = Ԧ𝑣𝐴 = Ԧ𝑣𝐵 = 𝑣Ԧ𝑖 = 𝜔𝑅Ԧ𝑖

ሶ𝜔𝐴 = ሶ𝜔𝐵 = − ሶ𝜔𝑘

𝐽𝑧𝐴
= 𝐽𝑧𝐵

= 𝐽𝑧 

𝐻𝐵 = −𝐽𝑧𝜔𝑘  ⇒
ሶ𝐻𝐵 = −𝐽𝑧 ሶ𝜔𝑘 𝑀𝐵

𝑒𝑥𝑡 = 𝐹𝑎𝑡2
. 𝑅 − 𝑀𝑡 𝑘

⇒ −𝐽𝑧 ሶ𝜔 = 𝐹𝑎𝑡2
. 𝑅 − 𝑀𝑡

𝐻𝐺 = 0  ⇒
ሶ𝐻𝐺 = 0 𝑀𝐺

𝑒𝑥𝑡 = 𝑌𝐵 − 𝑌𝐴 𝐿𝑘

⇒ 0 = 𝑌𝐵 − 𝑌𝐴

𝑎 = ሶ𝜔𝑅

10 incógnitas: 𝐹𝑎𝑡1
, 𝐹𝑎𝑡2

, 𝑁1, 𝑁2, 𝑋𝐴, 𝑋𝐵 , 𝑌𝐴, 𝑌𝐵 , ሶ𝜔 𝑒 𝑎

12 equações: algumas são L.D.

4𝑚𝑎Ԧ𝑖 = 𝐹𝑎𝑡2
− 𝐹𝑎𝑡1

Ԧ𝑖 + 𝑁1 + 𝑁2 − 4𝑚𝑔 Ԧ𝑗

ቊ
4𝑚 ሶ𝜔𝑅 = 𝐹𝑎𝑡2

− 𝐹𝑎𝑡1

0 = 𝑁1 + 𝑁2 − 4𝑚𝑔

1

2

3

4

5

6

10

11

7

8

12

9
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Exercício 09  

(continuação)

De (7):

10 incógnitas: 𝐹𝑎𝑡1
, 𝐹𝑎𝑡2

, 𝑁1, 𝑁2, 𝑋𝐴, 𝑋𝐵 , 𝑌𝐴, 𝑌𝐵, ሶ𝜔 𝑒 𝑎

𝐹𝑎𝑡1
=

𝑚𝑅

2
ሶ𝜔

De (8): 𝐹𝑎𝑡2
= 𝑀𝑡 −

𝑚𝑅

2
ሶ𝜔

Substituindo em (10):

4𝑚 ሶ𝜔𝑅 = 𝑀𝑡 −
𝑚𝑅

2
ሶ𝜔 −

𝑚𝑅

2
ሶ𝜔 ⇒ ሶ𝜔 =

𝑀𝑡

5𝑚𝑅2

Substituindo ሶ𝜔 acima:
𝐹𝑎𝑡1

=
𝑀𝑡

10𝑅
𝐹𝑎𝑡2

=
9𝑀𝑡

10𝑅

Substituindo em (1) e (3):

𝑋𝐴 =
3𝑀𝑡

10𝑅
𝑋𝐵 =

7𝑀𝑡

10𝑅

Substituindo em (9) : 𝑎 =
𝑀𝑡

5𝑚𝑅

𝑌𝐴 = 𝑌𝐵De (12):

Substituindo em (6) : 𝑌𝐴 = 𝑌𝐵 = 𝑚𝑔

Substituindo em (2) e (4): 𝑁1 = 𝑁2 = 2𝑚𝑔

Análise: utilizei 10 equações:
(7), (8), (10), (9), (1), (3), (12), (6), (2) e (4)➔ OK!

Análise: A força de atrito na roda dianteira é a responsável por acelerar o 
veículo. Ela é proporcional ao torque aplicado pelo motor.

A força de atrito na roda traseira resiste ao movimento. Ela causa a 
aceleração angular da roda traseira, compatível com o movimento do 
veículo e compatível com o rolamento sem escorregamento.

Análise: Para garantir que o veículo não esteja “cantando pneu” precisamos 
verificar a Lei de Coulomb. Isto irá limitar o torque máximo que podemos 
aplicar às rodas sem “cantar pneu”:

⇒
9𝑀𝑡

10𝑅
≤ 2μmg ⇒𝐹𝑎𝑡2

≤ 𝜇𝑁2 𝑀𝑡 ≤
20

9
𝜇𝑚𝑔𝑅



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 – Dinâmica dos Corpos Rígidos – Revisão 18                      Página 68

Exercício 09 

(continuação)

Proposta: 

Resolva o problema aplicando o TMA às rodas com um pólo que não é mais coincidente com os centros de 
gravidade das rodas mas sim coincidente com os seus respectivos pontos de contato com o solo.

Observe que o pólos agora não são coincidentes com pontos fixos dos corpos nem são idênticos aos centros de 
gravidade dos mesmos.

Tome cuidado redobrado então ao aplicar as expressões da Quantidade de Movimento Angular e do TMA.

Verifique que a expressão do TMA se simplifica pelo fato da aceleração do ponto do corpo coincidente com o 
pólo ser paralela ao vetor que o liga até o baricentro do corpo (a aceleração do ponto de contato do disco com o 
solo é normal ao plano de contato, na mesa direção então do vetor que o liga ao baricentro).
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Exercício 10
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Exercício 10  (continuação)

𝐹𝐴𝐵

𝐹𝐴𝐵

𝐹𝐴𝐵

𝐹𝐴𝐵

𝑣𝐵
𝑣𝐵𝑠𝑒𝑛𝜃 = ሶℎ
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Exercício 10  (continuação)

Proposta: Calcule as forças:

- Força na barra AB
- Normais em B e C
- Força de atrito em C
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Exercício 11
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Exercício 11  (continuação)

Observação: A barra permanece encostada, 
ela não deve girar, assim a aceleração 
angular ሶ𝜔 deve ser nula.

𝑁

2𝑚𝑔

4𝑚𝑔
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Exercício 12



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 – Dinâmica dos Corpos Rígidos – Revisão 18                      Página 75

Exercício 12  (continuação)

TMA na barra, polo em G:

TMB na barra:

Barra irá começar a girar no sentido horário.

Veja sinal da aceleração angular da barra.

ሶΩ

ሶ𝜔
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Exercício 13
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Exercício 13  (continuação)

Como o disco rola sem escorregar: Ԧ𝑣𝑂 = ሶ𝑥Ԧ𝑖 = 𝜔𝑅Ԧ𝑖 𝜔 =
ሶ𝑥

𝑅

𝐹𝑎𝑡

𝑚𝑔

𝑁

𝑘 𝑥 − 𝑥0
Aplicando o TEC no disco: Δ𝑇 = 𝜏𝑒𝑥𝑡

Δ𝑇 =
3

4
𝑚 ሶ𝑥2 − 𝑇0

𝜏𝑒𝑥𝑡 = 𝑚𝑔 𝑥 − 𝑥0 𝑠𝑒𝑛𝛼 −
𝑘

2
𝑥 − 𝑥0

2

3

4
𝑚 ሶ𝑥2 − 𝑇0 = 𝑚𝑔 𝑥 − 𝑥0 𝑠𝑒𝑛𝛼 −

𝑘

2
𝑥 − 𝑥0

2

Derivando em relação ao tempo:

3

2
𝑚 ሶ𝑥 ሷ𝑥 = 𝑚𝑔 ሶ𝑥𝑠𝑒𝑛𝛼 − 𝑘 𝑥 − 𝑥0 ሶ𝑥

ሷ𝑥 =
2

3
𝑔𝑠𝑒𝑛𝛼 −

𝑘

𝑚
𝑥 − 𝑥0

ሶ𝜔 =
ሷ𝑥

𝑅

Assim: ሶ𝜔 =
2

3𝑅
𝑔𝑠𝑒𝑛𝛼 −

𝑘

𝑚
𝑥 − 𝑥0

ሶ𝜔 =
2

3𝑅
𝑔𝑠𝑒𝑛𝛼 −

𝑘

𝑚
𝑥 − 𝑥0 𝑘

𝑇 =
1

2
𝑚 ሶ𝑥2 +

1

2

𝑚𝑅2

2

ሶ𝑥

𝑅

2

𝑇 =
3

4
𝑚 ሶ𝑥2

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣𝑂

2 +
1

2
𝐽𝑧𝑂𝜔2 =

1

2
𝑚 ሶ𝑥2 +

1

2

𝑚𝑅2

2
𝜔2

Ԧ𝑖

Ԧ𝑗

𝜔 =
ሶ𝑥

𝑅

Proposta:

Encontre a aceleração angular 

utilizando TMB e TMA.

Determine também Fat e N.
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𝐹𝑎𝑡

𝑚𝑔

𝑁

𝑇 =
3𝑚𝑟2

4
𝜔2

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣𝐺

2 +
1

2
𝐽𝑧𝐺𝜔2 =

1

2
𝑚(𝜔𝑟)2+

1

2

𝑚𝑟2

2
𝜔2

𝜏𝑒𝑥𝑡 = 𝑚𝑔 𝑅 + 𝑟 (𝑠𝑒𝑛𝜃0 − 𝑠𝑒𝑛𝜃)

3𝑚𝑟2

4
𝜔2 = 𝑚𝑔 𝑅 + 𝑟 (𝑠𝑒𝑛𝜃0 − 𝑠𝑒𝑛𝜃)

𝜔2 =
4𝑔 𝑅 + 𝑟

3𝑟2
 (𝑠𝑒𝑛𝜃0 − 𝑠𝑒𝑛𝜃)

𝑚 Ԧ𝑎𝐺 = 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝐹𝑎𝑡 Ԧ𝑡 + 𝑚𝑔𝑠𝑒𝑛𝜃 − 𝑁 𝑛

Ԧ𝑎𝐺 = ሶ𝑣𝐺 Ԧ𝑡 +
𝑣𝐺

2

𝑅 + 𝑟
𝑛

𝑚
𝑣𝐺

2

𝑅 + 𝑟
= 𝑚𝑔𝑠𝑒𝑛𝜃 − 𝑁

𝑁 = 𝑚𝑔𝑠𝑒𝑛𝜃 −
𝑚𝜔2𝑟2

𝑅 + 𝑟

𝑁 =
𝑚𝑔

3
(7𝑠𝑒𝑛𝜃 − 4𝑠𝑒𝑛𝜃0)

Δ𝑇 = 𝜏𝑒𝑥𝑡 Ԧ𝑣𝐺 = 𝜔𝑟Ԧ𝑖

𝑝/𝑁 = 0

𝜃∗ = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛
4

7
𝑠𝑒𝑛𝜃0

Exercício 14

𝑛 Ԧ𝑡
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Ԧ𝑣𝐺 = 𝑅 + 𝑟 ሶ𝑢 = 𝑅 + 𝑟 ሶ𝜃 Ԧ𝜏

Ԧ𝑎𝐺 = 𝑅 + 𝑟 ሷ𝜃 Ԧ𝜏 − 𝑅 + 𝑟 ሶ𝜃2

Exercício 14 (solução alternativa)

Sugestão: alternativamente escrever a aceleração do baricentro em coordenadas polares.

ሶ𝑢 = ሶ𝜃𝑘 ∧ 𝑢 = ሶ𝜃 Ԧ𝜏

ሶԦ𝜏 = ሶ𝜃𝑘 ∧ Ԧ𝜏 = − ሶ𝜃𝑢

Ԧ𝑣𝐺 = −𝜔𝑟 Ԧ𝜏 Ԧ𝑣𝐺 = ሶ𝜃(𝑅 + 𝑟) Ԧ𝜏

ሶ𝜃 = −
𝜔𝑟

(𝑅 + 𝑟)

𝐺 − 𝑂 = (𝑅 + 𝑟)𝑢

𝑢Ԧ𝜏

Ԧ𝑎𝐺 = 𝑅 + 𝑟 ሷ𝜃 Ԧ𝜏 −
𝜔2𝑟2

(𝑅 + 𝑟)
𝑢

ሶ𝜃2 =
𝜔2𝑟2

(𝑅 + 𝑟)2

Ԧ𝑎𝐺 = 𝑅 + 𝑟 ሷ𝜃 Ԧ𝜏 −
𝜔2𝑟2

(𝑅 + 𝑟)
𝑢

−𝑚
𝜔2𝑟2

𝑅 + 𝑟
= −𝑚𝑔𝑠𝑒𝑛𝜃 + 𝑁

TMB projetado na direção radial:

𝑁 =
𝑚𝑔

3
(7𝑠𝑒𝑛𝜃 − 4𝑠𝑒𝑛𝜃0)
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Atrito de Rolamento
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Uma bola de boliche é lançada na pista com ato de movimento inicial de translação com velocidade 
inicial 𝑣0. Imediatamente começa a atuar o atrito de escorregamento e a bola começa a rolar e 
escorregar sobre a pista. Num determinado momento  a bola entra em rolamento puro. Analise o 
movimento em todas as suas fases. Mostre a necessidade da consideração de um modelo de atrito de 
rolamento para explicar perda de energia cinética após a bola entrar em rolamento puro. Dado o 

momento de inércia de uma esfera maciça: 𝐽𝑧𝐺
=

2𝑚𝑅2

5
.

Exercício - Apresentação do Atrito de Rolamento

𝑣0

𝐺

𝐴
𝜇

 𝐶𝑜𝑒𝑓. 𝑑𝑒 𝑎𝑡𝑟𝑖𝑡𝑜 𝑑𝑒
 𝑒𝑠𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑔𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜

Instante Inicial:

𝑅
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𝐺

𝐴

D.C.L.

𝑚𝑔

𝑁

𝐹𝑎𝑡

Aplicando o TMB: 𝑚 Ԧ𝑎𝐺 = 𝑅𝑒𝑥𝑡

𝑚 Ԧ𝑎𝐺 = −𝐹𝑎𝑡Ԧ𝑖 + 𝑁 − 𝑚𝑔 Ԧ𝑗

Como está escorregando: 𝐹𝑎𝑡 = 𝜇𝑁

ቊ
𝑚𝑎𝐺 = −𝐹𝑎𝑡 = −𝜇𝑁

0 = 𝑁 − 𝑚𝑔 𝑁 = 𝑚𝑔⇒

⇒ 𝑎𝐺 = −𝜇𝑔 Ԧ𝑎𝐺 = −𝜇𝑔Ԧ𝑖

Integrando no tempo a aceleração do baricentro:

𝑎𝐺 =
𝑑𝑣𝐺

𝑑𝑡
= −𝜇𝑔 ⇒ 𝑑𝑣𝐺 = −𝜇𝑔𝑑𝑡 ⇒ න

𝑣0

𝑣𝐺

𝑑𝑣𝐺 = − න
𝑜

𝑡

𝜇𝑔𝑑𝑡 ⇒ 𝑣𝐺 = 𝑣0 − 𝜇𝑔𝑡

Integrando no tempo a velocidade do baricentro:

𝑣𝐺 =
𝑑𝑥𝐺

𝑑𝑡
= 𝑣0 − 𝜇𝑔𝑡 ⇒ 𝑑𝑥𝐺 = 𝑣0 − 𝜇𝑔𝑡 𝑑𝑡 ⇒ න

0

𝑥𝐺

𝑑𝑥𝐺 = න
𝑜

𝑡

𝑣0 − 𝜇𝑔𝑡 𝑑𝑡 ⇒ 𝑥𝐺 = 𝑣0𝑡 −
1

2
𝜇𝑔𝑡2

Exercício (continuação)

Análise: para a direita, diminui com o tempo➔ OK!
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Aplicando o TMA: ሶ𝐻𝐺 = 𝑀𝐺
𝑒𝑥𝑡

𝐻𝐺 = 𝐽𝑧𝐺
𝜔𝑘  ⇒ ሶ𝐻𝐺 = 𝐽𝑧𝐺

ሶ𝜔𝑘

𝑀𝐺
𝑒𝑥𝑡 = −𝐹𝑎𝑡 . 𝑅𝑘 = −𝜇𝑚𝑔𝑅𝑘

⇒ 𝐽𝑧𝐴
ሶ𝜔𝑘 = −𝜇𝑚𝑔𝑅𝑘

ሶ𝜔 = −
1

𝐽𝑧𝐴

𝜇𝑚𝑔𝑅

𝐽𝑧𝐺
=

2𝑚𝑅2

5

ሶ𝜔 = −
5𝜇𝑔

2𝑅
ሶ𝜔 = −

5𝜇𝑔

2𝑅
𝑘

Integrando no tempo a aceleração angular:

𝜔 = −
5𝜇𝑔

2𝑅
𝑡

ሶ𝜔 =
𝑑𝜔

𝑑𝑡
= −

5𝜇𝑔

2𝑅
⇒ 𝑑𝜔 = −

5𝜇𝑔

2𝑅
𝑑𝑡

⇒ න
𝑜

𝜔

𝑑𝜔 = −
5𝜇𝑔

2𝑅
න

𝑜

𝑡

𝑑𝑡 ⇒

Pela fórmula de Poisson:

Ԧ𝑣𝐴 = Ԧ𝑣𝐺 + 𝜔 ∧ 𝐴 − 𝐺 = 𝑣0 − 𝜇𝑔𝑡 Ԧ𝑖 −
5𝜇𝑔

2𝑅
𝑡𝑘 ∧ −𝑅Ԧ𝑗

Ԧ𝑣𝐴 = 𝑣0 −
7

2
𝜇𝑔𝑡 Ԧ𝑖

Instante de tempo em que entra em rolamento puro:

𝑡∗  Τ𝑝 𝑣𝐴 = 0: 0 = 𝑣0 −
7

2
𝜇𝑔𝑡∗ ⇒ 𝑡∗ =

2𝑣0

7𝜇𝑔Análise: sentido horário ➔ OK!

Análise: sentido horário ➔ OK!

Análise: para a direita, diminui com o tempo➔ OK!

Deslocamento e velocidade angular no instante em 
que entra em rolamento puro:

𝑥𝐺
∗ =

12𝑣0
2

49𝜇𝑔
𝜔∗ = −

5𝑣0

7𝑅
𝑣𝐺

∗ =
5𝑣0

7

Exercício (continuação)
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𝑣0

𝐺

𝐴

Instante Inicial:
Ato de movimento de translação

𝑅
𝑣𝐺𝐺

𝐴

Rolando e 
escorregando:

𝑅

𝑣𝐴

𝑣𝐺𝐺

𝐴 ≡ 𝐶𝐼𝑅

Depois de entrar em 
rolamento puro:

𝑅

𝑣𝐴 = 0

𝐺

𝐴

D.C.L.

𝑚𝑔

𝑁
𝐹𝑎𝑡

Após entrar em rolamento puro a força de atrito não realiza mais trabalho. 
Assim não há mais forças realizando trabalho e então não pode haver 
variação da energia cinética.
Então, com esta modelagem de D.C.L., a roda permaneceria em movimento 
indefinidamente e precisaríamos dizer que 𝐹𝑎𝑡 = 0.
Precisamos então de outra modelagem para explicar a desaceleração da 
roda após a mesma entrar em rolamento puro. 

Exercício (continuação)
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Apresentamos então a modelagem do atrito de rolamento.

No rolamento entre um corpo e uma superfície surge um momento de atrito de rolamento que é 
proporcional à força normal entre as duas superfícies e que se opõe ao sentido do rolamento 
relativo entre elas.

O coeficiente de proporcionalidade é chamado de coeficiente de atrito de rolamento e é função 
da natureza das superfícies em contato. Quanto mais rígidas (indeformáveis) forem as superfícies 
menor será este coeficiente.

Em geral o efeito do atrito de rolamento é bem menor do que o do atrito de escorregamento, o 
que explica ser muito mais fácil deslocar um corpo rolando-o do que escorregando-o.

O coeficiente de atrito de rolamento não é adimensional como o coeficiente de atrito de 
escorregamento. 
Ele tem dimensão de comprimento.

Exercício (continuação) Atrito de Rolamento
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Fisicamente este efeito pode ser explicado pela deformação local 
das superfícies em contato que faz a força de contato entre elas 
se deslocar um pouco avante ao que seria a posição de contato 
pontual teórica.

𝑅 = 𝑁 + Ԧ𝐹𝑎𝑡
𝜌

𝑀𝑧𝐺
= −𝐹𝑎𝑡. 𝑅 + 𝜌𝑁

𝐺

𝑀𝑎𝑡 = 𝜌𝑁

Define-se assim o momento 
de atrito de rolamento:

Onde 𝝆 é o coeficiente de 
atrito de rolamento.

Atrito de Rolamento

𝑀𝑎𝑡

Exercício (continuação)
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𝐺

𝐴

D.C.L.

𝑚𝑔

𝑁
𝐹𝑎𝑡

𝑀𝑎𝑡

Refazendo então na nova modelagem:

Nada muda no equacionamento do TMB entre o instante inicial e o 
instante em que o rolamento puro vai se iniciar:

𝑚 Ԧ𝑎𝐺 = 𝑅𝑒𝑥𝑡

𝑚 Ԧ𝑎𝐺 = −𝐹𝑎𝑡Ԧ𝑖 + 𝑁 − 𝑚𝑔 Ԧ𝑗

Como está escorregando: 𝐹𝑎𝑡 = 𝜇𝑁

ቊ
𝑚𝑎𝐺 = −𝐹𝑎𝑡 = −𝜇𝑁

0 = 𝑁 − 𝑚𝑔 𝑁 = 𝑚𝑔⇒

⇒ 𝑎𝐺 = −𝜇𝑔 Ԧ𝑎𝐺 = −𝜇𝑔Ԧ𝑖

Integrando no tempo a aceleração do baricentro:

𝑎𝐺 =
𝑑𝑣𝐺

𝑑𝑡
= −𝜇𝑔 ⇒ 𝑑𝑣𝐺 = −𝜇𝑔𝑑𝑡 ⇒ න

𝑣0

𝑣𝐺

𝑑𝑣𝐺 = − න
𝑜

𝑡

𝜇𝑔𝑑𝑡 ⇒ 𝑣𝐺 = 𝑣0 − 𝜇𝑔𝑡

Integrando no tempo a velocidade do baricentro:

𝑣𝐺 =
𝑑𝑥𝐺

𝑑𝑡
= 𝑣0 − 𝜇𝑔𝑡 ⇒ 𝑑𝑥𝐺 = 𝑣0 − 𝜇𝑔𝑡 𝑑𝑡 ⇒ න

0

𝑥𝐺

𝑑𝑥𝐺 = න
𝑜

𝑡

𝑣0 − 𝜇𝑔𝑡 𝑑𝑡 ⇒ 𝑥𝐺 = 𝑣0𝑡 −
1

2
𝜇𝑔𝑡2

Exercício (continuação) Atrito de Rolamento
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Alterações começam a acontecer no 
equacionamento do TMA, pois agora há o 
momento de atrito de rolamento:

ሶ𝐻𝐺 = 𝑀𝐺
𝑒𝑥𝑡

𝐻𝐺 = 𝐽𝑧𝐺
𝜔𝑘  ⇒ ሶ𝐻𝐺 = 𝐽𝑧𝐺

ሶ𝜔𝑘

𝑀𝐺
𝑒𝑥𝑡 = −𝐹𝑎𝑡 . 𝑅 + 𝑀𝑎𝑡 𝑘 = −𝜇𝑚𝑔𝑅 + 𝜌𝑚𝑔 𝑘

⇒ 𝐽𝑧𝐴
ሶ𝜔𝑘 = −𝜇𝑚𝑔𝑅 + 𝜌𝑚𝑔 𝑘

ሶ𝜔 = −
𝑚𝑔

𝐽𝑧𝐴

𝜇𝑅 − 𝜌

𝐽𝑧𝐺
=

2𝑚𝑅2

5

ሶ𝜔 = −
5𝑔

2𝑅
𝜇 −

𝜌

𝑅
ሶ𝜔 = −

5𝑔

2𝑅
𝜇 −

𝜌

𝑅
𝑘

Integrando no tempo a aceleração angular:

𝜔 = −
5𝑔

2𝑅
𝜇 −

𝜌

𝑅
𝑡

ሶ𝜔 =
𝑑𝜔

𝑑𝑡
= −

5𝑔

2𝑅
𝜇 −

𝜌

𝑅
⇒ 𝑑𝜔 = −

5𝑔

2𝑅
𝜇 −

𝜌

𝑅
𝑑𝑡

⇒ න
𝑜

𝜔

𝑑𝜔 = −
5𝑔

2𝑅
𝜇 −

𝜌

𝑅
න

𝑜

𝑡

𝑑𝑡 ⇒

Pela fórmula de Poisson:

Ԧ𝑣𝐴 = Ԧ𝑣𝐺 + 𝜔 ∧ 𝐴 − 𝐺 = 𝑣0 − 𝜇𝑔𝑡 Ԧ𝑖 −
5𝑔

2𝑅
𝜇 −

𝜌

𝑅
𝑡𝑘 ∧ −𝑅Ԧ𝑗

Ԧ𝑣𝐴 = 𝑣0 −
7

2
𝜇 −

5𝜌

2𝑅
𝑔𝑡 Ԧ𝑖

Instante de tempo em que entra em rolamento puro:

𝑡∗  Τ𝑝 𝑣𝐴 = 0: 0 = 𝑣0 −
7

2
𝜇 −

5𝜌

2𝑅
𝑔𝑡∗

⇒

𝑡∗ =
2

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

𝑣0

𝑔

Análise: aumentando o coeficiente de 
atrito de rolamento, aumenta t*, isto é 
leva mais tempo para entrar em 
rolamento puro ➔ OK!

Exercício (continuação) Atrito de Rolamento
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Obtêm-se a velocidade angular no instante em que entra em rolamento puro:

𝑥𝐺
∗ =

2𝑣0
2

𝑔

6𝜇 −
5𝜌
𝑅

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

2

𝜔∗ = −
5𝑣0

𝑅

𝜇 −
𝜌
𝑅

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

E também o deslocamento do baricentro no instante em que entra em rolamento puro:

𝑥𝐺 = 𝑣0𝑡 −
1

2
𝜇𝑔𝑡2

𝜔 = −
5𝑔

2𝑅
𝜇 −

𝜌

𝑅
𝑡

𝑡∗ =
2

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

𝑣0

𝑔

Sendo então instante de tempo em que entra em rolamento puro:

Válido enquanto rola e 
escorrega, isto é, entre o 
tempo inicial e t*.

Válido enquanto rola e 
escorrega, isto é, entre o 
tempo inicial e t*.

Exercício (continuação) Atrito de Rolamento
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Após entrar em rolamento puro o equacionamento é outro pois não há 
mais escorregamento e assim a força de atrito a partir de então é < 𝝁𝑵!

𝑚 Ԧ𝑎𝐺 = −𝐹𝑎𝑡Ԧ𝑖 + 𝑁 − 𝑚𝑔 Ԧ𝑗

ቊ
−𝑚 ሶ𝜔𝑅 = −𝐹𝑎𝑡

0 = 𝑁 − 𝑚𝑔 𝑁 = 𝑚𝑔ሶ𝜔 =
𝐹𝑎𝑡

𝑚𝑅

ሶ𝐻𝐺 = 𝑀𝐺
𝑒𝑥𝑡

𝐻𝐺 = 𝐽𝑧𝐺
𝜔𝑘  ⇒ ሶ𝐻𝐺 = 𝐽𝑧𝐺

ሶ𝜔𝑘

𝑀𝐺
𝑒𝑥𝑡 = −𝐹𝑎𝑡 . 𝑅 + 𝑀𝑎𝑡 𝑘 = −𝑚 ሶ𝜔𝑅2 + 𝜌𝑚𝑔 𝑘

⇒ 𝐽𝑧𝐴
ሶ𝜔𝑘 = −𝑚 ሶ𝜔𝑅2 + 𝜌𝑚𝑔 𝑘

7𝑅2

2
ሶ𝜔 = 𝜌g ⇒ ሶ𝜔 =

2𝜌𝑔

7𝑅2
ሶ𝜔 =

2𝜌𝑔

7𝑅2
𝑘

𝜔 = 𝜔𝑘 ሶ𝜔 = ሶ𝜔𝑘 Ԧ𝑣𝐺 = Ԧ𝑣𝐴 + 𝜔𝑘 ∧ 𝑅Ԧ𝑗 = −𝜔𝑅Ԧ𝑖

Análise: anti-horário ➔ OK!

Análise: observe que o sinal 
de 𝜔 é negativo e assim Ԧ𝑣𝐺  é 
para a direita ➔ OK!

𝑚 Ԧ𝑎𝐺 = 𝑅𝑒𝑥𝑡

Integrando no tempo a aceleração angular:

ሶ𝜔 =
𝑑𝜔

𝑑𝑡
=

2𝜌𝑔

7𝑅2
⇒ 𝑑𝜔 =

2𝜌𝑔

7𝑅2
𝑑𝑡

⇒ න
𝜔∗

𝜔

𝑑𝜔 =
2𝜌𝑔

7𝑅2
න

𝑡∗

𝑡

𝑑𝑡 ⇒ 𝜔 − 𝜔∗ =
2𝜌𝑔

7𝑅2
𝑡 − 𝑡∗

⇒ 𝜔 = 𝜔∗ +
2𝜌𝑔

7𝑅2
𝑡 − 𝑡∗

𝜔 = −
5𝑣0

𝑅

𝜇 −
31𝜌
35𝑅

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

+
2𝜌𝑔

7𝑅2
𝑡

Exercício (continuação) Atrito de Rolamento



Prof. Leandro V. da S. Macedo – PME 3100 Mecânica 1 – Dinâmica dos Corpos Rígidos – Revisão 18                      Página 91

Instante de tempo em que entra em repouso:

𝑡∗∗  Τ𝑝 𝜔 = 0:

0 = −
5𝑣0

𝑅

𝜇 −
31𝜌
35𝑅

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

+
2𝜌𝑔

7𝑅2
𝑡∗∗

𝑡∗∗ =
35𝑣0𝑅

2𝜌𝑔

𝜇 −
31𝜌
35𝑅

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

Análise: para coeficiente de atrito 
de rolamento nulo 𝑡∗∗ → ∞ ➔ OK!

Velocidade do Baricentro:

Ԧ𝑣𝐺 = −𝜔𝑅Ԧ𝑖 ⇒ Ԧ𝑣𝐺 = 5𝑣0

𝜇 −
31𝜌
35𝑅

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

−
2𝜌𝑔

7𝑅2
𝑡 Ԧ𝑖 

Distância total percorrida pelo baricentro até entrar 
em repouso:
Integrando no tempo a velocidade do baricentro:

Válido durante o rolamento puro, isto é, 
entre o tempo t* em que entrou em 
rolamento puro até chegar ao repouso.

𝑣𝐺 =
𝑑𝑥𝐺

𝑑𝑡
= 5𝑣0

𝜇 −
31𝜌
35𝑅

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

−
2𝜌𝑔

7𝑅2
𝑡

𝑑𝑥𝐺 = 5𝑣0

𝜇 −
31𝜌
35𝑅

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

−
2𝜌𝑔

7𝑅2
𝑡 𝑑𝑡

න
𝑥𝐺

∗

𝑥𝐺
∗∗

𝑑𝑥𝐺 = න
𝑡∗

𝑡∗∗

5𝑣0

𝜇 −
31𝜌
35𝑅

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

−
2𝜌𝑔

7𝑅2
𝑡 𝑑𝑡

𝑥𝐺
∗∗ = 𝑥𝐺

∗ + ተ5𝑣0

𝜇 −
31𝜌
35𝑅

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

𝑡 −
𝜌𝑔

7𝑅2
𝑡2

𝑡∗

𝑡∗∗

Por favor façam as substituições...
Obrigado!
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𝑥𝐺
∗ =

12𝑣0
2

49𝜇𝑔

𝜔∗ = −
5𝑣0

𝑅

𝜇 −
𝜌
𝑅

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

𝜔∗ = −
5𝑣0

7𝑅

𝑡∗ =
2𝑣0

7𝜇𝑔
𝑡∗ =

2

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

𝑣0

𝑔

𝑡∗∗ = ∞

𝑥𝐺
∗ =

2𝑣0
2

𝑔

6𝜇 −
5𝜌
𝑅

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

2

Desconsiderando atrito de rolamento: Considerando atrito de rolamento:

𝑣𝐺
∗∗ =

5𝑣0

7

𝑡∗∗ =
35𝑣0𝑅

2𝜌𝑔

𝜇 −
31𝜌
35𝑅

7𝜇 −
5𝜌
𝑅

𝑣𝐺
∗∗ = 0

𝑥𝐺
∗∗ → ∞

Em MRU após t*.

Instante em que entra em 
rolamento puro:

Velocidade angular no 
instante em que entra em 
rolamento puro:

Distância percorrida até 
entrar em rolamento puro:

Instante em que entra em 
repouso:
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Desconsiderando atrito de rolamento:

pista de boliche: 17 metros

m 1,5 [kg]

R 0,15 [m]

m 0,2

 0 [m]

v0 10 [m/s]

g 9,81 [m/s
2
]

t* 1,46 [s]

vg* 7,14 [m/s]

xg* 12,48 [m]

𝜌 = 0𝑚
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Cconsiderando atrito de rolamento:

𝜌 = 0,001𝑚 = 1𝑚𝑚

pista de boliche: 17 metros

m 1,5 [kg]

R 0,15 [m]

m 0,2

 0,001 [m]

v0 10 [m/s]

g 9,81 [m/s
2
]

t* 1,49 [s]

vg* 7,14 [m/s]

xg* 12,73 [m]
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Cconsiderando atrito de rolamento:

𝜌 = 0,05𝑚 = 50𝑚𝑚

pista de boliche: 17 metros

m 1,5 [kg]

R 0,15 [m]

m 0,2

 0,05 [m]

v0 10 [m/s]

g 9,81 [m/s
2
]

t* -7,65 [s]

vg* 7,14 [m/s]

xg* -133,79 [m]
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Observação: 

8 varíáveis.
Arbitrar 4 delas e 
resolver para as 
demais.

Rotação em torno de eixo fixo – Balanceamento de RotoresExercício

(continuação)
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