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- Capitulo 3 do Livro Texto** (Cremasco):

Estudar todos os subcapitulos, com excecao do 3.5.3.

E, relembrar da primeira aula os conceitos de:

- Concentragoes: C, p;, W,, X; € V..

—
Vi

<l

- Velocidades médias: vi e

T OT*

- Edefluxo: m, N, j, J., j

e

<

Em sistemas binarios, i = A e B.

** Disponivel em
https://fdocumentos.tips/document/fundamentos-de-
transferencia-de-massa-cremasco.html
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Equacédo da continuidade massica de um soluto A;

Equacéo da continuidade de sistema binario;

Equacéo da continuidade do soluto A em termos da lei ordinaria da difusao;

SimplificacGes da equacao da continuidade;
CondicGes de contorno;

Exercicios.
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= A Equacao da continuidade de massa de um
soluto (A) deriva do balanco de taxa de
massa, que em termos gerais é:

\ J | )
I

Taxa de efluxo massico Taxa de icumulo de

Massa




= .
= Em termos literal:

4 A

taxa de massa
gue entra

L no VC )

4 N
taxa de massa
gue sai
do VC
\ _/

I+

/

taxa de

~

perda/acumu-

lo no VC

J

I+

-

~

taxa de
producéao/

perda no VC
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= Em termos literal:

4 N N 4 N O N
taxa de massa taxa de massa taxa de taxa d~e
que entra | - que sai * | perdasacamu- ns prgdUGaS//C =0
no VC do VC lo no VC peraa no
\ 2N _ \ NG _/

Reacao quimica
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= Considerando o seguinte elemento de volume:

f
‘ Valume de confrole

Ay

\




2 _ _ N
= Considerando o seguinte elemento de volume:

f
‘ Valume de confrole

/
/|

Ay

Jemmmmmn= e
o /‘AZ

= Equeny = py Uy, portanto as taxas
- (vazdo) podem ser calculadas: 14A




" Assim, a taxa liquida de efluxo (entra - sai) no O
VC sera:

" Em X: 77iA,x AyAZ|yipx — 7_iA,x AyAz|, (1)




" Assim, a taxa liquida de efluxo (entra - sai) no O
VC sera:

" Em X: 77iA,x AyAZ|yipx — 7_iA,x AyAz|, (1)

"= EmY: ﬁA,y AXAZ|y+Ay — ﬁA,y AXAZly (2)




" Assim, a taxa liquida de efluxo (entra - sai) no O
VC sera:

" Em X: 77iA,x AyAZ|yipx — 7_iA,x AyAz|, (1)

"= EmY: ﬁA,y AxAZ|y+Ay — ﬁA,y AXAZly (2)

S P""
- Em Z: ﬁA,Z AxAylz+AZ - ﬁA,Z AxAY|Z ‘,aglp‘f“'ﬁ;‘ 2

N




- ™~

A taxa de acumulo/perda pode ser calculada
pela taxa de variacao da concentracao
massica de A no tempo.

- s (4)




= A taxa de acumulo/perda pode ser calculada
pela taxa de variacao da concentracao
massica de A no tempo. Como isso dara
kg/m3h, para calcular a vazao temos que
multiplicar pelo volume do VC (m3):

. 24 pAxAyAz - (4)




= E ataxa de producdao/perda é dada também
como kg/m?3h, ou seja, também tem que ser
multiplicada pelo volume do VC (m?3):

2 ry AxAyAz  (5)

= Onde r,''é a taxa de producdo/perda
de A por reacao quimica.




Essa modelagem so é valida para o caso onde a
reacao ocorre em todo VC, homogeneamente.
Senao, vejamos o0 que ocorre, na transversal de

AZ:

PA >>pa 2 Nyy

I ~
Se r,”" ocorresse apenas aqui




~ ™~

Aplicando as equacdes 1 a 5 na equacao da
conservacao de massa:

nA,x Ay Az x+Ax nA,x Ay Az x T

Mgy AXAZ|yipy — Ng, AxAZ], +

ﬁ)A,z A3‘:Ay|z+Az o ﬁ)A,z AxAle




= Aplicando as equacoes 1 a 5 na equacao da
conservacao de massa:

nA,x Ay Az xX+Ax nA,x Ay Az x T

Tiap AXAY|en; — g, DxAYl, +L4 Axlybz




= Aplicando as equacoes 1 a 5 na equacao da
conservacao de massa:

nA,x Ay Az xX+Ax nA,x Ay Az x T

Tiap AXAY|en; — g, DxAYl, +L4 Axlybz
-1, AxAyAz = 0 (6)




/

= Dividindo essa equacao 6 pelo volume de VC:

—

NAx |x+Ax_ Max |x

(VC = AxAyAz)

Ax

—

Az |Z+AZ_

77iA,z | z

Az

\




“ = E, finalmente, tomando o limite A > 0: e

on on on 0
Ax | A,y_l_ A,z_l_ PA TA” — 0 (8)

dx dy 0z ot




= E finalmente, tomando o limite A =2 O:

ongyx | onay 014, . 0pa nro__
\ax L 9y T az" ot ra = 0 (8)

Mas,

ax p =¥ 4 A2 — g,
dx dy 0z

Onde V é o operador Divergente.




M Logo, a Equacao da continuidade de A fica: O

0pas |, o= I
atA FVnyg =1, (10)

Ou em termos molar:

ZA4 UNy= Ry (11)

Onde R}'é molar: moles/m3h.
\
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As equacoes da continuidade nas coordenadas

retangulares:

0P
ot

oc,
ot

_I_

_I_

_8(11 i ) . ﬁ(n A,y)+ on,

Ox oy 0z

\




" u

Em coordenadas cilindricas: o
6PA n la(rnd,r)_l_ 1 a(nd,ﬂ)_l_ 6nf1,z =FA (14)
Ot r  or rsen@ 06 Oz
8CA 4 l a(rNA,r)_l_ 1 a(NA,B)_I_ aNA,z _ RA (15)
ot r or rsen@ 060 0z




" u

-V

Em coordenadas cilindricas:

apA + la(rnd,r)_l_ 1 )
ot ro or rs 00

—_ + ?
Ot r or rsei@ 00

oC, {1 orN,,) 1




" u

p,
Ot

ac,
ot

_|_

_I_

1 ﬁ(rzn A,,,)

1 6(38?1 6n ,4,9) N

Em coordenadas esféricas:

1 on,,

_|_

B G(er A,r)

r* Or

_|_

2
r or rsen

1 6(Sen£9NM)

00

rsend O¢ |

1 ON,,

rsent

00

_|_
rsend 0¢ |

=ry 6

\
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" u

OpP.4
Ot

oC,
ot

Em coordenadas esféricas

_|_

--------------------

_I_

(rZNA=’)+ 1 O G’NA,&)+ 1 91’614/,,,,,,__

rsen




“= Parao componente B, a abordagem é a mesma,’
e portanto, a sua equacao da continuidade é:

apB + VnB =15 (18)

Ou

2Bt Ny = Ry’ (19)




= Agora, vamos trabalhar com sistema binario [ex.:
solucao formada por soluto (A) e solvente (B)]. A
respectiva EC sera obtida pela soma das EC de
cada componente:

0pa dpp — = == I 1,
» » Vng+ Vng = 1y rg (20)




= Agora, vamos trabalhar com sistema binario [ex.:
solucao formada por soluto (A) e solvente (B)]. A
respectiva EC sera obtida pela soma das EC de
cada componente:

N
VnA -

N
B VnB —

,r/{ll

" (20)

= Como a soma das derivadas é a derivada da

dpa , 0pB

ot ot
soma:
d(pat+ pB)

ot

+ V(#y + 7ig) = 13"




/
= Vimos na primeira aulaque: py + pg = p

\




/
= Vimos na primeira aulaque: py + pg = p

" Mas, e V(#i, + 7ig) ?

\




o )
= Vimos na primeira aulaque: py + pg = p

" Mas, e V(#i, + 7ig) ?
= VVimos também que:
Ny + Mg = pavs+ ppvp (22)




" VVimos na primeira aula que: p4, + pg = p
" Mas, e V(#i, + 7ig) ?

= Vimos também que:

My +7g = pavs + pgvs (22)
E, que do conceito da velocidade média massica,
temos:

N VAi+pPRVR
U = PAVATPBVRB (23)
PAt PB




/
= Portanto:

PU = pal4 + PpVg =

—

n

(24)




= N
= Portanto:

PU = pavs + pgUg =1 (24)

1 i,

E, entao, a equacgao 20 fica,comr, = —1g :

ap - =
” Vn=0 (25)

L+ V(D) =0 (26)




~ )
" Fazendo uma analise vetorial na equacao 26:

Vipd) = B.Vp+ pV  (27)




—
" Fazendo uma analise vetorial na equacao 26:

\

Vipd) = B.Vp+ pV  (27)

E, substituindo essa equacao 27 na equacao 26:

ap

P \7,0 + p\7v =0 (28)




“Da definicao da derivada substantiva (deum
escalar):

Dp_ 00, 55
Dt at \7,0 (29)




“Da definicao da derivada substantiva (deum
escalar):

Dp_ 00, 55
Dt at \7,0 (29)

Logo, a equacao 28 pode ser apresentada assim:

D—‘:+p.\7ﬁ=o (30)




= Quando as EC forem escritas em molar, as
respectivas equacoes 25 e 26, ficam assim:

a—f+ VN =Ry +Ry (31)

4+ V(CV)= Ry'+Ry' (32)

rr rr’

Porque R, # —Rjp




= ECde A em termos de Difusao

Recordando: a equacao da difusao é conhecida
como a Lei de Fick:

—

My = —pDagVwy = —DapVp, (33)




= ECde A em termos de Difusao

Recordando: a equacao da difusao é conhecida
como a Lei de Fick:

ng = —pDagVwy = —DygVp, (33)
Ou Equacao de Fick Generalizada:

ng = —pDagVwy + wy(ng +ng) (34).

2 (é’:?




Trabalhando o termo da direita da equacao 34
[ws(n4 + ng)] com o conceito da velocidade
média massica verificamos que a soma dos fluxos
ny + ng=pv.




Trabalhando o termo da direita da equacao 34
[ws(n4 + ng)] com o conceito da velocidade
média massica verificamos que a soma dos fluxos
ny + ng=pv.

Entao, a equacao 34 pode ficar assim:

—

s = —pDagVwy + pa¥  (35)

Pois, wWap = py




2 N
Entao, substituindo a equacao 35 na equacao

10, temos:

d — — - I
;tAI V(=pDagVwy + pav) = 14 (36)

Que pode ser reapresentada da seguinte forma




/

" Em termos massico:

0 I
PA + V(paD) = V(pDABVWA) +1, (37)

ot

= Em termos molar:

244 V(CaV) = V(CDasTxs) + Ry’ (38)




~® Descrevendo as contribuicdes: N\
apA — N — —
= V(pa¥) = V(pDapVwy) + 14"

= Em termos molar:

oC — — — —

—4 + V(C,V) =V(CDspVx,y) + Ry
\_'_I l Y J l Y J \ )
Acumulo Contribuicao Contribuicao Producao

convectiva difusiva ou perda




= Simplificacoes da EC: Primeiro caso - Regime
transiente, temperatura e pressao constantes
no meio onde ocorre a TM, com velocidade
constante, e sem reacao quimica.

~ 0 = N = = 7
Entao ;tA V(pAv)=\7(DABVPA) %4




= Simplificacoes da EC: Primeiro caso - Regime
transiente, temperatura e pressao constantes
no meio onde ocorre a TM, com velocidade
constante, e sem reacao quimica.

~ 0 = N = = 7
Entao ;tA V(pAv)=\7(DABVPA) %4

Portanto: constante

LA L B Upa=DupV(Vpy) (3ot




= Como V.V = V72, conhecido como Laplaciano,
a equacao 39 pode ser apresentada assim:

0
pA + V. V(PA) = D,gV%p,y | (40)

Essa equacao deve ser usada se quiser estudar a difusao do sal

para dentro do rio Amazonas, por exemplo.




Segundo caso - Regime transiente, temperatura e
pressao constantes no meio onde ocorre a TM,
com velocidade nula (TM em solidos ou meios
imobilizado), e sem reacao quimica.

%41 U.(CaV) = F(DasPCa) + B’




Segundo caso - Regime transiente, temperatura e
pressao constantes no meio onde ocorre a TM,
com velocidade nula (TM em solidos ou meios
imobilizado), e sem reacao quimica.

%41 U.(QAV) = F(Das¥Ca) + B’




Segundo caso - Regime transiente, temperatura e
pressao constantes no meio onde ocorre a TM,
com velocidade nula (TM em solidos ou meios

imobilizado), e sem reacao quimica.

%4 1 U.(QAV) = F(DasCa)
Portanto

aa% —_ DABVZCA (41)

Conhecida como equac¢ao da difusao.

1
A




Terceiro caso - Regime permanente, temperatura
e pressao constantes no meio onde ocorre a TM,
com velocidade constante, e sem reacao quimica.

aac“: V(C4V) = V(DABVCA)+§/




Terceiro caso - Regime permanente, temperatura
e pressao constantes no meio onde ocorre a TM,
com velocidade constante, e sem reacao quimica.

‘ZA F V(C4V) = V(DapVCy) + Qfl




Terceiro caso - Regime permanente, temperatura
e pressao constantes no meio onde ocorre a TM,
com velocidade constante, e sem reacao quimica.

‘ZA F V(C4V) = V(DapVCy) + Qﬁ

Portanto: constantes

- N 5
V. VCA —_ DABV CA (42)

Essa equacao sera util no estudo da camada limite.




Quarto caso - Regime permanente, temperatura e
pressao constantes no meio onde ocorre a TM,
com velocidade nula (TM em sélidos ou meios
imobilizado), e sem reacao quimica.

apA - > - - I/
FET V(pav) = V(DABV,DA) %




Quarto caso - Regime permanente, temperatura e
pressao constantes no meio onde ocorre a TM,
com velocidade nula (TM em sélidos ou meios
imobilizado), e sem reacao quimica.

a A - > - - I/
%t + V(pav) = V(DABV,DA) T %




Quarto caso - Regime permanente, temperatura e
pressao constantes no meio onde ocorre a TM,
com velocidade nula (TM em sélidos ou meios
imobilizado), e sem reacao quimica.

a A - > - - I/
%t + V(pav) = V(DABV,DA) T %




Quarto caso - Regime permanente, temperatura e
pressao constantes no meio onde ocorre a TM,
com velocidade nula (TM em sélidos ou meios
imobilizado), e sem reacao quimica.

a A - > - - I/
%t + V(pav) = V(DABV,DA) T %

Portanto: D,gV4p, = 0




Quarto caso - Regime permanente, temperatura e
pressao constantes no meio onde ocorre a TM,
com velocidade nula (TM em sélidos ou meios
imobilizado), e sem reacao quimica.

a A - > - - I/
%t“ V(pav) = V(DABV,DA) %

Portanto: D4gV*ps = 0, logo V?p, = 0] (43),_




Quarto caso - Regime permanente, temperatura e
pressao constantes no meio onde ocorre a TM,
com velocidade nula (TM em sélidos ou meios
imobilizado), e sem reacao quimica.

a A - > - - I/
%t“ V(pav) = V(DABV,DA) %




Uma outra abordagem desse ultimo caso, que
sera motivo das proximas aulas, considera a EC
como as equacoes 10 e 11:

a#AI_)_)—/’ a%lﬁ_)_e/”
Be Vn,= r{ ou 7 VNy,= Rj

Que se apresentam assim:
ﬁ'fl}A =0 ou ﬁﬁA = () (433)

Nesse caso, serao necessarias simplificacoes

da equacao generalizada de Fick.




Um olhar especial na equacao 10:

0C

_a: — DABVZCA
Ou

dp4

— 2 =D,=V?

it ABY " PA




fquagéo da difusao em coordenadas retangulares\:

dpa _ 0°pa , 0%°pa , 9°pa
o~ Dap(Gz dy? 9720 (443)

/ Z~X=Y




fquagéo da difusao em coordenadas retangulares\:

dpa _ 0°pa , 0°pa
W‘DAB(ayZ F 5520 (44b)

X>Z=Y

N

e .Y




dpa

=D
3t AB

072

0°pa

(44c)

]

fquagéo da difusao em coordenadas retangulares\:

Z2<<Y=xZ
Placa Plana




/

Equacao da difusao em coordenadas cilindricas: B

0pa _ . 10pg , 0°pg , 1 0py
ot DAB(&ZZ " r or | 9rz @ 2 69) (453)




/Equagéo da difusao em coordenadas cilindricas: B
0pa _  19pa , 9%pa , 1 P4
ot DAB( 622 Cr ar  or2 rZ/ae) (45a)
=T




E

/

dat

0 10
PA — DAB(_ PA

guacao da difusao em coordenadas cilindricas: o

r oOr

Z >>r (10x)

L 0°py
| arz) (45Db)




/Equagéo da difusao em coordenadas cilindricas:

dpa

- = Dag

r

(==

0°pa
0z2

Z<<r

\

(45¢ = 44c)

Placa Plana




Equacao da difusao em coordenadas esféricas:

0p4 10 . 20pa
ot DAB [r2 or (T or

+ 0 enH% +\1\ (46a)
r2senf 06 5, r Senm

> 32 = Daslz5, (2541 (asb) é

EHJUIST




V. Condicdes de contorno

~ = CondicOes de contorno: )
0pa 0°pa C.=f
—_— - (Z!t)
Py DAB 3,2 (45C) /A
Ou s > k/ >y
0Cy» 0°%Cy
— =D 4
ot aB 5,2 (46) N I
> Z




V. Condicdes de contorno

~ = CondicOes de contorno: )
0pa 0°pa C.=f
2 — = f(z,t)
Py DAB 3,2 (45C) /A
Ou > k/ >,
0Cy» 0°%Cy
— =D 4
ot AB 5,2 (46) N
> Z
1 condic&o — condicao inicial




V. Condicdes de contorno

~ = CondicOes de contorno:

\

0pa _ 0°p 4
Py = DAB 3,2 (45C)
Ou s >
0Cq 0°%Cy
ot DAB 972 (46) Z:o

2 condi¢cdes — condicdo de superficie,

|

. ~ . . .

ocorre a difusao)

ou de simetria (no centro do meio onde




= Condicao inicial
E necessdrio se conhecer o valor da concentracio
de A no meio onde ocorre a difusao.

Em t < 0 nao ocorre difusao, portanto,emt=0a
concentracao deve ser constante e homogénea
no meio.

Se escreve assim:
Cl: t=0-2>C,=C,
ou t=0"2 pa=pPao




" Condicao de contorno 1

E necessario se conhecer o valor da concentracdo
de A na superficie externa do meio, por onde A esta
entrando ou saindo.

a) Quando se conhece o valor experimentalmente,
ou pela literatura:

CCl: em | z=Z-2 C,=C,
ou [r=R—=>C,=C,
p/gases |2=7Z2 y,=Y,




@ Quando se pode calcular o valor da O
concentracao por modelos termodinamicos:

- Para sistemas gasosos:

em(z=7Z > y, =Y = po/P

Onde p, é a pressao parcial de A e P= pressao total




b) Quando se pode calcular o valor da
concentracao por modelos termodinamicos:

- Para sistemas gasosos:

em(z=27Z 2 y, =Yas = P/P

Onde p, é a pressao parcial de A e P= pressao total

- Para sistema liquido, solucao ideal:

em|(z =Z =2 X, = Xpq = Pas/P°

Onde p,. é a pressdo de vapor da soluci s
p° é a pressao de saturacao (do solvente-puter—




~ - Para fronteira em sistema liquido-gasoso: N\

Utilizar correlacdes envolvendo Leis de Raoult,
de Dalton, dos Gases ldeais, etc, que
correlacionem x, com y,.




~ - Para fronteira em sistema liquido-gasoso: N\

Utilizar correlacdes envolvendo Leis de Raoult,
de Dalton, dos Gases ldeais, etc, que
correlacionem x, com y,.

YA, lado gasoso - YA, lado liquido
YA, 1ado gasoso

ou

YA, lado liquido By 1ado gasoso_
P YA, 1ado liquido

ou




Constante de Henry H (em bar) para gases selecionados em agua para pressoes
baixas a moderadas (para 0 g4s i, H = P;ago gasoso Vi ado liquido) (d€ Mills, 1995;

Tabela A.21) U
Soluto 290 K 300 K 310K 320 K 330 K 340K
H,S 440 560 700 830 980 1140
CO, 1280 1710 2170 2720 3220 -
0, 38000 45000 52000 57000 61000 65000
H, 67000 72000 75000 76000 77000 76000
CcO 51000 60000 67000 74000 80000 84000
Ar 62000 74000 84000 92000 99000 104000
N, 76000 89000 101000 110000 118000 124000

L




~ R

- Para fronteira em sistemas

solido-fluido: —

Fase solida

< CAZS

Cpic™
ALS Fase fluida




~ ™~

- Para fronteira em sistemas

solido-fluido: —

Fase solida

< CAZS

Emz=7Z-> C,;.=Kp Cpye

Cpic™
ALS Fase fluida

Onde Kp € o coeficiente de particao,
ou de distribuicao.




¢) Quando nao se tem condicoes de determinar e
nem calcular a concentracao de A, mas se conhece
o fluxo na fronteira (em z = Z) de um sistema
solido-fluido, por exemplo.

Condicao de fluxo:
- Fluxo entrando/saindo do meio de difusao (in):

Ni| = —Dgp 2| (47)
zZ=Z

z=7 ap 6z




¢) Quando nao se tem condicoes de determinar e
nem calcular a concentracao de A, mas se conhece
o fluxo na fronteira (em z = Z) de um sistema
solido-fluido, por exemplo.

Condicao de fluxo:
- Fluxo entrando/saindo do meio de difusao (in):

7 . dC 4
NA‘z=Z o _Dap 0z

Z=7Z
- Fluxo saindo/entrando no meio de difusd;

=250

. A R e !
Ny = k,,(CA,, — CA,,,) (48) 1AL
EZ2EAJUSE




~"lgualando as equacodes 48 e 49: )
dC»y _
_Dap 9z Z=Z_ km(CAZS - CAZOO) (49)




~"lgualando as equacodes 48 e 49: )
dC»y _
_Dap 9z Z=Z_ km(CAZS - CAZOO) (49)

Sabendo que C,;= Kp C,,s 2 Cu,c= Coi/Kp, entdo




~"lgualando as equacodes 48 e 49: )
dC»y _ _
_Dap 9z Z=Z_ km(CAZS CAZOO) (49)

Sabendo que C,;= Kp C,,s 2 Cu,c= Coi/Kp, entdo

= hn(Cus/Kp = C, ) (50)

7=




lgualando as equacodes 48 e 49:

=k,(C_—C ) (49)
7=7 A2s A200

Sabendo que C,,.= Kp C,,c =2 C,,c= C,1/Kp, entdo

= kyn(Cays/Kp — C_ ) (50)

zZ=/




~Rearranjandoaequacao 51: ™~

_ k.
Z= Z DapKp

GCA
0z

(C.,~ Ca1s) (52)

Onde C:f Kp Ch200-




Rearranjando a equacao 51:

9C 4 k

52 |,y Dupkp (C,, ~ Ca1s) (52)

Onde C:f Kp C400- Multiplicando a equagao 52

pela semi-espessura (s) do meio de difusao:

%i/,l ey Bl (C., = Ca1s)| (53)

Onde Bi,, € numero de Biot de massa:
sk,

DapKp

Bi,=




“Recordando: )

S/Dayp
Kp/k_

Biy, =

Ou seja

Bi,,= Resisténcia interna/resisténcia externa




= Condicao de contorno 2

Considerando uma placa plana, a segunda
superficie pode ser o meio da placa. E, dado
gue os fluxos em ambas as faces sejam iguais, o
meio da placa constitui um ponto de simetria.




= Condicao de contorno 2

Considerando uma placa plana, a segunda
superficie pode ser o meio da placa. E, dado
gue os fluxos em ambas as faces sejam iguais, o
meio da placa constitui um ponto de simetria.

C .= f(z,1)
| <1 .  Entao, nessa situacgao:
TLAé enA

acC
Emz=0->—%=
0z




/Para coordenadas radiais (esfera ou cilindro):

\

Lim(Cp)

r—0

Emr=0- = finito




Entao, poderemos agora, resolver as equacoes
diferenciais para poder calcular o fluxo ou o
perfil de concentracao de A no espaco e no
tempo e da concentracao média no tempo :

[C, = f(z,t) D C, = (1))




= Para exercitarem:

1)

3)

Demonstrem detalhadamente a equacao 35
a partir da equacao 34 (ultimo termo da
direita).

Demonstrem que as equacoes da difusao em

coordenadas radiais sao similares na esfera e
no cilindro.

Reflitam sobre a relagao entre Bi,, e Re ===

Oz
4y,
s 7 . 2
4 'S —i‘ .,;‘v




= Boa semana a todos e a todas...
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