Meétodo de Nyquist




Motivacao

Determinacao e medida da estabilidade absoluta e
relativa, que outros métodos nao conseguem fazer.

Aplicavel a funcoes de transferéncias transcen-
dentais ou determinadas experimentalmente.

Obs.: plano-s (P(s))~> plano dos

polos e zeros!!! P(s) p1 X
(plano-s)
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Funcoes Complexas




Funcoes Complexas

» Como s= 0O + w), para representar G(s) sao
necessarios dois planos:
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A derivada de G(s) no ponto so € dada por:

daG| . G(s)-G(so)
ds _IersTo] S—S0

S=S0

Se a derivada existe no interior de uma regido do
plano complexo, onde os extremos sao finitos e
definidos, G(s) ¢é dita analitica nesta regiao.

Pontos de G(s) que nao sao analiticos, sao

chamados pontos singulares ou singularidades de
G(s). Todo polo de G(s) ¢ uma singularidade.



Definicoes

Um curva fechada num plano complexo é uma
curva continua que comeca e termina num mesmo
ponto. Ex.: curva fechada no W(s)

Re(G)




Definicoes

Re(G)




Definicoes




Definicoes

Origem fora da regiao
contornada.

Re(G)




Definicoes




Definicoes

g ) Uma curva fechada da n vezes na origem positivamente

quando a reta que liga a origem a um ponto da curva percorrer

nx360° no sentindo horario.
Uma volta positiva ao

Im ( G) redor da origem.

Re(G)



Definicoes

(2)

Im(G)

Volta negativa ao redor da
Origem.

+

Re( é)




Definicoes

Voltas liquidas: No= nxSH-mxSAH

No=-11

A

Im(G)
v,
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Propriedades da Transformada G(s)

Para G(s) analitica, a transformacao é:
Univoca

A transformada € conforme: angulos e orientacao
relativas no plano-s sao preservadas no plano
complexo do contradominio (y(s)).

Transformada conforme=>» trajetéria fechada no
plano-s = trajetoria fechada no plano y(s).



Transformada conforme
P(s)

y i jim (6]




Teorema de Cauchy

» Também conhecido como Principio do Argumento

“ O numero de voltas (No) num contorno
fechado ao redor da origem do plano yp(s) é
igual ao numero de zeros (Zo) menos o
numero de polos (Po) de G(s) que sao
contornados por uma curva fechada no
plano-s:

No= Zo-Po. ”




Teorema de Cauchy

» Tlustracao: P( S)

A (‘)j (plano-s)

Dominio



Teorema de Cauchy

» Tlustracao: IP(S)

SH

Contra-dominio



Teorema de Cauchy (cont.)

» Se a origem é contornada no sentido horario pela
curva no plano y(s), entao No>0, caso contrario

No<O, isto é, a origem ndo é contornada ou é
contornada negativamente (SAH).

Im(G)— yp(s)




Critério de Estabilidade de Nyquast
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R(s)

FTMA : GH(s)
G

1+GH
®d(s)=1+GH(s)=0

s Polosde N e ]

FTMF:T(s) =




Critério de Estabilidade de Nyquist

21

Para estabilidade em MF sabemos que os polos de MF,
portanto os zeros de @(s), devem estar todos no semi-
plano esquerdo do plano-s (P(s)), isto é, devem ter todos
parte real negativa.

Nyquist propos um critério de estabilidade baseado no
teorema do argumento de Cauchy e nos planos P(s) e
w(s). Ele criou uma curva fechada englobando todo o
semi-plano direito de P(s) e usando a equacao
caracteristica @(s) para criar a imagem em w(s) pode
associar os zeros e polos contornados em P(s) com oS
contornos da origem em w(s). A curva fechada em P(s) ¢
conhecida como o Caminho de Nyquist.



Caminho de Nyquist

7\
22

jw
Plano-s




Caminho de Nyquist

1. trecho ab: ] y 0 < w < w,
2. trecho bc :

s = lim (jw, + pe’?), —90° <9<90°
p—>0

3.trecho cd: s=jw y Wo < W < o

4. trecho def : s= lim(Re’?), 90° <@ <-90°

R—>

5. trecho fg:  s=jw , —c < W < =W,

6. trecho gh:
s = lim(—jw, + pe’?), —90° <9 <90°
p—>0 :

7.trecho hi: s=jw y W < W <O

8. trecho ija : s=1in})(pef"), —90° <9 <90°
Pr>




Caminho de Nyquist

O Caminho de Nyquist ¢ a curva fechada C no plano-
s, que contorna todos os pontos no semi-plano
direito. Se G(s) tem polos no eixo imaginario ou na
origem, a curva C contorna estes pontos com
pequenas circunferéncias de raio p->0.

O raio R de C tende para infinito: R 20, de modo
que a curva engloba todo o semi-plano direito do
plano-s. Evidentemente, a curva C contornara todos
os polos e zeros de G(s) que estiverem no semiplano
direito.



Critério de Estabilidade de Nyquist

Im(®D)

JW
I Plano-s Pelo Teorema de Cauchy (argumento) :
N =2Z,-P,=3-152

e D(s) '\
| Re((D)




Critério de Estabilida6de de Nyquist
Cauchy: N =Z_—P,

(Obs. : Z_ =zeros de ®(s) = polos de MF)

Nyquist : para estabilidade Z_ =0
—> N, =—P,

Isto e, para estabilidade, 0 nUmero de voltasao

redor da origem no sentido anti - horario (SAH)

doplano-¥(s) deveser igual ao numero de polos

Instaveis da equacao caracteristica d(s).

Obs : O sistema doslide anterior seria instavel

em MF (voltas positivas ao redor da origem)!



Critério de Estabilidade de Nyquist
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N (s) D+KN
D(s) D
= polos de GH(s) = polosde @(s) - D(s) =0
(polos de MA = polos da equacao caracteristica).

1) &(s)=1+GH(s) =1+ K —2

2) @(s)=1+GH(s)=0= GH(s)=-1.

Ao invés de olharmos as voltasde @(s)ao redor da origem
do plano-¥(s) podemos olhar as voltasde GH(s) ao redor
do ponto -1do plano-¥(s).



Critério de Estabilidade de Nyquist

Considerando: GH(s)=-1

“Um sistema de controle em malha
fechada é estavel se e somente se:

N1 < =Pcu

isto é, o numero de voltas ao redor do ponto -1
no plano complexo w(s) seja nulo ou
negativo (sentido anti-horario) e igual ao
numero de polos instaveis da funcao de
transferéncia de malha aberta (GFH(s))”



Critério de Estabilidade de Nyquist

jw
(j Plano-s Im(GH)

N\
Qi

GH(s)

Pelo Critériode Nqust
sistema em Malha Fechada instavel
(-1 contornado positivamente)




Critério de Estabilidade de Nyquist

Se N1>0 (ponto -1 contornado positivamente) =>
SISTEMA INSTAVEL.

Se a FTMA (GH(s)) for instavel, isto é, possuir Pcn
polos instaveis no semiplano direito de e

|Si%rl1G|‘|(S)_Cte (sistema  fisico), entdo, para
estabilidade em Malha Fechada, o dlagrama de
Nyquist deve contornar o ponto -1 no plano

Pcu vezes no sentido anti-horario.

Se Peca=0 (FTMA estavel) o sistema em MF
estavel se e somente se N1=0 (isto é, -1 nao
contornado em

e
e



Critério de Estabilidade de Nyquist

Quando N1<o0, o ponto -1 nao € contornado positivamente

'-
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Ni1i=-2

N
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Diagramas polares e Diagramas de
Nyquist

G(s) com s= 0+ wj.

No caso especial em que o0 = 0, G(w)) é a funcao de
transferéncia senoidal. O plano-s torna-se a reta do
eixo imaginario. G(wj) pode ser descrita no contra-
dominio em funcao de uma unica variavel, a
frequéncia @w. Com o auxilio da reta wj) do plano-s,
constroem-se os diagramas polares no plano y(s).

Usando s= o + wj constroem-se os diagramas de
Nyquist, que sao todos curvas fechadas em i (s).

Os ‘softwares’ como Matlab ou Scilab constroem
apenas os diagramas polares. Quando eles forem
abertos deverao ser fechados ‘manualmente’, através
de métodos analiticos ou graficos.



Funcoes Complexas: ex. 3D




Diagramas polares

6(jw) = |6 ()| Lagw) = |G(jw)le/®

Im(G) p(s)

Re(G)




Diagramas polares
GJw) = G(Jw)G,(jw) %
Gw)| = 1G,(w)||Gz(w)|
2G(jw) = P = pJ(P1+jP2)
2G(jw) = £G1(jw) + 2G,(jw)
G1t

G2 D D1

G162




FT senoidal na forma de Bode:
Funcao de transferéncia com polos e zeros reais:
36
Seja:
K(s+z)s+2,)

(s+ p Ns+ p,Ns+ p;)
K(jo+zNjo+2,) |

(jo+pNjo+p, jo+p,)
Forma de Bode:

G,(jo) = Kl21|(j %1|+1)|22|(j %ﬂ +1)
| IOJJ( J %1 |+1)||O2|( J %2|+ 1j| p3|( J %3 * 1)

— FT senoidal —»

Gl (S) —

_)Gl(ja)) =




FT senoidal na forma de Bode:

Funcao de transferéncia com polos e zeros reais:

G,(jo) = Nzlzz(j %ﬂ +1j(j %gl +1j
P, P, pg(i %1 |+1)(j %2 |+1j(i %3|+1j

Seja: K, = Rz, — cte de Bode.

(j %fl)(j “p. |+1)(j %Jlj




FT senoidal na forma de Bode:
Funcao com par de polos (ou zeros) complexos conjugados:

Polos: B
' 1
GZ(S):SZ+2§a)S+a)2: ‘o
’ n (Sj +£+l
a)n a)n
FT senoidal na Forma de Bode:
. 1
G,(jw)=+ 5 =
1—(”] 120 Y
a)n a)n
Zeros:
_ , _
1-(”} 120 Y
_ a)n a)n
Gs(Ja)) == -



FT senoidal na forma de Bode

Funcao de transferéncia genérica:
39

Kdi[(lﬂ%j

(J'w)”"li[(1+ 17 ppjll[ 1—[”j2 vor @

G(Jw) =

obs:meN: N =012, 3...

ﬁ‘zi‘

K; =ganhode Bode =K =+— e R

g

[1|p,|
p=1

- Obs: em geral nao se tem polos ou zeros complexos repetidos.
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Diagramas polares e Nyquist: Formas Gerais
40

a) Sistemas do tipo zero: 12 e 22 Ordem e ordem superior:
Diagramas polares fechados

a.1) 12 Ord: GH(s) = ——> GH(jw) = fw

tan

iy (w) \/1+(w>2 /

Pontos notaveis: Im(GH)
w=0~> GH(w)= 1/ 0°
0,5 Re(GH) 19

: 2 o >
w=1> GH(w)= \E/—45 \}450 o)=0/

=00 > GH(jw)=0/—9o° \ o

W=




Sistemas do tipo zero: 12 e 22 Ordem

Ou usando a curva C

P(s) dAJ(’O Rej@ com R—- o e 8- {_|_900 N _900}
\ Im(GH)
R+ 00
aw"' \ 1c GH(s)
I o GH(jo)
d’=e’=f’ Re(GH "-_“ '
' GH(j‘ooJK }
1 1
GH(S)_H_l_}%i_r)goRejg_l_l \/
d,e, f>|GH| =—=0 6 > {-90° > +90°} !
a2GH(j0)=1 - |[GH|=1 6=0° Mapeamento do eixo

Imaginario positivo



Diagramas polares e Nyquist: Formas Gerais
42

a.2) Sistemas do tipo zero de 22 Ordem e superior:
Diagramas polares fechados

) = 1 _ = — tan~ 1 (2n)
GH(jw) 1-(=2)2420 ) \/[1—(‘”)2]2+(2Z‘°)/ (1 (@)

wn wn

Pontos notaveis: Im(
w=0—2> GH(w)=1 / 0°

w=w, > GHOCO)_ZZ /90

w=> GH(w)= 0 /-180°

w, 2 frequeéncia de ressonancia



Diagramas polares e Nyquist: Formas Gerais
43
Sistemas do tipo um: Diagrama polar aberto uma semicircunferéncia

de raio infinito: GH(s) = pron

P(s) A;
dT’F-:](D\ GH(](U) — (\/(1+7) / 90° — tan™ 1
R.00
2N \e . Pontos notaveis:
IE:‘ l ° w > 0= GH(w) = / 90°

f -/ ® Do > GH(jw) = 0/—180°

Se w cresce entre 0 e «, a razao de amplitude diminui de « até zero e o
angulo de fase diminui continuamente de -90° até -180° =»o contorno
nao corta o eixo negativo, mas aproxima por baixo.




Diagramas polares e Nyquist: Formas Gerais

Myquist Diagram

i' EGU

15




Exemplos

45 A

=0
GH (s) = - ' = GH marginalmente estavel
s(s+1) |s,=-1

Para estabilidade: N, <0 oy

Neste caso, N, = 0 (-1 ndo é contornado positivamente)
—> sistema estavel em MF! \

Y(s)

o




Diagramas polares e Nyquist: Formas Gerais
46

Sistemas do tipo g : Diagrama polar aberto, g semicircunferéncias de
K

raio infinito:g =2 - GH(s) = SZ(TS+1)9K/(ja))2(jTa)+1)
: S K [ e
P(s) dA:](,o GH(jw) = wzm/ tan"? o — tan~! o0 — tan"! T

GH(jw) = -180° -tan! T

K
w?/(Tw)*+1 /

s—2 Pontos notaveis:
w—=> 0= GH(w) =~ [-180°

w 2> = GH(w) = 0/—270°

O termo (Jw)? no denominador contribui com -180° no angulo de fase
total de GH(jw) para o<sw<w. Em w =0, o grafico é assintotico a uma
reta paralela ao eixo real. Em w=, |GH|=>0 e a curva é tangente a um
dos eixos.



Diagramas polares e Nyquist: Formas Gerais

Im(GH)
GH =
(s) s’ (Ts+ 1)
=0
(1' (‘?>O | Nyquistlll‘.liagram
g -1 dc= )=e)
. —— o

w<O0

E—y

Tipo dois—> diagrama
polar aberto, duas semi-
circunferéncias de raio
infinito.

Ponto -1 é contornado duas
vezes positivamente
=>» sistema instavel em MF!

Re(GH)

No=Z0-Po

2=7.0-0

=2 Zeros instaveis na
equacao caracteristica

=> dois polos instaveis em
malha fechada



Diagramas polares e Nyquist: Formas Gerais

48
Tipo trés—> diagrama

polar aberto, trés semicircunfe- N (GH)
réncias de raio infinito.

Ponto -1 contornado
positivamente 2 vezes—> sistema
instavel em MF.

No=Zo - Po
+2=70- 0 .
GH(s) =
() s3(s+1)

Re(GH)




Exercicio para casa:

Fazer o diagrama de Nyquist para:

GH(s) =

s(s—1)

a) verificar a estabilidade absoluta em malha
fechada;

b) Se o sistema for instavel dizer quantos polos de
malha fechada sao instaveis pelo teorema do
argumento;

c) Achar a equacao caracteristica de MF e
determinar seus polos e verificando sua resposta em

b).



Estabilidade Nominal - MIMO




Estabilidade Nominal - MIMO

X = AXx +Be, x(0) =X, (1)

y =Cx+ De (2)

Y(s) = (sl - A) B +DE(s)
FTMA = L(s)

®,(s) =[sl - A]" = Eq.caract.:[sl - A|=0
Fechando a malha com:

e=r-y 3)
X=AX+B_.r,x(0) =X, (4)

A. =[A-B(l+D)"C],comD = —I
@ (s)=[sl -A.|" = Eq.caract.:[sl -A.|=0



Estabilidade Nominal - MIMO

D=0 por facilidade:
sl-A.|=[sl-A|L+1/=0
‘SI _AF‘ _
sI—A
—> Se nao houver cancelamento de raizes:

L+ 1] = 0

L+1=|sl-A.|=0— zerosde|sl - A |= polosde MF
— \L + I\ =0 descreve as caracteristicas de Malha Fechada.
polos de MF = zeros de |L + |



Estabilidade Nominal - MIMO

Seja: Lw) = GK(Gw) com Py polos instaveis:
>N =-P, (Py voltas no SAH ao redor de -1).

“ O sistema em MF com matriz de transferéncia de
malha aberta L(s) com P, polos instaveis é estavel se
e somente se o diagrama de Nyquist do det(L(w))
nao passa pelo ponto -1 e o contorna P, no SAH,
quando s percorre o Caminho de Nyquist”.

Lembrando ainda que nos sistemas MIMO, todas as
Fts tem o mesmo denominador, a mesma equacao
caracteristica.
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