Lugar das Raizes

Motivagdo

O movimento dos polos com os ganhos
Regras para construg¢do do LR
Exemplos

Sintonia de um PID usando o LR



Lugar das'Raizes

“® Motivacdo: As raizes da equacdo caracteristica (polos)
determinam o comportamento do sistema.

G=GcGp= canal direto L=GH= Malhaaberta  T= Malha Fechada

Y(s)

R(s)




Lugar das Raizes

/
T = G GH(S): . K s Polos de b
1+GH S° +2S MA P2= -2
K
T(s)=
(5) s +2s+ K

d(s) =1+ GH(s) =0 — equacao caracteristica.
d(s)=s"+25s+K =0
Conforme K varia os polos se movimentam no plano s:

K=0 =» p1=0 p2=-2 :polos de malha aberta!!
K=1 = pl=p2=-1

K=2 = pl=p2*=-1+j
K=4 = p1=p2*=-1+\3]
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Lugar das Raizes //

d(s)=1+GH(s) =0 4
GH(s)=-1=1/+180 (1)

Todo s que satisfaz (1) pertence ao LR!!
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Lugar aas Raizes

Os polos de MF (zeros de ®(s)) sdo os pontos do plano
s para os quais o vetor GH(s) tem moédulo 1 e fase

+- (2n+1)180°, n=0,1,2..... GH(s) =-1=12+180
Admitindo GH (S) ~ K (S e Zl)(S T Zz) """ (S —Z,
(S_ pl)(s_ pz) """ (S_ pn)

Para um ponto Si qualquer do plano s, cada termo de P(52
GH(s) pode ser representado na forma polar:

(Si T Zl) o Alejal

(Si o Zm) e A‘nejam
(si — P, = Blejﬂl

(Si o pn) T Bnejﬂn



rogaramseRdizes .

GH(S)ZK (S—Zl)(S—ZZ) """ (S_Zm)
(S=P)(S=p,) (8= p,)

GH (s) =|GH|£GH

GH:KQ’;&:Q -

/GH=qa,+a,+a —B,—f,f =S

Os polos de MF sdao pontos do plano-s que satisfazem
as duas condic¢bes a seguir:



satisfazer duas condi

A s
A S A T

coes:

/GH=a,+a,+a_—f—f,- B, =+(2n+1)180°




Lugardas'Raizes -

Em geral, faz-se o tracado do LR inteiramente pela
condicdo de fase (critério dos angulos). Em seguida, com a
condicio de magnitude (critério dos maddulos)
determinam-se os valores do ganho K no diagrama.

Se Peao LR, valea condicao de fase:

&, _181 _:Bz = (2| +1)7T
P—2z]

K 1
P pE D
K = ‘P_ leP_ pz‘
P—z]

Seria muito dificil tracar o lugar das raizes usando o
procedimento anterior. Alternativa, criar regras
comuns: -



Lugar das Raizes

T
1+GH
seja GH (s) = KN(S)
D(s)
N (s) e D(S) polindmios e K um fator de amplificaco (< real).
- GD
D+KN

~®D(s)=D+ KN =0 — equagio caracteristica.

= quando K varia, as raizes de @(s) se movem no planos (P(s))

REGRA : Quando K=0= @(s)=D =0= polosde MF = polosde MA!!!

REGRA : Quando K — o0 : @(s) = KN (S) =0 = polosde MF se aproximam dos zeros de MA.

REGRA : Conforme K aumenta os polosde MA se movimentam em dire¢ao aos zeros de MA.
REGRA : Qualquer ponto pertencente ao LR € um polo de MF possivel.
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Root Locus

1 1 T 1 1 T

Imaginary Axis

K=inf

=1 | | | | |
B -5 -4 -3 2 -1 0
Real Axis 11




Regras basicas para 0'tracado-do LR

Simetria em relacao ao eixo real .

Numero de ramos = NUmero de polos de MA.
Ramos podem se cruzar mas nunca formam um
anco sobre si mesmos.

Ramos comecam nos polos de MA (K=0) e

terminam nos zeros de MA (K= «), Como 0
numero de zeros (m) € menor ou igual ao numero

de polos (n), (n-m) ramos vao para o *© na direcao
de assintotas.

Polos de ordem = g ramos saem deles.
Zeros de ordem g =»q ramos chegam neles




Regras basicas para o tracado do LR

Assintotas:
- - -
(n—m)
- = -
(n—m)
Partem do C.G.de zeros e polos no eixo real :
Zpk ZZ
CG=
- m)

LR no eixo real:

K>0 -2 pontos do eixo real com numero impar de zeros e
polos a sua direita pertencem ao LR.

K<0 - pontos do eixo real com numero par de zeros e
polos a sua direita pertencem ao LR.



Higyhial y ~Aalo

D

Root Locus

ponto de teste

I I

-180°

-

-180°> = multiplo impar de
E LR!




*x = o

O0c = ndo é multiplo impar de
NAO E LR!



Regras basicas pararo.tracado do kR

Pontos de separacao b: ponto do eixo real de chegada
ou saida de dois ou mais ramos, sempre em angulo
reto (pontos de sela no eixo real):

n 1 m
é(b—pkf;(b—z,.

Angulo de partida/chegada em polos/zeros
complexos. Testar cada polo/zero em questao quanto
a condicdo de fase (teste=ponto muito préximo do
polo/zero).

o+ L s —,Bn=180°




Regras basicas para o tracado do LR

Cruzamento do eixo imagindrio:
Teoremas de Routh-Hurwitz:
(n)-ésima linha nula—> determinacao de K.

(n-1)-ésima linha nula:

cs®+d =0

= determinam-se os pontos de cruzamento (c e d
elementos da linha (n-1) do algoritmo de Routh-
Hurwitz).



Exemplo : Modo longitudinal de aviao: Ganho Proporcional
K, +1) v, K(s+1)
s' +3s° +12s” 165, s(s—-1)(s+2+2V3)’

GH (s) = K>0

N
N
N



Modo longitudinalderavido: (cont.)

Regra 2: nimero de ramos = numero de polos = 4

Regra 3: 1 ramo sai de um polo e vai para o zero.
(n-m)=4-1=3 ramos vao na direcdo de assintotas

Regra 5: LR no eixo real:

K>0 =»pontos do eixo real com numero impar de zeros e
polos a sua direita pertencem ao LR.

P

-G — e % -
Regra 3: Assintotas: 18(?1(_2;;1)=6o(2i +1) ....1=0,1....(n-m-1)= 0,1,2
e =0 2060 I=12180 i=22300" = -60°
° CG a Zpi_z Zk_0+1_2_2_(_1) = __2='O,67

n-m 3 3
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Modo longitudinal do avido: (cont.)
Regra 6: Pontos de Separacdo: pontos de sela sobre 0 eixo:
d GH(s) = 0 d K(s+1)
S - 0> =
ds . ds s* + 3s3 + 12s% — 16s

(—3s* — 10s3 — 21s% — 24s + 16) =
(s* +3s3 +12s2 —165)2
s1= 0,46 §2= -2,22  S3=SA*==6;70+LI0Oj

Regra 8: Pontos de cruzamento sobre o eixo imagindrio

e Critério de Routh na Equacao Caracteristica

N
1+GH(s)=O:,~1+K5=O:D+KN=O

s* 4+ 3s3 + 1252 — 165+ K(s+1)=0

S4+353+1252_(K_16)S+K=0 20



Modo longitudinaldosavido: (cont.)

1 12 K
3 6 0
52—K K
3
—K?+59K—832
0
(52—K)
K

Penultima linha inteira de zeros: —K?% + 59K — 832=0

Ki=a3ss  Ko—oas

Formar polinémios com a linha anterioj/r: l

52—-K ik S1=S2*= + 2,56j 83:84*:1,56j
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Modo longitudinaldosavido: (cont.)

Regra 7: angulo de partida (ramos saem!) dos polos complexos

m n
2 : 2 O, = 180
j L

O, — Pp1—DPp1*—Pp2 — Pp3 = 180°

e polo1:

—-Ppl = —-180 + &, — Dp1x — Pp2 — Op3
~®, =180 —tan"12+/3 = 180 — 74 = 106’
~ dpl* = 90"
~®p2 = 180 —tan"1/3 =120°

ST 2\/§

—opl 130 B 1371

dpl ~ —55

22



Exemplo : Modo longitudinal de aviao

GH(S) =

Imaginary Axis

8

K(s+1) = K(s+1)

s*+3s® +1252—165 s(s—1)(s+

Root Locus

/

K>0

2+2./3j)




: ' System G :
S|stema cond|¢|onalmenteésté've'l """"""""""""" 'G'a'ih"3‘5‘8 """"""" vl 1l

Pole D 0053 +2

£ Systerm: 6
Gain: 23.4
: Pole: 0.00789 - 1.57i

""""""""""" S i B
: : ; : : Overshoot (%): 102
; Frequency (radfsec) 1.57
| | | | |
6 b 4 -2 ] 2 4

Real Axis
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LR para definirum P

- Determinac¢do do Ganho Proporcional Kp

K,G

T = i —
1+ K GH D(s)

D, (s)=1+K GH =1+K, % =0

® Fazer o LR determinando um Kp 6timo—> K°



Exemplo : Modo longitudinal de aviao : Ganho Proporcional

KGcil) —
- = - K >0=K”=30
s*+3s°+12s°—-16s °

GH,() =

Root Locus

Gain: 30 ¢

: Paole: -0.146 + 2111
A P sy s e s s s S R S R s i S A G e s R s Dampjng: 00892 ..:
: Overshoat (%): 80.4

: Frequency (rad/sec): 2.11 :
g L N S S ........................... e e X T e e oy TR P AERRTREN | I e R RS ......................... 2

Real Axis 56



Exemplo : Modo longitudinal de aviao : Ganho Proporcional
K +1)
s* +3s®+12s? —16s

—

K >0=K°=30

GH,(s) =

Step Response

15 HR= e § Yo oo e
@ 5
X =) R
= ) !
z !
£ :
< ﬁ
0 o A R B O T ..........................................................
OF--- 8- 4B - P SRR
05k M .......................................................... .
-1 ] i ! ] i
] 5 10 15 20 30 35 40

Time (sec)



LR para definirum Plﬁ/

/

* Determinacdo do Ganho Integral Ki

CI)Z(S):1+(K° +K‘jGH :1+(K° +|<‘sz0
S s /D
CDZ(S):1+(K°N+KiNj=D+KN+KiN=O
D s B D sD
1+ K s -
s(D+K°N)

e Fazer o LR determinando um Ki 6timo—> Ki° 8



Exemplo : Modo longitudinal de aviao: Ganho Integral

(s+1)
1+-GH.(s) =1+ K.
) = 190 1 a0

m ganho Proporcional, nao ha necessidade

K>0=K’=2

Na realidade, pela resposta dos sistema controlado

O Co
d: panhn Infppral Vamos anllraTr fo) nmrpdlmgrof’r%uﬁpp nas.de mndn ilustrativo
e System: G2
e : Gain: 2.06 : v '
ST I TP TRE... NPT Pola: -0.0557 + 2.1i L
: PR ; Damping: 0.027 et :
T Overshoot (%). 919 :
' T~ Frequency (rad/sec): 2.1 e : '
i [ J
s : DR -
-4 = -
f ' '
-B | 0 4 290 |



LR para definir um P/

"¢ Determinac¢do do Ganho Derivativo Kd

R(s)
Y(s)

T

s +dejGH :1+(K°+ = +dejN:O
S S D

O (s)=1+ K°N K. N+Kdﬁs :sD+sK N+K‘N+Kdﬁs=0
D s D D sD D

D, (s) :1+(K° +

s°N

1+ K, =
sD+(K°s+ K?’)N

Fazer o LR determinando um Kd 6timo—=> Kd° 30



Root Locus

System: G3
Gain: 251

Pole: -0.0645 +0.0653i ~
Damping: 0.702
Overshoot (%): 4.5
Frequency (radfsec): 0.0918

Real Axis




_R(s)

250s° + 280s° + 325 + 2

T $° 435"+ 2625° + 26457 + 325 + 2

Polos: /.eros:

-0,9925 +16,08971 -1,0000
-0,9925 -16,08971 -0,0600 + 0,06631
-0,8858 -0,0600 - 0,06631

-0,0646 + 0,06721
-0,0646 - 0,06721

32




Aviio com PID

Step Response

QO
e
g
=
£
<L

Time (sec)
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Real Axis



Imaginary Axis

Root Locus

Real Axis
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Imaginary Axis

0.06

Root

Locus

H TV i SO ......... .......... .......... .........

0,02 Fae s .......... .......... .........

0D | .......... STCRTS

TRRHr TSR SRR ......... ......... .........

T B S L R T T B R TR I T AT S S

|
0.2 018 016 014 012 -0
Real

I i |
N 008 -006 -004 -0.02 0
Axis

()

H, =
S(5s +1)
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Adicao de Zero com PD no canal dire
(GH2) ou na realimentacdo

_(1+08s) _ GH.
S(5s +1)

/
1.5
1
0.
o
=
o
=
= 0
c
=
[
=
-0.!

)

GH,

Root Locus

Real Axis

Obs: o zero “atrai’ o
ramo!
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Amplitude

Adicdo de Zeros

—_—=T2

otep Response

................................................

Obs As FTMA dos 51stemas 2

dlferentes-) mesmo LR, mas

e 3830 iguais, mas as- FTMEF sdo-

............... ,respostasdlferentesnodomlnlo
, ; do tempo. :
i i l ! 1
0 10 20 a0 40 A0 GO

Time (sec)
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Imaginary Axis

Adicdo depolo //

GH, = =
e~ 8(58 +1)(1+0,85)

N ade e Brekat ey eater e BTobar W W e ad A BT e b LAl nE B VA 0TE RO L AN e BoeLaN W et 0 N Eabar W W eade"a RTebark ECaiera nTehaaVNCas ST prepaYENCater e poaia e wSate s e A

o e.a .88 o 8 o a% 8.sie s 8 eee e e s e s 6 sa s 0e s 8 % E.a 880 8 8 e e e eie s e e e s es e oea s s s acePaseseceasseiosecasces et

st ........... ...... ........... Obs:lo po]o “repe]e” o
' ' : - ramq!

e v e wm os a%eee dn ons sie e o ns aie e dn s e see i oss singe (o ns wie‘e K ule s sea wn s w S ae i ons se s R e s wea dn azess see t oss s

T S R E A TR TP PR P I S

5 i i L I i i
35 3 25 5, 1.5 9 05 0 05 1
Real Axis
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~ Adicao de polos e zeros

* Podemos adicionar polos e zeros num sistema de
controlado através dos compensadores que tém a
seguinte funcdo de transferéncia:

Ge— K (s+2)

(5+p)




e

Softwares

Scilab 2 evans(GH)

Matlab = rlocus(GH)



