Seguidores




Introducao

Até aqui estudamos o problema do Regulador, cujo
objetivo € levar o Estado para zero: x(t)—>0. Os
reguladores sao capazes de rejeitar distarbio muito
bem, mas em geral, sao ruins para seguir trajetorias
ou sinais de referéncia na entrada. Para adicionar
esta caracteristica ao controlador é preciso modificar
a lei de controle. Os Seguidores de Referéncia sao
também conhecidos como Rastreadores ou
Traqueadores (“tracking”). Iniciaremos com oS
Rastreadores de Sinais Constantes (tipo degrau).



Rastreadores de Sinais Constantes

Atéaqui:  [X=AX+BU<u=-KX
Y =CX
X =(A-BK)xX

Vamos introduzir no modelo a informacao sobre o
sinal de referéncia x.(t) ou a trajetoria descrita no
tempo que desejamos seguir (rastrear). A maneira
mais direta para isso seria adicionar termos
proporcionais a X.(f) na equacao do controlador.
Podemos tentar usar o erro de rastreamento

e=(x-x,) para gerar a acao de controle:
= u = - K(x-x,)



Rastreadores de Sinais Constantes

A equacio de malha fechada ficaria:
X =(A-BK)x + BKx
F
Com uma escolha adequada dos autovalores de F podemos
levar o erro de rastreamento para zero. No entanto, quando

X, € um sinal constante, como um degrau, o sistema
controlado apresenta erro em regime permanente.




x=ax+bu x(0) = xg (1)
Seja: u=—k(x —x,) (2)
= x = ax — bk(x — x,) com x,=1

= x = (a — bk) x + bk s

5c=fx , x(0) = x,

Aplicando a transformada de Laplace:
bk
sX(s) —xy = fX(s) +?
X bk
_I_
(s—f) s(s—/f)

= X(s) =




Usando o TVF:

X0 bk
11m x(t) = 11m sX(s) = hm S G + s Py
bk -
= x(00) = — — —> Nnao converge para x, = 1

Mesmo impondo x(tr) = x(0) = x, = 1
>bk=—f=—-(a—bk)=>a=0
= sistema sem dinamica.



Rastreadores de Sinais Constantes - SISO

Para que nao ocorra erro em Regime Permanente
(RP) vamos calcular o Estado no RP (xp) € a acao de
controle (upp) que garanta que o erro na variavel
observada (y) seja nulo e vamos forcar o estado x e a
acao de controle a assumirem estes valores. Para isso
a nova lei de controle sera:

U=ugp - K(X-Xgp) (3)

/. o
paraevitar e,p para chegar a trajetoria em RP

obs: 1) u = - Kx + KXgp + Upp

el \ C .
regulador chegar a trajetoria sem erro

2) quando epp=0 2 X = Xgp € U= Upp



Rastreadores de Sinais Constantes - SISO

Quando o sistema chegarao RP: x=0

X=AX+Bu RP [0=AXg +Bug (4)
{y:CX+Du >@CXRP+DURP (5)
Vamos impor gue em RP o sistema tenha chegado a trajetoria

de referéncia: - (6)
inicialmente escalar




Rastreadores de Sinais Constantes - SISO

Também é razoavel admitir que o Estado em RP (Xp) € a

acao de controle (ugp) ) sejam proporcionais a trajetoria de
referéncia (x.), formalmente:

Xoo =N X, (7)
{URP =N X, (8)
Pondo (6), (7)e(8)em(4) e (5):

0=AN x_ +BN X,

{xr =CN X, +DN x,
Cujasolucaondo trivial (x, #0) e:
0=AN_+BN,

{1: CN, + DN,



Rastreadores de Sinais Constantes - SISO

Ou na forma matricial: A BTN.] [0 NT [A B0
C D Nu_lsz%__C D| |1
%/_J
A
se A for inversivel.

Tendo N, e N,,, de (7) e (8) temos xyp € Ugp € usando
(3) calculamos a nova lei de controle, que garante ey
nulo para sinais de referéncia constantes.

u=-KX+(KNXtNu)xr=7-Z(x+er
{x:mm\) >

regulador ~> pré-alimentacio
U=-KX+NX,




Rastreadores de Sinais Constantes - MIMO

X =NX,

(Uge = N X,

(0=AN X +BNX,

X, =CNX, + DN X,
Cujasolucaondo trivial (x, #0) é:

<

oen o
o olnJi=IN e o) ]

A
se A for inversivel.



Esquema de controle para este seguidor:

Regulador

pré-alimentacao




Esquema de controle para este seguidor:

Regulador

pré-alimentacao




A=[01;-10];
eig(A)

B=[01]’;
CT=ctrb(A,B);
rank(CT)
C=[10];

D=o0;

A1=[A B;C D];
A2=inv(A1);
No=[0 0 1]’;
Nxu=A2*No;

% Regulador: p1=p2*
v=[-14] -1-];
K=place(A,B,v);
F=A-B*K;
eig(F)
Nx=Nxu(1:2);
Nu=Nxu(3);
urp=Nu+K*Nx;
B2=[0 urp]’;
step(F,B2,C,D)
hold on

Ci=[o0 1];
step(F,B2,C1,D)

-1+

Nx

Nu



Seguidor de degrau unitario

Step Response




Seguidor de degrau unitario

Step Response




Seguidor com referéncia variante




Seguidor com referéncia variante

X=AX+Bu (1)
X =AX, (2)
Seja: e=X-X, (3)
&=X—X,
¢=Ax-A X +Bu heidade que
De (3): x=e+X, tenham a mesma

dimensao.

¢=Ale+x,)-Ax +Bu
¢=(A-A,)x +Ae+Bu



Seguidor com referéncia variante

Notacao matricial:

¢] [A (A=A )] e] [B
= +| U
X, _O A, X _O_“’
e B | ] L
X A X B U

u sera calculado adiante.



Seguidor com referéncia variante e distirbio

X=Ax+B,x, +B,u sistema (1)

X, =A, X, distarbio (2)

X, =AX, referéncia (3)

Seja: e=X—X, (4)

— X=€e+X, (5)
e=X—X,

e=Ax+Bx, +B,u—A X,
¢=Ale+x, )+Bx, +Bu—A X,
e=Ae+Ax, +Bx, +B,u—-A X,

é=Ae+B,u+|[B, (A—Ar)]{))((w

r



¢=Ae+B,u+|B, (A—Ar)]{))((w}
Fo

e=Ae+B,u+Fx,

y

€X

Seguidor com referéncia variante

e distiurbio

(6)
(2)
(3)

(7)



Seguidor com referéncia variante e disturbio
o
Sensor de
Aw distarbio
e | K
I i disturhances l ‘Ig
e “oacer’
B Sensor de
1 _>y erros de
& g -*/ rastreamento
@ crror 1 4 —
« 5] O 3
X A-A, /’—-“\\
r >XI' o Referemece ‘\_.'Cr 4/'_.
‘ Se=” \Sensor de
A |

B (uing
Relfercmee mande (gulag




e=Ae+B,u+Fx,,
Seja: u=-Ke-K_Xx,,
Su= —-Ke-K X, —K, X,
—— > ——
Fﬁg!n'_' antecipacio
tacao
e=Ae+B,(-Ke-K_x,)+Fx,
~e=(A-B,Kke+(F-B,K_ )X,
reali- realimentacéo
men-
tacao




Seguidor com referéncia variante e disturbio

Y

\ \/)pré-alimentagiio
\

realimentacao




Em RP: e =0 e queremos e(t)=> o0
¢=Ae+B,u+Fx, =(A-B,Ke+(F-B,K_ )x, =0
~(A-B,Kle=—(F-B,K_)x,,
~.e=—(A-B,K)*(F-B,K_)x,,

e(t) nao pode ser anulado ja que e =f(x.,)

O ideal seria escolher K e K, para manter o erro em zero, mas
isso em geral nao é possivel. Temos que nos contentar com
objetivos mais modestos e fazer uma combinacao linear de e(t)
ser anulada:

z=Ce=0
C — matriz singular
— z — 0 Independentemente de X,



e=—(A-B,K)'(F-B,K_)x,,
~.Ce=C(A-B,K)*(F-B,K,,)=0
C(A-B,K)'F=C(A-B,K)"B,K,,

se for inversivel

K, =[cla-Bx)'8)'cla BK)F

V'

WT

K., =W'F

onde W'W =1

ou seja W' é pseudo -inversa a esquerda e portanto tem
pseudo inversa



z =C e

- -
(Jx1) (nx1)
C— (Jxn)
— —1
C (A-B,K)" B,
_(an) (nxn) (nxm) |

m —> entradas de controle

] — medidasde erro a anular
se J > m, mais incognitas do que equacoes: sistema
sobredeterminado => nao ha solucao; (sistema sub-atuado)
se J < m, mais equacoes do que incognitas : sistema
subdeterminado => ha multiplas solucao; (sistema sobre-
atuado)

se j = m, solucao tnica (sistema quadrado)



Inversibilidade de: {C(A — BZK)_lBZJ
Poderiamos pensar que a existéncia desta inversa
depende de K ou seja da malha fechada, mas nao é
verdade. A existéncia desta inversa depende apenas da
malha aberta. A inversa nao depende de K, porqué a
realimentacao nao altera os zeros de um sistema. Caso
escalar, por simplicidade:

~ a1 N(S)
[C(A_ BzK) Bz]— @

D ( S) Se fosse possivel, variariamos
— K e alterariamos N(s), e por-
N (S) Tanto os zeros do sistema!

- [c(a-B,K)'B, | =



Seja o erro em malha aberta, sem distarbio externo:

¢=Ae+B,u—= sE(s)=(sl-A)"'B,U
z=Ce—t® ,7_C(sl-A)'B,U

Podemos mostrar que {E(A _ BzK)_leJ
possul Inversa se € somente se:

‘C_:(sl = A)‘lBZ‘ + 0 — malha aberta — independe K

Ainda, se A for inversivel:
‘6(sl A" BZ‘ = 0 pode ser substituida por

lim|C(s1-A)"B,| #0#|CA™B,

s—0

obs:s — 0:frequéncia nula (corrente continua)



X=Ax+Bx, +B,u @)

XW — AWXW (2)
XI’ — AI’XI’ (3)
Seja: e=X—X, (4)
. XW
é=Ae+B,u+|B, (A—Ar){x }
F c =
X

ex

u=-Ke-K_x, =-K(x-x%,)-K

ex” "ex

5 Al

V
Kox

ex EX

K, = [C(A— BZK)_lBZFE(A— B,K)'F
WT




%= AX+B,x, +B,[-K(x-x.)-K_X, ]
kXex :AOXex
= (A— BZK)X-l- lew + BZKXr — B2|‘<exxex

~(A-B.K)+[B, B K]{jv K,

r
——

x = (A-B,K)x+[[B, ] B,K ., Xe,
\Xex - AOXex






5 U(S)=1 Y(S)
. — G

o th/z%mée w Y(S)_G() . .X:z — —(,()le +wu (b)
s2+w2 U(s) -/ Pondo (a) e (b) na forma
matricial:

(s? + w?)Y(s) = wU(s)

Aplicando a transformada inversa : [ ] [ ] [ ]

V+w’y =wu : Se u = §(t) no instante zero =

. | fazer xz(o)qt 0

Seja: y = xq s : [ ] [ 1]. [x1(0)]_[0]

5’=x2}x1_x2 (a)| X7 0 X217 1 X2(0)] Lo

I a e R



Seguidor com referéncia variante e disturbio

% Seguidor de sinal variante no tempo

A=[0 1;-1 O]

display('polos de sem controle')

eig(A)

Bi=[o 1]

B2=[0 1]

CT=ctrb(A,B2);

display('posto da matriz de controlabilidade')
rank(CT)

C=[1 O]

D=0

AW=[O 1; -100 O] >senodide w=10
Ar= [O 1; -1 O] >sendide w=1

N Z
Q|

Ci=[1 O]



Seguidor com referéncia variante e distiirbio

v=[-14] -1];
display('ganho de realimentacao’)
K=place(A,B2,v)

F=A-B2*K;

F1=inv(F);

Fo=[ B1 (A-Ar)];

Ke=inv(C1*F1*B2)*C1*F1*F2; SK,,
Ax=zeros(2);

Ao=[Aw Ax;Ax Ar];
Ay=[B1 B2*K]-B2*Ke;

Ay=[Ay [ o o]'];
AT=[(A-B2*K) Ay;[00;00;00;00] Aol;

WV
> |

xTo=[1 0 1 0 1 O]}
sys=ss(AT,xTo,AT,xTo);
[y, T]=step(sys,30);
plot(T,y(:,1))



Seguidor com referéncia variante e disturbio




