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Introducao e historico

Controle Linear Quadratico (LQ)-1980->:
parte dos controle 6timos (1960->)
Linear: planta linear no Espaco de Estado (EE)

Quadratico: Indice de desempenho Quadratico
(funcao objetivo): funcional dos estados (x) e das
entradas de controle (u). Indice usado para otimizar
o controlador.



Problema de controle 6timo:

“ Determinar uma lei de controle que minimize um
indice quadratico sujeito as restricoes do sistema
linear”.

Resolveremos no dominio do tempo. Poderia ser
resolvido no dominio da frequéncia: controle #2.

Vantagem do LQ: leis de controle linear faceis de
serem implementadas e analisadas ( muitos
resultados da Algebra Linear)



LOR

Inicialmente, vamos nos ater ao problema do
Regulador: x(t;)->0.

LQR: Linear Quadratic Regulator: Regulador Linear
Quadratico.

O Objetivo ¢ minimizar o efeito do distirbio sobre o
sistema e manter o estado proximo a origem. A
seguir, apresentaremos o seguidor de trajetorias.

Preocupacao com o Regime Permanente (RP):

Horizonte de tempo infinito: neste caso as leis de controle sao
funcoes lineares invariantes no tempo;

Horizonte finito: leis de controle lineares variantes no tempo
(mais dificil de implementar e analisar)



LOR

Sistema Linear:

X=AX+Bu _
eventualmente x =A(t)x+ B(t)u

Inglce Quadratico:
J=[ (x"Qx+u'Pujdt ou J=[ (X"Q(t)x+u"P(t)u)dt
Problema: minimizar J usando u(t)
Interpretacao de J: f
C lar: _ z e
daS0O escalar J — _[0 (qX + pu )‘jt

Se p >>q = energia de controle € penalizada fortemente (motores e
atuadores pequenos, pouco consumo de combustivel)

Se q >>p =Pestado penalizado fortemente (precisao de posicionamento)

sistemas amortecidos, pequenos overshoots, oscilacoes pequenas.



LOR

Q e P matrizes: podemos penalizar diferentemente
cada estado ou cada acao de controle.
Q = 0: Matriz simétrica semi-definida positiva*.
P > 0: Matriz simétrica definida positiva.
X'Qx>0=>Q=0 Q>0
u'Pu>0=P>0 (P podeserinvertida)

Solucoes do LQR:
Principio do Minimo de Pontryagin (1956)
Equacoes de Euler-Lagrange
Hamilton-Jacobi-Bellman (1958)
2° Teorema de Liapunov (1890)

*Uma matriz € (semi)definida positiva se dos seus menores da diagonal principal
tém determinante (nulo ou positivo)positivo.



LQR: Método de Pontryagin

Transforma o problema de controle num problema
de otimizacao.

Hamiltoniana: onde aparecem o funcional a ser
minimizado e as restricoes do problema:

H(x,A,u,t) = x1Qx + ulPu + AT(Ax+Bu)
| | | |
| I

J X

A € um vetor de multiplicadores de Lagrange



LQR: Método de Pontryagin

Este principio estabelece que o controle 6timo e as trajetorias de
estado devem satisfazer trés equacoes:

1) ngﬁ; X(0) = x, — condicao inicial
.7 _OH. B e
2) -Mh = AMt;) =0 — condigao final
X
3 H_
ou

1) = x=Ax+Bu; x(0)=x, — condicao inicial
2)=r=-Qx—-A"A; Mt,)=0— condic¢iofinal
3)=>u=-P'B"A



LQR: Método de Pontryagin

3)—>(1):

x| | A -BP'B" | x| —x(0)=x, — condic&o inicial
M |-Q —AT |A| > Mt,)=0 — condicofinal

o

matriz
Hamiltoniana
u=-P'BTA
Seja:  A(t) = R()X(t) R
. e
. M(t) = Rx+Rx = Rx+ RAX—RBP'B"Rx
A

& —Qx — ATRxX
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Equacao diferencial de Riccati (Conde Jacopo
Riccati — matematico veneziano: 1676-1754):
A(tr) = R(t)x(tr), A(tr)=0
~R=RA+A'"R+Q-RBP'B'R :R(t,)=0

Equacao nao-linear de primeira ordem que deve ser
resolvida regressivamente no tempo (backwards) a
partir de R(zp)=0.

Solucao de horizonte Infinito: u° =-P'B'Rx =-KXx
H/_/

K
Horizonte finito—> u’ (t) — _I?_lBT R (tZX(t)
K{(t)




LOR

Equacao Algebrica de Riccati: sob condicoes
bastante fracas: R(t)=> R (matriz constante)

RA+A'R+Q-RBP'B'R=0

Solucao de horizonte infinito:

u°(t) = —P"B'Rx(t) = —KXx(t)
K

Scilab: comando ricc(A,BP'BT,Q) > R
Matlab: comando Iq(A,B,Q,P) 2 K



LOR

Condicoes Necessarias e Suficientes (fracas) para a
validade da ARE:

O par (A,B) deve ser estabilizavel (os modos
instaveils sao controlaveis e os modos
incontrolaveis sao estaveis);

P>0;

Q = 0 ou Q=C'C (Q pode ser fatorada) e o par
(A,C) deve ser detectavel (os modos instaveis sao
observaveis e os modos nao observaveis sao
estaveis).



