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Espaco de Estados: MotivacGo
%dind

micos complexos (MIMO, Multivaridveis)
exigem em geral ED ndo-lineares de ordem elevada para
sua descrigdo, cujas solugoes sdo raras e dificeis
analitica e mesmo numericamente.

® Mesmo para sistemas lineares de ordem elevada e SISO
como os descritos pela FT:
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e A EDO anterior de ordem elevada é matematicamente
conveniente para descrever o sistema

* No entanto, praticamente ela é ruim no caso numérico
porque derivadas sucessivas da varidvel amplificam os
ruidos (imprecisdo numeérica):

e Quanto maior a ordem mais ruido = mais imprecisa a solugdo!

® Uma solugdo para este problema é a utiliza¢do do Espaco
de Estados (EE), onde a equagdo diferencial de ordem n
é transformada num sistema de n-equagoées diferenciais de
primeira ordem:



aco de Estados

* Espaco de Estado (E.E.):

I’4 o . ~ .
E o espago de dimensdo n, com n eixos coordenados,
cada um deles associados a uma variavel de estado.

Qualquer vetor x(t) é representado por um ponto no
E.E.

— variando t, o vetor de estados descreve uma
trajetoria neste espago, chamada de:

trajetoria de estado.”
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Trajetoria de Estados
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w fados % —

o Fstado de um sistema dindmico:

‘€ o menor conjunto de varidveis de estado cujo
conhecimento no instante t=to, juntamente com o
conhecimento da entrada wu(t) para t=to, determina
completamente o comportamento do sistema para qualquer
instante t=to”.

® Varidveis de estado: podem ndo ter significado fisico.
® Vetor de estados:
“E o vetor das variaveis de estado:
x(t)=x, x, x,........ x|t

Este vetor ndo é unico, mas determina univocamente o
estado do sistema x(t) para qualquer t=to, conhecidos x(t) e o
vetor de entradas u(t=to).




%go de nti

e Sistemas nao lineares

{X=f(X1,Xz----Xn,Ul,uz,...ur,t) €— dinamica

y=Q(Xl,Xz----Xn,Ul,Uz,---Ur,t) & observagdo (medida)
— ! | '
X u

- Sistemas lineares (variantes no tempo)

X = A(t)X + B(t)u &— dindmica
Y= C(t)X + D(t)u & observac¢do (medida)
* Sistemas lineares (Invariante no tempo) = SLIT

X =AX+Bu <€ dindmica
y = Cx+Du &—— observacdo (medida)



Sistema vetorial ndo linear

g
X, = f,(X,, X,...X,,U;,U,,..u.,t)

X, = f,(X, Xy...X , Uy, Uy,..U L T)

X, = f (X, X...X , U, U,,..U. 1)

N\

Saidas:
Y1 = 91(X1’ X2....Xn,u1,U2,...Ur,t)

Yo = 0, (Xs Xpue Xy Uy, Uy, U, T)

Y = O (Xps X5 X, Upy Uyl T)



X' () =[x () X, (t)........ X(t) ]
YT =y (1) Y. (O ey @]
ut () =[u, (1) u,(t)........ u, ()]

f(x,u,t) =

g(x,u,t) =

(X, X5 X, Up, Uy,
(X, X5 X,,U;, Us,,...U,, 1)

| F (X Xpeee X, Uy Ul E)

g, (X;, X,....X,,U;,U,,...u_,t) |

g, (X, X5....X,,U;,U,,...Uu,,t)

| O (X5 X5 X, Uy, Uy, U, 1)

u, ,t) |

obs. linearizagdo: f(x,,x, )= f( x_l,x_2)+ﬂ (%, —X,) O (X, — X,)+
OX, X Xa |
1| 6%f 0%f . 0°f — —
+— + +2 X, — X )(X, — X
2![ O’xi 0%z OX0X, G 2)]

X



Espacc continuacdo
X=AX+Bu
y =Cx+Du

x'=[x, x, x,....x,] =vetor de Estados

y'=[x; x; X;...x,,] = vetor de saidas—> parte medida ou
observada de x

u'=[u, u, u,..u]=vetordeentradas
A [n,n] = Matriz de estados ou matriz da planta do sistema

B [n,r}= Matriz de entradas ( entradas de controle e de
disturbios)

C [m,n]= Matriz de saidas = v.e. medidas por sensores.
D [m,r|= Matriz de alimentag¢do direta
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LinearizagcGo - Matrizes Jacobianas

A= In,n] B=n,r]
C =[m,n] D =[m,r]




Espaco de dos (continuacd :
- fspaco de Estadosy 1gdo)—

Relacdo E.E. e Fun¢bes de Transferéncia (FT)

e Aplicando a Transformada de Laplace com condicées
iniciais nulas no SLIT:

(sX = AX + BU (1)\ )
3 U =entrada; Y =saida
Y =CX+DU (2)

Rearranjando (1) : (sl - A)X =BU

~ X =(sl — A)'BU U(SW

Pondoem (2):
G(s)=|C(sl —A)*B+D]

Y =[C(sl-A)'B+DV

G(s)=Matriz de FTs

13



Relacdo EE e F1s

s G(s)=[C(sl - A)*B+D]

A|B
C|D

Y(s) = é(s)U(_s) — sistema MIMO
Y(s) = [C(sl - A)*B+DJU(s)
GYS)

G(s) =

G(s) = % — sistema SISO



> Estabilidade noEE

G(s) =|C(sl —A)'B+ D}

o Adj(sl - A)
(sl —A)" = oA

sl — Al =det(sl — A) = 0= Equagco caracteristica

—> raizes sdo os autovalores = polos do sistema.
Para estabilidade os autovalores devem ter parte real negativa:
= polos devem estar no semi - plano esquerdo no plano complexo.

Para sistemas MIMO, G(s) e uma matriz de FTs, com dimensao determinada por C e B.

C=[mn] B=[nr]=G=[m,r]
Todas as FTs tém a mesma equacéo caracteristica!!!
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| co de Estados (conti Duﬁ/

Exemplo:

X2

‘Ml

K

y =Cx+Du

Modelo

g K u
X, M (Xl — X, ) — Ml
1

. K u
X, V] (Xz — Xl) — |\/|2
2

2

‘ | ——
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Espaco de Estados (continuag¢ao)

T

/ — _ _ — —_
. X1 = X3 0 0 1 O 0 0
Kx(z—x4 )+u1 OK I(g 0 0
X2 =—(x, — X —
CoMTE M = — g 0l B=|1l g
2 M M
Xg =—(x1 —Xp) +— 1 1 |\/|1
M, M, | K K ]
— — 0 0 0
M, M, ] ] M, |
Y1 =% C_ 1 0 0 O
2T 0100
Alternativa : definir o movimento do sistema pelo movimento do
centro de massa: oy M X, + M X, B M X, + M X,
> M, +M, M

E a diferenca: O = X, — X,
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Espaco de Estados.(continuagdo)—

T
/
5 u, +u,
M
. U U
Q) = =g O F I\/Il = M2
1 2
E definindo: :
Z= [)‘( 0 X 5]T




g

—

Exercicio para casa: Para o novo vetor de estados [x, §]
a) mostre que:

T> |
I

o O O O

O

0

0

0
_
Mle
M, 0
M
My

o O -

o O — O

Z‘HZ‘H e <




/Tr ansformacéestineares (IL)—

o Ndo alteram caracteristicas do sistema:
 Se é estdavel, permanece estdavel sob uma TL.
* Mesmos polos (autovalores)

( X=Ax+Bu

{ y=Cx

seja:x=Tz

Tz=ATz+Bu (1)

y=CTz

multiplicar (1) por T ™ a esquerda :

2=T ATz+T 'Bu

y=CTz

e definindo: T*AT =A; T 'B=T;CT =6

Z=Az+TUu

 yan

\
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Solucao da ED no EE: Matriz de Transicdo
~Caso escalar: o -
X(t) = ax(t) +bu(t), x(0) = X,
Aplicandoa transformada de Laplace:
sX(s) - x, =aX(s)+bU(s)
1
X8 )_(s a) (s-a) = o

1(5) G (S)

Transformada inversa (tabela de transformadas) :

X(t) = e™x, + j;ea“‘”bu(r)d T




Solucdo da ED no EE=Matriz de Transi¢cao

>
—® (Caso

Multivariavel:

X = AX(t) + Bu(t), X(0) =X,

Aplicando a transformada de Laplace:

X(s) = (sl —=A) "%, +(sl —A)"BU(s)
Aplicando a transformada inversa e usando a
analogia com o caso escalar :

X(t) =e™x, + [ e*IBu(z)dz
onde:
A2t2 A3t3 n-1 Aktk
_|_ e 000 —
21 3 ki
e = @(t) = matriz de transicao.
o(t) = £'[@(s)]= £'|(s1-A) )|

®(s) = (sl — A)™" — matriz resolvente.

e™ =]+ At+

23



Propriedades da Matriz de Transi¢do
®(At) tem todas as propriedades de e AAt o

a) O(At) = AD(At)
D(At) =™ = D(AL) = Ae™ = AD(AL)
b) ®(0)=1=¢"
c) @7(At)=e ™ =e* = D (-At)
d) d(t,—t,) =D(t, —t)D(t, —t,)
DL, —t,) = " = ghiz ) = ghltz i
=M MY~ (t, ~t)D(t, ~ )
) D(t+7) =e ) ="M ) — (1) D(7)
f) M2 (7) =D (7)D(t)
g) D°(t) = D(t)D(t)D(t)--- = e e e ... = At
=e™ = d(qt)

—



Solucdo numerica pela Matriz de Transicdo
Dado:

X = Ax(1t) + Bu(t), X(0) =X,
A solucao analiticae:

X(t) =X, + [e""Bu(r)dr
onde:

AZAL° A?’At kAt

-1
e™ =+ AAt + +
2! 3! Z

¢
= @(At) = matriz de transicao para um mtervalo de tempo At.

= X(t) = ®(A)X, + jocp(t —7)Bu(7)dr

O termo de convolucéo para u(t) =u=cte nointevalodr=t—-0¢:

(_[Ot(l)(t = r)dz)Bu =T'(At).B.u

T r(An

— D(AL)

25



Solu¢cdo numérica pela Matriz de Transi¢cdo
/ _ =
= [@(t—r)de = [ dr = [e*dO
2 N2 33
A9+AH.W}9
| 3

/

r(at)= (I + A0+

2 2 N3 34 t
I'(At)= T A A
2!

3 4l 0
2 A 42 3 n-1 A K
F(At)= At | AAL ACAL +AAt AtzA At"
2! 3 4 5 (K +1))
1 AXALS 1 AAt
= X(t) = At
®) (g k! j ( Z(k+1)j

obs:Se A for inversivel, tem-se ainda:
r=A*(®-1) y



| E.E. com controle:

Simulacoes (Matlab, Scilab)

e Comandos csim, step, impulse:

sl=syslin('c',A,B,C,D)
[V [, x]] = csim(u, t,sl,[x0[, tol]])

u = entrada

Mas nos nossos sistemas teremos entradas
controladas (acdo de controle ) e

ndo controladas (disturbios)!!



/

E.E. com controle:
(X =Ax+Bw+B,u

y =Cx+ Du

\

u= acao de controle
w= disturbio

Para simular o sistema em malha aberta com disturbio:
sl=syslin('c',A,B,,C,D)
[y [, xI] = csim(@g t,sl,[xO [, tol]])



P E.W

X — AX + B1W + Bzu w= disturbio
3 u= controle
y — CX + Du K=controlador

u=-Kx==%Malha Fechada




Exercicios para casa: =

-

Determine numericamente a matriz de transicao e a
matriz dos termos forcantes expandindo as séries de
Taylor do slide 26 acima até o quarto termo, para 20
intervalos de tempo de 0,2 s, para o seguinte sistema
sujeito a uma entrada degrau unitario e fazendo o
grafico de saida para xi

Ej:[—foo (1) [2H1Oo]u

30
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