Equacao de Schrodinger em 3D

Conteudo basico:

- extensdo do que foi feito em 1D:  p?2m + V(x,y,z) = E;
2

 Equacao independente do tempo: —zh—sz/HV(x,y,z)w = Ey
m

* Ainterpretacao probabilistica envolve a integracao sobre um
elemento de volume: dv = dxdydz.

. R, _ L 0W
 Aequacao completa: -—VW+V ()W =ih—
2m ot
Exemplos: o poco quadrado em 3D
0,se: —al2<x<al2; y )
_ — b2 <y <b/2;
Vix,y,z) = < ’
(6.:2) —cl2<z<c¢/2 &
b 2z
_ o0 no resto do espaco
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O poco quadrado em 3D

Autofuncao montada a partir dos resultados 1D:
wn1n2n3 (’x9 y’ Z) = T/jnl (x)?/jnz (y)l/jn3 (Z)

W (oy0)=2d9 (”M) 2 [cos (nny)ﬁ cos (n3:rcz)
171213 a | Sen a b |sen b ¢ |sen c

Onde devemos escolher entre as funcdées cosseno ou seno,
conforme »n_ for par ou impar, respectivamente. Assim:

2 2 2
o) ) +()
a b C

nn,ny 2m
No caso em que todas as arestas sao iguais:

- lEnln2 n3t

; lIjnlnzn3 (x’ y’ Z’ t) = wn1n2n3 (‘x’ y’ Z)e 4

Y

222

2 2
h°m

2 2 2
NN, Ny 2ma2 (nl +n2 +n3)

221, 212,122

Degenerescéncia: diferentes estados apresentam
a mesma energia 4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 26
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111




O Laplaciano em coordenadas esféericas

2
V2=i2i 29y L9 se:1119i+212 82
or 00 ) risen" 6 dgp

r*send 00

x = rsin 6 cos ¢
y=rsinfsin ¢
= rcos @

r=\/x2 +y2+ 22

1% 2
5 (Angulo polar)

0 = cos”

¢ = tan ! Qx- (Angulo azimutal)
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Forcas centrais

Problema de 2 corpos (massas m e M), com o
CM em repouso.

r

CM at rest
mM M
Reducao ao problema de 1 corpo: p =
M + m
: dV(r
Forca conservativa, portanto: F = —¢ ; )
r
com V(r) arbitrario.
Forca central = torque na particula = 0O:
dr .
p=r rXp
dL.  dr dp
— =—Xp+rx—=rXF=0

At dt
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, Forcas centrais
Orbita contida em um plano, que contém a origeme é 1L a L.

Nesse plano, o momento tem componentes:

dr dx I
pr I‘La,t e p_L IJ.?’ dt pJ_
. L 2 2 + 2 r2 L2
A energia cinética: ol x SR B 5
2u 21 2 2ur
] . p2 L2
e a energia total: | I~ -+ V(r)=E
2u 2ur
2
Podemos definir um potencial efetivo como: v (r) = V(r) + >
Vet ﬁQ “r
e E a eq. para a energia total fica: 2’ + V. (r)=E

O valor da energia total define o tipo de
L AL LT e (’)rblta d a partl’cula _

\l\\\\\\\\\‘i /-
E 1 \/

S
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A eq. de Schrodinger em coordenadas esféricas

A autofuncao espacial, v, € a energia, E, sido determinadas pela
solucao da equacao independente do tempo:

h? d ) d " p?
- 2ur? ar 3r¢ AV V()Y = By 2 i 2ur

L2

2+V(r)=E

Separacao de variaveis
Solucao do tipo: ¢(r,8,¢) = R(r)Y(0, )

Como o potencial s6 depende de r:

d dR z,u

—r?—Y + (E V( ))RY— — RA%Y
dr dr

Isso separa as dependéncias angulares e radial.

1] d ,AR 2 A%Y
Dividindo por RY: —|—-r*— + ir”

dr dr h? (= Pr))R = Y
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A eq. de Schrodinger em coordenadas esféricas
Essa igualdade entre fungdes de variaveis diferentes s pode
valer se ambas forem iguais a uma constante. Entao:

d dR  2ur?
dr  dr h?

(E - V(r))R = AR

Multiplicando a parte angular por sen’6 e rearranjando:

BQY—'aa'oay A sin?0 Y
— —— =sinf—sinf— + |
8¢2 Sin 80 Sin 80 Sin

Podemos fazer uma segunda separacao de variaveis, da forma:

Y(0,¢) =0(6)2(¢)
gue, substituida na equacao acima e dividida por ©®, leva a:
1 d*® 1 d d®

= —|sinf—sinf— + A sin’0 O | = m?.

D de? O 40" db
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A eq. de Schrodinger em coordenadas esféricas

_ d°®
Assim, e + m*® = 0. E dividindo o termo em 6 por sen?6:
1 d 0(1’@ " m? &
LI + s —
sinf 46 df sin20

A equacao em ¢ € bem conhecida e tem solugOes oscilatorias da
forma: ®(¢) = ¢*, com m positivo ou negativo.
A variavel ¢ é ciclica e se repete apds o intervalo [0,2x].

Unicidade da funcdo de onda = condicao de periodicidade para
a autofuncao:

Y(p+2m)=1y(p) o que implica em:
A= ™M) _ A® ™M = o** ™M _ 1 Portanto: cos2um +isen2mum = 1

Valores de m ficam restritos, uma vez que m tem ser inteiro.
Solugdes finitas e univocas para ©(f) impoéem que a constante
de separacao A seja tal que: A ,=¢(¢+1), £=0,1,2,.... 8



A eq. de Schrodinger em coordenadas esféricas

Ao inteiro m junta-se outro inteiro, ¢, na determinacao das
solucoes aceitaveis. Condicdo dos valores aceitaveis para m:
m=—¢,—{+1,...,— 1,

As solugoes aceitaveis sao identificadas como 0, (¢) para
enfatizar o fato de que as funcoes variam com ¢ e m.
Combinando as solucdes para f e ¢, temos: v, (6,¢) = 0,,(0)e™?

Sao os harmonicos esféricos e sao caracterizadas pelas

seguintes equacoOes de autovalor:
1 0
1 0¢
Sao normalizados:

-

al

Y, (0,¢)?d2 com dQ = sinfdfdo
1Q
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A eq. de Schrodinger em coordenadas esféricas

Os harmoénicos esféricos sao autofuncoes dos operadores do

momento angular, L? e L

h d
—leAQYfm=f22/(f+ I)Y/m e —%Y —ﬁmY/m.

Os estados estacionarios associados a um potencial central

apresentam autofung¢des de L? e L_tais que:

1. os autovalores de L? sdo iguais a #%¢({+1), sendo £ um
Inteiro nao negativo;

2. 0s autovalores de L_sao iguais a #m, sendo m um inteiro, tal
que: -f{<m<¢<,

Valores possiveis de L? e de L_s&o discretos, evidenciando a

quantizacao do momento angular. Essas grandezas podem ser

determinadas com incerteza nula.

Tratamento especial para L?
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A eq. de Schrodinger em coordenadas esféricas

Portanto um estado pode ter o vetor L com valor bem definido,
desde que esse valor seja nulo.

Apenas uma das observaveis L, L, ou L, pode ser determinada
com incerteza nula e a escolhida foi L..

Valores do momento angular para

ocaso (= 1: gﬁ—

/

...h_

>

incerto 11

Y4

Nao confundir com precessao!
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Rotor quantico

Corpo rigido com 2 massas pontuais, ligadas 'L\)
por uma barra rigida e sem massa. Rotacao \

2

S )

livre em torno de um eixo perpendicular a barra.

i R , N 12 __¢/
A energia cinetica € entao: —_ _ g
21 x

Quanticamente: fungao de onda, tal que:

h? 0
— — A = h—¥

21 dt
1 e E sao determinadas pela equacao independente do tempo:

21

— A = ;2—E¢ gue nos remete aos harmonicos esféricos.

Entdo: ¢,, = Y,,(60,%) com os autovalores da energia dados por:
k2

E,=—¢(/+1

o= 572 (e+ 1)
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2

Rotor quantico

A

A
Por conta da dependéncia em ¢ dos \

harmonicos esféricos, a densidade de Z -
probabilidade € independente de ¢:

X

|\I’fm|2 = IY{’m|2 = |®fm(0)|2
Essa propriedade esta ligada ao principio da incerteza. A

relacao entre L_e ¢ € a mesma que a relagao entre p, e x:

0 0 h h
. —=-ih— e L ——-ih— Assim: AxA — —
P . By xAp, > > = A¢pAL, > >

Como ¥,, € autofuncao de L , a incerteza em L_¢€ zero e a em ¢
é infinita, portanto a distribuicao nessa variavel € uniforme.
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Paridade

Descreve o comportamento de uma funcao quando de uma
operacao de inversao de coordenadas: x — —x;y — —y, ez — —z.

No caso de coordenadas polares I
esféricas essa inversao € um ? ‘Z
pouco mais complexa:

-X

r—=r;0—=n—-0,e ¢—=n+ . yaE * / =

7 / 4
—_—

4300375 - Fisica Moderna 1  Aula 26 14



Paridade

A paridade dos harménicos esféricos € dada por:
Y, (m—0,7+¢)=0, (7 — )™+
= (=1)770,,(0)(=1)"e™ = (=1)Y,,(6,$)

Os estados estacionarios, alem das propriedades associadas ao
momento angular, tém paridade bem definida, determinada
apenas por ¢: estados com ¢ par, tém paridade par e com ¢
impar, paridade impar.

Quantizacao da energia
As propriedades da parte angular derivam da simetria do
problema, ou seja, do fato da forca ser central.
A dindmica depende da forma de V(r), e se manifesta na solucao

da parte radial: 2 ;2 52

—— —(R) + |V(r) +
2u 2R+ V() Qur?

gue € analoga a eq. de Schrodinger em 1D.

£(/+ 1)|(rR) = E(7R).
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Quantizacao da energia
Portanto as solugoes rR(r) para um potencial V .(r) devem
apresentar as mesmas propriedades que as y(x) para um
potencial V(x).
Cuidados necessarios: x varia em [—x, «] e 1D, enquanto r varia
em [0, ] em 3D. A paridade nao se aplica a dependéncia em r,
ficando restrita a parte angular.

Uma solugao com energia E sera aceitavel se houver uma funcao
R(r) que seja continua, univoca e finita no intervalo [0, «].

A dependencia explicita de V,,com ¢ e importante, pois mostra
gue a forma da eq. diferencial muda com a escolha de ¢.

Cada ¢ deve ter uma sequéncia de solucoes para E € R(r) e elas
devem depender de um par de indices, correspondentes a dois
numeros quanticos: R ,(r) e E,
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Quantizacao da energia
A equacao de autovalores da parte radial:

h? d 5 d B A2
— + —
2“72 d’Tr df (T) + 2“72/(f+ 1)}Rn{’ Enl’Rn{’

Solugdes estacionarias devem apresentar a seguinte estrutura:
‘I’n,m(r, 0,9, t) = Rnf(r)yfm(ga ¢)€~Z.E"’t/ﬁ'
O problema 3D requer o aparecimento de 3 numeros quanticos.

As solucdes do problema de forcas centrais sao autofungoes
simultaneas da energia, do quadrado do momento angular e de
sua componente z.

Isso significa que podemos determinar essas 3 quantidades ao
mesmo tempo e com incerteza nula.

O numero quantico m nao aparece como indice da energia
quantizada. Isso indica uma degenerescéncia, uma vez que £,
nao depende de m. Para cada valor de E , existem 2¢ + 1
funcoes de onda diferentes, uma para cada possivel valor de m.



Comportamento parar — 0
{_ R d _d h2

re— + V(r) +

2“72 dr  di f(/+ 1)}an’= E R,

2ur?
2 dos termos a esquerda vao a infinito se »r — 0.
Se a energia potencial varia mais lentamente do que r 2 (caso

do potencial coulombiano), podemos desprezar o termo V(7)
parar — 0.

A solucao radial proxima da origem deve ter a forma:
R

ne¢

R(r) — Ar? se r —» 0 . Substituindo, temos:

d dR
A—_1¢=0 Zer— ={(/+ 1)Ar’=¢({+ 1)R para r=0
¥ r
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Observaveis
Determinacao de probabilidades: medidas de |W(7; 6,¢.¢)|> num d<2
em torno de uma certa orientacao 6, em um numero grande de
sistemas. Mas o elemento de volume em coordenadas esféericas
€. dr=r%drsin0dlde = r*drdQ.
Pela condigao de normalizacao:
L=[  |%,,ldr

espago

— > 2 2 00
[ra] R .08 = 1= [(R (P

O que nos permite introduzir uma densidade de probabilidade
radial, dada por: 2,,(r) = 73R, ,(7)|?
P, € interpretada como a probabilidade da particula ser

n

encontrada em uma casca esférica de espessura dr a uma
distancia » da origem.
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Atomos com 1 elétron
Caso em que ¢ = m = 0 = harmonicos esfericos Y,

h? 2 Ze*
———(R”+—R’) — R = ER.
21 r dae,r

R(r) — 0, quando r — o0 = R(7) = Ae~"/°

o _ R? (1 2 Zs*
Substituindo na equagao: — —| 5 - —| - =E
2u\ a ar 4dae,r
R 4qe,h”
O que fornece um valor para o parametro: a = 53
e
h? W e2 \°m
E os autovalores da energia: E = — == g :
2ua m, dme, | 2h
A funcao de onda do estado fundamental, normalizada, &
—¥/a
escrita como: .. = ¢ p—iEP /R Coincide com a expressao de Bohr
- 7100 - ' para o estado fundamental do H.
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Solucoes para a equacao radial

h* d? Ze? his
2 R+ 2
2ur dr dareyr 2ur

£({+ 1)R = ER.

Mudancas de variaveis: variavel adimensional p e um autovalor
adimensional »

4‘7780ﬁ2 [ ) ﬁ2
r=ap = p € E=——7%6n=—
Ze*u m, o't 2,ua7,277
d* £(4+ 1)
Que levaa: —pR + 2R — R = npR.
dp’ o !

A solucao deve tender a 0 no infinito e deve apresentar zeros.

F(p)
o)

2 {(/+ 1
F”—Q\fﬂF’+[;— (92 )}F=O
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Entdo: R = ¢~ VP

. O polinbmio F obedece a equacio:




F,(p) ¥

As autofungbes sao definidas por: R ,= ¢ /" com p= —.
[ a
Exemplos de autofuncdes radiais normalizadas:
=0 R ° =
= 1 _ = — €
10 \/—c_z?
_ R = 1 1 — B —p/2
= 2 /=0 00 = o > ¢
1
=1 R, = pe /2
! 2V64a°
2 2 2
’ ’ S ( 3Pt P )
3 P
(/=1 R, = p(l - —)e—P/3
! 27V6a> 6
4
=2 Ry = p%e P73
* 81v304°
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Fig.12.15. Radial eigenfunctions R,.(r), their squares R2,(r), and the functions
r2R2 ,(r) for the lowest eigenstates of the electron in the hydrogen atom and the lowest
angular-momentum quantum numbers £ = 0, 1, 2. Also shown are the energy eigenval-
ues as horizontal dashed lines, the form of the Coulomb potential V (r), and, for £ # 0,
the forms of the effective potential V(7). The eigenvalue spectra are degenerate for all
£ values, except that the minimum value of the principal quantum numberisn = £+ 1.

24
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Degenerescéncia
Os valores de £ com a mesma energia sao aqueles em que:

n>¢+1, ouseja, /=0,1,2,...

,n—1.

Além da degenerescéncia em ¢, temos também a em m, que
pode tervalores: m= —¢,—¢+1,...,¢/—1,¢. Dessa forma, a
degenerescéencia do nivel n, sera: 4, = n?.

n=1 {¢{=0 m=0

n=2 {=0 m=0

/=1 m=1,0,-1
n=3 (=0 m=0

/=1 m=10—-1

/=2 m=210 -1 -2

_ i Bl /A
V100 = Rio¥ee ™™

_ —iE,l/h
Wogo = Rogppe ™™

_ B, /h
Vyim = Ry Y e

s —iEqt/h
‘I':soo = R30Y 0t

_ —iEqt/h
‘IISIm — R31Y1me ?

_ —iEqt /h
Vi, = Ryl e~ /

1 estado

4 estados

9 estados
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t=0 ¢ = ttoe=2 =3

e - T e 4 Camada N, 16
3s ' 3p 3d Camada M, estados
9 estados
¢=0 =1
2s 2p Camada L, 4 estados
¢=0 27

1s Camada K, 1 estado



Distribuicoes de probabilidade
A distancia média entre o elétron e o0 nucleo € dada pelo valor

esperado de r: (r) = f\lf,;';,mr\lrn,m dr = foor?’(Rn/)er = foorPM(r) dr
0 0

Essas contas podem ser feitas para varios valoresdene ¢ e
podemos resumir alguns resultados:

o, 1 £(£+ 1)
(r)—an{l-i—gl— m: },

< _1_> 1 Nota-se que o valor esperado de r,

’ an®’ paranzlefzo,é:<rm>=§a

1 2 2
<‘E> = —, , Com o valor esperado

7 a*n(2£+ 1) de 1/, calculamos o da
< 1 > - 2 energia potencial:

B R+ )26+ 1) Ze* |1 Ze®
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Resultados para o estado fundamental.
A densidade de probabilidade € dada por:

e 2 2 e 2 —2r/a
Py =4mr" |V, 0l = ST /4
: dP 4 2 8 r
Derivando, temos: —2 = (9, — Z,2|,~2/a = _...,(1 — _)e~—2r/a|
dr a’ a a’ a |

O que mostra que o maximo de P, (valor mais provavel)
localiza-se em r =a.

O valor esperado de » nao coincide com seu valor mais provavel:

00 4 o0 4 a\? 3
— —_ 3,—2r/a — — 21l — —_
(r} j(; rP, dr = a3f0 r e dr = a33.( 2) = 2a

Podemos tambem investigar a relacao entre a energiae o
potencial:

Ze*® Ze* u e’m, > e? \° T
V)= - - - ; — < =—Z 52,2

2 2
m, 4meyh
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Resultados para o estado fundamental.

O valor esperado de E € o proprio valor £, dado por:

TV A p Z% [ e? *m Z2 [ &? Qp,
dme, | h°n®

() = ———5E, = - o =

2
m, n m, n

4me,

Ouseja: (V) = 2(E)

Portanto, o valor esperado da energia cinética fica:

ZQ
(K) = (Ey = (V) = ~(E) =

e? \° 0
47me, | h*n?
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- n.= 4

L. n=3

H
N

— n

4s

1s

4d af
3d

Transicoes radiativas

— n=2

A= +1
Am =0ou +1
4s 4p 4d Af
3s 3p 3d
2s 2p
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