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42 Lista de Exercicios

Exercicio 1 (Extrapolacao)
Seja B(t), t > 0, uma grandeza computdvel que aproxima By = B(0). Suponha
que o erro satisfaz a seguinte expansao assintotica

B(t) = By +cit + cat® + -+ + cpt™ + cppr (0!

onde os coeficientes ¢k, 1 < k < n, ndo dependem de t e |¢,41(t)] < M para
0<t<T. Sejam t;, 0 < i < n, pontos tais que T' >ty > t; > -+ > t, >0
e denote por p,(t) o polindmio interpolador da tabela (¢;, B(t;)), 0 < i < n.
Mostre que By —p,(0) = O(tg“). Discuta o caso no qual a expansiao assintética
envolve apenas poténcias pares do parametro.

Exercicio 2 Considere a fungao

Sabemos que lim;_,o B(t) = 7. O objetivo deste exercicio é obter uma aprox-
imagdo para 7 usando a grandeza computdvel B(t). Formule o problema de
modo que a possibilidade de se usar extrapolacao fique evidente. Os valores da
fungao seno para os argumnetos 3, 5, 7, g e g podem ser calculados usando
relagoes trigonométricas sem se conhecer o valor de 7. Faga a extrapolagao com
estes valores para aproximar o nimero 7 (use o algoritmo de Neville). Compare

com o valor exato até nove casas decimais depois da virgula.
Exercicio 3 Use a férmula de Euler-Maclaurin para mostrar que
n 2
Sk = n(n+1)
2
k=1
Exercicio 4 Discuta como aproximar as integrais
/2 1
cos(x)
Vzcos(z)dr e —————dx
/0 0 Ve(l—2)

usando o método de Romberg.

Exercicio 5 A funcao de Bessel de ordem zero pode ser representada por:

Jo(z) = 1 /07r cos(zsen(6)) do.

™

Calcule Jp(1) usando o método dos trapézios e o método de Romberg. Explique
os resultados obtidos.



Exercicio 6 Seja {p;} a familia de polinémios ortogonais ménicos relativa-
mente ao produto interno < f,g >= f:}: e_””zf(x)g(x) dz. Use a relagao de
recorrréncia para construir pg, pi, p2 € p3. Deduza a férmula de quadratura
Gaussiana de 3 pontos para a integral f:r;o e’IQf(x) dx.

Exercicio 7 Considere o problema de contorno

—p@)u] + q(z)u = f(z), a<z<b,
wle) =, u(b) =B

onde p, g e f sdo fungdes suaves e p(x) > px > 0, ¢(x) > 0 em [a,b]. Usando
h=((®b—-a)/(N+1),z;=a+1ih, 0<i< N +1 e anotacdo usual, considere o
esquema de diferencas finitas

7z [pic12Uim1 + Piz1/2 + piv1y2 + B2 @) Ui = pigaoUiga] = fi, 1<i <N,
Up=a, Uny1=p8

onde p;+1/2 = p(x; & h/2). Mostre que a discretizagao tem ordem 2 e que ela é
estavel.

Exercicio 8 Considere o problema de contorno u” = f(z,u), x € (a,b), u(a) =
a, u(b) = B, sob as condigdes de existéncia e unicidade f € C?([a,b] x R),
fu > 0. Usando o espacamento h = (b—a)/(N + 1), denotando por z; = a + ih
e por v; uma aproximagao para u(x;), 0 <i < N + 1, obtemos, apds discretizar
a derivada segunda, o sistema nao linear

Vi1 — 2V; + Vi1
72

:f(xiavi)7 1§Z§N

com vg = a e vyt1 = B. Pode-se mostrar que para h suficientemente pequeno
o sistema nao linear tem solucao tnica. Prove que a discretizacao tem ordem 2
e que o erro tende a zero proporcionalmente a hZ.

Exercicio 9 Considere uma partigio A = {a = 29 < 21 < --- < x, = b} do
intervalo [a,b] e seja Y = {yo,...,yn} um conjunto de n + 1 ndimeros reais.
Defina o espaco

CZ,Y ={feC*([a,b])| f(z;) =y;,0 <i <n}

e seja Sa,y o subconjunto de Oi,Y formado pelos splines ctibicos s(x) subordi-
nados a partigdo A tais que s(x;) = y;, 0 < i < n. Prove que se f € C’i,Y e
s € Say entao

b
/ (/" () = sm(@)]sn(z) de = s (b)[f'(b) — 5'(b)] = s"(a)[f"(a) — &'(a)].

Mostre entao que:

a) O tnico elemento de C3 y- que minimiza || ||z é o spline clibico s € Sa y
tal que s”(a) =0e s"(b) =0.



b) Entre todas as fungdes f € C3 y tais que f'(a) = e f'(b) = j3, onde «
e ( sdo fixos, a Gnica que minimiza || f”'||2 é o spline ctibico s € Sa y tal
que §'(a) = a e s'(b) = 5.



