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Capitulo 1

Equacoes diferenciais parciais em geral

1.1 Introducao

1.1.1 Notacao de multi-indices

Para tornar mais facil trabalhar com muitas derivadas parciais, adotaremos a notacao de
multi-indices, que introduzimos nesta se¢ao.
Um multi-indice serd um elemento do conjunto de multi-indices:

ML, ={a€Z": «a;>0,i=1,2,...,n}.

Usaremos a notagao e; para denotar o multi-indice (0, .., 1,..0) com 1 na i-ésima posi¢ao.

Definimos:

o Mdodulo do multi-indice o € M1, : lal =D a;.
i=1

e Fatorial do multi-indice v € M1, : al =] a!.

e Poténcia de um vetor elevado a um mTllllti-indice:
dados z € R" e « € M1, x® =[] .
i=1

e Operador de deriva¢ao com multi-indice: dada u : R™ — R (suficientemente regular

S 3 3 3 . (0] P— a1 o2 (67 —
paara nao importar a ordem de derivagao): 0% = 071052...09mu, onde 0,, =

ox; °

Observacao 1.1. Para simplificar a notagao, omitiremos o indice n e assumiremos os
multi-indices em M I,, sempre que n for fixado.

Também usaremos a notagao g, Uyy, Uy, ... para as derivadas parciais de u com
J
respeito as variaveis indicadas, Vu para o vetor gradiente e J,, ou 0; para os operadores
de derivagao. 4
COMPLEMENTOS.

Para k € N, definimos
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o Ap(k)={ae MIy; |a| <k};
e N,(k) € N a cardinalidade de A, (k);

e dados A C A, (k) e a familia indexada de objetos {zo : o € A}, denotaremos por (za)aca um vetor de card(A)
entradas contendo os elementos do conjunto numa ordem convencional.

Observacao 1.2. Para simplificar a notag@o, omitiremos o indice n e assumiremos os multi-indices em M I,, sempre que
n for fixado, assim escreveremos apenas |a| < k em vez que o € Ap (k).
Também usaremos a notagao ugz, uzy, Uz;z;, --- para as derivadas parciais de u com respeito as variaveis indicadas,

Vu para o vetor gradiente e d;; ou 0; para os operadores de derivagao. <

A seguir lembramos algumas férmulas em notagdo de multi-indice, que serdo usadas no texto (verifique-as!).
Polindmio de Leibnitz:

al
aEMIy

|al=k

k
n !
paraz € R™, k €N, xj = &xa. 1.1
J
j=1

Série de Taylor de f: R™ — R em vizinhanga de xg:

Sep(e) = 3 PO gp)e

]
aeMI, &

1.1.2 Definicao de equacao diferencial parcial e de solugao, tipo
de nao linearidade

Definicao 1.3. Dado 2 C R"™ aberto, uma equacao diferencial parcial de ordem £k
¢ uma equagao da forma
F (2, (0%u)ja<k) =0, (1.2)

onde F': D — R sendo D um aberto em 0 x R™, sendo m o niumero de o € M1, com
la| < k.

Defini¢ao 1.4. Uma fungio u : Q' — R (sendo ' C Q) é uma solugao classica de
(1.2), quando

e as 0“u existem para todo o de mddulo até k; (as vezes pediremos também u €

CHQY) ),
e a equagao (1.2) estd bem definida e satisfeita em S, isto €,
F (2, (0%())jaj<k) =0, para todo x € Q'
Além da ordem, uma classificacdo importante para distinguir as propriedades das
equagoes é a baseada no tipo de nao linearidade: a equagao (1.2) ¢ dita:

e linear, se ¢ da forma

Z o (2)0% = f(x),

o<k

onde a, e f podem depender de x € ) apenas;
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e linear a coeficientes constantes, se ¢é linear e os a, nao dependem de z;

e semilinear, se é da forma

Z aa(2)0%u+ G (2, (8°u)5<1) =0

|a|=k
isto é, é linear pelo menos nos termos de grau méximo;

e quaselinear, se é da forma

Z ao(z, (0°w) 51<)0%u + H (, (0°u)ig<k) = 0

|al=k

isto é, os coeficientes a, com |a| = k dependem de z € Q e de (0°u) <k, mas nao
de (8ﬂu)‘5|:k;

e totalmente nao-linear, quando nenhum dos casos anteriores ocorre.

Exemplo 1.5. Os exemplos a seguir mostram equagoes dos varios tipos, incluindo algu-
mas das equagoes mais importantes que estudaremos.
1) > ai(x)0;u = 0: linear de primeira ordem.
i=1
2) Au = Z 0?u = 0 (equagao de Laplace), d?u — 2A,u = 0 (equagao da onda),
Oyu— kA U= 0 (equagao do calor): lineares a coeficientes constantes de segunda ordem.
3) Z 23 0;0(nt1—iyU = Z(@,u) : semilinear de segunda ordem.
i=1 i=1
4) uzum =z +u® + /u,: quaselinear de segunda ordem.
5) Uyy(Uy + uyy) = u: totalmente nao-linear de segunda ordem.
6) u; + a(z) - Vyu = f(x): equacdo de transporte linear com fonte: primeira ordem
linear.
T ug + a(z,u) - Vyu = 0: equagao de transporte quaselinear: primeira ordem qua-
selinear.
8)|Vu| = 1: equacdo da otica geométrica: primeira ordem totalmente nao linear.

*

1.1.3 O principio de sobreposicao

Uma caracteristica fundamental das equagoes lineares é o seguinte principio de sobre-
posicao. Seja

Lu= Z o (x) 0%u =0

lal<k

uma equagcao linear homogénea:
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e se v, w sao solugoes da equacao linear homogénea Lu = 0 entao av + bw também
é, Va,beR;

e se v é solugao de uma equagao linear homogénea Lu = 0 e w é solugao de Lu = f(x);
entdo v + w também ¢ solugao de Lu = f(x),

e se v é solucdo Lu = f(x), e w é solugao de Lu = g(x), entdo av + bw é solugao de
Lu=af(x)+bg(x).

Observacao 1.6. Lembre e compare com o analogo principio em EDOs e em Algebra
Linear. <

1.1.4 Tipos de problemas - boa posicao

Em geral nao consideraremos apenas o problema de encontrar solugoes da equacgao, mas
o de encontrar as solu¢oes que satisfagcam também um oportuno conjunto de condig¢oes
adicionais (exatamente como é feito com as EDOs,; quando procuramos a solugao de um
certo problema de Cauchy).

Estaremos interessados em estudar o tipo de condi¢oes necessarias para obtermos exis-
téncia, unicidade e dependéncia continua dos dados (defini¢ao de problema bem posto
segundo Hadamard). Também, quando possivel, procuraremos estudar as proprieda-
des qualitativas das solugoes (ja que em geral nao sera possivel calculé-las explicitamente).

Veremos que de alguma maneira (mas com certos cuidados e nem para todo tipo de
EDP) as solugbes de uma equagao diferencial parcial de ordem k& em R"™ dependem de
k fungoes arbitrarias em n — 1 variaveis (no caso de EDOs isso significa k constantes
arbitrarias).

Veremos porém que as condigoes “boas” nao serao sempre as mesmas, e dependerao
do tipo de equacao.

Frequentemente as condigoes com boas propriedades matematicas serao também as
que tém um significado fisico no problema real modelado, e vice-versa. Por isso seréa
sempre importante nao perder de vista os problemas fisicos correspondentes.

De fato, a motivagao para procurar problemas bem postos no sentido definido acima
¢é também relacionada com a fisica. Se imaginamos de querer prever o calcular a solugao
de um problema real precisamos primeiro saber que ela existe, mas também que temos os
dados suficientes para identificar ela (isto é que estes dados nos deem uma tnica solu¢ao).
Enfim, como os dados reais nunca sao conhecidos com precisao, precisamos saber que um
pequeno erro nos dados produzird um pequeno erro no calculo da solugao (dependéncia
continua dos dados), ou a solugao calculada, apesar de existente, inica e correta, nao tera
nenhum interesse pratico.

1.1.5 O método de separacao das variaveis

O método de separacao das variaveis em EDP s6 tem o mesmo nome do método das EDO,
mas esta baseado em um raciocinio diferente, descrito a seguir:
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1) fazemos o chute que a solugao tenha uma forma a varidveis separadas, por exemplo
u(z,y) = X(x) Y (y): o produto de uma funcdo so da x com uma s6 da y (as vezes
o chute sera diferente, por exemplo u(z,y) = X(x) + Y (y));

2) substituimos o chute na equagao;

3) manipulamos a equagao até chegar numa igualdade do tipo
F(D'X(2)]i<k) = G(D'Y (y)li<k) *

isso implica que os dois lados da igualdade devem ser constantes (um nao depende
de = e outro nao depende de y), obtemos entdo duas EDOs: F = X\ e G\, que
resolveremos com métodos de EDOs.

Observe que apenas estamos chutando que existam solugoes na forma dada. Pode ser que
o chute nao seja bom e que nao encontremos nada. Mesmo assim a equagao podera ter
solugoes de outra forma.

Se a equacao for linear e homogénea, poderemos também obter mais solugoes sobre-
pondo diferentes solugbes a variaveis separadas (veremos isso na Se¢ao 5.5).

Vamos ver o método aplicado no exercicio a seguir.

Exercicio 1.7.

Seja f,(x) = e"V™sin(nx). Use separagao de variaveis para resolver os seguintes problemas
para o Laplaciano, a Equagao da Onda e a Equagao do Calor:

Uyy + Ugy = 0 em R x R Uyy — Ugy = 0 em R x R
(L) < u(z,0)=0 para z € R (0) S u(z,0)=0 para z € R
uy(z,0) = fo(r) parazeR uy(x,0) = fo(r) parazeR

(©) Uy — Ugy = 0 em R x R
u(z,0) = fo(x) parazeR
Solugao:
Comecemos pela equagao (L). Substituindo o chute u(z,y) = X(z) Y (y) na equagao

obtemos
X(@)Y"(y) + X" (@)Y (y) = 0.

Supondo X #0eY # 0! podemos dividir e rearrumar, obtendo

V') _ X'(2)
Vi) | X(@)

=\ (1.3)

onde chamamos de A\ o valor constante de ambos os lados.

LA posteriori poderemos verificar que as solucdes obtidas satisfazem a equacdo mesmo quando se
anulam.
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Considerando as condigoes adicionais temos também que
X(2)Y(0) =0, X(x)Y'(0) = e VP sin(nz) ;

deduzimos que X (x) # 0, logo Y (0) = 0; além disso, podemos impor Y’(0) = 1 e teremos
X (z) = e~ V™sin(nx).
Como X deve satisfazer
X//(x)

X@)

deduzimos que \ = n?.
Para a incognita Y (y) temos entdo o problema de Cauchy

Y =n?Y,
Y (0) =0,
Y'(0)=1,

cuja solugdo ¢ Y (y) = Lsinh(ny). Concluimos

67\/6
sin(nx) sinh(ny) .

u(z,y) =

Podemos repetir o raciocinio para (O), sendo que teremos, no lugar de (1.3), a seguinte

B Y”(y) B _X”(QJ) .

Y X 14

obteremos no final Y (y) = Lsin(ny), concluindo

6_\/7;
sin(nz) sin(ny) .

u(z,y) =

Enfim, para o caso de (C), temos

Yy _ X" _ (1.5)

Yy — X()

e desta vez podemos por Y (0) = 1 chegando ao problema de Cauchy (de primeira ordem)

Y' = —n?Y,
Y(0)=1,

cuja solugdo é Y (y) = e ™. Concluimos

w(z,y) = e V" sin(nz)e ™Y
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Resumindo, as trés solugoes sao:
(L) u(z,y) = % sin(nx) sinh(ny)
(0) u(z,y) = ff sin(nx) sin(ny)
(C) u(z,y) = e V" sin(nx)e ™V

Observe que nos trés casos obtivemos a existéncia de uma solugao. Além disso, pelos
teoremas sobre EDOs, a solu¢do é também tnica (mas apenas na familias das soluges
a variaveis separadas, poderiam existir mais solugoes de forma diferente). Isso inclusive
mostra que a escolha da condigao diferente em (C) fazia sentido, de fato a EDO resultante
para Y era de ordem um e s6 admitiria uma condigao inicial.

Quanto & dependéncia continua dos dados, a questao é mais complexa.

Observe que quando n — oo, o dado e todas suas derivadas tendem uniformemente a
zero (e V7 sin(nz)| < e V™ e e Vink 23 0 para todo k € N).

No caso (O), a solugao também tende uniformemente a zero com todas suas derivadas.

No caso (C), o mesmo acontece se consideramos y > 0, enquanto a solu¢do explode para
. 24, n—oo

y < 0, pois para um y < 0 fixado e " ¥Vt 23 0.

No caso (L), a solugdo explode para todo y # 0 (lembre que 2sinh(t) ~ +e!!l para

t — +o0).

Esta observacao mostra que o problema apresentado nao é bem posto para o Laplaciano
nem para o calor com y < 0, enquanto poderia ser bem posto para a onda e para o calor
com y > 0°.

Fisicamente isso significa que nos problemas representados pelo Laplaciano nao faz
sentido impor valor e derivada da solu¢gao numa mesma curva. Nos problemas represen-
tados pela equagao da onda, por outro lado, é l6gico impor a posi¢ao e a velocidade a um
instante fixado (em (O) e (C) a variavel y tem significado de tempo) e é possivel calcular
a solucao tanto no passado quanto no futuro. No caso do calor o certo é impor o valor
(temperatura) apenas, em um certo instante, mas sera possivel apenas prever o futuro e
nao o passado. *

1.1.6 Alguns exemplos interessantes

Exemplo 1.8.
1) 2% = ( em R?

A solugao geral é u(z,y) = f(y). Isso pode ser visto integrando em segmentos hori-
zontais:

/:uz@,y) d =0

0

logo u(z,y) = u(xo,y).

2Lembre porém que apenas consideramos aqui solucoes a variaveis separadas... poderiam ainda existir
solugoes de forma diferente que explodem... o que de fato acontece no caso (C).

3Pensando em primitivas se u, = 0 entdo u é constante com respoito a z, o que significa que a
constande pode variar com y.
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Note que se f € C}(R), entao u € C'(R?), mas a equacao faz sentido e esta satisfeita
mesmo se f for menos regular.
Consideremos as seguintes condigoes:

u(0,y) = p(y).

a solucao (tnica) é u(x,y) = p(y).
Observe que ao longo do eixo y (onde é posta a condigao) u e u, = ¢ (y) podem ser
determinados pela condicao e u, pela equacao.

u(z,0) = (x).
a condigao u(z,0) = ¥(z) é compativel com a equagao apenas se ¢)(x) = ¢ constante.
Neste caso u(z,y) = f(y) desde que f(0) = c. Portanto, pode ter nenhuma ou
infinitas solugoes, ou seja, o problema é mal posto.

Note que ao longo do eixo z (onde é posta a condigdo) u = ¥ e u, = Y sdo
sobredeterminados, enquanto u, ¢ indeterminado.

2)92,u =0, com u € C*(R?).

A solugao geral é u(z,y) = f(x) + g(y), de fato

uz(z,y) = C(x) + /y Ugy(z, t)dt = C(2)

Yo

u(wy) = Do) + | "t y)dt = D(y) + / "ot

o

Consideremos as seguintes condigoOes iniciais:

u(0,y) = ¢(y) e uz(0,y) = ¥(y).

Como u,, = 0, entdo a solugao s6 existe se ¢(y) = ¢ constante. Se for assim, o
problema tem infinitas solucdes da forma u(x,y) = o(y) + f(z), onde f(0) = c e
f(0) =0.

Observe que u, g, Uy, Uy € Uy, podem ser determinados sobre o eixo y pelas
condicoes, mas u,, ¢ indeterminado e u,, ¢ imposto também pela equagao;

neste exemplo nao adianta trocar x e y: o caso [ u(x,0) = ¢(z) e uy(x,0) = (x) | é

analogo ao anterior;

u(z, z) = () e us(z,7) = Y(z).
Como a solugao geral é u(x,y) = f(z) + g(y), entao u(z,z) = f(z) + g(x) = ¢(z)
e ug(z,x) = f/(x) = (). Assim, f(z) = C + ¥(z) (onde ¥(x) = [J¥(t)dt) e
g(x) = p(x) — (C+ ¥(x)), ou seja, u(z,y) = V(r) — ¥(y) + ¢(y): existe uma tnica
solucao.

Note que neste exemplo, sobre a reta (z,x), podemos calcular as quantidades u, u,
e uy, e duas relacoes entre Uuy,, gy € Uy, pelas condigoes, assim a equagao fecha o
problema e permite determinar as seis quantidades.
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*

Observacao 1.9. Repare como nos exemplos anteriores os dados consistiam em uma ou
duas funcoes de uma variavel. Como eram problemas de primeiro ou segunda ordem em
R2, isso é coerente com a afirmacao da solucao depender de k funcoes de n — 1 variaveis.
A tnica excegao, na qual voltaremos, ¢ o problema (C) do exemplo 1.7. <

1.2 Problema de Cauchy

Definigao 1.10. Dadas a equagao (1.2), uma hipersuperficie S em R™ de codimensao 1 e
k funcoes ¢g, Gu, .-y Gp—1 : S — R, chamamos problema de Cauchy para a equagao
(1.2) o problema de encontrar uma solugao de (1.2) definida numa vizinhanca Vs de S e
que satisfaca

Ou=¢;, Vi=0,1,...,k—1, emS

onde v € o vetor normal a S.
Chamaremos de dados de Cauchy as funcoes ¢; e de superficie dos dados a superficie

S.

O exemplo 1.8 visto anteriormente mostra que nem sempre temos existéncia e unici-
dade para este problema.

Para simplificar a exposi¢ao, vamos supor que S seja o hiperplano em R"™ dado por
S = {z, = 0}*. Teremos entdo um problema de Cauchy da forma

{F (%, (0°u)jal<r) =0 (1.6)

(‘3;”14(;1:1,:52, iy Zn1,0) = pi(z1, 29, ..y xpyy) em S (1=0,1,...,k—1).

Para distinguir as componentes, escreveremos a € M I, na forma (3, j) com 8 € M 1,4
ej € Z. Note-se que se |a| < ke a # (0,0, ...,0, k), entdo podemos calcular 0%(u)(z,0) em
S, apenas dos dados de Cauchy, de fato, 9% (u)(x,0) = 0%p;(x). Apenas 0"* (u)(z,0),
entre todas as derivadas de ordem até k, nao pode ser calculada dos dados de Cauchy.
Como vimos no exemplo 1.8, uma condi¢ao natural para que possamos esperar de resolver
(1.6) & que 9F) (u)(,0) = 0% u possa ser calculada em vizinhanca de S usando a equagao,
isto é, que ela apareca explicitamente na equacao.

No caso em que S é uma hipersuperficie mais geral, os dados de Cauchy fixam em S
todas as derivadas nas direcoes tangentes e normais, até a ordem k, exceto a 9%. Neste
caso a analoga da condi¢ao acima pode ser enunciada pedindo que a derivada normal
k-ésima O%u possa ser calculada, usando a equacao e os dados, pelo menos localmente em
vizinhanca de S.

4Na verdade podemos sempre pensar de transformar localmente uma superficie regular neste hiper-
plano.
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Definicao 1.11. Diremos que o problema de Cauchy é nao-caracteristico num ponto
1o € S quando a equagdo, em xg, pode ser resolvida com respeito a derivada O%u; serd
caracteristico neste ponto, quando nao € possivel.

O problema € nao-caracteristico se for nao-caracteristico em todo ponto de S.

Exemplo 1.12.

1) Seja L = 0; em R". Entao um problema de Cauchy posto sobre uma hipersuperficie
S é nao-caracteristico se a normal a S possui sempre uma componente na dire¢ao x1, ja
que apenas 0; é explicito na equacao, enquanto 0s, .., d, nao aparecem.

2) Seja L = 010, em R?. Como vimos no exemplo 1.8, combinando a equagao com
as informagoes dos dados podemos calcular a derivada normal, exceto se a normal é na
direcao dos eixos coordenados. Portanto, um problema é nao-caracteristico desde que a
normal a hipersuperficie S nunca é horizontal e nem vertical.

3) Consideremos agora sempre S = {y = 0} C R?, cuja normal é o vetor e, alineado
com o eixo y.

Como ja vimos S é caracteristica pela equacao d,u = 0, nao-caracteristica para a
equagao dyu = 0, e também ¢é caracteristica para 0,,u = 0. Também ¢é nao caracteristica
para as equagoes Uy, — Uy, = 0 (onda) e u,, —uy,, = 0 (Laplaciano), ja que u,, é explicita
na equagcao, enquanto é caracteristica para a equacao u,, —u, = 0 (calor), ja que w,, nao
aparece na equagao.

4) Generalizando o ponto anterior, seja S = {z,, = 0} C R", cuja normal ¢é o vetor e,
alineado com o eixo z,,.

Entao S é caracteristica para as equacoes J,,u = 0 se ¢ # n, e para a equagao do calor

n—1
=1

Por outro lado, S é nao-caracteristica para a equagao J,,u = 0, para a equagao da
n—1
onda Uy, ., — Y Uy, = 0 e também para a equagao com Laplaciano Au = 0.
i=1

*

Observacgao 1.13. No exemplo anterior, a caracteristicidade ou nao-caracteristicidade do
problema dependia apenas da relagao entre a equagao e a hipersuperficie S. Isso é tipico
dos problemas lineares. Veremos no exemplo seguinte que nos problemas nao lineares
também pode depender do dato imposto.

Exemplo 1.14. Consideremos os seguintes Problemas de Cauchy:
Uy + u, =0 Uy + U, =0
a) u y b) y
u(z,0) = p(z) u(0,y) = ¥(y)
No caso (a) a derivada normal & curva dos datos é u,, que pode evidentemente ser
explicitada da equagao, logo se trata de um problema nao-caracteristico.
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No caso (b) a derivada normal & curva dos datos é u,: como a equagao é quase-linear, o
coeficiente de u, depende da incégnita. Em particular o coeficiente é u, que em S assume
o valor 1. Logo o problema seré nao-caracteristico desde que ¥ (x) # 0 (onde 1(z) =0 a
derivada u, nao pode ser obtida da equagao).

*

1.3 O Teorema de Cauchy-Kowalevski

Teorema 1.15. (Cauchy-Kowalevski) Se no Problema

F (% (aau)\a|§k) =0 (1.7)
Oy = g, em S (1=0,1,..,k—1), '

0s dados ; e a superficie S sao analiticos em vizinhanga de xo € S, a fungao F
¢ analitica em vizinhanga destes dados e a condi¢cao de nao-caracteristicidade estd
satisfeita em xy € S, entao existe uma vizinhanc¢a de xoy na qual o problema possui
exatamente uma solucao analitica.

Observacao 1.16 (Comentarios sobre o Teorema 1.15).

e A prova do teorema pode ser vista em [Mas]. Depois de reduzir o problema a um
sistema de primeira ordem equivalente, mostra-se como obter os coeficientes da série
de poténcias para a solucao em termos dos coeficientes das séries que definem os
dados do problema. Enfim, é preciso mostrar, estimando os coeficientes, que a série
da solugao converge em uma pequena bola.

e O teorema 1.15 também vale para u vetorial (sistemas) ou a valores complexos.

e O teorema considera apenas uma vizinhanga de um ponto xy, mas se as condig¢oes
estiverem satisfeitas em toda S podemos facilmente estender o resultado a uma
vizinhanga de S, ja que a solugao é tinica em vizinhanga de cada ponto e sera entao
a mesma na interseccao de duas delas, podendo assim ser estendida & reuniao de
todas estas vizinhancas.

e O teorema, pelo menos no ambito dos problemas de Cauchy analiticos e nao-
caracteristicos e considerando apenas as solugoes analiticas, nos mostra que para ter
existéncia e unicidade é necessario prescrever condicoes sobre a solugao na forma de
k fungbes de n — 1 variaveis (os dados de Cauchy em S).
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e O teorema tem algumas fortes limitacoes praticas.

— No caso de problema analitico, nos da existéncia e unicidade, mas apenas
de solugoes analiticas, nao excluindo a existéncia de outras solu¢oes menos
regulares (nao analiticas). Existe porém um resultado, o Teorema de Holmgren,
que diz que no caso linear existe apenas a solugao analitica.

— Fornece existéncia, unicidade e uma féormula para calcular a série de Taylor da
solugdo, mas poucas informacoes qualitativas podem ser deduzidas da série.
Por exemplo, o teorema se aplica da mesma maneira aos problemas (L) e (O)
do exercicio 1.7, nao distinguindo o fato que o primeiro é mal posto.

Além disso, o algoritmo de calculo dos coeficientes ¢ computacionalmente muito
pesado, entao pouco tutil.

— O resultado é apenas local, no sentido que temos existéncia numa vizinhanga de
S mas nenhuma informagao sobre eventual existéncia global, ou sobre eventual
perda de analiticidade longe de S.

— Existem problemas de grande interesse fisico que nao sao problemas de Cauchy;,
como por exemplo o problema de Dirichlet para o Laplaciano e o problema de
valores iniciais para a equagao do calor (em particular, o problema (C) do
exercicio 1.7 ndo é um problemas de Cauchy).

— O fato de ser limitado a dados analiticos limita a importancia nas aplicacoes do
teorema, ja que as fungoes analiticas s@o um conjunto muito pequeno dentro
do conjunto onde faz sentido procurar solugoes das EDPs, e ¢é suficiente uma
pequena perturbagao para perder a analiticidade de uma func¢ao, de maneira
que o estudo da dependéncia continua dos dados perde de significado.

Além disso, as func¢oes analiticas tém a propriedade que a funcao inteira de-
pende apenas dos valores num pequeno aberto, o que nao é natural em certos
fendmenos fisicos nos quais as informagoes viajam com velocidade finita.

e O teorema ¢ muito geral, no sentido que nao faz distin¢oes sobre a ordem ou o tipo
de equagao (por exemplo elipticidade, tipo de nao-linearidade, etc..). Isso pode ser
uma vantagem, mas também justifica as limitagoes que enumeramos acima: para
obter resultados melhores precisaremos analisar separadamente os diferentes tipos
de equagoes.

1.4 Referéncias

Para complementar os assuntos deste capitulo, além da referéncia [Str08|, pode consultar
[Fol95, paginas 30..54|, [Joh82, Gar64] e as notas [Mas].



Capitulo 2

Equacoes de Primeira Ordem

Neste capitulo consideraremos equagoes de primeira ordem e procuraremos obter resulta-
dos mais completos com respeito aos do capitulo anterior. Em particular, procuraremos
condicoes para garantir existéncia, unicidade e dependéncia continua dos dados da solugao
de um problema de Cauchy (sem precisar analiticidade dos dados) e procuraremos uma
formula para expressar a solugao.

Vejamos antes alguns exemplos simples

Exemplo 2.1. e Ja vimos no exemplo 1.8 como encontrar a integral geral de u, =0
em R?: descobrimos que a solugdo ¢ constante nas retas horizontais.

Pela mesma técnica, podemos calcular a integral geral de u, = f(z,y):

uo,) = u(eo,y) = | " fe,y) de -

percebemos que agora ao longo das retas horizontais a solucao pode ser calculada
integrando a f.

Consideremos a equagao u, = u: como ainda a y nao aparece na equagao, podemos
usar técnicas de EDOs, obtendo

[ enic= [ rac
(z.y)

e logo In <m> =1 — I9, OU seja,

T—x0

u(z,y) = u(zo, y)e

Mesmo se a equacao fosse semilinear, por exemplo u, = u?, poderiamos usar o
mesmo método.

e Considerando a equacao 3u, + 4u, = 0 temos duas opgoes.

19
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— Fazendo uma oportuna mudanga de variaveis que leve a diregao do vetor (3,4)
na direcao do eixo xz, obteremos a equacao u, = 0, que ji resolvemos.

— Observando que o lado esquerdo da equagao tem a forma da derivada de uma
composi¢ao, podemos escrever y(t) = (xo + 3t, yo + 3t), obtendo

d

7 (o (1)) = 3us(y(t)) + duy(v(t)) = 0;

interpretamos que a solucao u seré constante ao longo das retas paralelas ao
vetor (3,4).

Se por exemplo queremos resolver o problema com a condi¢ao u(z,0) = ¢(z),
precisaremos escolher xg, Yo na forma (xg,0) e obteremos

u(zo + 3t,0 4+ 4t) = ¢(z0), e pondo = = xy + 3t, y = 4t chegaremos a

u(z,y) = ¢(x — 3y/4) .

Observe que no lugar de por a condi¢ao na reta de equagao y = 0, poderiamos
escolher outras curva. O tnico cuidado que precisa tomar é que essa curva
nunca tenha o vetor (3,4) por vetor tangente (neste caso o problema seria
caracteristico neste ponto).

e Considerando a equacao u, + ru, = 0 podemos, em analogia com a solucao acima,
pensar que a equagao estd dizendo que u é constante na diregao do vetor (1,z).
A diferenga é que agora este vetor depende do ponto, mas se encontrarmos uma
curva 7(t) tangente em cada ponto ao campo (1, ), poderemos dizer que a solugao
¢é constante ao longo desta curva.

Como as curvas integrais deste campo sdo as pardbolas de eq. y = 2%/2+c, podemos
por exemplo resolver o problema u(0,y) = ¢(y) obtendo que u(t, c + t2/2) = ¢(c) e
logo (verifique)

u(z,y) = ¢y — 2%/2).

*

No exemplo acima, o que vimos é que a EDP de primeira ordem acaba se transfor-
mando em uma familia de EDOs ao longo de oportunas curvas. Quais sejam estas curvas
esta determinado pelos coeficientes das derivadas de ordem 1, enquanto eventuais termos
que dependem s6 do ponto ou de u apenas entrarao no problema na hora de integrar as
EDOs obtidas. Veremos isso melhor em seguida, mas é por este motivo que a classifi-
cacao do tipo de nao-linearidade feita na secao 1.1.2 estd baseada mesmo na forma dos
coeficientes dos termos de grau maximo.



EDPg, June 25, 2022 21

2.1 O método das caracteristicas

2.1.1 O caso linear e semilinear

P

A forma mais geral para uma EDP semilinear de primeira ordem em R"™ é

n

> ai(x)0,,u(x) = F(x,u); (2.1)

i=1
pondo os coeficientes a; num vetor a = (ay, ..., a,) € R” podemos escrever (2.1) na forma
a(x) - Vu(x) = F(x,u). (2.2)

A equagao seré linear se F'(x,u) é da forma f(x) — b(x)u(x), mas veremos que isso influi
muito pouco no que faremos, entao trabalharemos diretamente no caso semilinear.
Observe que (2.2) fixa a(x) - Vu = F: ela prescreve como varia u na dire¢ao a.
Consideremos o problema (de Cauchy) de determinar a solu¢ao que tenha valor pres-
crito numa hipersuperficie regular S dada parametricamente como S = {x = g(s) : s € w}
onde g : w — R”, sendo w C R %

a(x) - Vu(x) = F(x,u). (2.3)
u(x) = p(x) em S
Para este problema, a condicao de nao-caracteristicidade consistira em pedir que o
vetor a em S ndo seja tangente & S, ou seja v -a # 0 onde v é a normal a S (quando nao
for assim, a equagao estara vinculando a derivada do dado e deixando livre a derivada em
dire¢@o normal).
Como a equagao (2.2) prescreve como varia v na dire¢ao a, podemos dividir o problema
em duas partes.

e Primeiro calculamos as linhas integrais do campo vetorial a(x) que saem dos pontos
de S, isto é, para cada s € w, resolvemos o sistema de EDOs em R"

x((t) = a(xs(1)) , Xs(0) = g(s) : (2.4)

a solugdo Xs(t) € uma curva em forma parametrica em R", que sai do ponto ¢(s), e
cujo vetor tangente x.(t) coincide com o campo a(xs(t)) em todo ponto.

Chamaremos estas curvas | curvas caracteristicas | da equagcao.

COMPLEMENTOS.

Observe que se A C R™ é um aberto e a fungdo a: A — R"™ & de classe C' (e logo localmente Lipschitz), sabemos
da teoria das EDOs que por todo ponto xg = g(s) € S passa uma Unica solucdo; além disso, a(xg) serd tangente
a esta curva em xg. Se S é ndo-caracteristica, entdo a curva obtida ndo sera tangente a S e logo xs(t) ¢ S para
t € (—e,¢)\ {0} e algum £ > 0.

Além disso, a solugdo de (2.4) depende continuamente dos dados iniciais. Assim, se S é de classe C!, as curvas

{xs(t) : s€w, t € (—e(x0),e(x0))} preenchem uma vizinhanga de S.
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e Fixado xo = g(s) e calculada a curva caracteristica x5(t), podemos tentar calcular
a solugao u ao longo dela: de fato, se u for uma solucao de classe C! de (2.2), entéo,
pela regra da cadeia,

i[U(Xs(t))] = Vu(xs(1)) - x((t) = Vu(xs(t)) - a(xs(t))

dt
= F(xs(t), u(xs(1)) : (2.5)

se Xs(t) é conhecida entdo esta é apenas uma simples EDO e permite calcular u
conhecendo a condi¢ao inicial u(x).

Em particular, definindo vs(t) := u(xs(t)) podemos calcular vs com a EDO adicional
vi(t) = F(xs(t), vs(t)) vs(0) = (g(s))- (2.6)

Essas consideragoes nos levam ao chamado método das caracteristicas, que consiste
em encontrar uma vizinhanca de S, de forma que possamos cobrir esta vizinhanga com
as curvas {Xs(t);s € w} e resolver (2.5) ao longo delas: dessa maneira a solucdo do
problema de Cauchy (2.3) pode ser procurada resolvendo, para cada s € w, o Sistema
caracteristico

#%s(t) = a(xs(t)), xs(0) = g(s),
Loy(t) = F(xy(t), va(t)), 0:(0) = p(g(s)).

obtendo a solugao u ao longo das curvas caracteristicas:

u(xs(t)) = vs(t).

A solugao explicita u(x) devera enfim ser obtida calculando s, t em fungao de x.

(2.7)

Observacao 2.2. Observe que por enquanto apenas mostramos que dada uma solucao

de (2.3) de classe C! entdo a fungao u(zs(t)) satisfaz (2.5), desde que x4 satisfaca (2.4).
No teorema 2.6 veremos que de fato a solug¢ao obtida de (2.7) é realmente uma solugao

de (2.3). <

Observacgao 2.3. Como nas EDOs, a existéncia da solucao estd garantida apenas em
uma vizinhanca de S. De fato, como acontece nas EDOs, uma ou mais das incognitas
pode divergir impedindo de continuar a solugao além de um certo ponto.

Veremos na observagao 2.7 outros motivos pelos quais a solucao pode deixar de existir,
que nao se aplicam ao caso semilinear. <

Observagao 2.4. Destacamos que o sistema (2.7) é “triangular a blocos”, no sentido que
a primeira equagao (vetorial de dimensao n) pode ser resolvida independentemente da
segunda, e sua solucao pode depois ser substituida na segunda.

Uy + Uy = U
u(z,0) = 1.

Exemplo 2.5. a)
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Neste caso podemos parametrizar a superficie como S = {(s,0); s € R}, o vetor nor-
mal é v = (0,1) e a(z,y) = (1,1), assim v-a = 1 e o problema é ndo-caracteristico.

O sistema caracteristico sera

%st(t> - ]-7 Is<0) =S,
Lyg(t) =1, ys(0) =0,
%vs(t) =v(t), wvs(0) =1
Efetuando os célculos obteremos
zs(t) =t + s,
ys(t) - t,
vs(t) = €

a candidata a ser solugdo sera e’ ao longo de cada reta (¢t + s,t); eliminando os
parametros obtemos (t =y, s =z — y), logo
u(z,y) = év.

Observamos que neste caso as curvas caracteristicas sao as retas de equagao y =
r—s, (s eR).

Uy + Uy = U
u(z, —x) = 1.
Agora podemos parametrizar a superficie como S = {(s, —s); s € R}, o vetor normal

é v =(1,1)//2 e ainda o problema é nao-caracteristico.

O sistema caracteristico mudara apenas pela condi¢do ys(0) = —s, assim obteremos

eliminando os parametros obtemos (2t = z + vy, 2s = = — y), logo

u(z,y) = ez

As curvas caracteristicas sao ainda as mesmas retas (apenas muda a parametrizagao

delas).

Enfim, no caso da condicao inicial ser dada por u(z,z) = 1, teremos um problema
caracteristico pois v = (1, —1)//2 é ortogonal a a; de fato nao podemos resolver o
problema pois se escrevermos o sistema caracteristico obteriamos sempre a mesma
reta (a curva caracteristica x = y) com valores de v contraditorios (a tnica curva
caracteristica que corta a reta dos dados é a propria reta).

*
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2.1.2 O caso quaselinear

Consideremos agora o caso quaselinear

n

Zai(a:,u)@xiu(x) = F(x,u); (2.8)

i=1
pondo de novo os coeficientes a; num vetor a = (ay, ..., a,) € R" obtemos
a(x,u(x)) - Vu(x) = F(x, u(x)). (2.9)

Observe-se que agora a condi¢gdo de nao-caracteristicidade é a(x,u) - v # 0: isso
ainda significa que a nao pode ser tangente & superficie dos dados, mas conforme vimos
no capitulo anterior, ela dependera nao apenas da superficie mas também do dado de

Cauchy, ja que a depende de u.
COMPLEMENTOS.
Podemos dar uma interpretagio geométrica da equagio construindo o vetor a = (a, F') € R"*! e pondo (2.9) na forma

a(x,u) - (Vu(x), —1) = 0; (2.10)

se considerarmos a superficie em R®t1 que representa o gréfico da solugio u(x), o vetor (Vu(x), —1) serd um vetor perpendi-
cular a este grafico no ponto (x,u(x)) (de fato, o plano 7 tangente em (xo, u(xg)) serd Vu(xg)-(x—x0) — (7(x) —u(x0)) = 0),
logo a equagdo pode ser interpretada geometricamente dizendo que o vetor a(x,u) € R?T1 ¢ tangente ao grafico. No caso
em duas variaveis, mais facil de visualizar, isso significa encontrar uma superficie em R® que é sempre tangente ao campo
a. Um problema de Cauchy para (2.10) significara encontrar a superficie que passa por uma curva dada.

Usando esta interpretagao geométrica, podemos esperar obter informacoes sobre as solucoes estudando as linhas inte-
grais do campo vetorial a(z,v) em R"t! o que nos leva ao método descrito abaixo.

Podemos resolver o Problema de Cauchy

u(x) = p(x) em S, (2.11)

anéalogo a (2.3) mas para equagao quase-linear (2.8), usando o mesmo método das carac-
teristicas descrito antes.

A diferenca é que neste caso o o sistema caracteristico resulta acoplado pois a depende
também da solucao:

%XS(“ = a(xs(t),vs(t)), xs(0) = g(s), (2.12)
7Vs(t) = F(xs(t), vs(1), vs(0) = ¢(g(s)),

(compare com (2.7)). Por consequéncia, o sistema precisa ser resolvido de uma vez so,
nao sendo mais possivel determinar x4 a priori e depois calcular vg integrando uma tnica
EDO.

Observe que, neste caso, as curvas caracteristicas nao sao mais uma propriedade da
equacao, mas podem ser diferentes para diferentes solucoes da mesma equacao.’

'Em alguns livros, para as equacoes de primeira ordem, é usada uma definicdo diferente: as linhas
integrais do campo a (em R™), que aqui chamamos curvas caracteristicas, sdo ditas projegoes caracteris-
ticas, enquanto sao ditas “curvas caracteristicas” as linhas integrais do campo a (em R"*1). Veja estas
defini¢oes em [Mas|. A definigdo usada aqui é mais coerente com a nogao de curvas caracteristicas que é
comum para equacoes de ordem superior.
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2.1.3 O teorema de existéncia e unicidade
O método descrito permite demonstrar o seguinte Teorema

Teorema 2.6. Se no problema (2.11) S ¢ uma superficie de classe Ct, a, F, ¢ sio fungoes
reais de classe Ct e a condigdo de ndo-caracteristicidade estd satisfeita, entdo existe uma
vizinhanga N (S) tal que existe uma tinica solugio u € C*(N(S)) do problema. Além disso,
a solucao depende com continuidade dos dados.

Tal solugao pode ser calculada resolvendo o sistema caracteristico na forma (2.12) e
obtendo u em funcao de x eliminando os pardmetros.

Demonstragao do teorema 2.6. A demonstracao pode ser vista em [Mas].

Ela estd baseada no fato que o sistema de EDOs sempre possui solugao pelo menos
local. Além disso, pela dependéncia continua dos dados das EDOs, pode ser provado que,
quando vale a condigdo de nao caracteristicidade, o mapa xs(t) define localmente uma
mudanca de variaveis (s,t) — x regular e invertivel, que logo permite de obter a expressao
de u(x), daquela de vg(t).

Enfim, como temos uma férmula de resolugdo (o sistema caracteristico) e como sa-
bemos que as solucoes deste sistema dependem com continuidade dos dados, podemos
concluir dependéncia continua dos dados também para (2.11). O

Observacao 2.7. Como descrito, a condi¢ao de nao-caracteristicidade é usada para ga-
rantir a invertibilidade do mapa M que leva os parametros (s, t) no ponto x: isso significa
que as curvas caracteristicas definem um novo sistema de coordenadas, em particular,
significa que estas curvas nao se entrecruzam nem deixam buracos numa vizinhanga de S.

Nao podemos garantir porém que o mapa M seja invertivel globalmente, isto é, as cur-
vas caracterfsticas poderiam, a uma certa distancia de S, comecar a cruzar?, e a solucao
obtida pelo sistema caracteristico parar de fazer sentido: de fato, se duas caracteristicas
cruzam significa que a solu¢ao num ponto deveria assumir, em geral, dois valores dife-
rentes: um calculado ao longo de uma caracteristica e o outro pela outra. Também uma
caracteristica poderia voltar a cruzar a superficie depois de se afastar dela. <

Exemplo 2.8. a) Considere o problema

Uty +uy =1

u(s,s) =0. (2:13)

Entao a = (u,1) = (0,1) e o problema é sempre nao-caracteristico (v = (1,—1)). Para-
metrizando S = {(s, s); s € R} o sistema caracteristico resulta

%xs =v;, x5(0)=s,

%ys - 17 yS(O) =S5,

%US =1, vs(0)=0.

2Cuidado, as linhas integrais do sistema completo ndo podem cruzar-se pelos teoremas de EDOs, mas
as Xs S0 apenas suas projecoes no espago das primeira n incognitas, logo poderiam cruzar-se.
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Logo obtemos

ys(t) =t +s;
vs(t) = t.

Eliminando os parametros (r —y = t?/2—t — t = 14+ /1 + 22 — 2y, mas como = = y =
t =0 ¢éapenas t = 1 — /1 + 2x — 2y) obtemos nossa solugao

u(z,y) =1—+/14+ 2z —2y. (2.14)

Observe que as curvas caracteristicas (fazer o desenho) séo parabolas de equagao z — s =
(y — 5)?/2, s € R: elas ndo cruzam para valores pequenos do parametro ¢ (perto da reta
y = x), mas sao todas tangentes a reta y = x 4+ 1/2 para o valor do parametro t = 1: a
partir deste ponto a solugao construida via caracteristicas para de fazer sentido (vemos
em (2.14) que u nao é derivavel sobre esta reta e nao faz mais sentido acima dela).

b) Se considerarmos a condigao u(s, s) = 1 o problema (2.13) tornar-se-ia caracteristico
pois a = (u,1) = (1,1) L v. De fato, resolvendo o sistema caracteristico, obtém-se as
curvas caracteristicas @ — s = (y — $)?/2 +y — s, s € R, que sao todas tangentes a reta
y = x e estao no semiplano y < z, logo nao preenchem uma vizinhanca da reta, e se
cruzam entre elas em qualquer vizinhancga (fazer o desenho).

Observe-se que no caso (a) temos ainda existéncia de uma solu¢do numa oportuna
vizinhanga de S, como garantido pelo teorema 2.6, mas a solucao pode ser estendida
apenas até a reta y = x + 1/2 (exclusive), pois depois de tanger esta reta as curvas
caracteristicas voltam atras e comegam a cruzar outras.

Observe-se também que, as curvas caracteristicas obtidas no caso (a) e no caso (b)
nao sao as mesmas, pois o problema é quaselinear. *

2.1.4 Comentarios sobre o método das caracteristicas

Observacao 2.9. e Com respeito ao teorema de Cauchy-Kowalevski, que nos fornece
existéncia e unicidade quando tudo é analitico, o teorema 2.6 precisa de uma regu-
laridade bem menor (C! apenas) e fornecem muita mais informagao sobre a solugao:
em particular uma féormula quase explicita (é suficiente saber integrar um sistema
de EDOs, o que inclusive pode ser feito numericamente de maneira aproximada) e
dependéncia continua dos dados.

e O resultado do teorema é apenas local: fornece solucao perto de S mas nao diz
até onde a sol pode ser estendida; vimos de fato no exemplo 2.8 que a uma certa
distancia de S as curvas caracteristicas comecavam a cruzar-se, implicando que o
mapa (s,t) — x nao é mais injetora. Além desta possibilidade pode acontecer,
como nas EDOs, que a soluc¢ao divirja a infinito a uma certa distancia de S (veja
por exemplo o caso da equacgio u, = u?).
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e Mais uma vez o teorema 2.6 mostra que, sob oportunas hipoteses, para ter existéncia
e unicidade precisa por uma condigao na forma de uma (isto ¢, & = 1) fungao de
n — 1 variaveis.

e O sistema caracteristico também mostra claramente como os dados influenciam a
solucao: uma vez calculada a solugao podemos desenhar as curvas caracteristicas:
o valor de ¢ num ponto zy € S afeta apenas os pontos ao longo da curva que passa
por xg; reciprocamente, o valor de v num ponto x depende apenas de ¢ calculado
no ponto xy de S que estd na mesma curva caracteristica de x.

Podemos entao definir:

— Dada uma por¢ao ¥ C S, chamaremos regiao de influéncia de ¥ a regiao em ¢
na qual a solucao depende dos dados em X.

— Dada uma porcao © C (2, chamaremos dominio de dependéncia de O a porcao
de S da qual depende a solu¢ao em ©O.

Logo para as equacoes de primeira ordem, a regiao de influéncia de ¥ seré a reuniao
de todas as curvas caracteristicas que passam por >, enquanto a o dominio de
dependéncia de O sera a porcao de X cruzada pelas curvas caracteristicas que passam
por O.

Observe que ambas as nogoes dependem apenas da equacao s6 no caso semilinear
(quando as curvas caracteristicas podem ser calculadas a priori): no caso geral elas
dependerao também da solucao considerada, podendo ser diferentes em correspon-
déncia de outra solucgao.

2.2 Eq. de transporte e conservacao

2.2.1 Eq. de transporte

Considere o problema de Cauchy

=0
Ut + cu (2.15)
u(z,0) = f(z) :
a solucao é u(x,t) = f(x — ct):
f esté sendo transportado com velocidade uniforme c.
No problema
ur + c(x, t)u, =0 (2.16)
u(z,0) = f(x);

podemos obter as curvas caracteristicas e descobrimos que agora



28 EDPg, June 25, 2022

f é transportado com velocidade variavel, ao longo das caracteristicas.

Observe que por causa da variabilidade da velocidade a solu¢ao u(z,t) a um instante
fixado ¢ nao é mais apenas uma translacao de f, mas o sinal inicial serd também defor-
mado.

Os dois problemas acima modelam problemas de transporte: a quantidade u é
transportada inalterada por um meio cuja velocidade é ¢(z,t): por exemplo, u poderia
representar a temperatura em um rio que escorre com velocidade ¢(z,t).

De fato, calculando as trajetoérias das particulas do meio, solu¢oes do problema de
EDO 2/(t) = ¢(z(t),t), x(0) = o, podemos impor que u(x(t)) = const, logo [u(z(t))] =
Uy '+ Uy = Uy c+uy = 0.

Observagao 2.10. Observe-se que, como ja vimos acontecer no exemplo 1.8-1), com esta
interpretacao do problema fisico associado & equagao, faria sentido inclusive considerar
uma condigao inicial irregular, por exemplo uma distribui¢ao de temperatura descontinua:
a resolucao do sistema caracteristico mostraria que a descontinuidade é transportada ao
longo da curva caracteristica correspondente. Obviamente neste caso a EDP nao seria
satisfeita ao longo da descontinuidade. <

2.2.2 Eq. de conservacao

Considere o seguinte problema:

{m+@@¢my=0 (2.17)

Observe que podemos reescrever a equac¢ao como

w + c(z, t)u, = —ci(x, t)u: (2.18)

neste caso ao longo das caracteristica u nao é mais constante.

Este problema modela um problema de conservagao: a incégnita u representa a
concentragao (linear) de uma substéancia fisica conservada, que é transportada por um
meio cuja velocidade é c¢. Desta forma a equagao (2.18) mostra que

a substancia é diluida ou concentrada durante o transporte, conforme as caracteristicas
se afastam (u, > 0) ou se juntam (u, < 0) .

O modelo pode ser obtido pelo seguinte raciocinio. Fixado um intervalo [a, b], a quan-
tidade de substancia em [a,b] é Q(t) = f:u(x,t) dx, por ser conservada, Q(t) s6 pode
variar por estar saindo ou entrando substancia dos extremos do intervalo, isto é,

Q'(t) = (uc)(a, t) = (uc)(b,1),
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j& que o fluxo de substancia que passa por um ponto serd a concentracao multiplicada
pela velocidade.

Se todas as fungoes envolvidas sao regulares, trocando derivada por integral e usando
o T. Fund. do Calculo obtemos

b b
/utdx:—/(uc)xdx

e valendo isso para todo intervalo [a, b] concluimos que u; + (uc), = 0.

Observacao 2.11. Neste modelo, podemos inclusive pensar que a velocidade ¢ de trans-
porte dependa de wu; o resultado serd entao uma equacao quase-linear. Por exemplo, a
escolha ¢ = u/2 leva & equagao de Burger

up + (u?/2)y = uy +uu, = 0.
<

Observacao 2.12. No caso com mais variaveis espaciais, indicando com ¢ o tempo e
x € R™ o ponto no espaco, as eq. desta se¢ao tornam-se

e u; +c-V,u=0: transporte com velocidade (vetorial) constante c ;
e u; +c(x,t)- Vyu=0: transporte com velocidade (vetorial) c(x,t);

o u;+div,(c(x,t)u) = utc(x,t) - Vyutudivye(x, t) = 0: conservagao com velocidade
(vetorial) c(x,t) : podemos ver aqui que o que faz a substancia diluir ou concentrar
¢ o divergente do campo c.

2.3 Referéncias

Para complementar os assuntos deste capitulo, além da referéncia [Str08|, pode consultar
[Fol95, paginas 34..39], [Joh82, Gar64, Evad8| e as notas [Mas].
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Capitulo 3

Classificagao de Equacgoes (de Segunda
Ordem)

Como comentamos no final do capitulo 1, precisamos distinguir os diferentes tipos de
equagoes para poder adaptar a técnica de resolugao.
3.1 Mudancas de variaveis
Consideremos uma mudanga de variaveis w = G(x), onde
G:QCRY) - Q(CRY) :x—w=G(x) (3.1)

é suficientemente regular, bijetora e satisfaz det J; # 0 em €2, sendo Ji a matriz Jacobiana

Ow1 ... Ow
ow _ [T
JG p— a— pr— . . .
X Own .. Own
8CE1 8]}"

Indicaremos os operadores de derivacao com respeito aos dois vetores de variaveis por
O =V = [On + e On] €Ou =[O ... ).

Dada uma fungao u(x), definamos

pela regra da cadeia em notagao matricial, temos
Ju(%) = Juo (%) = Ju(G(x)) Ja(x)
logo Vu(x) = Vu(w) Jg(x) e assim
Ox = OwJa; O = OxJg". (3.2)

31
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No caso de mudangas lineares, podemos escrever G(x) = Jx onde J (invertivel) é a
matriz da transformacao e é também o Jacobiano em todos os pontos.
Observe que podemos também obter (3.2) pela formula escrita por componentes

0 "L Ow; O a
O, = oz, 4 = ; JijOw, -

63:]- (’9w1
i=1
Exemplo 3.1. Uma rotacao em R? é uma mudanca de variaveis linear dada por
§|  |cost —sind| |z
n|  |sinf cosf | |y|
Usando o visto nesta se¢ao (em particular a equagao (3.2)), obtemos

cosf —sinf
sinf cos0

[8x, 8y] = [85, 877] [ } = [cos 00& + sin 00n, — sin HOE + cos 0877} )

Vejamos como o Laplaciano transforma baixo esta itera¢ao (aqui abreviamo C =
cosf, S =sinf):

02+ 02 = (COc + 50y)? + (=S80 + C,)? = 0 + 0.

Descobrimos que o Laplaciano € invariante por rotagoes.
Consideremos agora o operador da Onda:

0% — 05 = (CO: + 5877)2 — (=950 + C@n)2 =(C? - 52)(82 — 8,3) +4CS0:0, .
Vemos entao que o operador da Onda nao € invariante por rotacoes. Vemos também que
a rotagao de 45° transforma 0% — 05 em 20¢0,.

Como vimos no exemplo 1.8, a integral geral de ve, = 0 € v(&,n) = f(§) + g(n), logo
deduzimos que a integral geral de wu,, — uy, = 0 ¢é

u(w,y) = flr+y)+g(r—vy)

(f, g fungoes arbitrarias). *

3.2 Equacgoes lineares de ordem dois em duas variaveis
(coeficientes constantes)

Considere a equacao diferencial linear em duas variaveis:
gy + 2bUgy + cuyy + duy, + euy + fu =g, (3.3)

onde pelo menos os coeficientes a, b, ¢ sao constantes.
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Supondo a # 0, podemos tentar “copletar o quadrado”, isto é, escrever (3.3) como
(apenas escrevendo os termos de ordema 2)

b b? ac — b?
a um%—QEuxy—l—;uyij ) U + .

b 2 ac — b?
(8z+58y> +( " >a§

Percebemos que seria util fazer uma mudanca de variaveis de forma que as derivagoes
com respeito s novas variaveis correspondam a (835 + gﬁy) e a um miultiplo de 9,, isto ¢,
queremos

ou seja,

a

U+ ...

[0¢, On) = [0, + 28,, 68y] = [0z, Dy [1 g] .

b
a

Isto nos leva entao (veja (3.2)) & mudanca linear

b1 AL -t )

que transforma (3.3) na equacao

1 [ac—b?
u5£+5—2 7 um]—l—....

Observe que escolhendo oportunamente § # 0, podemos fixar o médulo do coeficiente
de u,,, mas nao seu sinal, j& que na equacao aparece 2.

Definigao 3.2. Considerando o discriminante A = b* — ac, dizemos que a equagao (3.3)
é:

(H) Hiperbolica se A = b* — ac > 0: pode ser tansformada em uge — Uy, + ...
(E) Eliptica se A =b* —ac < 0: pode ser tansformada em uge + Uy, + ...

(P) Parabdlica se A =b* — ac = 0: pode ser tansformada em uge + ...
Provamos entao o seguinte Teorema:

Teorema 3.3. Toda equacdo em duas varidveis, de sequnda ordem, linear a coeficientes
constantes da forma (3.3) pode ser reduzida a uma onde os termos de grau dois estao
numa das trés formas canénicas da Defini¢cao 3.2, através de uma mudanga de varidveis
linear.
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Observe que inicialmente assumimos a # 0, mas o Teorema vale até se a = 0: de fato,
se a = b = 0 temos apenas a derivada u,,, e sabemos que isso equivale a eq. da Onda,
através de uma rotagao de 45°; no caso a=0, ¢ # 0, a mudanga que troca x e y entre si
nos leva ao caso ja tratado a # 0.

Veremos no Teorema 3.15 que um resultado parecido ao do Teorema 3.3 vale também
com coeficientes variaveis.

Exemplo 3.4. e Consideremos a equacao

Ugy + 6Uzy + uyy = 0.

Observemos que pondo a = 1, b = 3, ¢ = 9 obtemos b> — ac = 0, logo a equacao &
parabolica.

Procedendo como acima, podemos fatorar
Uy + Oy + Iy = (0, +30,)°u =0,

o que nos sugere por 0 = 0, + 30,, On = 0,, que corresponde (veja (3.2)) a
mudanca de variavel x = £, y = 3£ + 1, que podemos facilmente inverter, obtendo
E=x, n=y— 3.

Nas novas varidveis a equagdo é apenas vg = 0, cuja integral geral é v({,n) =
f(n) +&g(n) com f, g arbitrarias.

Concluimos que a integral geral da equagao inicial é

u(z,y) = fly —32) + zg(y — 3)
(verifique derivando!).

e Consideremos a equacao
Ugg + OUgy + Sty = 0.

Observemos que pondo @ = 1, b = 3, ¢ = 5 obtemos b* — ac = 4, logo a equacao &
hiperbolica.

Procedendo como acima, podemos fatorar
Uz + OUyy + Dty = (0 + 38y)2u — (28y)2u =0,

o que nos sugere pér 0 = 0, + 30,, On = 20,, que corresponde (veja (3.2)) a
mudanca de variavel x = £, y = 3£ + 2n, que podemos facilmente inverter, obtendo
==z, n=(y—3z)/2

Nas novas variaveis a equacao é vee — vy, = 0, cuja integral geral é v(&,n) = f(n+
&)+ g(n — &) com f, g arbitrarias.

Concluimos que a integral geral da equagao inicial é

u(z,y) = fly —5z) + gy — x)

(verifique derivando!).
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e Consideremos a equagao
Ugg + 6Uzy + 131y, = 0.

Observemos que pondo a = 1, b = 3, ¢ = 13 obtemos b* — ac = —4, logo a equacao
é eliptica.

Procedendo como acima, podemos fatorar
Uz + OUgy + 13y, = (0, + 30,)°u + (20,)*u =0,

0 que nos sugere por de novo 0 = 0, + 30,, On = 20,, obtendo a mesma
transformacao do exemplo anterior.

Nas novas varidveis a equagao € vge +vy, = 0. Algumas solugoes faceis desta equacao
sao £n e £2 — n?. Obtemos delas as solucoes

u(z,y) = 2(y — 32)/2, u(z,y) = (y — 3x)* /4 — 2®

(verifique derivando!).

*

Observacgao 3.5. e Para a eq. eliptica, qualquer curva € nao caracteristica. De
fato a derivada segunda nas diregoes dos eixos estd explicita na equacao, e pela
invariancia por rotagoes qualquer outra derivada segunda também pode ser obtida.

e a eq. parabdlica, nao vincula a derivada segunda na direcao da nova variavel
que nao aparece na forma canoénica: logo curvas com normal nesta direcao serao
caracteristicas.

e aeq. hiperbdlica, nao vincula as derivada segundas nas dire¢oes das novas variaveis
que deixam a eq na forma com apenas a derivada cruzada (veja isso no exemplo 1.8-
2) : logo curvas com normal nestas dire¢oes serao caracteristicas.

Veja mais sobre isso nas defini¢oes 3.20 e 3.23 e na observagao 3.21. <

3.2.1 Argumento via algebra linear

O Teorema 3.3 pode ser provado também pelo seguinte argumento de &lgebra linear.
Escrevamos a0y, + 2b0,, + ¢0y, como OyxA - Ox onde 0y = [%:.9y] ¢ A = [¢°]. Dada a
mudanga de variaveis linear w = (2, w) = Jx, temos 0y = OwJ.

Logo Ox A -0y = Oy JAJ! - Dy, isto ¢, a matriz A correspondente a A nas novas variaveis é

e A B t

io 4 B
Sabemos da algebra linear que dada uma matriz 2x2 simétrica A, sempre existe uma

matriz M ortonormal tal que M AM" = [Aol )?2 } ,onde A1, Ay s@o os autovalores de A. Logo

M define uma mudanga de varidveis que leva a equacao numa forma sem a ug,.
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Alternativamente, renormalizando as linhas de M, podemos obter os termos diagonais
sendo apenas 1,—1 ou 0. Logo M define uma mudanca de variaveis que leva a equacao
numa das trés formas candnicas da Defini¢ao 3.2.

Observe que

—A = AC — B? = det(A) = det(A)det(J)? = (—A)det(J)?

o sinal do determinante é invariante por mudancgas de variaveis; além disso,
sabemos que o sinal do determinante é positivo quando os autovalores tém o mesmo sinal

(caso E), negativo quando tém sinais opostos (caso H) e zero qundo um autovalor é nulo
(caso P).

Observagao 3.6. Os nomes dados aos trés tipos de equacao dizem respeito a forma qua-
dratica associada & matriz A, cujas curvas de nivel definem, respectivamente, hipérboles,
elipses ou parabolas. <

3.3 Equacoes lineares de segunda ordem em n variaveis

A classificacao da Defini¢ao 3.2 é especifica para a equacao (3.3), isto é, para o caso de
segunda ordem em duas variaveis. Para uma equacao linear a coeficientes constantes de
ordem dois em mais de duas varidveis, podemos fazer uma classificacao usando o método
da secao 3.2.1: se a parte de ordem maximo pode ser escrita como

z a,,0%u , (3.4)

la]=2

podemos escrever formalmente o operador correspondente a (3.4) como 0xA - Oy onde
agora Oy = [0y, -0, | €

2a9¢;  eyte, - Oeyte,

A= 1 Qe +ey 2a262 -« Qegten
2 . . . .

Uerten Uegten - 202,

De novo, a matriz simétrica constante A pode ser diagonalizada por uma matriz M
ortonormal, isto é, existe uma mudanca de variaveis linear tal que a nova matriz A seja
diagonal, e ainda re-escalando e reordenando as variaveis podemos mudar o médulo (mas
nao o sinal) dos coeficientes, chegando a matriz .Zxo na forma a blocos

N Iy 0 0
Ay=10 —Iy, 0|, (3.5)
0 0 Oy

onde Iy,, Iy, e Oy, sao, respectivamente, matriz identidade de dimensao o nimero de
autovalores positivos, de dimensao o ntimero de autovalores negativos e matriz nula de



EDPg, June 25, 2022 37

dimensao o nimero de autovalores nulos. Esta matriz corresponde entao as formas cané-
nicas que podemos escrever como

Au(x,y,z) — Ayu(x,y,z) + ... = 0, (3.6)

onde escrevemos as varidveis separando as primeiras [V, componentes no vetor x, as se-
gundas N,, no vetor y e as ultimas N, em z.

Em conclusao mostramos o seguinte resultado, que é a versao em qualquer ntimero de
variaveis do Teorema 3.3.

Teorema 3.7. Toda equacio de sequnda ordem linear a coeficientes constantes pode ser
reduzida a forma (3.6), onde os termos de grau dois aparecem sem derivadas cruzadas e
com coeficientes 0,1 ou —1, através de uma mudanca de varidveis linear.

Podemos usar a forma (3.5) para catalogar as equagoes:
Definigao 3.8. A equacao correspondente a (3.4) diz-se:

1. eliptica se A = £1I (isto €, se N, ou N,, € n e os outros zero: os autovalores de
A nao sio nulos e tém todos o mesmo sinal); Observe que neste caso A € definida
positiva (ou negativa).

2. hiperbdlica se

A= ( I, o ) (3.7)

com Ny, N, > 0, isto €, os autovalores de A nao sao nulos mas tem sinais diferentes;

3. parabdlica se det A = 0, isto €, existem autovalores nulos (N, > 0).
Distinguiremos também os seguintes casos entre as hiperbolicas:

e normalmente hiperbélica se N, = 1 ou N,, = 1, desta maneira a forma candnica
serd do tipo Oyu(z,y) — Ayu(z,y) + ... = 0 (equacao da onda);

e ultrahiperbélica se N,, N,, > 1: este caso ¢ muito dificil e sobre ele existem pou-
quissimos resultados, mas também nao existem problemas fisicos modelados por
equagoes deste tipo.

Entre as paraboélicas, se N, =1 e N,, (ou N,) é nulo, isto ¢, se a forma canoénica é do
tipo Axu(x, z) + ... = 0, ainda distinguimos o caso Ayu(x, z) +u, + ... = 0, que é do tipo
da equacao do calor, e o caso onde nem u, aparece na equacao, que sera entao degenerada,
no sentido que é como se a variavel z fosse apenas um parametro. Sobre outros tipos de
parabolicas (por exemplo, u; = u,,) quase nao existem resultados nem aplicacoes fisicas.
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Definigao 3.9. Chamaremos hipersuperficie caracteristica (ou curva caracteris-
tica se n = 2, ou superficie caracteristica se n = 3) da equacdo, qualquer hipersuper-
ficie de codimensdo 1 que seja caracteristica em todo ponto.

Observagao 3.10. Ainda podemos observar o seguinte:

e para a eq. eliptica, qualquer hipersuperficie é nao caracteristica. Isso pode ser visto
pelo mesmo raciocinio feito em duas variaveis: de fato, como a matriz associada ao
Laplaciano é a matriz identidade, qualquer mudanca de variaveis definida por uma
matriz ortonormal (rotagoes, reflexdes...) o deixa invariado.

e para a eq. parabodlica e hiperbdlica sempre existem hipersuperficies caracteristi-
cas.

No caso em duas variaveis, por cada ponto passam duas curvas caracteristicas no caso
hiperboélico, uma no caso paraboélico e nenhuma no caso eliptico. <

Exemplo 3.11. Seja gy + 2Ugy + Uyy + Usy = Uy — Uy — Us.
A matriz correspondente é

11
11
0 0

_ o O

logo o polinémio caracteristico é: p(A) = (1 —=A)? — (1 = X) = (1 = A)((1 — X\)? — 1) cujas
raizes sao: A\ = 1, Ay = 0 e \3 = 2. Assim a equacao é de tipo parabdlico e em novas
variaveis podera ser escrita na forma wu,,(z,y, 2) + 2uy,(z,y,2) + ... = 0.

3.3.1 O caso a coeficientes variaveis

A classificagao feita para o caso a coeficientes constantes pode ser estendida ao caso linear
(ou semilinear) em que os coeficientes dos termos de ordem 2 dependem do ponto.

Neste caso consideramos em cada ponto a matriz A(x) e a classificagdo poderé entao
variar de ponto a ponto. Observe porém que a transformacao linear obtida apenas pora a
equagao na forma canoénica no ponto correspondente (veja mais sobre isso na observagao
3.18). Mesmo assim, classificando a equagao e calculando a mudanga de variaveis pode-
mos identificar eventuais direcoes nas quais a equacao nao determina a derivada segunda,
permitindo individuar eventuais superficies caracteristicas. Apenas no caso em duas va-
riaveis é possivel (como veremos no Teorema 3.15) por a equagao na forma candnica em
todo um aberto, através de uma mudanca de varidveis nao linear.

Exemplo 3.12. Seja yug, + uyy + 22u,, = 0.
A matriz correspondente é

O o
N = O
S v O
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logo o polinomio caracteristico ¢ p(A) = (A — y)(1 — M)A — z%(y — A), cujas raizes sao:

14+ V1 + 422 1 —+1+422
M=y e E

Caso I. Se yz =0 entdo A\; = 0 ou A3 = 0 e a equagao é parabdlica (planos y =0 e z = 0).

. Assim temos dois casos:

Caso II. Sey # 0 e z # 0, tem-se Ay > 0 e \3 < 0, uma vez que V1 +42%2 > 1, assim a
equacao é hiperbolica.

*

3.4 Classificacao para equacoes nao lineares

No caso de equagoes nao lineares a classificagao dependera, em geral, nao apenas da
equacao mas também da solugao considerada.

e O caso semilinear é analogo ao linear, ja que a classificacdo depende apenas dos
termos de grau maximo, que neste caso sao lineares.

e No caso quaselinear, a estrutura dos termos de grau maximo é parecida ao caso
linear, mas com coeficientes que dependem das derivadas de ordem menor. Por isso
nao é em geral possivel classificar a equagao a priori, mas se fixarmos uma solucao,
entao substituindo tal solucao nos coeficientes podemos consideréa-los dependentes
apenas do ponto e classificar a equagao como no caso linear. Teremos entao casos de
equagoes que sao de tipo diferente em correspondéncia de diferentes solugoes (veja
o exemplo abaixo).

Exemplo 3.13.

— A equagao (quase linear)

(¢® — U2 gy + Fuyy =0, (3.8)
onde ¢ > 0 é um parametro, é eliptica se |u,| < ¢, parabdlica se |u,| = c e
hiperbolica se |u,| > c.
Por exemplo, em correspondéncia da solugdo u(x,y) = Az sera eliptica se

|A| < ¢, parabolica se |A| = ¢ e hiperbolica se |\| > c.

Esta equac¢@o é um modelo simplificado (velocidade predominantemente hori-
zontal) para o escoamento de um fluido compressivel, onde a velocidade do
fluido é V = Vu e ¢ é a velocidade do som.

A versao mais completa dessa equacao é
(% — U2 Ugw — 2yl + (& — U )ty =0 (3.9)

neste caso A = A(|V]? — ).
Em ambos os casos, onde o escoamento é supersonico a equacao é hiperbélica
enquanto onde é subsonico ela é eliptica.
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® COMPLEMENTOS.
No caso totalmente nao linear, podemos classificar a equagao em correspondéncia de uma certa solugao linearizando
a equagao: consideremos por exemplo

F(‘Tvyv u, uzvuyzuzzyumyvuyy) = F(m,y,v,p,q,r,s,t) = 0 (310)

Seja u a solugao considerada e € : 2 — R outra fung¢éo incognita: aproximamos

F(z,y,u+e, (u+te)e, (ute)y, (Ut e)ar, (Ut e)ay, (u+e)yy) ~
~ F + Fye + Fpex + Fyey + Freaa + Fseay + Freyy  (3.11)

onde F' e suas derivadas sdo sempre calculadas em (z,y, u, Uz, Uy, Uzz, Uzy, Uyy): (3.11) é agora uma equagao linear
para ¢: classificaremos a equagao original em correspondéncia da sua solugao u usando esta equagao para ¢: logo a
equagdo sera eliptica, parabolica ou hiperbolica se F2 — 4F, F; for, respectivamente, negativo, nulo ou positivo.

Exemplo 3.14. O caracter da equagao UgyzUyy — uiy = C (totalmente nao-linear) depende de C: de fato, usando
a notagdo introduzida acima, Fs = —2s, F,. =t, F; = r e logo F2 — 4F, F; = 452 — 4tr = —4C" ¢ eliptica se C > 0,
hiperbolica se C' < 0 e parabolica se C = 0.

Se considerarmos a equagio Ugztyy — u2, = u entdo o caracter dependeria da solugdo, mudando em fungdo do sinal

Ty
dela.

*

3.5 Equacoes em duas variaveis a coeficientes variaveis

Nesta se¢ao vamos considerar o caso da equacao de segunda ordem linear em duas varia-
veis, a coeficientes variaveis: considere a equagao (3.3) onde agora os coeficientes a, b, ¢
podem depender de x e y, com regularidade pelo menos C*.

Retomando a notagao da Segao 3.1 para uma mudanga de variaveis w = G(x) genérica,
e considerando agora a matriz dependente do ponto A(x) = [¢ %], podemos obter a matriz

A correspondente & A nas novas variaveis como

_ A B 0: 0:7 7, p] [0z Ow
i- — JoAJs = |8 2 kG| -
_ az? 4 2bz,z, + czg az; Wy + b(zywy + zyw,) + czyw, (3.12)
az, Wy + b(z,wy + zyw,) + czyw, aw? + 2bw,w, + cwg ’
assim, os novos coeficientes sao
A = azl+42bz2,+ ¢z, (3.13)
B = azw, + b(zwy, + zyw,) + czywy, (3.14)
C = aw?+ 2bw,w, + cw.. (3.15)

Ainda vale que
—A = AC — B? = det(A) = det(A)det(Jg)? = (=A)det(Jg)? = (ac — b) (zawy — zyw,)?,

ou seja, o sinal do determinante é invariante por mudancgas de varidveis (lembre que

det(Jg) #0).

O objetivo desta se¢ao ¢ mostrar que
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Teorema 3.15. Se na equagao (3.3), a, b, c dependem de x,y, nio sio todos nulos e a eq.
¢ do mesmo tipo (H, E ou P) em todo um aberto, entao pode (pelo menos localmente) ser
transformada, através de uma mudanga de varidveis, numa nova equacdao onde 0s termos
de grau dois estao na forma correspondente.

Observagao 3.16. Se os coeficientes sao continuos é claro que se uma equagao é eliptica
ou hiperbélica em um ponto entao o serda em toda uma vizinhanga dele, mas isso poderia
ser falso no caso parabdlico, por isso precisamos assumir explicitamente que o tipo seja
constante num aberto.

Também poderia nao existir uma tnica mudanca de variaveis que sirva para um certo
aberto dado, mas sempre podemos encontrar um aberto menor no qual obter a forma
candnica (veja no exemplo 3.22). <

Observagao 3.17. A equagcao (3.12) mostra como transformam, na mudanga de variaveis,
os coeficientes dos termos de grau maximo da equagao. As féormulas envolvem apenas os
coeficientes a, b, ¢ da equacao e as entradas de Jg, e sao andlogas as formulas obtidas
quando G é linear.

Precisa destacar que os termos de grau menor transformam de uma forma mais compli-
cada, pois surgem tanto termos envolvendo derivadas de J;, quanto termos que envolvem
os mesmos coeficientes a, b, ¢ relativos as derivadas segundas.

Podemos ver isso no seguinte exemplo em uma variavel: considere a equagao 3u”(z) =

1: se u(x) = v(g(z)) entdo v'(z) = v'(g(z))g'(z) e
3u”(x) = 3v"(g(x))(g'(2))* + 3v'(g(2))g" (z) = 1

vemos que na equacao para v, o coeficiente de v” mudou apenas por ser multiplicado por
(¢')% no ponto correspondente, mas apareceu um novo termo contendo v’ e uma derivada
segunda da transformacgao g, mesmo que na equagao original nao tivesse nenhum termo
de ordem 1. Obviamente, no caso em que g = ax é linear apenas obtemos

3u”(z) = 30"(g())(¢'(x))* = 3v"(g(z))a” = 1.
<

Observagao 3.18. O Teorema 3.15 generaliza o Teorema 3.3 para o caso de coeficientes
variaveis.

Infelizmente nao existe uma analoga generalizagao para o caso em mais de duas va-
riaveis (Teorema 3.7), isto é, ndo é possivel em geral obter uma mudanga de variaveis
que nos leve a forma (3.6) em todo um aberto quando os coeficientes sao variaveis: de
fato, para fazer isso precisariamos satisfazer as n(n — 1)/2 relagbes que péem a zero os
coeficiente fora da diagonal da matriz A e mais outras relacoes de normalizacao, para
por A na forma (3.5), mas temos apenas as n componentes da mudanca de variavel para
escolher: com n = 2 isso seré suficiente, mas para n > 2 nao mais.

Observacgao 3.19. Observe que o método da &lgebra linear usado anteriormente nao
serve a provar o Teorema 3.15, pois mesmo encontrando em cada ponto uma matriz M (x)
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que diagonalize A(x), nada garante que exista uma mudanga de variaveis que tenha esta
M (x) por Jacobiano em cada ponto. Por isso precisaremos trabalhar de maneira diferente.
<

3.5.1 O caso hiperbélico A >0

Quando A > 0 mostraremos que é sempre possivel levar a equagao a forma u,,, + ... = 0,
onde no lugar dos pontinhos havera apenas termos de ordem menor que dois.

Para ter a forma procurada precisamos impor A = C' = 0 em (3.12); podemos assumir
sem perda de generalidade (pelo menos localmente) que a # 0, pois a e ¢ podem ser
trocadas trocando as varidveis entre elas e se fossem ambas nulas ja teriamos terminado.

Como por hipétese A = b — ac > 0, a equacao A = 0 fatora:

azi + 2bzxzy + czi = a(Zx - Alzy)(zx - )\2Zy) =0,

onde \; o = =Evbi=ac ”;’2_‘“3 (em geral dependendo de (z,y)).
Como a estutura da equacao C' = 0 é idéntica, ela fatora da mesma maneira e temos entao
duas equagoes independentes para determinar z e w:

(22 — M1zy) = 0, (3.16)
(wy — Awy) = 0. (3.17)

Precisamos entao resolver estas duas equagoes de primeira ordem, o que serd sempre
possivel impondo arbitrariamente dois problemas de Cauchy nao-caracteristicos e pelos
quais z, # 0 e w, # 0: por exemplo impondo os dados z(k,y) =y e w(k,y) = y ao longo
de uma reta vertical x = k que corte o aberto considerado.

Pela teoria do capitulo 2, sabemos que uma solucio C! existe em vizinhanca desta
reta. Desta maneira obtemos, localmente, a transformagao (z,w) = G(z,y). Observe-se
que 2= = A # Ay = we e entdo a transformagao obtida satisfaz det(Jg) # 0.

Definicao 3.20. As curvas z = const e w = const sao ditas curvas caracteristicas da
equagao; as novas varidveis z e w sao ditas coordenadas caracteristicas (as que poe a

equagdo na forma candnica).

Observacao 3.21. As curvas caracteristicas sao de fato caracteristicas no sentido do ca-
pitulo 1, isto é, um problema de Cauchy posto ao longo de uma dessas curvas seria carac-
teristico. Podemos ver isso pensando que quando estamos em coordenadas caracteristicas
faltam da equacao tanto u., quanto .., que sao exatamente as derivadas segundas na
direcao perpendicular as curvas de nivel de z e w. <

Pelas contas feitas, passando as variaveis caracteristicas, a equagao se torna (consi-
derando que, como visto na observagao 3.17, os termos de grau menor mudam de ma-
neira complicada, e poderiam inclusive aparecer mesmo nao tendo na equagao original)
By, + ... =0, e como B # 0 (se fosse nulo teriamos A = 0) podemos corta-lo obtendo a
forma canonica de (H) ., + ... = 0 (ou a equivalente u,, — Uy, + ... = 0 aplicando uma
ulterior rotagao de 45°).
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Exemplo 3.22.

e Se a equacao ¢ ug, = 0 obviamente ja estamos em coordenadas caracteristicas, de
fato (3.16-3.17) seriam z, = 0 e w, = 0 e logo as curvas caracteristicas seriam
Yy = const e x = const

e Se a equagao € Uy, — Uy, = 0 entdo (3.16-3.17) tornam-se

(2o — Zy) = 0,
(wy + wy) 0,

logo z =x +y e w=1x—y e as curvas caracteristicas serao x = +y.

e Se a equagao ¢ x?uy, — y*u,, = 0 (hiperbolica em cada quadrante aberto de R?)

entao (3.16-3.17) tornam-se

(x2, —yzy) = 0,
(zw, + yw,) =

Neste caso nao conseguiremos uma tinica mudanga de variaveis explicita, no primeiro
quadrante podemos usar os problemas de Cauchy z(z,1) = x e w(z,1) = x para
obter explicitamente as coordenadas caracteristicas z = xy e w = x/y.

A curvas caracteristicas serdo as hipérboles xy = const e as semiretas y/x = const.

*

3.5.2 O caso parabdlico A =0

Quando A = 0 em todo um aberto, mostraremos que é sempre possivel levar a equagao a
forma ., + ... = 0, onde no lugar dos pontinhos havera apenas termos de ordem menor.
Sem perda de generalidade, podemos de novo supor a # 0, pois a = ¢ = 0 implicaria
b = 0. Argumentando como no caso hiperbélico chegamos a fatorar a equacao A = 0 na
forma
a(z, — Mz,)* =0 :

isso nos permite calcular z como anteriormente resolvendo (3.16), mas com respeito ao caso
hiperbolico nao podemos impor C' = 0 para determinar w pela equagao a(w, —Ajwy,)? =0
pois assim w nao resultaria independente de z.

Verifiquemos porém que qualquer escolha para w, desde que seja independente de
z, leva a equagao na forma canodnica para (P): de fato, uma vez que A = 0e A =0

necessariamente B = 0, logo obtemos a forma Cuy, + ... = 0, e como C' # 0 (se fosse
nulo a equagao nao seria realmente de segunda ordem) podemos corta-lo obtendo a forma
canonica de (P) wyy + ... = 0.

No caso parabdlico definimos
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Definigao 3.23. As curvas z = const (apenas) sio ditas curvas caracteristicas da
equacao; de novo as novas varidveis z e w sao ditas coordenadas caracteristicas.

Observe que de fato na forma canoénica wu,,, aparece explicitamente, logo as curvas
w = const sao nao-caracteristicas, enquanto u,, nao pode ser determinada pela equacao.

Exemplo 3.24. Considere a equagao x%uy, + 22y, +y*u,, = 0 (parabolica em R?\ {0}):
a equagao para as caracteristicas torna-se (zz,+yz,)? = 0, dando (paray > 0) z = z/y (as
curvas caracteristicas sao todas as semiretas pela origem); podemos escolher w = x? + y/?
(assim z,wy, — wyz, = 2 (Z—; + 1) # 0) obtendo a forma canénica ., = 0. Observe que

de fato esta equacgao diz exatamente que a derivada segunda em direcao radial é nula.

3.5.3 O caso eliptico A <0

No caso eliptico A < 0 precisariamos levar a equacao a forma u,, + Uy, + ... = 0, onde no
lugar dos pontinhos havera apenas termos de ordem menor, isto é impor A =C e B = 0.

Infelizmente neste caso as equagoes obtidas nao fatoram como nos casos anteriores,
de maneira que serd necessario obter contemporaneamente as duas coordenadas carac-
teristicas (as que poe a equagao na forma candnica) através de uma equagao bem mais
complicada. Neste caso como ja vimos nao existem curvas caracteristicas.

Na pratica, no caso eliptico o problema de transformar a equac¢ao na sua forma cano6-
nica resulta tao complicada quanto o problema original, logo nao é uma técnica ttil.

3.5.4 Alguns exemplos

Exemplo 3.25 (Equagao de Tricomi). A equagao
Uyy — YUgy =0 (3.18)

¢ chamada Equagao de Tricomi, e ¢ um modelo importante por ser o mais facil exemplo
de uma equacao que muda de tipo: de fato b* — ac = y e portanto

a. para y > 0, tem-se b> — ac > 0 assim a equacao ¢ hiperbolica (as duas familias de
curvas caracteristicas sao dadas por 3z + Qy% = const),

b. para y < 0, tem-se b> — ac < 0 assim a equacao é eliptica,
c. para y = 0, tem-se b> — ac = 0 assim a equacao ¢ parabolica.
A equagao (3.18) pode ser posta nas respectivas formas canonicas nos casos (a) e (b), mas

o caso parabolico nao pode ser levado na forma canonica pois encontra-se apenas sobre a
reta y = 0 e nao num aberto. *
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3.6 Propagacao de singularidades em problemas hiper-
bélicos.

Nesta secao procuraremos estudar se e como singularidades podem propagar na solucao
de uma EDP.

Definicao 3.26. Fizemos primeiro a sequinte notacao: suponhamos que uma superficie
~v dwida o conjunto 0 em duas regioes € e Q. e que seja dada uma funcao z : Q@ — R
que seja continua tanto em £ como em €2, e tal que suas restri¢oes z; = Z\Ql ez, = Z|QT
sejam estendiveis por continuidade até Y e Q,, respectivamente (admitiremos entio z, z,
definidas em Q; e Q,, respectivamente).

Dado p € vy, denotamos por [z] (p) o salto de z no ponto p, isto é

[2] (P) = z(p) — 2(p).

Aqui consideraremos o problema em duas varidveis: seja v uma curva de equagao
r = £(y) que divida o conjunto Q C R? em duas regices € e Q.

O Lema abaixo mostra de que forma podem saltar as derivadas de uma fungao conti-
nua.

Lema 3.27. Dada uma fungdo z :  — R que seja continua em € e de classe C* tanto
em € como em 2., vale

[ea] (€(»),9) €' (y) + [2] (€(w), y) =[] &' + [2] = 0 (3.19)
ao longo de 7.

Demonstracao. Sejam z;, = z|m as restrigoes de z aos dois conjuntos m Pela conti-
nuidade de z temos z,.(£(y),y) — z1((v), y) = [2] (£(y),y) = 0; como por hipotese as duas
fungoes sao derivaveis até a curva -, podemos derivar esta identidade obtendo

((z)2€" + (20)y) = ((2)=€" + (21)y) = ((2r)e = (2)2)" + ((z0)y = (20)y) = [2] &'+ [2] = 0.

Observe que (3.19) pode ser escrita como [Vz] -7 = 0, onde 7 = (£, 1) é tangente a ~:
apenas a componente normal a v do gradiente pode saltar, ja que a componente tangente
depende de z|,. O

Consideremos agora a equacao linear de ordem dois
Lu = augy + 2bugy + cuyy + du, +euy, + fu=g, (3.20)

onde os coeficientes dependem apenas de (z,y) e sdo continuos.

Seja u € C1(2) e u; e u, suas restrigoes a ; e €, respectivamente. Suponhamos que
w; e u, sejam solugoes de (3.20) e tais que suas derivadas até a ordem dois possam ser
prolongadas até v. Como u é C*(Q) temos que [u] = [u,] = [u,] = 0 sobre 7.
Subtraindo a equagao (3.20) calculada dos dois lados de « obtemos (lembrando que os
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coeficientes sao continuos) a [ug,] + 2b [ugy] + ¢ [uy,] = 0.
Juntando esta equacao as obtidas aplicando o lema 3.27 as quantidades u, e u, obtemos
o sistema linear
afuz] + 2b[uzy] + cfuy] 0
& uwe] + [ay] =0 , (3.21)
§uwy] +  [uy] =0

cujo determinante ¢é

a 2b c
g 1 0| =a—2b+ ()
0 ¢ 1

isso significa que gy, Usy, Uy, também serdo continuas (saltos nulos) a menos que este
determinante seja zero.

Como vimos na segao 3.5, as curvas caracteristicas sao as curvas de nivel de fungoes
z(x,y) que satisfazem az? + 2bz,2, + czj = 0; se tal curva é escrita na forma x = £(y),
entao vale [2(£(y),y)] = 2.’ + 2, = 0, logo { = —z,/z,. Substituindo isso descobrimos
que a condi¢ao a — 2b€’ + ¢(¢')? = 0 equivale a pedir que 7 seja uma curva caracteristica.

Deduzimos que pode ter um salto entre as deriwadas sequndas das duas solugoes so se
& anula o determinante, isto €, se gamma € curva caracteristica.

No caso da equacao ser eliptica nao podera ter descontinuidade.

Juntando as ultimas duas equagoes do sistema (3.21) podemos também ver que os
saltos nas derivadas segundas nao serao independentes mas deverao satisfazer a condicao

[ugy] = — [tay] & = [uaa] (€)*. (3.22)

Como (3.19), esta relagdo simplesmente afirma o fato 6bvio que s6 pode ter salto na
derivada segunda normal a 7, pois a continuidade de u, u, e u, implica que também serao
continuas suas derivadas tangenciais.

Observagao 3.28. Mais uma vez o que obtivemos foi que os dados (neste caso fungao e
derivada, ja que o operador é de ordem dois) ao longo de uma curva caracteristica nao
sao suficientes para determinar a derivada de ordem maximo na dire¢ao normal.

Observacao 3.29. Observe que quanto feito até aqui nao diz respeito a solucoes classicas
de (3.20) em Q, ja que nao estamos pedindo que as derivadas segundas de u existam
ao longo de v (apenas seus limites dos dois lados), o que obtivemos foi uma condigao
necessaria que deve ser satisfeita quando dos dois lados da curva v ha solugoes da equagao,
mesmo sem pedirmos nada ao longo da curva.

Repetindo as contas acima, podemos considerar o caso de uma solugao (classica) em
C?(Q) de (3.20), que seja de classe C? em () e €2, e tenha salto nas derivadas terceiras ao
longo de ~, supondo agora também que os coeficientes da equacao sejam de classe C!.
Derivando a equagao obtemos aty,y + 2bUygy + Cligyy +... = 0, onde no lugar dos pontos te-
remos termos de grau menor, incluindo também os que saem da derivagao dos coeficientes.
Como as derivadas até as primeiras dos coeficientes e as até as segundas da u sao continuas,
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fazendo a diferenga entre os dois lados de y obtemos a [tuzzz] + 20 [tzay] + € [tiayy] = 0;
do lema 3.27 aplicado as derivadas segundas obtemos relagoes entre os saltos, chegando
ao sistema
20 [ugzy] + clugy,] =0

[waay] =0 (3.23)
§ ueay] + [tz =0

analogo ao (3.21), mostrando que também um salto nas derivadas terceiras de uma

solugao C? s6 & possivel ao longo de uma curva caracteristica e o salto sera

apenas entre as derivadas na dire¢do normal (observe que [u,,,] ndo aparece no sistema

mas também depende dos outros saltos: [ugy,] & + [uyy,] = 0). Em particular, nenhum

salto em nenhuma derivada é possivel para uma equagao eliptica.
Generalizando podemos afirmar o seguinte:

a [Uazz]

+
¢ [[Uzm]] +

Proposigao 3.30. Seja u € C¥(Q) (k > 2) uma solugdo de (3.20) e uy, u, suas restrigoes
a Qe Q,., respectivamente. Suponhamos que u; e u, sejam de classe C**1 e suas derivadas
até a ordem k+ 1 possam ser prolongadas até . Suponhamos também que os coeficientes
da equacdo sejam de classe CF~1.

Entao um salto na derivada k + 1-éstma de u s6 € possivel ao longo de uma curva carac-
teristica e o salto serd apenas entre as derivadas na direcao normal.

Observagao 3.31. No caso de uma equagao quaselinear (na qual entdo os coeficientes
de L dependem de u e Vu) ainda podemos pensar da seguinte maneira: uma soluc¢ao da
equacao pode sempre ser vista como una solugao de uma equacao linear Lu = g cujos
coeficientes sejam os obtidos substituindo u e Vu nos coeficientes de (3.20).

Logo, eventuais descontinuidades nas derivadas segundas poderao estar apenas ao
longo das curvas caracteristicas de L, isto é das curvas caracteristicas de (3.20) em corres-
pondéncia da solucao u (observe que se os coeficientes de L sao continuos e u ¢ C! entao
os coeficientes de L também resultardo continuos).

Analogamente podemos fazer com descontinuidades em derivadas de ordem maior.

Exemplo 3.32. Um exemplo simples de solugoes com singularidades pode ser obtido
tomando uma funcao f : R — R de classe C?, tendo um salto na derivada terceira na
origem (por exemplo f(z) = |z|*): entdo f(z+t)+ f(x—t) é uma solugao de uy, —uy = 0,
tendo singularidades (na derivada terceira) ao longo das reta caracteristicas x = +t.
Tomando g(x) = x|z|, temos g(x — t) solugdo classica da eq. de primeira ordem
u, + uy = 0, tendo singularidades (na derivada segunda) ao longo da reta caracteristica

r =t. *
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3.7 Referéncias

Para complementar os assuntos deste capitulo, além da referéncia [Str08|, pode consultar
|Gar64, paginas 57..90|, [CH89, paginas 154..163..] e as notas [Mas].



Capitulo 4

Modelagem de alguns problemas fisicos

4.1 Algumas ferramentas e férmulas

Vemos lembrar algumas ferramentas matematicas que precisaremos usar. Todos conhe-
cemos 0 Teorema fundamental do calculo integral: dada uma funcao f : [a,b] - R

de classe C!, vale
b
| ras=is

O anélogo em dimensao maior ¢ o Teorema do divergente:

/de'v(f) dv = /m(f -v)dS,

onde f : Q@ — R”, Q C R”, tanto f quanto € sdo pelo menos de classe C' e v é a normal
externa a 0f).
Das formulas acima deduzimos também as férmula de Integracao por partes

/abf’gz[fg]i—/abfg’,

/de'v(f)gd\/:/agg(f-y)dS—/Qf-Vg,

onde ¢ : © — R também é C'; em particular, se f,g: Q — R sdo de classe C?,

/abf”gz[f’g]z—/abf’g’,
/Q(Af)ng:/an(Vf-u)dS—/QVf-Vg.

Outra féormula importante nos fornece a derivada de uma integral em dominio varidvel:
no caso de uma funcao f : R™ — R integrada em uma bola de raio varidvel temos

9(t)
4 / fav] = < / dr / fas) = ¢ / fas,  (4.1)
dt Byt (x) dt 0 0B (x) 0B 1) (%)

49
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onde indicamos por B,(x) a bola aberta em R™ de raio p e centro x.

4.2 Equacao da onda

J& vimos a equacao da onda na forma
Ou = uy — Axu = F(x,1), (eq-O)

onde u = u(x,t) e x é um vetor em R™: geralmente interpretamos ¢ como o tempo e
diremos entao que (eq-O) ¢é a equagdo da onda em dimensao (espacial) n.

Quando nao especificado, assumiremos os operadores V, A e div agindo apenas nas
varidveis x € R".

O operador [ = 0;; — A4 é dito operador de D “Alambert.

Um modelo fisico que esta equacao representa é o de um corpo elastico em R" que
vibra: se n = 1 representara uma varinha, se n = 2 uma chapa e se n = 3 um sélido.
Também o caso n = 2 pode representar ondas que propagam na superficie de um liquido
e o caso n = 3 a vibragdo do ar (som) ou do campo eletromagnético (luz ou ondas
eletromagnéticas).

4.2.1 Tipos de problemas - onda

Para a equagao da onda, em geral considera-se um problema de Cauchy (dito neste caso
de problema de valores iniciais em R") da forma

uy — Axu = F(x,t),
u(x,0) = 6(x), (PVLO)
ut(X> 0) = ¢(X)

Outro problema de interesse é o problema misto em (2 (de valores iniciais e de

fronteria): seja 2 C R™ um aberto conexo limitado e regular, de borda 02 e normal
exterior v: o problema misto em () é

uy — Axu = F(x,t) em Qx (0,7T),

u(x,0) = ¢(x) em {2,
w(x,0) = ¥(x) em Q, (PQ-0)
u(x,t) = g(x,1) em 09 x (0,7).

onde a condigao em 02 u = g (de tipo Dirichlet) pode ser substituida por outras: veja
mais detalhes na secao 4.4.1 e na observacgao 4.10.
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4.2.2 Modelagem - onda

Nesta secao veremos como a equagao da onda aparece em alguns problemas fisicos.

Modelo 4.1. [Vibrac¢ao de uma varinhal Vejamos como chegamos a (eq-O) modelando um
corpo elastico em dimens@o um: considere um corpo unidimensional (por exemplo uma
varinha de metal); se u(x,t) representa o deslocamento (na dire¢do do eixo do corpo) no
instante ¢ de uma particula que a repouso estaria no ponto x, fixada uma por¢ao [a, b do
corpo,

— 0 momento linear desta porgao sera fab p(x)ug(x,t) dz, onde p é a densidade (linear) de
massa,

—se T é a tragao que age nos extremos a e b entao a forga resultante sera T'(b,t) — T'(a, t);
—se F' é uma forca de volume que age sobre o corpo entao a forga resultante aplicada a
la, ] sera fab F(x,t)dx.

Aplicando o teorema do momento linear (se tudo é regular podemos ‘passar a derivada
dentro da integral’), temos

% p(x)uy(x,t) de = / p(x)uy(z,t)de = T(b,t) — T'(a,t) + / F(x,t)dx

e usando o teorema fundamental do calculo T'(b,t) — T'(a,t) = fab T,(z,t) dr obtemos
b
/ lpuy — T, — F| do = 0.

Como isso vale para toda porcao [a,b] do corpo (e assumimos a integranda continua)
chegamos a equagao
PUt — TI = F, A xZ, t. (42)

Enfim, a lei constitutiva que liga a deformacao com os esforcos trocados entre duas porgoes
contiguas de material é do tipo 7" = ku, (esticando a varinha (u, > 0) teremos tragao
positiva, isto é, uma for¢a na diregdo que sai do corpo).

Inserindo isso em (4.2) obtemos

Pty — Kk Uge = I
re-escalando é sempre possivel obter a equagao em (eq-O). *

Podemos chegar a mesma equagao também considerando as vibragoes transversais
de uma corda esticada ou de uma membrana, mas apenas quando tais vibracoes sao
suficientemente pequenas para podermos descartar termos nao lineares de ordem menor.

Modelo 4.2. |Corda vibrante| Vejamos como chegamos a (eq-O) modelando uma corda
que vibra transversalmente.

Seja agora u(x,t) o deslocamento (na dire¢ao transversal) no instante ¢ de uma parti-
cula que a repouso estaria no ponto z. Fixada uma porgao [a, b] da corda,
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— o0 momento linear (transversal) desta por¢ao sera fab p(x)u(z,t) dx, onde p é a densidade
(linear) de massa;

—se T é a tensao (que agora consideramos constante) da corda, ela age nos extremos a
e b na dire¢ao tangente a corda, logo sua componente transversal é (aproximadamente)
Tu,, e a forga resultante serd T'[u,(b,t) — uz(a,t)];

—se ' é uma forca (transversal) de volume que age sobre o corpo entao a forga resultante
aplicada a [a, b] sera fab F(x,t)dz.

Aplicando o teorema do momento linear, temos

d b

p p(x)ug(x, t) de = / p(z)uy(x,t) de = Tuy (b, t) — Tu,(a,t) —i—/ F(z,t)dx

e usando o teorema fundamental do calculo u,(b,t) — u,(a,t) = ff Uz (2, t) dx obtemos
b
/ [puy — Ty, — F| dx = 0.

Como isso vale para toda por¢ao [a,b] do corpo chegamos a equagao
puy — Ty = F, Vox,t. (4.3)
*

Modelo 4.3. [Membrana vibrante| De forma parecida podemos modelar uma membrana
que vibra transversalmente: recortando uma porcao 2 da membrana temos que

d

a ), p(x)uy(x,t) dx = / p(X)uy(x,t)de =T | Vyu(x,t) -vdS+ / F(x,t)dx,

Q o Q

onde agora p é a densidade superficial da membrana, T sua tensao (suposta constante)
e TVyu(x,t) - v representa a componente transversal da tensdo ao longo do recorte 952
(T age em diregao perpendicular ao corte, no plano tangente & membrana). Aplicando o
Teor. do divergente T [, Viu(x,t) - vdS =T [, Axu(x,t) dx e logo obtemos

/Q[p(x)utt(x, t) —TAxu— Fldx=0.

Como isso vale para toda porcao €2 da membrana chegamos a equagao

puy — TAu = F, Vo, t. (4.4)
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Modelo 4.4. [Campo eletro-magnético no vacuo| As equagoes dos campos elétrico e
magnético no vacuo podem ser obtidas diretamente das equacoes de Maxwell: estas sao,
no vacuo (isto é, quando nao tem carga elétrica nem correntes)

div(E)=0 div(B)=0 (4.5)
rot(E) = —B; rot(B) = E,/c¢*, (4.6)

onde F é o campo elétrico, B o campo magnético e ¢ a velocidade da luz.
Derivando a tltima equacao e substituindo as outras obtemos

Ey,/c* = rot(B,) = —rot(rot(E)) = AE + V(div(E)) = AE.

Concluimos que o campo elétrico (e analogamente o campo magnético) no vacuo satisfa-
zem a equacao da onda. *

As condigoes de Cauchy que aparecem em (PVI-O) representam, nos modelos de corpo
vibrante, velocidade e posi¢ao de cada ponto do corpo no instante ¢ = 0 (isto é, as
normais condigoes iniciais dos problemas da mecénica). No caso do campo eletromagnético
representam o estado inicial de F e de B (de fato, pela ultima eq. de Maxwell, E,
corresponde a B).

Por outro lado, o modelo de corda ou membrana vibrante (guitarra ou tambor) é posto
naturalmente na forma de (PQ-0O), em um dominio limitado com condigao de borda fixada

(g =0).

Observacao 4.5. Como vimos, a equacao da onda em R3 modela tanto as vibracoes de
um gas como as do campo eletro-magnético em R3, isto é, os fendmenos de propagacao
do som e da luz.

4.3 Equacao do Calor

Vimos também a equacao do calor
u — Ayu = F(x,1), (eq-C)

onde ainda u = u(x,t), x € R" e t € R: como no caso da onda geralmente ¢ representa o
tempo e diremos entao que (eq-C) é a equagao do calor em dimensao n.

Um modelo fisico que esta equacao representa é o da difusdo de uma substéncia ou
da transmissao do calor num corpo em R": se n = 1 representara uma varinha, se n = 2
uma placa e se n = 3 um solido.

4.3.1 Tipos de problemas - calor

Consideraremos em geral, para a equagao do calor, um problema (dito de valores iniciais
em R") da forma

{ut — Au = F(x,1), (PVI-C)

u(x,0) = o(x).
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Também podemos considerar o problema misto em () (de valores iniciais e de
fronteria), em  C R™ aberto conexo limitado e regular, de borda 92 e normal exterior
v:

u — Ayu = F(x,t) em Qx(0,7),
u(x,0) = ¢(x) em Q, (PQ-C)
u(x,t) = g(x,1) em 02 x (0,T);

veja na se¢ao 4.4.1 outras possiveis condigdes em 0f) e seu significado fisico.

4.3.2 Modelagem - calor/difusao

Nesta secao veremos como a equacao do calor aparece em alguns problemas fisicos.

Modelo 4.6. |Calor/diffusao]
Vejamos como chegamos a (eq-C) modelando a difusao de um poluente num meio.
Se u(x, t) representa a concentragao de um poluente no instante ¢ e no ponto x, fixada
uma porcao V' de volume,
— a derivada da quantidade de poluente em V serd < [, u(x,t)dV = Jo u(x,t) dV;

dt Jv
— se o fluxo de poluente através OV é o vetor (), entao a quantidade de poluente que sai

de Ve [, (Q-n)dS;

— se F' representa uma fonte de poluente, entao o poluente produzido em V sera fv FdV.
Impondo entao que a variacao da quantidade de poluente deve igualar a quantidade
produzida menos a quantidade que sai, obtemos

/Vut(x,t)dV:/VFdV—/av(Q-y)dS

e usando o teorema da divergéncia

/ [up — F + divg(Q)] dV = 0;
1%
como isso vale para toda porgao V' do corpo chegamos a equagao
w + divg(Q) = F, Yoz, t. (4.7)

Enfim, modelamos a difusdo do poluente por Q = —kVu (o poluente difunde na diregao
em que a sua concentragao diminui): inserindo isso em (4.7) obtemos

u — k divg(Vyu) = up — kAgu = F

o parametro k pode ser posto igual a 1 re-escalando.

O mesmo modelo pode ser obtido pensando na condugao do calor: neste caso u(x,t)
representa a temperatura, supondo unitario o calor especifico fv u(x,t) dV é a quantidade
de calor (energia térmica) em V, e logo sua derivada sera devida a eventuais fontes de
calor F' e ao fluxo de calor pela borda ), que também sera modelado por Q = —kVu (o
calor vai na dire¢ao em que a temperatura diminui).

A condigao u(x,0) = g(x) representa entao nestes modelos a distribui¢ao de tempera-
tura ou concentracao no instante ¢ = 0. *
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Observagao 4.7. A equagao (eq-C) é uma aproximagao: vale na hipotese de atomos
pontiformes e supde que a velocidade de propagagao do calor seja infinita (gas ideal).
Observe-se também que a equagao é invariante com respeito ao valor da incognita: isso,
no caso do calor, ndo é coerente com a fisica pois sabemos que a temperatura é uma
quantidade limitada por baixo: a aproximagao tornar-se-a4 ruim para temperaturas perto
do zero absoluto. <

4.4 Equacoes com o Laplaciano

O operador Laplaciano é invariante por rotacoes e por translacoes, logo aparecera em
modelos fisicos de fendmenos que possuem simetrias deste tipo (de fato apareceu tanto
na equagao da onda quanto na do calor, agindo sobre as variaveis espaciais).

Ele aparecera sozinho quando consideramos o problema de determinar o estado do
sistema ao equilibrio para um problema modelado através da equagao do calor (ou da
onda), isto ¢, impondo que a solu¢do nao dependa do tempo.

Outra situagao onde surge uma equagao com o Laplaciano é quando buscamos uma
onda estacionaria, isto ¢, uma solucao da eq. da onda'na forma u(x,t) = sin(wt)v(x), na
qual o perfil espacial da onda v é fixo e apenas pulsa no tempo com frequéncia angular w.
Substituindo na equagao da onda obtemos 0 = uy — Au = —w? sin(wt)v(x) —sin(wt) Av(x)
e logo v satisfaz a equagao

— Av =w. (4.8)

Modelo 4.8. [Campos irrotacionais| Outro caso no qual obtemos o operador Laplaciano
¢ quando temos um problema para um campo vetorial V' (em R? ou R?) do tipo
divV = f,
/ (4.9)
rotV =0;

de fato, a segunda equacao implica que (pelo menos localmente) existe um potencial para
V', isto é, V = Vu, e a primeira equacao torna-se Au = f.

Dois exemplos deste tipo sao:

— quando V' é o campo eletrostatico e f a representa a carga elétrica; de fato, as
equagoes de Maxwell completas sao

div(FE) = pleg  div(B) =0 (4.10)
rot(E) = —B;  rot(B) = (j/eo + Ey)/c* : (4.11)
ja vimos que quando assumimos p (densidade de carga) e j (densidade de corrente) nulas

obtemos o sistema (4.5-4.6) do qual deduzimos a equacao da onda; assumindo estaciona-
riedade (derivadas temporais nulas) as equagoes para F e para B desacoplam e obtemos

1Ondas estacionérias também podem ser consideradas para a eq. de Schrédinger na forma u(x,t) =
exp(iwt)v(x), obtendo ainda uma equagdo com o operador Laplaciano.
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o sistema (4.9) para o campo eletrostatico E: em particular o potencial eletrostatico ®
satisfaz a equacao AP = p/ey.

— quando V representa o escoamento estacionario irrotacional e incomprimivel de
um fluido (neste caso f representa eventuais fontes ou "pogos" de fluido). *

4.4.1 Tipos de problemas - Laplaciano

J& vimos no exercicio 1.7 que o problema de Cauchy para o Laplaciano é mal posto. Além
disso, nao se conhecem problemas fisicos para o operador Laplaciano pelos quais tenha
sentido impor um problema de Cauchy.

Os problemas fisicos que envolvem o operador Laplaciano sao tipicamente do tipo
descrito abaixo.

Definicao 4.9. e O problema de determinar u: Q! — R tal que

—Au = Q
u=f em (), (PD)
u(x) =g(x) em 09,
¢ dito problema de Dirichlet para o Laplaciano.
e O problema de determinar u : Q@ — R tal que
—Au = Q
u=f em £, (PN)
u,(x) = h(x) em 05,

onde u, € a deriwada na dire¢cao v da normal externa de 02, € dito problema de
Neumann para o Laplaciano.

e O problema de determinar u : Q — R tal que

{—AU:JC em QJ

a(x)u(x) + u,(x) = f(x) em 09, (PR)

¢ dito problema de Robin para o Laplaciano.
Exemplos fisicos dos problemas acima sao os seguintes:

e a distribuicao de temperatura ao equilibrio num corpo com fontes de calor f
e temperatura fizada na fronteira g satisfaz o problema de Dirichlet (PD).
Analogamente, o potencial eletrostatico em () se a distribuicao de carga em
2 é fe d)éum condutor (logo o potencial é constante em 0f2) satisfaz (PD)
com g = c.

e Nos dois casos acima, quando em vez de ter temperatura fixada em 0f) temos fluzo
de calor fizado (por exemplo nulo, no caso de corpo isolado termicamente) ou quando
a componente normal do campo elétrico (E = Vu) é conhecida em 0, satisfazem
o problema de Neumann (PN).
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e Ainda no problema da temperatura, quando o corpo troca calor com o exterior o
fluxo de calor (derivada da temperatura) é proporcional & diferencia de temperatura
com respeito a temperatura externa, logo surge um problema de tipo Robin (PR).

e Considerando o modelo do escoamento irrotacional e incomprimivel, a velo-
cidade é o gradiente da solucao, assim a condi¢ao de tipo Neumann aparece numa
superficie através da qual o fluido entra com uma certa velocidade (que sera zero no
caso de uma parede que o fluido nao pode atravessar).

Neste caso ¢ muito importante também o problema exterior, no qual a regiao €
é todo R™ menos uma regiao que representa um obstéculo ao escoamento.

Veremos que uma condi¢ao necesséria para o problema de Neumann (PN) ter solugao
é [o(—=f) =/ aq v+ isto traduz correspondentes condigoes fisicas: no caso do corpo isolado
significa que para existir uma solu¢ao de equilibrio a soma (com sinal) das fontes de calor
internas ao corpo deve corresponder ao calor que sai da fronteira; no caso do escoamento
incomprimivel, significa que a soma das fontes de fluido deve igualar o fluxo de fluido que
sal da regiao (conservagdo da massa).

Observacao 4.10. No caso da vibracao de um corpo, modelada pela equacao da onda,
uma condicao de tipo Dirichlet representa fronteira fixada, a de tipo Neumann representa
fronteira livre (sem forgas aplicadas) e a de tipo Robin representa um caso intermédio onde
o deslocamento da fronteira implica numa for¢a proporcional aplicada (apoio eléstico).
Tanto no caso do calor quanto da onda, o significado fisico do coeficiente a na condigao
de Robin implica que @ > 0: para o calor significa que o calor flui em dire¢ao oposta ao
gradiente de temperatura, para a onda significa que a for¢a aplicada na fronteira se opoe
ao movimento. <

4.5 Alguns outros modelos

e Outro problema representado por (PD), com f = 0, considera u(x) sendo o valor
esperado de g(P(x)) onde P(x) é o primeiro ponto onde uma particula que sai de
x com moto Browniano toca 0f).

e Considere a equagao quaselinear (3.8) do exemplo 3.13
(¢* — u) gy + Py = 0;

observe que neste modelo z,y sao ambas variaveis espaciais.

Fazendo uma linearizagao perto da solucao © = Vx, pondo € = u — V' obtemos
(= Ve + czayy =0:
se |V| > ¢ reescalando obtemos a equagao da onda

—Ezz T Eyy = 0,
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que logo modela pequenas perturbacgoes da solugao supersénica V.
Da mesma forma, se |V| < ¢ reescalando obtemos a equagao com Laplaciano
Exa + Eyy = 0,

que logo modela pequenas perturbagoes da solugao subsénica V.

Vale destacar que as duas equagoes obtidas possuem propriedades bem diferentes,
inclusive precisarao de tipos diferentes de dados para obter boa posicao.



Capitulo 5

Ondas e difusao

Neste capitulo estudaremos e compararemos a equacao da onda e a equagao do calor.
Comecemos com algumas observagoes gerais, sobre as duas equagoes (eq-O) e (eq-C)
e os problemas (PVI) e (PQ) a elas associados associados (veja paginas 50 e 53).

e Como vimos no capitulo 3, a equagao (eq-O) é sempre (normalmente) hiperbilica,
enquanto a equagao (eq-C) é sempre parabolica.

O Problema (PVI-O) é un Problema de Cauchy nao caracteristico, enquanto (PVI-C)
é um problema de tipo diferente. De fato, observe que a superficie t = 0 é caracte-
ristica para a equagao (nao podemos obter uy; da equacao) e que em (PVI-C) nao
fixamos u;. O fato de fixar apenas u é porém coerente com o fato que a equacao é
de primeira ordem na variavel t.

e Reversibilidade do tempo

— Fazendo a troca de variavel ¢ — —t em (PVI-O) a equagao continua a mesma
e apenas muda o sinal de . Por isso podemos estudar o problema (PVI-O)
apenas para t > 0, pois o comportamento para t < 0 seré analogo.
Fisicamente este fato significa que o tempo ¢ reversivel para os fenémenos
descritos pela equacao da onda: conhecendo u e u; para t = 0 os problemas de
calcular o estado futuro e o estado passado sao analogos.

— A mesma troca de variavel em (PVI-C) muda o sinal na equagao, que se torna

us + Ayu = F; logo os problemas com t > 0 e com ¢t < 0 sao diferentes, de fato,
lembre que ja vimos no exercicio 1.7 que para o problema do calor com ¢t < 0
nao tem dependéncia continua dos dados.
Fisicamente este fato significa que o tempo nao € reversivel para os fendémenos
descritos pela equagao do calor (segunda lei da termodindmica): dado u(zx,0)
pode existir uma solugao para ¢t > 0 e nao existir para t < 0. (veremos isso
melhor nas observagoes 5.17-5.18).

Por outro lado, a equacao do calor é invariante com respeito a transformagoes
do tipo (z,t) — (ax,a’t) i.é, que mantém a razao |z|?/t.

29
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5.1 Energias

Nesta se¢ao veremos alguns resultados obtidos com argumentos que usam alguma nocao
de energia.

Teorema 5.1. Considere uma solug¢ao de (PQ-O) com FF=0 e g=0.
Entao a quantidade

1
E(t) = 5/9 (ut2 + |qu|2)
¢ conservada no tempo (o mesmo vale se u, =0 em 02 no lugar de u=0).
Neste caso E representa a contida no sistema:
e en cinética mais energia eléstica no caso de vibragoes de corpos
e cnergia eletromagnética no caso do campo eletromagnético

Teorema 5.2. Considere uma solugao de (PQ-C) com F=0eg=0.
Entao as quantidades

Eolt) = §/Qu2, Bi(t) = %/Q\vu\?

5G0 Mao crescentes no tempo:
Eyt) = [ [Vuf <0, Biit) =~ [ <0
Q Q

(0 mesmo vale se u, =0 em 92 no lugar de u=0).

Repare que o Teorema acima de novo mostra como o tempo nao pode ser invertido na
equacao do calor, ja que estas energias nao podem ser crescentes.

Observacao 5.3. Enquanto a energia introduzida para a eq. da onda tem um significado
fisico claro, de energia total (cinética mais elastica) do corpo, as duas "energias" usadas
para a eq. do calor sao mais para se considerar como artificios matematicos, sem um claro
significado fisico. De certa forma ambas medem a deviagao com respeito a solugao cons-
tante (ou nula), o que é razoavel para um fenémeno de difusao, que tende a homogeneizar
a distribuicao da quantidade u <

Prova do Th. 5.1. Seja

E(t) = %/Q [W2(,t) + [Vl )] -

ela estd bem definida se Q é limitado e a solucao é C2.

Calculemos
d 2

EE = 5 /g; [ututt + Vu- Vut] : (51)
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integrando por partes, isto é, usando o fato que div(w;Vu) = uAu + Vu, - Vu e depois
aplicando o teorema da divergéncia, obtemos

/ wty + Vu - Vu, = / w(ug — Au) + / wVu- v,
Q Q o9
substituindo a equagao uy — Au = 0 e como a condigao u = 0 em OS2 para todo t, implica
que também u; = 0, concluimos que E'(t) = 0.
O mesmo vale se u,, = 0 em 02 O

Prova do Th. 5.2. Os argumentos sao parecidos aos do Th. 5.1.
Calculemos

d 2

Procedendo como antes obtemos

/Vu-Vut:/ut(—Au)—l—/ wVu - v;
Q Q a0

substituindo a equagdo u; = Au e usando a condigao de fronteira concluimos F}(t) =
— fQ u? < 0.
De forma parecida,

d 2
—Fy=— 5.3
FE=3 |l (5.9
substituindo a equacao e integrando por partes obtemos
d 2 ,
—Ey== [ [wAul=— | |Vul"+ | uVu-v; (5.4)
dt 2 Ja 0 o9
de novo o termo de borda ¢é nulo e logo temos Ej(t) = — [, |Vul* < 0. O

5.1.1 Unicidade para os problemas mistos

Os Teoremas 5.1 5.2 podem ser usados para obter um resultado de unicidade para os
problemas (PQ-0) e (PQ-C).

Teorema 5.4. Se v,w sdo ambas solugoes cldssicas de (PQ-O) ou de (PQ-C), entdo
v =w. O mesmo vale com a condi¢cao em OS2 de tipo Neumann no lugar da de Dirichlet.

Isso significa que apenas uma solugao dos problemas considerados pode existir.

Demonstrag¢ao. Usando a linearidade, se v, w satisfazem (P€2-0) com os mesmos dados
F ¢, 6,9, entao d := v — w satisfaz (P$-0) com F,¢, ¢, g = 0.

Logo a energia E(t) = 1 [, (d7 + |V.d[?) associada & solugao d satisfaz E(0) = 0. Pelo
teorema 5.1 isso implica E(t) = 0 para todo ¢t > 0.

Como E é uma soma de quadrados deduzimos que d;, Vd = 0 para todo t > 0, mas

junto com d(z,0) = 0 isso implica que d = 0, ou seja v = w.
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No caso do calor podemos proceder da mesma forma: a energia Fy(t) = % o, d* asso-
ciada a solugao d satisfaz E(0) = 0 e pelo teorema 5.2 isso implica E(t) = 0 para todo
t >0 (como Ey > 0 por definigao ndo podera decrescer). Disso deduzimos facilmente que
d =0, ou seja v = w.

O resultado pode ser obtido também através da energia F. O]

Exercicio 5.5. Analise, usando o método da energia, o problema misto para onda e calor
com condigao na borda de tipo Robin.

— No caso do calor, para que o podemos dizer que a energia Ey decresce?

— No caso da onda, corrija a definicao de energia para incluir a energia elastica acumulada
na borda, para que ainda seja constante.

— Quando podemos dizer que a solucao é tnica?

5.1.2 Unicidade para a onda em R”

Nesta secao veremos um importante teorema, que implica na unicidade da solugao do
problema (PVI-O). Para comegar, definimos:

e | Cone do passado | do ponto (zg, o) a regiao
CPryty = {(z,t) e R" x R:t <ty — |z — 20|}
e | Cone do futuro | do ponto (xo,ty) a regiao
CFuty ={(x,t) e R" xR:t >ty + |z — x0|}
Teorema 5.6. Se u € C2(R" x [0,T]), com n > 1, e satisfaz

Uy — Agu =10 em R" x[0,T],
u(z,0) = u(x,0) =0 em Bg(zo)

com R <T, entao u=0 em todo CP,, R .

Demonstracao. Seja
B®i=3 [ [0+ Val 0]
Br-+(z0)

esta é a “energia" associada a soluc¢do na bola Br_;(z() no instante ¢. Esta bem definida
j4 que B é limitada e a solucao é C2.

Calculemos
d 2 1 2 2
_E = — [ututt + VU . vut] - 3 [ut + |vu| ] ? (56)
dt 2 Bri(z0) 2 O0BRr—t(z0)

onde o ultimo termo nasce do fato que o dominio de integracao diminui com ¢ (veja a
equagao (4.1)).
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Integrando por partes, isto ¢, usando o fato que div(u;Vu) = uyAu+ Vu, - Vu e depois
aplicando o teorema da divergéncia, obtemos

/ Uty + Vu - Vuy = / (U — Au) + / wVu - v.
Br_¢(zo0) Br—_¢(zo0) OBR_t(zo0)

Estimando o termo de borda com [u,;Vu - v| < |u| |Vu| < 5(Jue|* + |Vul?) vemos que,
junto com o termo de borda em (5.6), d4 uma contribuigdo nao positiva, logo

d 1 1
—F = / wg (g — Au) + —/ wVu-n— —/ u? 4+ |[Vul> <0. (5.7)
dt Basa) " 2JoBp (o) 2 JoBa_i(x0)
Como FE é uma quantidade ndo negativa por definicao e E(0) = 0 pela condigao
inicial, deduzimos de (5.7) que E(t) = 0, logo u;, Vu = 0 e u é constante em C'; enfim,
esta constante ¢ 0 usando de novo a condigao inicial. O]

Observagao 5.7. O teorema 5.6 implica nos seguintes importantes resultados.

e O problema (PVI-O) possui no maximo uma tnica solugao: de fato, como o
problema ¢ linear, se existissem duas solugoes u, v, entao u — v deveria satisfazer o
problema homogéneo (5.5), para qualquer T, R, g, logo seria nula.

e A solugao de (PVI-O) num ponto (z,t) depende apenas dos dados ¢, ¢ na bola B;(z)
e de F' no cone do passado de vértice (x,t): de fato, usando ainda a linearidade, se
os dados para u e v coincidem nestas regioes entdo u — v deve ser zero em (x,t),
mesmo se fora do cone os dados diferem (observe que na demonstrac¢ao do teorema
usamos que F' = 0 apenas no cone, ndo em todo R" x [0, 7).

Vice-versa, os dados no ponto (xg, 0) influenciam apenas o cone do futuro de vértice
(x0,0) e F' no ponto (z,t) influencia apenas o cone do futuro de vértice (x,t).
Com isso caracterizamos a regiao de influéncia e o dominio de dependéncia
para a equagao da onda.

Este fato significa que, nas soluc¢oes da equacao da onda, a velocidade de propa-
gacao das informagoes é finita (o ponto x s6 pode ser influenciado pelos dados
no ponto xy depois de um certo tempo). Em particular, quando a equagao esta na
forma uy — c2A,u = F, o parametro c indica a velocidade maxima de propagacao
da informacao.

e QOutra consequéncia da finitude da velocidade de propagacao é que se ¢,9 e F
possuem suporte compacto', entao a solucao u(+,t) também teré suporte compacto
para todo t > 0, de fato, uma vez que |x| é suficientemente grande para que o cone do
passado de vértice (x,t) nao intercepte os suportes dos dados, teremos u(x,t) = 0.

1f:Q — R tem suporte compacto quando existe um compacto (fechado e limitado) C' contido em €,
tal que f = 0 no complementar de C.
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Neste caso podemos definir a energia da solucao

1

Bt =5 [ [0 +[7u( 0],

pois uma vez fixado T' > 0, se t € [0,T] a integral coincide com a integral em Bp
para R suficientemente grande para que a solucdo seja zero em B% x [0,77], logo
podemos calcular (o termo de borda sera nulo)

d

EE = /n [ututt + Vu- Vut] = /n ut(utt - AU) (58)

Concluimos que se F' = 0 e ¢, tém suporte compacto entao £ é uma quantidade
conservada. Por outro lado, esta energia poderé variar em consequéncia do trabalho
das forgas F.

5.2 Solucao IVP em uma dimensao

5.2.1 A equacao da onda em uma dimensao

Nesta segao consideramos (PVI-O) quando n = 1 e com o parametro ¢* que representa a
velocidade de propagacao das ondas:

Ugp — CPUgy = F(2,1),

u(z,0) = é(z),
u(z,0) = (x).

Veremos varias maneiras de resolver este problema.

Dedugao 5.8. (Formula de D’Alambert - F' = 0).
Mostremos uma maneira de resolver (5.9) no caso homogéneo (F' = 0), baseada na fato-
ragao do operador como s — 2z, = (0; + ¢0,) (0 — O, )u.

Pondo v := (0; — ¢d,)u obtemos a equagdo de primeira ordem

{vt + cv, =0,
v(z,0) = P(z) — cg/(2),

cuja solugao é v(x,t) = (¢ — c¢d')(x — ct) := a(x — ct); logo temos a equagao de primeira
ordem para u

{ut — cu, = a(x — ct),
u(z,0) = o(x);
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resolvendo via caracteristicas

(1) = —¢, z5(0) = s, — T =s5—cT,

t;(T) =1, ts(o) =0, - t=r7,

u (1) = a(z — ct), us(0) = ¢(s), —  ul (1) = a(s — 2¢7),
logo us(t )+ fo s — 2cT)dT dando

x+ct

u(z,t) = ¢p(x + ct) + /0 a(x + ct — 2er)dT = @2 + ct) + 2lc / a(§)dg;

—ct

como a = 1 — ¢¢’ temos

x+ct
W) = dora) ol a)2+ -z 5 [ w510
P tct)+plr—ct) 1 Tt
) 2 T3 ), VO (5.11)

*

Exercicio 5.9. Obtenha a formula de D’Alambert com F' = 0 da seguinte forma:

1. como F' = 0, a solugao deve ter a forma f(z + ct) + g(x — ct), uma vez que as
coordenadas caracteristicas sao = + ct e x — ¢t (lembre a solugao de u,, = 0 do
exemplo 1.8);

2. descubra as fun¢oes incognitas f, g impondo as condigoes iniciais. *

Dedugao 5.10. (Férmula de D’Alambert - completa).
Seja T' o cone do passado do ponto (zg,t) intersectado com o semiplano ¢ > 0, ou seja,
o tridngulo de vértices (zg — cto,0), (zo,%0), (zo + cto,0).

Consideremos
// // U — C uwz :

pondo uy — g, = —rot, +(ug, *u,) obtemos

// F = 75 wdr + ugdt ;
T oT

o (g — ct,0) = (wo,ty): dr = cdt logo usdxr + cuydt = cudt + cuzdr = cdu e
obtemos cu(zg,ty) — cu(xg — cto,0) = cu(xg, ty) — cp(zo — cto);

separando os trés segmentos:
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o (x9,t9) — (mg + cty,0): dv = —cdt logo wydw + Pu,dt = —cupdt — cudr = —cdu e
obtemos cu(wg, ty) — cp(xo + cty); *
o (1 + ctg,0) = (zg — cty,0): dt = 0 logo widw + c*u,dt = uydxr = 1) dx e obtemos

__ [To+cto @Z)
xro—cto :

Em conclusao

xo+clo

//TFzzcu(xo,to)—c¢<x0—ct0>—c¢(mo+cto)—/ "

xo—Ccto

Reordenando, dividindo por 2¢ e explicitando a integral dupla como integral iterada,
obtemos a formula (5.12) abaixo. *

A solugao completa seré entao

. 1 x+ct 1 t z+c(t—s)
o) = IO [ ey g s [ e s

(5.12)
esta formula é dita formula de D “Alambert.

Observacao 5.11. Da férmula de D “Alambert podemos obter varias informacoes.

e Para ter solugao de (5.9) de classe C? os dados deverao ser pelo menos ¢ € C?,
Y € Ct e F' € C'. Analogamente, dados ¢ € C*, ¢ € Ck¥"! e FF € C*! implicarao
em solugao de classe C* (k > 2).

e A solugao no ponto (z,t) depende

— de ¢ apenas nos dois pés das caracteristicas por (z,1),
— de v ao longo do segmento entre estes dois pontos,
— de F no triangulo de vértice (z,t) que as duas caracteristicas definem com a

reta t = 0 (cone do passado).

Observe que, com respeito ao resultado que deduzimos do teorema 5.6, temos a
informacao adicional que wu(z,t) depende do valor de ¢ apenas nos extremos do
segmento e nao do segmento inteiro.

2Vejamos esta conta nos detalhes: seja v(7) = (x¢ + c7, to — 7), T € [0,t9] a parametrizagiao do
segmento, assim 7'(7) = (¢, —1).
Logo [ updx + cPu,dt = foto (Pug (y(1)), ue(y(7)) - (=1, c)dr
= — Jo? clua(¥(7)), ur((7)) - (¢, ~1)dr =
- {gth(;;z(’Y(T))vut(’Y(T)) A () dr = = [3° Vo u((7) - (7)) dr = = [3° ¢ [u(3(7))] dr = cu(v(0)) —
cu(y(to)).
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e Uma vez que a solugao € tnica pelo teorema 5.6 e que temos uma férmula explicita,
podemos deduzir da férmula a dependéncia continua dos dados. Logo, para o
problema de Cauchy (5.9) com ¢ € C?, ¢ € C! e F € C! existe uma tnica solucao
que depende com continuidade dos dados: € um problema bem posto segundo
Hadamard. <

Observagao 5.12. A solucao da equacao da onda homogénea em dimensao um em co-
ordenadas caracteristicas f(z) + g(w) mostra uma propriedade qualitativa das solugoes:
fixado um “retangulo caracteristico” [zo, z] X [wg, w] vale

u(z,w) + u(z, wo) = f(2) + g(w) + f(20) + g(wo) = u(z, wo) + u(z0, w).

Traduzido nas coordenadas originais isso significa que dado um “quadrilétero caracte-
ristico” de vértices (consecutivos) A, B, C, D, isto é, sendo AB e C'D paralelos as retas
xr = ct e BC e DA paralelos as retas © = —ct, teremos

u(A) +u(C) = u(B) + u(D). (5.13)

Esta formula pode ser 1til no estudo das solugoes, como veremos mais a frente.
classicas, mas também permite uma definicao de solugao generalizada, de regulari-
dade inferior, pedindo apenas que esteja satisfeita (5.13) em todo ponto.
<

Observacgao 5.13. Quando os dados nao sao suficientemente regulares para obter uma
solugdo classica, podemos ainda usar a formula de D’Alambert (5.12) para definir uma,
solucao generalizada para a equacao da onda. O mesmo podemos fazer usando a
formula (5.13), pedindo apenas que ela esteja satisfeita em todo ponto. De fato ambas
formulas nao precisam da derivabilidade para serem aplicadas.

<
5.2.2 A equacao do calor homogénea em uma dimensao
Consideremos (PVI-C) comn=1e F = 0:
Ut — Ugy = Oa
(5.14)
{U(:m 0) = o(x).

A seguir veremos como obter uma solucao deste problema.

Deducao 5.14. (Solugao do calor - F' = 0).
Obteremos a solugao de (5.14) em varios passos.

e Observemos primeiramente que sao solugoes da eq. uy — Uz, = 0:

— translagoes de solugdes (se u(z,t) é solugao entao, para todo £, 7 € R, a fungao
u(z — &, t — 7) também é solugao);
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— derivadas de solugbes, (se u(x,t) é solugao entdo, para todo 7,7 € N, a fungao
0idu(w,t), se bem definida, também ¢ solugdo: ¢ suficiente derivar a equacao
para ver isso);

— combinagoes lineares de solugdes, (se u;(x,t) sdo solugdes entao, para coefici-
entes ¢; quaisquer, a fungao > c;u; também é solugao);
logo também integrais de solugbes (limite de somas), (se ug(x,t) sdo solugoes
para todo parametro £ € C entao, para coeficientes c¢ quaisquer, a funcao
/. o Celte d€, se bem definida, também ¢é solugao);

— composigoes de solugoes com mapas da forma (x,t) — (ax,a*t) com a > 0 (se
u(x,t) é solucao entao, para todo a > 0, a fungao u(ax, a*t) também ¢é solugao).

e En vista da ultima propriedade acima, procuramos uma solugao na forma Q(x,t) =

q (ﬁ) (invariante com respeito as mapas mencionadas). Para que a condigao inicial

também seja invariante ao multiplicar a variavel por uma constante, consideramos
o seguinte problema:

0 0 5.15
u(x,0) = Sc(z) = { = (5.15)
Calculamos, para t > 0

logo, denotando r := # :

4t (Qul, 1) = Qual,1) = 0= 20g/(r) + 4" (1)

Integrando esta EDO obtemos ¢/(r) = Ce™ e q(r) = A + B Erf(r), onde a funcéo

Erf é definida como
Erf(r /
%G

observe que, como fooo e8¢ = \/TE (ex 6 pag. 52 livro [Str08]), os limites desta

fungao (infinitas vezes derivavel) a +00 sdo +1.

A condigao inicial em (5.15) s6 poderé ser satisfeita no limite, ja que a expressao
para ) nao tem sentido para t = 0; calculando

lim, =A+B 0
P{%Q(a:,t):{?m% q(r) + se x >

lim, . o q(r)=A—B sex<0’

obtemos que para ter limpy o Q(z,t) = Sc(z) para todo x # 0, precisamos A + B =
1/2.
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Em concluséo, a solugao de (5.15) é (para t > 0)

11 1 (i s 1 (i _»
t) == Erf — dr = — “dr.
Q(x,1) 515 r<2\/_> +ﬁ/0 e " dr ﬁ/—me r

e Para obter uma solugao do problema (5.14) vamos usar um pequeno truque: pelo
teorema fundamental do célculo, se ¢ é continua e integravel em R, vale

=D(/;¢<§>ds),

o que também pode ser escrito como

iy ( GRS df) (5.16)

(note que aqui ndo podemos passar a derivada para dentro ja que Sc ndo é regular!).

Substituindo Sc com @ em (5.16), obtemos uma funcao definida assim:

D, (/_Z¢(£)Q(:v—£,t)d§) =/_:¢<s>@x<x—s,t>ds, (5.17)

observe que agora pudemos passar a derivada para dentro ja que Q é derivavel em
x para todo t > 0. Concluindo os calculos, definimos

W(x,t) = Qu(x,t) = e 4, (5.18)

logo de (5.17) obtemos a seguinte solucao para (5.14):

wat) = [ wlo— Do) = [ o (5.19)

A fungao u definida em (5.17)-(5.19) satisfaz a equagao do calor: podemos ver isso por
causa da observacao feita no comego desta dedugao: se trata da combinagao (convolugao)
de transladadas da derivada de uma solucao.

Além disso, fazendo o limite para ¢t \, 0 em (5.17) reobtemos (5.16) e logo o limite
coincide com o dado ¢. *

Observagao 5.15. () é uma solucao da eq. do calor para todo t > 0, e seu limite para
t \¢ 0 é Sc(x) para todo x # 0. E facil ver que Q(0,¢) = 1/2, mas claramente nio
seré possivel prolongar Q até a origem de forma continua. Porém, esta descontinuidade
desaparece depois da integracao da formula (5.19), permitindo de obter a solugao regular
U. <
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Podemos prolongar a todo R? a funcao 1 definida em (5.18), da seguinte forma:

1 _l=?
e i sex eR,t>0,

0 sex e R", t <0.

(5.20)

Podemos verificar que esta v ¢ singular na origem mas esta em C*(R?\ {0}) e satisfaz
a eq. do calor em todo R?\ {0} (verifique que qualquer derivada de ¢ com ¢t > 0 e
x # 0 tende a zero quando ¢t N\, 0). Além disso, para todo t > 0, a fungao #(-,t) é uma
gaussiana, de integral unitario, centrada em z = 0 e de variancia o? = 2t.

A fungao ¢ em (5.20) é dita Solugao fundamental (ou fungao fonte), da eq. do
calor, e é interpretada "fisicamente" como uma solucao gerada por uma distribuicao de
temperatura inicial concentrada no instante t =0 e no ponto x = 0.

Resumindo, este pique de temperatura concentrada gera uma distribuicao de tempe-
ratura gaussiana, simétrica, de integral constante, centrada no ponto x = 0 e de variancia
que aumenta com o tempo (a temperatura se espalha).

A formula (5.19) foi deduzida e justificada supondo ¢ integravel em R e continua, mas
a posteriori podemos verificar que a expressao (5.19) faz sentido e nos da uma solugao
de (5.14) com hipoteses mais fracas: como v satisfaz a equagao do calor e é C* nas suas
variaveis para t > 0, derivadas em z ou t podem entrar na integral mostrando que u é
solugao da equacao e é também C*°, precisando pedir apenas que a integral faca sentido,
o que vale até para ¢ nao limitada com crescimento polinomial.

Por outro lado, o limite para ¢ ~\, 0 pode ser computado diretamente quando ¢ é
continua e limitada (vale destacar que na verdade o correto seria mostrar que o limite em
duas variaveis para (z,t) — (x9,0) é ¢(zo) e ndo apenas fazendo ¢ \, 0 com x constante:
esta conta ¢ um pouco mais complicada e pode ser vista em [Mas]).

Em conclusao pode ser mostrado o seguinte Teorema (veja [Mas]).

Teorema 5.16. Se ¢ € C°(R) e € limitada entao definindo u(x,t) como em (5.19), tem-se
u € C®°(R x (0,00)), uy — Ayu = 0 para todo t > 0, limy 4)—(z,00) w(@, t) = P(z0).

Logo, (5.19) pode ser estendida por continuidade a uma solugao u € C*°(R x (0,00)) N
Co(R x [0,00)) do problema (5.14).

Observagao 5.17. O Teorema 5.16 mostra que, a diferenca da equacao da onda, a equa-
cao do calor apresenta uma velocidade infinita de propagacao das informacoes®,
de fato se considerarmos 0 # ¢ > 0 tendo suporte compacto, a solugao (5.19) satisfara
u(z,t) > 0 para todo t > 0, x € R™.

Outra diferenga com respeito a4 equacao da onda é o efeito regularizante: vimos
que no caso da onda dados pouco regulares implicam em solugoes pouco regulares. O
Teorema 5.16 mostra que para a equacao do calor acontece o contréario: é suficiente um
dado continuo para ter uma solucao de classe C*> para todo t > 0.

3Claramente a velocidade infinita ndo acontece no problema fisico real, mas é consequéncia das apro-
ximagoes mencionadas na observagao 4.7.
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Observe emfim que para o problema de valores iniciais do calor nao provamos a unici-
dade da solu¢ao (de fato nao vale!). A solucao (5.19) seré entdo apenas uma das possiveis
(mesmo que, por sorte, seja a Unica relevante nas aplicagoes fisicas). Por consequéncia
da falta de unicidade, também nao podemos provar a dependéncia continua dos dados. E
porém verdade que a solugao particular (5.19) depende com continuidade de ¢. <

Observacao 5.18. Uma consequéncia desta propriedade regularizante é a impossibili-
dade, em geral, de resolver o problema (5.14) para tempos negativos: se ¢(x) = u(z,0) é
apenas continua, nao pode ser parte da solucao da equagao do calor para tempos negati-
VOS. <

5.2.3 O caso nao homogéneo

Consideremos agora (PVI-C) com n = 1 mas com o termo de fonte F":

U — Uz = F(, 1), (5.21)
u(z, 0) = 6(x),

Como ideia para obter a solucao completa podemos pensar na interpretacao de 1 como
solugao gerada por uma distribui¢ao de temperatura concentrada, pensando que também
correspondera & solugcao gerada por uma fonte de calor puntiforme concentrada no ins-
tante t = 0 e no ponto x = 0. Podemos entao escrever a solugao completa sobrepondo
transladadas de 1) com pesos dados por F: *

u@J%iéw@—ﬁxwamaﬁﬂﬁgéw@—éx—ﬁF@wma (5.22)

Que a férmula acima seja realmente uma soluc¢ao de (5.21) pode ser visto diretamente,
de fato ja sabemos que o primeiro termo satisfaz o problema com F = 0. Indicando
com w(x,t) o segundo termo, é imediato que w(z,0) = 0. Podemos calcular w; — wy,:
como v satisfaz a eq. do calor homogénea, apenas sobrara o termo que vem do teorema
fundamental do calculo ao derivar com respeito a t que é extremo de integracgao:

ggéwﬁ—fi—@pﬁﬁﬁﬂ

observe que precisamos escrever isso como limite ja que a integral é impropria no extremo
t devido & singularidade de 1.

4Observe que tomando a defini¢io de 1) em (5.20), que esta definida também quando a segunda variavel
é negativa, (5.22) pode também ser escrita como

ul(a, 1) = /R b — €, 0)B(E)dE + /0 ds /R bl — &t — $)F(E, 5)dE
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Pondo # =t — s, o limite acima pode ser escrito como

liny /R (o — & O)F(E,t - B)de,

que (para F' continua) é analogo ao limite de (5.19) quando ¢ \, 0, logo
wy(x,t) — Wee(z,t) = F(2,1).

Da férmula (5.22) podemos de novo observar a velocidade infinita de propagacao e
a direcao do tempo: uma fonte de calor que aparece no instante 7' nao pode influenciar
os instantes anteriores mas influencia imediatamente o espaco todo a partir desse instante.

Observe que no caso de (5.22), a regularidade da solugao podera nao ser C*>
(como era (5.19)): de fato ndo podemos simplesmente passar a deriva¢ao dentro da integral
e usar a regularidade de v ja que a integral dupla é sempre impropria, envolvendo a
singularidade de ).

5.2.4 Comparacao Onda Calor em R

Em resumo, vejamos algumas diferencas importantes entre as propriedades da equagao
da onda e do calor.

e Na equacgao da onda

— As informagoes propagam com velocidade finita, ao longo das curvas ca-
racteristicas = = *£ct.
se ¢, 1 tem suporto compacto u(-,t) também tem.

— A condigao inicial é transportada sem perda.
— A solugao tem regularidade proporcional a regularidade de ¢, .
— O tempo é reversivel.
— Valem unicidade e dependéncia continua dos dados.
e Na equacgao do calor
— As informagoes propagam com velocidade infinita.
Logo mesmo se ¢ tem suporto compacto u(-,t) ndo tem.
— A condigao inicial espalha, decai, disperde.
— A solugao (com F' = 0) tem regularidade C* até com ¢ descontinua.
— O tempo nao é reversivel: solucao s6 para t > 0.

— Nao valem unicidade e dependéncia continua dos dados para o PVI. <
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5.3 Meétodo de reflexao, problemas em semirretas e em
segmentos

5.3.1 Problemas em semirretas

Consideremos os problemas

U — 2 Upy = 0, t,x >0,

u(z,0) = ¢(x), u(z,0) =(x), x>0, (5.23)
(D) u(0,t) =0, ou (N)u.(0,t)=0, t>0;

(ut—umzo, t,x >0,

u(z,0) = ¢(z), x>0, (5.24)
(D) u(0,t) =0, ou (N)u,(0,t)=0, t>0.

\

Mostremos como obter uma solugao a partir de (5.12) e (5.19), aproveitando oportunas
simetrias. A ideia é que resolvendo um problema em todo R com condi¢ao inicial impar, a
solugao também seré impar em x, e logo satisfara automaticamente a condigao u(0,t) = 0.
Da mesma forma, a solu¢ao de um problema em todo R com condicao inicial par seré
também par em z, e logo satisfard automaticamente a condigao u,(0,t) = 0.

Verifiquemos isso diretamente: dada uma funcao f : [0,00) = R, sejam f;(x) e f,(x),
respectivamente, a extensao impar e a extensao par de f, isto é,

fz(.ﬂﬁ):{f(x) 861‘207 fp(a:):{f(l’) SGJ’ZO’

—f(—z) sex <0,
Aplicando a férmula (5.19) com condigao inicial ¢; obtemos
(o) = [ ¥la =& 00(E)de: (5.25)
R
podemos verificar que (5.25) satisfaz (5.24-D), em particular
u(0,t) = [ w(-&.06(6)dg =0,
R

ja que, para todo t fixado, é a integral em R do produto da fungao (par) ¢ por uma fungao
fmpar. °

3 . L . . . .
°Se quisermos uma férmula explicita apenas em termos de uma integral contendo ¢ na semirreta (0, 0o)
podemos proceder assim:

0 )
u(e t) = / b — 6,0)6i(€)de = / o — &, 1) (—p(—E))dE + / o — & D)B(E)de -
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Fazendo o mesmo com ¢, definimos

u(z,t) = /R (o — &, D) by(€)d

e podemos verificar, pela paridade de ¢ e de ¢,, que

—avt) = [ ol = 6,00, = [ vz -+ 0. 00y(-n)dn =
= /Rdﬁ(x — 0, t)dp(n)dn = u(z,t),

logo u é par em z e assim u,(0,t) = 0, sendo entdao uma solugao de (5.24-N).9
Da mesma forma, pondo ¢;,1; em (5.12) obtemos

u(a:,t) _ <Z5z‘(x Al ct) ‘;’ ¢i($ - ct) i % i+tct %(g)dg (5'26>

que satisfaz (5.23-D) ja que, por serem fungoes impares, temos

) o +ct
U(O,t) _ ¢Z(Ct) +2¢z< Ct) + QLC B ¢z(§)d§ —0.

Por outro lado, pondo ¢,, 1, em (5.12) obtemos uma solucéo para (5.23-N):

Op(x + ct) + ¢p(x — ct 1 [t
u(a,t) = LEEDESE =) LT e,
2 26 x—ct
calculando o ( D+ d( "
T+ ct) + Tr—c 1 tc
ug(z,t) = -2 £ + 5 [wp(é’)];ci
2 2c

mudando di varidvel (¢ = —¢) na primeira integral e juntando com a segunda obtemos

ule,t) = /O T — 6.1) (e + € D] SE)dE,

equivalente a (5.25).
6Para obter de novo uma integral apenas em (0, 00) calculamos

ule, ) /w . 1)6p(E)de = / ww—é“t)¢(—€)d€+/0001/)(w—&t)cb(f)df

e logo

ule,t) = / T (= 6,8) + (e + D] SE)E.
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vemos que

_ dh(et) + gy(—ct)

1 +ct
+ 2_0 [@bp(g)]_ct =0

j& que 1, é par enquanto ¢, é fmpar.

Observe que nos problemas (5.23)-(5.24), na origem ha um angulo na superficie dos
dados e pode mudar o tipo de condi¢ao, o que implica que nao poderemos esperar, em
geral, uma solugao regular, de fato mesmo se ¢, sao regulares, suas extensoes par ou
impar poderiam nao ser. Para a equacao do calor isso apenas se refletird em uma possivel
descontinuidade da solucao na origem, enquanto para a equacao da onda poderemos ter
singularidades propagando (como vimos na se¢ao 3.6) ao longo das caracteristicas (note
que a solugao (5.26) foi deduzida da formula de D’alambert, logo sera a-priori apenas uma,
solucao generalizada e poderia nao ser de classe C?).

Umas "condigoes de compatibilidade" que permitem que a solu¢ao com condicao de
Dirichlet seja classica seriam ¢(0) = ¢”(0) = ¥(0) = 0 (elas implicam na existéncia das
derivadas até a segunda de ¢; e até a primeira de 1);, na origem). Note que ¢(0) = 1(0) =0
significa u(0,0) = u(0,0) = 0 e logo sdo condi¢des naturais ja que u(0,t) = 0 pela
condigdo de borda. A condigao ¢”(0) = 0, por outro lado, ndo tem motivacao fisica,
mostrando que em algumas situagoes é natural esperar o surgimento de uma singularidade
na soluc¢do, que devera entdo ser considerada em sentido generalizado (veja mais sobre
este assunto na Secao 5.3.4).

Observando a solugao da onda podemos ver que se x > ct, o cone do passado C' P(z,t)
apenas contém valores de ¢, com x > 0: a solucao aqui depende entao apenas de ¢, 1)
e é analoga a solucao que se teria para o problema posto na reta inteira. Vice-versa, se
x < ct, uma parte da interse¢do de C'P(x,t) com a reta t = 0 esta fora da semirreta, logo
onde os dados sao as extensoes, e logo a solucao aqui é influenciada da condicao de borda.
Em particular, a solucdo (5.26) dependera de ¢ em x + ct, de —¢ em |z — ct| (o refletido
de x — ct) e de 1 entre estes dois pontos.

5.3.2 Problemas em segmentos

Podemos resolver também problemas em semirretas com diferentes extremos, simples-
mente refletindo os dados de forma par ou impar com respeito ao extremo da semirreta.

Analogamente podemos resolver problemas em segmentos, repetindo o mesmo proce-
dimento em ambos os extremos.

Por exemplo, para um problema como (5.23)—(5.24) com x € [a, b] e condigoes u(a,t) =
0 = u,(b,t), podemos primeiro refletir os dados de forma impar com respeito ao extremo
a, e depois de forma par com respeito ao extremo b. Repetindo a funcao obtida de forma
que se torne periodica, ela sera entao impar com respeito ao ponto a e par com respeito
ao ponto b. Pondo as fungoes assim construidas nas formulas (5.12) ou (5.19) obteremos
a solugao no segmento.
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5.3.3 Casos nao homogéneos

e Se nos problemas (5.23)—(5.24) tivermos uma fonte F' a direita da equagdo, podemos
usar ainda a técnica de reflexao, usando as formulas para a solucao da equacao nao
homogénea em R, depois de ter prolongado em x, de forma par ou impar segundo o
caso, também a funcao F.

5.3.4 Casos com condicao de borda nao homogénea

e Se nos problemas (5.23)—(5.24) tivermos a condi¢do de borda ndo homogénea
u(0,t) = h(t), podemos usar o seguinte truque (aqui descrito apenas para o caso do
calor): definimos a nova incognita w(x,t) = u(x,t) — h(t), desta forma w satisfaz

Wy — Wy = —h (1), t,x >0,
w(x,0) = ¢(x) — h(0), x>0, (5.27)
w(0,t) =0, t>0,

que por ter a forma do caso anterior ja sabemos resolver.

e Se nos problemas (5
tipo Neumann (0,

23)-
t) =

(5.24) tivermos a condi¢ao de borda nao homogénea de
h(t), podemos usar a mudanca w(x,t) = u(x,t) — z h(t).
e No caso da onda podemos resolver os problemas acima de uma forma mais simples.

Vejamos por exemplo o calculo da solugao do problema (5.23) com ¢ = ¢ = 0 e
condigao de Dirichlet u(0,t) = h(t). Observe que para obter a solugao com ¢, 9 # 0
sera suficiente adicionar a solugao de (5.23), pelo principio de sobreposigao.

Como ja comentamos, quando = > ct a solugdo dependera apenas das condigoes
iniciais e logo serd 0. Para calcular a solu¢ao com x < ¢t desenhamos o quadrilatero
caracteristico com um vértice em (z,t), outro em (0, — x/c) e os demais na carac-
teristica © = c¢t. Como u = 0 nestes tltimos dois, teremos u(z,t) = u(0,t —z/c) =
h(t — z/c). A solugao completa ¢é entao

(5.28)
0, sex > ct.

{h(t—x/c), sex < ct,

Neste caso a solugao é de classe C? (classica) s6 se h(0) = 1/(0) = 1"(0) = 0.

Mais em geral, considerando todas as condigoes ¢, 1, h (regulares) juntas, precisara
pedir

u(0,0) = h(0) = ¢(0),
u(0,0) = 1'(0) = w(O)
u(0,0) = 11,(0,0) = h"(0) = ¢"(0).
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As primeiras duas condi¢Oes sao necessarias para nao ter uma descontinuidade na
origem (no modelo da corda, ndo estariam satisfeitas apenas se o extremo inicial-
mente na posi¢ao ¢(0) com velocidade 1(0) fosse abruptamente deslocado ou ace-
lerado). A condigao h”(0) = ¢”(0) é menos natural, ela serve para que a equagao
da onda esteja satisfeita perto da origem, mas nao tem um motivo fisico para va-
ler: quando nao estiver satisfeita, a solugao (generalizada) tera singularidades na
derivada segunda propagando ao longo da caracteristica.

Também podemos usar este método para o problema misto (condigdes iniciais e
de fronteira) em um segmento:

Uy — CPUgy = 0, parat >0, x € (a,b),
u(z,0) = ¢(x), u(z,0) = ¢(x) parax € (a,b), (5.29)
u(a,t) = alt), u(b,t) = p(t) para t > 0.

Neste caso, primeiro calculamos a solugao no triangulo de base [a,b] x {0} e lados
caracteristicos via formula de D “Alambert. Em seguida, calculamos a solugao nos
triangulos laterais, até o tempo t; = (b — a)/2¢, usando a (5.13), tomando dois
pontos na regiao ja calculada e um terceiro nas borda laterais. A partir deste
ponto podemos usar u e u; no tempo t; como nova condi¢ao inicial e continuando
desta maneira pode ser calculada a solucao para todo ¢ > 0. Note que eventuais
singularidades propagando nas caracteristicas que passam pelos vértices (a,0) e
(b,0), serao "refletidas" ao encontrar as bordas, gerando uma rede de singularidades.

Exercicio 5.19. Obtenha a solugdo para o problema (5.23) com ¢ = 1) = 0 e condigao
de Neumann u,(0,t) = h(t), seguindo os passos:

e verifique que u, satisfaz o problema de Dirichlet com condi¢ao de borda h;
e use a formula (5.28) para calcular wuy;
e calcule u com uma oportuna integracao;
e verifique o resultado diretamente.
*

Exercicio 5.20. Resolva (5.29) com [a,b] = [0,7],a = =0, ¢ =7/2 — |z —7/2| ¢
1 = 0 (corda picada no meio) usando (5.13). Resolva também usando série de Fourier
(veja na secao 5.5) e verifique que a série obtida converge & mesma solugao. *

5.4 Principio do Maximo para o calor

Nesta secao veremos uma importante propriedade da equacao do calor. Consideremos o
problema misto para o calor (PQ-C). Fixado um tempo T' > 0, denotemos por Ur =
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Qx(0,7), por Ar =Q x{T} e por 't = 0Ur \ Ar, isto é, separamos a borda de Ur nas
duas componentes que incluem, respectivamente, a “tampa'" superior, e tampa inferior
junto com as bordas laterais; observe que as condi¢oes em (PQ-C) sdo dadas exatamente
em ['r, que é chamada de fronteira parabdlica de Ur.

Um resultado importante para o estudo do problema (P-C) é o seguinte principio
do maximo:

Teorema 5.21. Se u € C*(Ur) NC°(Ur) satisfaz uy — Au < 0 em Ur, entio

max u(z,t) = max u(x,t). (5.30)
(z,t)eUr (z,t)elr

Se uy—Au > 0 a afirmagao (5.30) vale para os minimos, e se uy — Au = 0 valem as duas.
Demonstragao. Primeiro consideremos o caso u; — Au < 0: seja (x,t) um ponto no qual
é atingido o maximo em Ur:

—se (z,t) € Ur entao necessariamente u; = 0 e Au < 0, contradicao;

—se (z,t) € Ar entdo necessariamente u; > 0 e Au <0, contradicao.”
Logo necessariamente (z,t) € I'r, isto é,

maxu < maxu,
UT 1—‘T

enquanto a relagao mMaxg U > Maxr, u € imediata ja que I'y C Ur.
Agora consideremos o caso geral u; — Au < 0 e seja v = u — kt com k > 0, assim

v —Av=u — Au—k <0,
logo pela conta anterior maxg~ v = maxr,. v, logo

max u = max(v + kt) < (maxv) + kT = (maxv) + kT < (maxu) + kT
Ur Ur Ur Ip I'r

como T é fixado, fazendo £ — 0 obtemos maxg-u < maxr, u e de novo a desigualdade
inversa é trivial.

Pela linearidade, podemos aplicar o resultado a —u obtendo a afirmacao para os mi-
nimos. O

Podemos deduzir do Teorema 5.21 os seguintes resultados de unicidade e depen-
déncia continua dos dados para o problema (PQ-C):

Teorema 5.22. Se uy,uy € C2(Uyp) NC(Ur) sio solugdes do problema
u — Agu = F(z,t), €, te(0,7T),

u(z,0) = ¢(x), r€qQ,
u(z,t) =h x e, te(0,T).

"Aqui para simplificar assumimos que u seja C? até a tampa A, para poder avaliar u; e Au, e nio
apenas em Ur como na hipdtese. No caso geral precisa mostrar o resultado em um conjunto menor Up_.
e depois tomar limite para € \, 0 usando a continuidade até Ap (veja em [Mas]).
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com a mesma F' e com dados, respectivamente, ¢1,hy e ¢s, ha, entao

max a1 — | < max {|1 — G, o — hal}

T

Em particular, a solugao € unica.

FEstes resultados valem também se substituimos T por 4+00, isto €, para o problema (PQ2-C),
ja que valem para todo T > 0.

O resultado acima mostra que o problema de Dirichlet para a equac¢ao do calor (isto
é, impondo o valor de u em toda OUr) seria mal posto, ja que sao suficientes os dados em
['r para determinar unicamente a solugao.

5.5 Problemas mistos via separacao de variaveis

Se 2 é um segmento (fixaremos o caso 2 = (0,7)), podemos tentar resolver a equagao
do calor ou da onda em € x (0,00), com condigoes de fronteira de tipo Dirichlet e/ou
Neumann (homogéneos) via separacao de variaveis (veja na Se¢ao 1.1.5). Procurando
uma solu¢do na forma u(x,t) = T'(t) X (z), obtemos, para X, T # 0,

() _ X'(x)
T ~ X(2)

T"(t) B X”(J})

0 = X() no caso da onda.

no caso do calor,

Como lado direito e esquerdo dependem cada um de uma das variaveis, necessariamente
serao constantes. Isso nos leva a querer resolver, no caso com condi¢ao de Dirichlet, um
problema na variavel x na forma

{_X" = \X em (0,7), (5.31)

X(0)=0=X(m),
onde A\ é um parametro real.

O problema (5.31) é chamado problema de autovalores. Como as solugoes da equagao
sao da forma

Acos(vVAz) + Bsin(vAx) se A >0,
Acosh(vV—Az) + Bsinh(v—Ax) se A <0,
A+ Bx se A=0,

impondo X (0) = 0 obtemos A = 0, em seguida impondo X (7) = 0 descobrimos que isso
s6 & possivel com B # 0 se sin(v/Ar) = 0, ou seja se A = n?, n € N.

Logo as solugoes nao triviais correspondentes a A = n? serao da forma Bsin(nz) .

Resolvendo agora 7" = —\T obtemos solucoes da forma Ce™*, para o calor, enquanto
para a onda resolvemos T"” = —\T' obtendo solugoes da forma C'sin(v/At) + D cos(v/At).
Obtivemos entao solugoes da equagao do calor da forma

Ce™""sin(nz)
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e solucoes da equacao da onda da forma
[C'sin(nt) + D cos(nt)] sin(nz) .

Como os problemas sao lineares, também combinagoes lineares de solugoes sao solu-
¢oes. Chegamos entao no seguinte resultado.

Se, no caso do calor, a condigao inicial for

u(z,0) Z ay, sin(nx) (5.32)

neN

entdo a (nica) solugao sera

Z ane” " 'sin(nz). (5.33)

neN

No caso da onda, com condigoes

u(z,0) Z ay, sin(nx) u(z,0) = P(z) = Z by, sin(nzx) (5.34)

neN neN

teremos a (tnica) solugao

u(z,t) = Z [an cos(nt) + bn sin(nt)] sin(nx) . (5.35)

n

Por enquanto podemos pensar as somas acima como sendo finitas (N finito), mas
veremos na Sec¢ao 5.5.1 que com oportunas hipoteses o método funciona também com
séries (N = N).

Das férmulas acima podemos fazer algumas observagoes.

e Em (5.33), solugao da eq. do calor, a amplitude de cada componente sinusoidal da
condigao inicial decresce com velocidade exponencial (dissipagao), tanto mais rapido
quanto maior é o parametro n.

e Em (5.35), solugao da eq. da onda, a amplitude de cada componente oscila perio-
dicamente com frequéncia proporcional a n.

e Podemos ver nas solucoes do calor a validade do principio de maximo, ja que em
vista do decaimento o maximo e o minimo sao sempre atingido em ¢ = 0 ou nos
extremos, enquanto nas solucgoes da onda, sendo periddicas, eles serao atingidos
infinitas vezes também em pontos interiores.

e E interessante também observar, nas férmulas acima, os resultados de reqularidade:
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— no caso do calor, uma condigao inicial do tipo sin(z) + sin(8z), dara a solugao
e tsin(z) + e % sin(8z): a componente de alta oscilagao sin(8z) decaird muito
rapidamente, assim que depois de pouco tempo a solugao sera quase idéntica
a gerada pela condigao inicial sin(z).

— no caso da onda, a mesma condi¢ao inicial (pondo ¥ = 0) dara a solugao
cos(t) sin(x)+cos(8¢) sin(8z): a componente de alta oscilagao sin(8x) nao decai,
ao contrario ela oscila com frequéncia alta, e a solucao se repete periodicamente
no tempo.

Podemos trabalhar da mesma forma também considerando condigoes de Robin ou de
Neumann, e inclusive condigoes diferentes nos dois extremos: em cada caso teremos, no
lugar de (5.31), um diferente problema de autovalores com suas solugoes nao triviais em
correspondéncia de certos valores de A.

No caso de condigoes de Neumann, as solugoes nao triviais em [0, 7] tém a forma

Acos(nz) , incluindo também o caso n = 0 em que a solu¢ao é uma constante.

Uma consequéncia interessante é a seguinte: com condic¢oes de Dirichlet, a solugao do
calor decai sempre pelo menos como e !, enquanto no caso de condicoes de Neumann, a
condicao inicial pode conter um adendo constante que nao decaira, o que indica que o
valor médio da solucao é constante. Isso ¢ l6gico também pelo significado fisico: no caso
Dirichlet a borda é mantida a temperatura 0 e o calor pode fluir pelas bordas até unifor-
mizar a temperatura em {2, enquanto no caso Neumann a borda é isolada termicamente
assim o calor pode apenas redistribuir-se em ).

5.5.1 Aplicando séries de Fourier

Nesta secao usaremos a teoria que esta resumida na Apéndice do capitulo, secao 5.6.
Voltemos a considerar os problemas para onda e calor em [0, 7], com condi¢ao de
Dirichlet. Dada uma fungao definida em [0, 7] podemos estendé-la de modo impar em
[—7, 0] e depois de modo 27 periddico a todo R. Desta forma ela podera ser associada a
sua série de Fourier, que sera uma séria s6 de senos.
Se (5.32) (ou (5.34)) sdo as séries de Fourier dos dados, poderemos entao tomar (5.33)
(ou (5.35)) como candidatas solugoes. Apenas faltara verificar a convergéncia apropriada.

Caso onda:

Suponha que Y_,  |an|+|b,| < 00 (por exemplo isto pode ser garantido se a,, b, < C/n?).

Entao, pelo teste de Weierstrass, as (5.34) convergem uniformemente e (5.35) também.
Porém, derivando k vezes termo a termo (em ¢ ou em x) (5.35), obtemos uma série que
poderia nao convergir, ja que nao sabemos se > nFla,|, >,y n*lan] < oo, logo nao
podemos afirmar que (5.35) fornega uma solugao classica da eq. da onda, nem sequer que
seja derivavel.

Uma forma de garantir isso é assumir que as condigoes iniciais (5.34) satisfacam a
condigao mais forte Y 7, n?(|a,|+|b,|) < co: desta forma as séries das derivadas segundas
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feitas derivando termo a termo serdo uniformemente convergentes e logo (Teorema 5.27)
convergirao as derivadas de (5.35), provando que esta tltima ¢ uma fungao de classe C? e
que satisfaz a equagao da onda (além das condigbes iniciais e na borda).

Observagao 5.23. Sem assumir a condi¢ao acima, mas apenas a convergéncia de (5.34),
podemos mostrar que (5.35) ainda é uma solugao em sentido generalizado, de fato, apesar
de nao definir uma funcao C?, podemos mostrar que ela satisfaz a formula de D’ Alambert.

Vejamos isso assumindo ¢ = 0: da férmula de D’Alambert e substituindo (5.34) temos

2u(z,t) = plx+t)+ o(z —t) = Z an sin(n(z + 1)) + Z a, sin(n(x —t)),

neN neN

onde as séries convergem. Usando as formulas de adigao da trigonometria sin(n(x +t)) =
sin(nx) cos(nt) £ sin(nt) cos(nz), obtemos a (5.35):

2u(z,t) =2 Z a, sin(nx) cos(nt) .

neN

Caso calor:

No caso do calor, observe que fixado ¢ > 0 qualquer, podemos estimar
nke "t < C/n?, para todot >1,

onde C depende apenas de t e de k.

Isto significa que a série das derivadas termo a termo de (5.33), de qualquer ordem
em t e em x, serd uniformemente convergente em [0, 7] X [¢,00), e logo a fungao definida
em (5.33) é de classe C*™ e satisfaz a equacao do calor para todo ¢t > 0 (note que apenas
precisa assumir que a sequéncia dos coeficientes a, seja limitadal).

Observacao 5.24. Neste resultado via séries, vimos de novo o efeito regularizante da
eq. do calor, j& que uma condigao inicial pouco regular (com coeficientes que decrescem
lentamente com n) produz uma solugao infinitas vezes derivavel para ¢t > 0, em fungao
dos termos et que aceleram o decrescimento dos coeficientes. Ao contrario, de novo
a regularidade da solugao da onda ¢é proporcional & regularidade dos dados, ja que os
coeficientes da solugao tém o mesmo andamento dos coeficientes dos dados. <

Aplicagao 5.25. [Vibragao de uma corda.]
A solucao vista da equacao da onda no segmento permite entender alguns aspectos da
vibragao de uma corda de guitarra.
Uma corda que em ¢t = 0 tem velocidade nula e posi¢ao dada por sin(nx), vibrara com
lei u(x,t) = cos(nt) sin(nx).
A tonalidade do som depende da frequéncia: o caso n = 1 corresponderé ao som mais
grave (harménica fundamental), n = 2 a um som de frequéncia dupla (mesma nota mas
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I 2 3 4 5 6 7 & 8 1011 12 o500

Figura 5.1: Harmonicas de Do,.

uma oitava acima), n = 3 seré ainda mais agudo e n = 4 sera de novo a nota fundamental
mas duas oitavas acima. Na figura 5.1 sao representadas as notas correspondentes &s
harmonica de uma corda cujo som fundamental é Dos, junto com a forma da vibracao
das primeiras 6 harmonicas, correspondentes a Doy, Dos, Solz, Doy, Mi4, Soly

Se a posigao inicial da corda nao é uma sinusoide (o que acontece quando se toca a
guitarra), podera ser escrita como uma sobreposigao de sinusoides (série de Fourier). Por
isso o som gerado serda uma sobreposi¢ao dos sons descritos acima, produzindo o timbre
caracteristico da guitarra.

Se a mesma corda é tocada fixando o ponto médio (pondo o dedo na chave correspon-
dente), a solu¢ao nao podera ter a componente fundamental sin(x) e logo o som tera a
frequéncia fundamental dupla, produzindo a nota uma oitava mais alta.

Observe que se a corda fosse tocada pelo centro, a condigao inicial seria simétrica e logo
nao conteria nenhuma componente de n par, resultando num som menos rico, enquanto
tocando no quarto da corda todas as harmoénicas tocam juntas.

Podemos também observar que, repetindo as contas com o parametro ¢? na equacao,
obteriamos solucoes da forma

u(z,t) = Z [an cos(ent) + %sin(cnt) sin(nx) ,

0 que nos mostra que a mesma condicao inicial produzirda uma frequéncia de oscilagao
(nota) diferente, em fun¢ao do parametro ¢, que como vimos na Dedugao 4.2, depende da
tensao e da densidade da corda (de fato, para acordar a guitarra precisamos modificar a
tensdo, e podemos ver que as cordas das notas mais graves sao mais grossas).

5.6 Apéndice do Capitulo: Séries de Fourier

5.6.1 Limites, derivadas e integrais de séries

Lembramos a seguinte defini¢ao:
Definigao: A série Y | f,(z) converge uniformemente® em A a fun¢ao S(z):
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lim sup |S(x )—an(x) =0.

k—00 zcA

Uma Condigao para conv. uniforme (apenas suficiente, ndo necesséria) é o chamado
Teste de Weierstrass: se sup,c 4 |fn(2)| < an e Y07 | a, ¢ uma série convergente, entao
P o0 .
a série Y >~ | fn(x) converge uniformemente em A.

A convergéncia uniforme’ ¢ importante pelo seu papel nos teoremas abaixo:
s - o [e'e) .. .
Teorema 5.26. Suponha que a série S(x) =Y >~ fu(x) convirja uniformemente em A.

1) Se 3 lim, ., fn = L, entao

3 lim S(x ZL cR.

Tr—T0

2) Se as f, sao continuas em A entdo S € continua em A.

3) Se as f, sao integraveis em [a,b] entao S € integrdvel em [a,b] e

/:S(yc)d:c:g (/abfn(x)da;) ,

além disso a série de fungoes > oo\ ([ fu(x) dz) converge uniformemente a [ S(z) dx
em |a, b].

Para derivar uma série, as hipoteses do teorema anterior nao sao suficientes, precisamos
do seguinte:

Teorema 5.27. Suponha que a série S(x) = >~ fu(x), com f, derivdveis, convirja em
%) / .
pelo menos um ponto em [a,b], enquanto D(x) = > "7 f converge uniformemente em

la, b].

Entao S € derivdvel e 8" = D

5.6.2 Séries trigonomeétricas

Precisaremos das seguintes identidades, sendo n € N, k € NU {0}:

J7_sin(nz) cos(kxz) =0, ,
ff sin(nz) sin(kx) = ["_cos(nx)cos(kx) =0, sen#k, (5.36)
™ 2 ™
[T sin®(nz) = [7_cos?(nx) =
8Repare a diferenca com a nogao (mais fraca) de convergéncia pontual em A, onde pedimos que para

cada z € A fixado, limy_, oo ‘S(x) - Zﬁzl fn (x)‘ = 0.

9Se no Teorema 5.26 a convergéncia fosse apenas pontual, os resultados poderiam ser falsos.




EDPg, June 25, 2022 85

As relagoes (5.36) dizem que as fungoes

1 1 1
NN cos(nz), NG sin(nz), neN (5.37)

formam uma familia ortonormal com respeito ao produto escalar < f,g >= ["_f(z)g(z).

Definicao 5.28. Chamamos Polinémio trigonométrico de ordem k

k
Sk(x) = % + Z an cos(nx) + b, sin(nz) .

n=1

Chamamos Série trigonométrica (ou de Fourier)

S(z) = % + Z a, cos(nx) + by, sin(nz) . (5.38)

n=1

<

Suponhamos agora que uma série trigonométrica S convirja uniformemente, entao
podemos integrar por séries (pelo Teorema 5.26) e usando as relagdes (5.36), obtemos as
Foérmulas de Euler - Fourier:

" S(z)cos(nz) = a,, (5.39)

Em vista disso, definimos:

Definigao 5.29. Dada f : [-7, 7] — R absolutamente integrdvel,'’ chamamos Série de
Fourier de f, a série trigonométrica Sy cujos coeficientes sao calculados pelas (5.39)
com f no lugar de S.

Vejamos agora qual ¢ a relagao entre f e Sy. Observemos inicialmente que

e se f ¢ par entdo b, = 0 Vn (S; é uma série de cossenos, logo é par);

e se f é impar entdo a, = 0 Vn (Sy é uma série de senos, logo é impar);

e se [ tem descontinuidades e Sy converge uniformemente, certamente f # S/!

Apesar da ultima observagao acima, fortunadamente, se f é regular, conseguiremos mos-
trar que Sy — f.

19Mais em geral, num intervalo [—L, L] as Féormulas de Euler - Fourier tornam-se

% f—LL S(z) = ao,
L[5, S(x) cos (Fn) = an, (5.40)
1 ffL S(z)sin (Fnz) = by,

e a série se escreve

S(x) = % + nz:%an cos (%nx) + b, sin (%n:c) .
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5.6.3 Teoria L2

Um primeiro resultado sobre a convergéncia de Sy a f pode ser obtido considerando
convergéncia no sentido integral: vale o seguinte Teorema.

Teorema 5.30. Se f? € integrdvel em [—7, 7|, S; € sua série de Fourier e (Sy)x € a soma
parcial de Sy para n até k, entao

1. 3" a? + b converge e logo ay,b, — 0;
2. [T (f=(Sp)* = 0;

g T (f— (Sp)e)? = [T - < [T (f— Ty)? para qualquer outro pol. trig. Ty
de ordem k;

b IS = (i) (ST @) = TS}

Observe que o ponto (1) ndo garante a convergéncia uniforme (o teste de Weierstrass
precisaria que Y |a,| + |b,| convergisse, que é uma condi¢ao mais forte).

O ponto (2) significa que (Sf)r — f na métrica gerada pelo produto escalar < f, g >,
além disso, o ponto (3) diz que, nesta métrica, (Sf); ¢ o polinomio trigonométrico de
ordem k mais perto de f.

O Teorema 5.30 é consequéncia do fato que que o sistema (5.36) forma uma base

Hilbertiana'' no espaco X = {f B I SR oo} dotado do produto escalar < f,g >=
I fg.

As formulas (5.39) e (5.38) correspondem ao fato que dado o sistema {e;} ortonormal
em X se f = «;e; entdo < f,e; >= q, além disso (pontos 2 e 3 do Teorema) Zle ;€
é a projecao de f no subespaco gerado por ey, .., e, e converge a f quando k — oo.

5.6.4 Convergéncia pontual e uniforme

Vejamos agora alguns resultados sobre convergéncia pontual e uniforme de Sy.

Seja f : R — R, 2m-periodica e absolutamente integravel em [—, ], continua (exceto
talvez em um nimero finito de pontos de [—, 7], nos quais devem existir finitos os limites
laterais). Nesta situacdo valem os Teoremas abaixo:

Teorema 5.31. (Convergéncia pontual)
Se [ € continua em xy e existem finitas as derivadas laterais em xo entao Sy converge a
f em xq.

Teorema 5.32. (Convergéncia uniforme local)

Se f € derivdvel exceto em um nimero finito de pontos (em [—m,m|), nos quais existem os
limites laterais de f e de f', entao Sy converge a f uniformemente em qualquer intervalo
fechado |a,b] no qual f seja continua.

110 mesmo resultado vale para qualquer escolha de uma base hortonormal!
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Teorema 5.33. (Convergéncia uniforme global)
Se f € continua, e além disso € derivdvel exceto em um niumero finito de pontos (em
[—m,7]), nos quais existem as derivadas laterais, entdo Sy converge a f uniformemente.

No caso de funcao C? o resultado de conv. uniforme é facil de provar, e nos fornece
também uma estimativa para os coeficientes:

Teorema 5.34. Seja f € C3(R), 27 periddica.
Entao os coeficientes satisfazem

2| loo

an, bl < 21

e logo Sy — f uniformemente em R.
Demonstracao. Temos

Ty = / f(z) cos(nz)dx .
Integrando por partes

sin(nz)]”

]W_.;f@)

sin(nz) p
——dx

n n

Ty = [f(x)

onde o primeiro termo é zero pela periodicidade de f. Integrando por partes de novo
(ainda o termo de borda sera nulo)

T a, = —/ f”(x)%dm;

estimando a integral, ja que |f”| sera finita, obtemos

27T|f”|oo

Ty < 5
n

A mesma conta pode ser feita para os b,,.
Com a estimativa dada a convergéncia uniforme é consequéncia do teste de Weierstrass.

]

Exemplo 5.35. Alguns exemplos de fungoes e as séries de Fourier correspondentes: (faga
as contas!)

o f=sgn(z) em [—m,7]: a, =0, b, = = [1 — cos(nm)], isto ¢, = s6 para n fmpar.

Esta funcao tem descontinuidades em 0 e nos extremos +m. Pelo teorema 5.31
Sy — f pontualmente em todos os pontos exceto nas descontinuidades, onde a série
converge ao ponto médio da descontinuidade que é 0. A convergéncia nao pode ser
uniforme em todo R (de fato a série dos coeficientes % diverge), mas o serd em
fechados que nao contenham os pontos de descontinuidade. .
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o f=|z|em [-m,7]: b, =0, a0 =m, a, = ni [cos(nm) — 1], isto é, —n%“n sO para n
impar.
Esta funcao ¢ continua e Sy — f uniformemente em R, o que pode visto pelo
Teorema 5.33 e também pelo teste de Weierstrass, ja que a série dos coeficientes — 4
converge.

n2

o f=zem|[-m 7| a,=0,0b,= —%cos(mr), isto &, —(—1)"=.

Esta funcao tem descontinuidades nos extremos 4, logo um comportamento pare-
cido a primeira.

sin((2n — 1)z)
(2n — 1)( 2n+1)(2n—3) '

o f(z) = sgn(x)sin*(z) em [~m,7] =——Z

Esta funcao ¢ C! mas tem descontinuidades na derlvada segunda. Logo a conver-
géncia é uniforme. Podemos ver que os coeficientes decaem mais rapidamente que
nas séries anteriores.

5.6.5 Escritura complexa

Frequentemente é tutil a seguinte forma alternativa de escrever a série de Fourier, em
notacao complexa.

Pondo
1 T ' 112_0 ' n = 0,
Cp = — S($)€71n$ — an—iby n> 07
27 —7 aff-l-ib,n 0
2 n < )
obtemos'?
Qo b [ee) '
S(z) = 0 + Z a, cos(nx) + by, sin(nz) = Z ¢ e
n=1 e oo

5.7 Referéncias

Para complementar os assuntos sobre séries de Fourier, além da referéncia [Str08|, pode
consultar [dF77, Cap.2,3].

12No caso em [—L, L] seria

1t e
Cp = ﬁ/;L S(x)e "1,

[eS)
— E cneinr A )

n=—oo



Capitulo 6

O Laplaciano

Nesta se¢ao estudaremos equagoes envolvendo o operador Laplaciano, em particular as
equacoes

—Au = f(x) e —Au = 0; (6.1)

,

a primeira é chamada equacao de Poisson, enquanto sua versao homogénea ¢é dita
equacgao de Laplace. Observe que estas equagoes sao comunemente escritas com o sinal
menos antes do operador: veremos mais tarde o porque.

Uma funcao u € C*(2) que satisfaz a equacao de Laplace —Au = 0 ¢ dita fungao
harmonica .

J& vimos no exercicio 1.7 que o problema de Cauchy para o Laplaciano é mal posto.
Neste caso, sendo o operador invariante, nao muda nada trocando de superficie dos dados,
como fizemos no exemplo 1.8 para a equacao da onda. Inclusive nao se conhecem pro-
blemas fisicos para o operador Laplaciano pelos quais tenha sentido impor um problema
de Cauchy. Por outro lado, como o operador é eliptico, nao teremos nenhuma restri¢ao
quanto a orientacao da superficie onde poremos dados. Por isso ¢é vidvel por condicoes na
borda de um aberto (fazendo isso com a onda, por exemplo, teria sempre algum ponto
caracteristico).

Como o tipo de problema fisico no qual aparece o Laplaciano é o de encontrar a
solucao dentro de uma regiao conhecendo algum dato na fronteira, nao tera utilidade
procurar solucao local, pois mesmo existindo uma solugao perto da superficie esta podera
depois nao poder "fechar" na regiao inteira. Por isso os problemas deste tipo sao mais
complicados e o problema da existéncia sera bem mais critico. Isso também é coerente
com a interpretagao fisica: no caso da onda e do calor o problema fisico é o de prever a
evolucao de um sistema dada uma certa condigao inicial: a variavel tempo ¢ distinta das
outras e como vimos tem uma certa dire¢ao nas relagoes de influéncia: a solu¢ao em (x,t)
depende apenas do passado. Nos problemas com o Laplaciano o que procuramos é uma
solugao de equilibrio, logo todos os pontos influem sobre os outros, e nem sempre tem um
motivo fisico para ter certeza que uma solucao exista.

O exercicio a seguir nos mostra algumas propriedades que nos sugerem quais tipos de
problema podem ser bem postos para o Laplaciano.

89
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Exercicio 6.1 (Laplaciano em um quadrado). Considere o Problema

(P)

u=>0 nos trés lados x =0,y =0e x = 7.

{—Au:() in Q = (0,7) x (0,7),

e a) Resolva o problema (P) por separagao de variaveis. Repare que existem infinitas
solugdes (problema mal posto: faltam condigoes).
b) Adicione a (P) a condigao u,(x,0) = sin(nx) (este seria um problema bem posto
para a ondal!). Repare que existe uma tnica solugao (a var. sep.), mas ela torna-se
sempre maior se n — oo (problema mal posto: falta de dep. continua dos dados)
¢) Adicione a (P) a condi¢ao u(z,m) = sin(nz). Repare que existe uma tnica
solugdo (a var. sep.), e |u| <1 (problema aparentemente bem posto).
d) Adicione a (P) a condigao w,(z,7) = sin(nz). Repare que existe uma tnica
solucdo (a var. sep.), e vale |ul, |uy|, |u,| < 1etambém |u| — 0sen — oo (problema
aparentemente bem posto)

e Use os resultados anteriores para escrever a solu¢ao quando, nos casos b,c,d, a
condicao sin(nz) é substituida por uma fun¢ao g desenvolvivel em série de senos:

g= Z by, sin(nx)
n=1

(calcule os coeficientes da série da possivel solugdo em termos dos coeficientes b,,).

Justifique as seguintes afirmagoes:

—no caso (b) se b, ~ & : k € N entdo a série para u nao converge. Uma condi¢ao
suficiente para garantir a convergéncia é |b,| < e~4". (Isso significa que precisa uma
g muito reqular para ter solu¢ao)

— nos casos (c,d) se b, é uma seq. limitada entdo a série para u converge unifor-
memente em qualquer compacto K contido em ). Também a série das derivadas
termo a termo de qualquer ordem converge uniformemente em K. Além disso, se
bn| < C/n? entéao a série para u (ou para u,) converge ao dato na borda de Q. (Isso

significa que mesmo com ¢ pouco regular a solugao existe e ¢ C™ em Q).

6.1 Laplaciano em diferentes coordenadas

Em vista da invariancia com respeito a rotagoes, vejamos como podemos expressar o
Laplaciano de uma funcao radial, ou em coordenadas polares.
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Laplaciano em R” para funcao radial:
Se u(x) = v(|x|) = v(p) entdo

n—1

Au = vy, + Vp - (6.2)

Demonstracao. Seja

entao

Calculemos entao

somando nas n variaveis obtemos (6.2):

But) = o () 30 2% + (x5 3 (1= 5 ) = o)+ oD a1

07
O
Laplaciano em R? em coordenadas polares:
Se v(p,0) = u(pcosb, psinf) entao
A 1 1
U=, + ;vp + ?Ugg : (6.3)
Demonstragao. Calculamos (abreviando Cy = cosf, Sy = sin6)
v, = u,Cy + uySp , (6.4)
Vpp = Uy Of + 25, Cy Sy + uyysg , (6.5)
vy = p(—uySp + uy,Cy) | (6.6)
Voo = p° (umSg — 2u;, CypSp + uyng) + p (—u,Cp — uySp) . (6.7)

Como o contetido da primeira parentese em (6.7) somado com (6.5) d4 Au enquanto
o conteudo da segunda ¢ o oposto de (6.4), obtemos (6.3). O
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Laplaciano em R? em coordenadas esféricas
Se v(p, 0, @) = u( pcos()sin(p), psin(f)sin(yp), pcos(yp) ) entdo

2 1 1
Au = vp, + ;Up + E Vg + COL(0)Vy + Sin? (pv99

6.1.1 Equagao de Laplace em coordenadas polares

Considerando a equagao de Laplace —Au = 0 e pondo p = e~ " em (6.3), isto é, definindo
w(t,0) =v(e ", 0) =u(e " cosh,etsinf), temos

—t

—2t —t
Wy = —vpe 7, Wy = Vpp€ ~ + Vpe

= vppp2 +v,p,

e entao a equagao para w torna-se
Wit + Wpy = 0.

Separando variaveis, procuramos w(t, ) = T'(t)©(0), obtendo, para T, © # 0,

T”(t) B _@//(9)

T — el

Isso nos leva a querer resolver o problema na variavel 6, com a condi¢ao natural de 27-
periodicidade,

—0" =)0 em (0,2m),
(6.8)

©(0) =0(27), ©'(0) =0©'(27),
onde A é um parametro real. O problema de autovalores (6.8), parecido com (5.31), tem

solugoes apenas se A = n?, n € NU {0}, sendo elas

A sen=20,
Acos(nf) + Bsin(nf) sen € N.

As solugoes correspondentes para T' serao

C + Dt =C — Dln(p) sen=0,
Ce ™ + De™ =Cp*+ Dp™ sen €N,

Obtivemos entao as seguintes familias de fungdes harmoénicas em duas variéveis (em co-
ordenadas polares):

1, In(p),
p" cos(nh), p" sin(nf),
p~ " cos(nd), p " sin(nd).
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Alguns exemplos, escritos em coordenadas cartesianas, sao

1, In(p) = 3 In(2* +y?),
p?cos(20) = x? — 3, p*sin(20) = 2y,

_ 2202 9 . z
p~2cos(20) = W’ p~2sin(20) = (122+—732)2’
ptcos(40) = 2t + y* — 6272, ptsin(49) = day(z® — y?).

Note que as fungoes correspondentes a In(p) e a p~™ sdo definidas apenas em R? \ {0}.

6.1.2 Equacao de Laplace no circulo

Trabalhando no circulo de raio 1, 2 = B1(0) C R?, podemos eliminar as solugdes singula-
res na origem (elas poderiam ser uteis em problemas externos). Sobrepondo as solug¢oes
que restam obtemos a série

Qo

v(p,0) = 9

o Z p" [an cos(nb) + by, sin(nd)] , (6.9)

neN

que representa uma fun¢ao harménica em coordenadas polares.
Podemos calcular os valores de v e de sua derivada radial em p = 1:

Qo .
v(1,0) = 5 + Z an, cos(nd) + b, sin(nh) , (6.10)
neN
vp(1,0) = Z nay, cos(nf) + nb, sin(nf) . (6.11)
neN

Percebemos que v(1,60) (o valor em 0f2) é suficiente para determinar todos os coefi-
cientes da solucao. Isso significa que nao poderemos impor também o valor da derivada
normal, como seria o caso em um problema de Cauchy. Aparentemente o problema de
Dirichlet é o que permite obter uma tnica solugao.

Se considerarmos em vez o problema de Neumann, percebemos que v,(1,6) (o valor
da derivada normal em 0f2) tem necessariamente média nula (por ser expresso por uma
série de Fourier sem o termo constante), e por outro lado vemos que ficara indeterminado
o valor do coeficiente a da solugdo (reveremos melhor este fato na Secao 6.3).

Em resumo,

e ndo é possivel impor arbitrariamente u e 1, em 90,

INa verdade, poderfamos sim resolver um problema de Cauchy posto na circunferéncia (com dados
regulares o teorema de Cauchy-Kowalevski garante isso), se incluissimos também as harmonicas que
descartamos: terfamos

v(p,0) = % + apln(p) + Z p" [an cos(nd) + by, sin(nb)] + Z p~" [an cos(nB) B, sin(nb)]
neN neN
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e ¢ possivel impor arbitrariamente u (suficientemente regular) em oS e isso identifica
uma tnica solucao.?

e ¢ possivel impor u, (suficientemente regular) em 0f) desde que tenha média nula, e
isso identifica a solu¢ao a menos de uma constante.

Este resultado nos mostra os tipicos exemplos de problemas que consideramos para o
operador Laplaciano: em vez de impor u e u, em 02, o que dard em geral um problema
sobredeterminado, imporemos apenas uma das duas (ou uma combinacao das duas, como
no ponto (d) do exercicio 6.1). Como ja vimos (veja no capitulo 4), os problemas fisicos
que envolvem o operador Laplaciano sao tipicamente destes tipos.

Vamos usar agora a teoria das séries de Fourier para encontrar uma férmula integral
para a solucao da eq. de Laplace no circulo.

Supondo que tenhamos as convergéncias necessarias, impondo v(1,60) = g(6) e apli-
cando as formulas (5.39) a (6.10) obtemos os coeficientes da serie e logo de (6.9)

Mm%=§%£ﬁﬂ®%+
o1 > (/ ) costng)ic ) cos(u) + ([ e sinu€)de ) snfus) | . (6.12)

Juntando as integrais e aplicando propriedades trigonométricas temos

) = o [ a@de+ 235 [ [ @ contog — o]

neN

escrevendo 2 cos(a) = ¢ + e~

L[ 1
w0 = 5= [ s+ =3

neN

27
|:/ g(£> pn [em(g—e) + 6—ni(§—9)}d§:| :
0

enfim trocando integral e série, juntando inclusive com o primeiro termo

v(p,0) = %/0 7rg(f) 1+ Z [pet €] + [pei(fa)]n] :

neN
e logo
v(1,0) = % + 3 (an + ) cos(nf) + (b + B,) sin(n),
neN
o(1,0) = o + Z — ay,) cos(nb) + n(b, — By) sin(nd) ,
neN

que permitem determinar todos os coeficientes. A solugao obtida porém nao podera em geral "fechar na
origem" dando uma funcao C?(£2), como comentamos no comego do capitulo.

20Observe um fendémeno parecido ao visto no exercicio 6.1: se os coeficientes da série (6.10) sdo limita-
dos, entdo tomando r < 1, os da série solucao (6.9) decaem como 7" na bola B,, produzindo uma série
uniformemente convergente e infinitas vezes derivéavel.
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Como a série de poténcias Y. _a" =a/(1 —a), pondo € = €' ¢~ o termo em colchetes
torna-se 14 12 + 1f;;_1 = HPQ;(’ie_l), voltando a usar € + ¢! = 2 cos(£ — ) obtemos
fnalmente

1 27 1 _p2
w00 = 5= | 9O e

que expressa a fungao harmonica em B;(0) com dato g em 0Bj(0).
Esta formula pode ser reescrita da seguinte forma

1 1 — |x/|?
=5 [ gly) Ll (6.13)
2T Japi (o

) Ix — yl?

ja que o denominador é o quadrado da distancia do ponto x = (pcos(#), psin(6)) até o
ponto y na borda do circulo parametrizado por v(£) = (cos(§), sin(§)).

A férmula (6.13) é dita férmula integral de Poisson (para o circulo em R?): fornece
a fungao harmonica no circulo unitéario cujos valores na fronteira sao dados por g, ou seja,
a solucao do problema de Dirichlet?

{—Au =0 em Bi(0), (6.14)

u=g em 0B;(0).

Veremos na se¢ao 6.6.4 como obter uma férmula andloga em mais de duas variaveis.

6.2 Principio de maximo

Nas proximas secoes consideraremos €2 sendo um dominio, isto é um conjunto aberto e
COnexo.

Definicao 6.2. Dizemos que o operador L satisfaz o principio do maximo em () na
versao fraca se Lu < 0 em Q implica

max u(z) = maxu(x). (6.15)
zeQ) o0
Dizemos que o operador L satisfaz o principio do maximo em () na versao forte
se Lu < 0 em € implica que

se xg € Q € tal que u(xg) = maﬁxu(z) entao u € constante em ). (6.16)
Te

3Reescalando, podemos obter uma férmula aniloga para um circulo de raio R:

1 2m RQ _ p2
= 7/ 9(5) 2 2
27 Jo R? 4 p2 — 2Rpcos(§ — 0)

1 R? — |x|?
- S
u(x) = ooz /8 o O s,

’U(p79) d€7
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Observacgao 6.3. Quando L ¢é linear, trocando u por —u podemos sempre obter afirma-
¢Oes analogas afirmando que Lu > 0 implica min, g u(z) = mingg u(x) ou que se xq € €2
é tal que u(zg) = min g u(zr) entdo u é constante em €. <

Para o operador Laplaciano temos o seguinte resultado:

Teorema 6.4. Se Q é um dominio (conexo) limitado®, o operador —A satisfaz o
principio de mdzimo tanto na versao fraca quanto na versao forte, para funcoes em
C2(Q)NCY(Q), isto €, u € C2HQ)NC(Q) e —Au < 0 implica (6.15) e (6.16).

Em particular, se u € C2(Q2)NC°(Q) € harmonica entdo valem (6.15), (6.16) e suas
versoes com minimo enunciadas na observacao 6.5.

Prova do principio fraco. A prova é muito parecida a que fizemos para o caso do calor
(Teorema 5.21).
Primeiro consideremos o caso —Au < 0: se xy € €2 é ponto de maximo entao Qiu(mo) <
0 para todo 7, logo Au(zg) < 0, levando a uma contradi¢do. Portanto maxgu = maxgg u.
Agora consideremos o caso geral —Au < 0 e seja v = u + |z|* com & > 0; observemos
que |z|? € C3(R") e Alz|*> = 2n. Assim temos

—Av=—Au—2ne <0,

logo pela conta anterior maxg v = maxapq v, logo

max v < max(v) = max(v) = max (u + ¢|z|*) < maxu + ¢ max |z|*.
Q Q El9) o0 E19) o9
Como Q é compacto, temos que max |z|? ¢ finito, logo fazendo ¢ — 0 obtemos maxg u <
maxpn U.
O principio forte sera provado na segao 6.5. O

Exercicio 6.5. Mostre, adaptando a demonstragao anterior, que o operador eliptico Lu =
— Z?:l AiUy,z;, + b - Vu com os a; > 0 satisfaz o principio de méaximo fraco. *

Observagao 6.6. No caso do problema de Dirichlet (PD) com condigao de borda homo-
génea (g = 0), o principio de méximo fraco implica que se u € C?(2) N C°(Q) é solucao
entao

f<0 = u<0em{ (resp. f>0 = u>0em Q).

Aplicando a versao forte obtemos que

f<0 = u<0ouu=0em (resp. f>0 = u>0ouu=0em).

4Para dominios ndo limitados ou quando ndo temos continuidade até a fronteira vale o seguinte:
se Q ¢ um aberto conexo, u € C3(Q) e —Au < 0 em (2, entdo vale a seguinte alternativa: ou u é constante,
ou ¥ nao atinge seu supremo (que pode ser co) em €.
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Este exemplo explica porque a equagao com o Laplaciano é usualmente escrita com o
menos antes do operador: assim o sinal de —Aw no problema de Dirichlet homogéneo é o
mesmo da solucao wu. <

Uma consequéncia do principio de méximo é o seguinte resultado, que é uma forma
de dependéncia continua dos dados para o problema de Dirichlet (PD):

Teorema 6.7. Se uy,uy € C2(Q)NC°(Q) sdo solugdes do problema de Dirichlet (PD) com
a mesma f e com dados na fronteira, respectivamente, g, e ga, entdo maxg |u; — us| <
max |g; — gaf, isto €,

[u1 — Uz]oo < 91 — 92]o0-

Demonstracao. Por serem lineares, subtraindo os dois problemas obtemos que d = u; —us
serd solucao do problema

—Ad = Q
0 em (6.17)
0=g1—gs em Of),

logo pelo principio de maximo maxg d < max(g; —g2) € o mesmo vale para os minimos. [

Como corolario (pondo g; = ¢») podemos mostrar a unicidade da solugao do
problema de Dirichlet (PD) na classe (um pouco mais ampla da do teorema (6.10))
das fungoes C*(Q) N CY(Q):

Corolario 6.8. Se u,v € C*Q) NC°(Q) sio ambas solugdes do problema de Dirichlet
(PD) entao u=v.
6.3 Identidade de Lagrange Green e consequéncias

Nesta secao veremos as chamadas identidades de Lagrange-Green, contidas na pro-
posicao a seguir. Elas sao consequéncia das formulas de integragao por partes vistas na
secao 4.1.

Proposigao 6.9. Dadas u,v € C*(Q) N CYQ) com Q um dominio limitado com borda
reqular®, se todas as integrais convergem, valem as sequintes identidades:

/vAu dv = / (vVu) -vdS — / Vo - VudV, (LG1)
Q o0 Q

/ vAudV = / (vVu —uVv) -vdS + / uAvdV. (LG2)
Q o0 Q

Dois casos particulares importantes das equacgoes acima sao os seguintes

50 teorema ¢ usualmente enunciado pedindo fronteira localmente C', mas pode ser estendido ao caso
de fronteira Lipschitz, incluindo ent@o o caso de (multi)retangulos.
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e Pondo v =1 em (LG1) resulta:
/QAu dV = Vu-vdsS. (6.18)
e Pondo v = u em (LGI1) resulta
/uAudV = / (uVu) -vdS —/ |Vul? dV. (6.19)
Q o0 Q

Vejamos algumas consequéncias.

e A equagao (6.18) implica que para o problema de Neumann (PN) uma condigao

necessaria €
/ —fdV = / hdsS.
0 a0

e Consideremos os problema de Dirichlet ou de Neumann homogéneos para a equacao

de Laplace
—Au=0 em €2,
u(z) =0
6.20
ou em 0. ( )
uy(z) =0

Por (6.19) obtemos, em ambos os casos

/ [Vaul? =0,
Q

o que implica Vu(z) = 0 em §2, logo u = 0 no caso Dirichlet, e u = const, no caso
Neumann.

Usando a linearidade (se u,v satisfazem o mesmo problema entdo u — v satisfaz (6.20)),
o ultimo resultado implica no seguinte teorema.

Teorema 6.10. Se u,v € C3(Q) N CHQ) sio ambas solugoes do problema de Dirichlet
(PD) entao u = v, se sio solugoes do problema de Neumann (PN), u — v = constante.

Exercicio 6.11. Mostre que a solugao de

—Au = \u em (),
u(z) = g(x)
ou em 052, (6:21)
uy () = h(z)

¢é tnica quando A < 0.

Verifique que no caso particular = [0, 7|, A = 1 e condigao de Dirichlet homogénea,
a solu¢ao nao é mais tnica.

Construa um contraexemplo anélogo em dimensao dois em um retangulo. *
Exercicio 6.12. Mostre que a solu¢ao do problema de Robin (PR) é tnica para o > 0.
Procure um exemplo com a < 0 para o qual nao tenha unicidade. *
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6.4 Principio de Dirichlet

Nesta secao veremos o Principio de Dirichlet, que relaciona o Problema de Dirich-
let (PD) a um problema de minimiza¢ao de um funcional. Na se¢ao 6.7.2 discutiremos
brevemente outros métodos inspirados no principio de Dirichlet.

Sejam 2 um dominio limitado e regular, g uma fun¢do continua em 02 e definamos

Dy={ueC*Q)NC(Q): u=glan},

E(u) = /Q Vul2dV .

O Principio de Dirichlet afirma que

u € D, é harmonica se e s6 se E(u) < E(w) Yw € D, .

Lembrando a definicao de energia dada para o problema da onda ou do calor na
secao 5.1, podemos interpretar este resultado dizendo que a funcio harmonica é a com
menor energia entre as que satisfazem a condi¢ao em OS). Por exemplo, entre as possiveis
configuragoes da membrana de um tambor deformado cuja borda é descrita por g, a
solucdo estacionaria (na qual entdo a energia cinética é nula) é a de menor energia elastica.

Em dimensao 1, é facil ver que, entre as possiveis configuragoes de uma corda que
deve conectar dois pontos (a,u,) e (b, u), a solugdo estacionaria que minimiza a energia

elastica f:(u’ )? € a cuja u’ é constante no valor “—te
Demonstracao do Principio de Dirichlet. e Suponhamos que v € Dy e —Au = 0.

Seja w € D, da forma w = u + 4, logo d|sqn =0 e

E(w)=/ IVwF:/IVu+V6\2:/|Vu|2+/\v5|2+2/Vuva.
Q Q Q Q Q

Integrando por partes obtemos

:L’vu’2+/5)|V5’2+2[_/Q(Au)(ﬂ_/méva} ;

onde a parte em colchetes é nula e logo
E(w) = E(u) +/ VS>> E(u),
Q

provando que E(u) é minima em D,,.

e Vice-versa, suponha u € Dy e E(u) < E(w) para todo w € D,.
Seja w = u + €d sendo § € C*(Q) NCH(Q) e d|lan = 0: sabemos que F(u) < E(w),

isto é,
/|Vu|2§/\V(u+55)|2—/|Vu]2+£2/ yva|2+2g/vuva;
Q Q Q Q Q
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concluimos que

oga/|v5|2+2/vuv5 Ve >0
Q Q

o que implica fQ VuVé > 0. Repetindo o raciocinio com —d obtemos a desigualdade
inversa e logo fQ VuVé§ = 0. Integrando por partes de novo obtemos

ozfﬂwwz [—/Q(Au)tﬂ—/méVu-u]

e logo [,(Au)d = 0. Sendo Au,d continuas e devendo a igualdade valer para toda
escolha de ¢, concluimos —Au = 0 em Q (se valesse —Au(zy) > 0, entdo por
continuidade isso seria verdade em toda uma vizinhanca, e tomando uma ¢ > 0 que
seja positiva apenas nesta vizinhanga obteriamos uma contradicao).

]

6.5 Propriedade do valor médio para fungoes harmoni-
cas
Nesta secao precisaremos de algumas defini¢oes e resultados técnicos.

e Denotaremos por w, a medida da esfera unitaria em R", isto é w,, = faBl ds.
Assim a medida de uma esfera de raio r serd w,r" ! e a de uma bola de raio r sera
T _ . . ~
fo Wpp" tdp = “opf - Os primeiros valores de w, sa0 wi = 2, wp = 27, w3 = 47.

e Denotaremos por ][ fdA a média de f em A, isto é
A

_ JatdA
jifdA_ e

e Sejam f uma funcao, x € R" e r > 0; definimos média esférica de f de centro x
e raio r, a quantidade

1
Me(x,r) = ]iBT(X) f(y)dSy = — /831(0) f(x+rn)ds,. (6.22)

Wn

Adotando como definigdo a segunda expressdo (obtida pela mudanca de variavel
y — n =x+rn), podemos considerar M;(x,r) definida também para r < 0, como
uma funcgao par.

e Limite da média esférica: se f € C°(2), entao M;(x,r) é uma fungao continua

sempre que B,.(x) C Qe

M (x,0) = f(x) = lim M (x,7).

r—0
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e Derivada da média esférica: se f € C*(B,(x)), aplicando o teorema do diver-
gente, podemos calcular

1 1
O, Ms(x,7) = —0, f(x+rn)dS, =— (Vf(x+rn)-n)dS,

Wn dB1(0) Wn JoB:(0)
1 1

= — divy [V f(x +rn)] dV,, = — rAf(x+rn)dV,
Wn J B1(0) Wn J B1(0)

=L f Af(y)dV, . (6.23)
n J B, (x)

Considere agora um conjunto aberto 2 C R”

Definicao 6.13.

e Uma fungio u € C(Q) € dita subharménica® em Q se

u(x) < ][ u(y)dSy para todos x,r tais que B,(x) C €.
OBr(x)

e Uma funcao u € C(Q2) chame-se superharmonica em Q2 se

u(x) > ][ u(y)dSy para todos x,r tais que B,(x) C €.
9B, (x)

Esta propriedade é intimamente ligada ao Laplaciano: de fato vale o seguinte

Teorema 6.14. Seja u € C%(Q)
e —Au<0emQ < u é subharmonica .
e —Au>0emQ <= wu € superharmonica.

e —Au=0emQ <= wale a sequinte propriedade do valor médio:

u(x) = ]im,() uy)is, = f uly)av;

B, (x)

para todos x,r tais que B,(x) C Q. (6.24)

SEm alguns livros, ¢ dita subharmonica uma fungio C2(£2) com —Awu < 0. Aqui usaremos esta defini¢ao
mais geral.
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Demonstracao. Observe que f@Br(x) u(y) dSy é a média esférica M, (x,r) da defini¢do em
(6.22). Fixado x € 2, usando (6.23), obtemos

O u(y)dSy = Zf Au(y) dVy.
r(x)

OBy (x) n

Se —Au < 0, esta derivada é ndo negativa para r > 0, logo u(x) = lim, o M, (x,7) <
M., (x,7), que é a tese. O caso superharmonico é analogo. Observe que para usar (6.23)
¢ necessario B,.(x) C €.

No caso de fungao harmonica é suficiente juntar os dois casos anteriores; para obter
u(x) = fBT(X) u(y) dVy é suficiente integrar sobre as esferas de raio de zero até r.

Viceversa, seja u subharménica e suponhamos que para algum x € 2 vale —Au(z) > 0;
como u ¢ de classe C?, existe uma bola B,,(x) C 2 na qual —Au > 0. Mas entao, M, (x,r)
satisfaz

Op M, (x,7) = Zf Au(y)dVy <0
By (x)

n
para r < ry, o que é uma contradi¢do pois implica u(x) > M,(x,r). Analogamente
supondo —Au(x) < 0. O

Observacao 6.15. Quando n = 1 é facil visualizar as propriedades acima: quando u” =0
necessariamente o grafico de u é uma segmento e logo no ponto médio vale igual a média
dos extremos; quando u” > 0 a fun¢ao tem concavidade para cima e logo o valor no ponto
médio esta abaixo do segmento pelos extremos.

Quando n = 2 a propriedade do valor médio pode ser deduzida avaliando a férmula
de Poisson (6.13) no centro x = 0: fazendo uma traslazione e um rescalamento podemos
aplicar ela a uma qualquer bola expressando o valor no céntro em termos dos valores na
esfera. <

Usando os resultados acima, podemos agora provar a versao forte do Principio de
Méximo do Laplaciano

Prova do Principio de Mdzimo forte. Seja u € C%(Q) NC°(Q) com —Au < 0 em 2 e seja
zo € § tal que u(zy) = max,.qu(zr) = M; tomando uma bola B.(zy) C €, pelo teorema
6.14

M:U(Z‘O)S][ u < M, para todo p € (0,¢];
OB, (z0)

logo M = faBp(xo) u, para todo p € (0,¢], mas como u < M a unica maneira de termos
iss0 é se u = M em B ().

Agora, consideremos o conjunto Qs := {x € Q : u(x) = M}. Pelas contas anteriores
este conjunto ¢ aberto em €2, mas também ¢é fechado (em 2), pois é um conjunto de nivel

da fungao continua u. Como 2 é conexo temos 2 = {x € Q : u(x) = M}, logo u = M em
Q.
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A versao fraca pode também ser provada usando a versao forte: se maxgu > maxgg u,
entao existe zg € 2 tal que u(xg) = maxgu, logo u = u(zy) e como u é continua até a
borda terfamos maxpn u = maxg u, contradizendo a assungao. ]

Observacgao 6.16. Como a demonstracao acima foi baseada na propriedade do valor
médio, sem usar diretamente o Laplaciano, a mesma conclusao do Pr. de Méaximo pode
ser obtida apenas assumindo que u seja em C°(Q)) e que seja subharmonica. <

Outra consequéncia importante da propriedade do valor médio, é que ela implica na
regularidade da funcao:

Teorema 6.17. Se u € C°(Q) satisfaz a propriedade do valor médio (6.24) em Q, entdo
u € C>®(Q). Logo também Au =0 em Q.

Juntando os teoremas 6.14 e 6.17 obtemos a seguinte propriedade de regularidade para
as solucoes da equacgao de Laplace, ou seja, para as fun¢oes harmonicas.

Corolario 6.18. Se u € C*(Q) satisfaz —Au =0 em Q entdo u € C*(Q).

Este tipo de afirmagao é chamado um teorema de regularidade: nos diz que a
equacao de Laplace Au = 0 tem a propriedade que todas as derivadas de suas solugoes
existem, mesmo as que nao aparecem na equacao.

Observacao 6.19. Ja encontramos este fenomeno de regularidade nos casos (c-d) do
exercicio 6.1, quando vimos que mesmo com dados cujas séries de fourier fossem apenas
convergentes, os coeficientes da solugao eram rapidamente decrescentes.

Também a regularidade pode ser deduzida da (6.13), observando que derivadas com
1—|x/|?
<

[x—yl[?

respeito a x entrando na integral agem apenas na funcao regular

Para demonstrar o teorema 6.17 utilizaremos a técnica dos molificadores’, que descre-
vemos rapidamente a seguir.

e Sabemos que existe uma funcao 77 : R — [0, 1] de classe C*, par, com 7j(0) = 1 e
ﬁ|‘x|21 = 0

e Pondo 7(x) = n(]x|) e re-escalando podemos obter uma funcao radial simétrica
n:R"™ — [0, 1] que satisfaga

n € C[R"); / n=1; Nlix>1 = 0.

e Definindo 7.(x) = &n(%), e 7-(|x|) = n-(x) obtemos

ETL

n. € C°(R"™); / ne = 1; n|ixj>e = 0. (6.25)
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Demonstracao do teorema 6.17. Considere € > 0 e . = {z € Q : d(z,08?) > €}: para
x € ().

wo(x) = / ne(x — y)u(y) dVy = / (1 — yDuly) dv;

B (x)

_ / L (p)dp / uly) S,
0 0B, (x)

usando a propriedade do valor médio temos
wi) = ul) [ Tl o =ux) [ = ux)
0 B:(0)

Disso deduzimos que u. = u em todo €.; como u. € C*(€.)® e & ¢ arbitrario, obtemos
u € C™(Q).
]

Observacio 6.21. E possivel mostrar um resultado ainda mais forte que o teorema 6.17:

de fato as solugoes da equagao de Laplace sao sempre analiticas (veja por exemplo [Joh82,
p97,98] [Eva9ds, p29...32] ). <

6.6 Solucoes fundamentais

Nesta se¢ao procuraremos uma solugao fundamental (ou fun¢ao fonte), para o operador
(—A). Em analogia com o feito no caso do calor, podemos pensar nela como uma solu¢ao
gerada por uma fonte de calor unitdria concentrada no ponto x = 0.

Procuramos entao uma oportuna familia de fung¢oes que sejam harmonicas em R™\{0}.
Em vista da invariancia por rotacoes, procuramos por func¢oes radiais: provamos entao a
seguinte

A técnica dos molificadores, além da aplicacdo no Teorema 6.17, permite aproximar funcdes irregulares
com uma sequéncia de fungdes C*°, em particular vale o seguinte lema, cuja demonstracao poder ser
encontrada em [Eva98, p630]. .

Lema 6.20. Seja f: Q — R uma fungao L}, .(2); definindo

fe(w) := 5 ne(z —y) f(y)dVy
temos
— f- €C>®(Q%) onde Qe = {x € Q:d(x,00) > e},

- f- = f q.t.p., (e uniformemente nos compactos se f € C(Q), e em L} . se f € LY

loc

), quando € — 0.

8 Além de usar o Lema 6.20, podemos ver isso pois derivando a definicdo de u. as derivadas recaem na
fungao regular 7.
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Proposigao 6.22. As fungoes

[y
——— + D para n >3,
(n — 2)w,

" 1
V(y) =¢(yl) = —M +D  para n =2, (6.26)
s

—ﬁ +D para n =1,

L2

sao radiais, harmonicas em R™\ {0} e possuem uma singularidade na origem.
Além disso, faBl(o) V- -v=-—1.

Demonstragio. Se ¥(x) = ¥(|x|) e Ay = 0, entdo (p) satisfaz ¢ + "le{pv’ = 0 para
p > 0. Pondo v = J’ temos

/
1
v (1—n)—,
v p
resolvendo obtemos v = Cp'™" e integrando de novo obtemos as funcoes no enunciado,
sendo C' determinanda para obter f(’)Bl(O) Vi -v==_Cuw, =-1 n

Observacao 6.23. No caso n = 1, ¥ pode ser continuada até a origem, dando uma
funcao continua, cuja derivada salta de —1 na origem. No caso n = 2, 1) nao é limitada
nem perto da origem nem no infinito, enquanto se n > 3 ela é limitada no infinito.

Em vista da equagao (6.18), a condigao f@Bl(O) Vi - v = —1 pode ser interpretada
imaginando que —A esteja concentrado na singularidade e tenha integral igual a 1, ou
seja, € uma solucao (generalizada) de —Ay = f com f fonte unitaria concentrada na
origem. <

Provaremos agora o seguinte

Proposigao 6.24. Se u € C2(2) NCHQ) e 0 € Q entdo

u(0) Z/QWJ)[—AU(y)] dVy+/{m[w(y)VU(y)—U(y)Vw(y)]'VdSy; (6.27)

Demonstragao. Usaremos a identidade de Lagrange Green na forma (LG2). Seja B =
B.(0):

/Q\B AU = /Q\B ulAY + /m(@DVu —uVy) - v — /BB(@/)VU —uV) v (6.28)

onde N
- [ @Yu—uTe)- v =i
OB

Considerando o caso n > 3 temos

Y(e) Vu V—(g—_n—i—D)/Au—(g—_n%—D)&g"][AuﬂO
oB wy(n —2) B wn(n —2) n B ’

Vu-l/+7$’(€)/ u.

0B 0B
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ja que Au é continua em zero. Analogamente

7() /a u- —(Zn_(:)_i)”wngn—l ]éBu =8 (o),

concluimos (6.27) de (6.28) tomando limite para ¢ — 0. Nos casos n = 1,2 as contas sao
anélogas. 0

Em vista a invaridncia por translac¢oes, usando no lugar de ¢ (y) sua transladada
¥(y — x) (dita solugdo fundamental de polo x), obtemos o seguinte corolario:

Corolario 6.25. Se u € C*(Q)NCL(Q) entdo

u(x) = /Q Uy —x)[-Au(y)] dVy + / [W(y —x)Vu(y) — u(y) Vo (y — x)] - v dSy,

o0

(6.29)
e isso vale para todo x € ).

A (6.29) é uma férmula de representagao: se —Au = fem Qe u=g,u, =h em
0€), entao vale

u(x) = / by — L) dV; + / Wy —x)h(y) — g(y)Vi(y — x)] - dSy.  (6.30)
Q o0

Infelizmente ela nao fornece uma solugao explicita! De fato, ja sabemos (veja na
segao 6.1.2) que os trés dados ndo podem ser escolhidos arbitrariamente: logo definindo
u pela (6.29) pondo fungoes arbitrarias no lado direito dara em geral uma func¢ao que
nao satisfaz os dados prescritos. Por isso dizemos que (6.29) é apenas uma formula de
representa¢ao de uma eventual solucao, nao uma féormula explicita para obter a solugao.

Observagao 6.26. Usando a solugao fundamental ) podemos obter uma demonstra¢ao
alternativa da propriedade do valo médio: escolhendo a constante D em (6.26) de maneira
que Y|sp, ) = 0, (6.29) torna-se

(o) = /B Uy Ay + /8 —u(y)Vely —x0) - vdS, : (631)

By (zo)

se Au = 0 entao

1
U(XO> - /éaBT(XO)[_u(Y)V¢(y a XO)] = wnrnfl /BBT(XO) B
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6.6.1 Funcao de Green

O corolario 6.25 fornece a formula (6.29), que envolve a solugao fundamental transladada

Uu(y) = Uy — x).

Observe porém que se w é harmonica em Q e u € C%(Q) NC(Q) entdo

0= [ w@auml v + [ ) Vul) - up)Vul) vds, (632

pela identidade de Lagrange-Green (L.G2); isso significa que (6.29) continua valendo
mesmo substituindo ¢ por 9 + w. Podemos inclusive somar uma fungao wy(y) diferente
para cada ponto x considerado.

Para obter uma formula explicita para a (eventual) solu¢ao do problema de Dirich-
let (PD) precisariamos eliminar da formula (6.29) o termo [, [¥(y — x)Vu(y)] - v dSy;
para isso procuramos, para cada x € (), uma fungao wy(y) harmoénica de maneira que
G(y,x) = P(y — x) — wx(y) satisfaga G(y,x) = 0 para y € 0f2; desta maneira, usando
G no lugar de ¢ em (6.29), desaparecera o termo de borda que envolve u,,, nos dando a
seguinte formula que depende apenas do valor do Laplaciano e do dado de Dirichlet:

u(x) = /QG(y,x)[—Au(y)] vy — Ag[u(y)VyG(y,x)] -vdSy (6.33)

= | G~ [ 1o)9,60x0) vs,. (6.34)
A fungao wy que procuramos deve entao satisfazer

{—wa(y) =0 em (Q, (6.35)

wx(y) =¢(y —x) em 09Q.

Admitindo que exista a solugao deste problema de Dirichlet, a funcao G obtida é chamada
funcao de Green para a regiao (; vale entao

Teorema 6.27. Se u € C2(Q) NCH(Q) € solugio do problema de Dirichlet (PD), entdo u
¢ dado pela formula (6.34).

Observagao 6.28. O teorema 6.27 ainda nao garante a existéncia de uma solugao do
problema de Dirichlet, pois apenas diz que se existir uma solucao, ela deve satisfazer a
formula, nao que pondo as fungoes f e g na féormula obtemos uma solugao! Isso devera
ser verificado, como fizemos por exemplo no caso da solucao da equacao do calor na reta
(veja por exemplo as proposigoes 6.34-6.35 e 6.39-6.40 para os casos de um semiespago e
de uma bola).

Além disso, precisamos assumimos a existéncia da funcao de Green, mas isso também
depende da existéncia de uma solugao de (6.35).

Historicamente, a existéncia da funcao de Green era assumida sem demonstracao
baseando-se na analogia eletrostatica: se n = 3, G(+,x) corresponde ao potencial ele-
trostatico gerado por uma carga pontiforme posta no ponto x € €2, quando 92 é um
condutor (logo o potencial pode ser assumido igual a zero em 052). <
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Separando as duas parcelas da (6.34) obtemos a féormula integral de Green, para
a solugao do problema de Dirichlet homogéneo para a equacao de Poisson:

s (x) = / Gy, 0 () 4V (6.36)

e a férmula integral de Poisson, para a solugao do problema de Dirichlet para a
equacao de Laplace:

ug(x) = — /m[g(y)VyG(y,x)] v dSy; (6.37)

a fungdo H(y,x) = -V, G(y,x) -v = —%(y,x) (comx € Q ey € 00N) é dita Nacleo

de Poisson para a regiao ).

Exercicio 6.29. Usando a formula da solu¢ao fundamental (6.26), calcule a fungao de
Green e o niicleo de Poisson em dimensao um, para € = (0, 1). *

Vejamos algumas propriedades da funcao de Green:
Proposicao 6.30. Para todos x,y € Q com x #'y vale G(y,x) > 0.

Demonstragao. Fixado z € Q temos que A,G =0 em Q\ B onde B = B.(x). Gomo G
é a soma da solugao fundamental que tem singularidade em x (veja (6.26)) com a fungao
continua wy, se n > 2 vale G(y,x) — 400, quando y — X, logo se ¢ > 0 é suficientemente
pequeno G(y,x) vale zero se y € 90 e vale algo positivo se y € dB. Pelo principio de
méaximo forte G(-,x) ndo pode assumir seu minimo em Q2 \ B, logo ¢ positiva em Q \ B;
pela arbitrariedade de £ obtemos a tese. O caso n = 1 pode ser verificado diretamente ja
que a funcao de Green pode ser calculada. n

Proposicao 6.31. G(z,x) = G(x,z) para todo x,z € ), z # X.

Demonstragao. Para a prova veja em [Mas|. Uma ideia nao rigorosa da prova é a seguinte:
pondo em (6.33) G(x,z) no lugar de u(x) temos

Gix) = [ Gl x)-0,G 2]V — | (6ly.2)9,Gly.x) - vas,
Q Q
onde a integral de borda é nula e, lembrando que o Laplaciano de G é concentrado na
singularidade que estd em z, a primeira integral da G(z,x). O

Observagao 6.32. A proposicao 6.30 mostra que o principio de mdximo implica na
positividade da funcao de Green. Viceversa, pode-se mostrar que a positividade da funcao
de Green implica no principio de mdximo forte.

De fato, se ulsq = 0 entao

u(x) = /Q Gly, x)[=Au(y)] dV : (6.38)
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se —Au < 0e G > 0 entdao u < 0 (méximo na fronteira); se além disso —Au < 0 num
conjunto de medida positiva entao u < 0 em todo €2, isto é, se u é nula num ponto interior
entao —Au = 0 e logo u é identicamente nula. <

Observagao 6.33. Algo analogo ao que fizemos nesta secao, pode ser feito para obter uma
formula explicita para a solucao do problema de Neumann para a equacao —Au + cu = 0
com ¢ > 0 (mostre que para este problema pode ser mostrada a unicidade da eventual
solugao). O que precisa fazer é procurar uma fungao de Neumann N.(y,z) que seja a
soma da soluc¢ao fundamental para o operador —Awu + cu com singularidade em x, com
uma funcao harmonica que tenha derivada normal oposta em 0f2.

Para o caso ¢ = 0 pode-se procurar Ny(y, z) que seja solugao fundamental de polo x e
que tenha derivada normal em 92 uma oportuna constante (de forma que a corre¢ao wy
exista). Tal constante ndo influi no resultado se a o dato satisfaz a condigao necessaria.
<

6.6.2 Interpretacao eletrostatica

Em R3 se u ¢ o potencial eletrostatico e q a densidade de carga elétrica, vale (pondo
1 a constante fisica) —Au = ¢g. Neste caso

1
e Y(y) = 4_ﬂ representa o potencial eletrostatico gerado por uma carga unitaria
Ty
puntiforme isolada em R? (potencial tende a zero no infinito);
_ [ 1 aly) .
e u(x)= [ Y(y—x)gy)]dV, = — ——— dVj, representa o potencial eletros-
R3 R3 4 |y - X’

tatico gerado por uma distribuicio de carga ¢ em R3 (potencial tende a zero no
infinito);

e Se G é a fungao de Green para o conjunto €2, entdo G(y,x) representa o potencial
eletrostatico gerado (em y) por uma carga unitaria puntiforme posta em x, dentro
de uma casca condutora J) (potencial zero em 0%2);

o u(x) = / G(y,x)[q(y)] dVy representa o potencial eletrostatico gerado por uma

Q
distribuigao de carga ¢, dentro de uma casca condutora 0€2 (potencial zero em 0S2).

6.6.3 Solucao do problema de Dirichlet num semiespaco

Nesta e na proxima secao usaremos as formulas de Green e de Poisson para encontrar uma
solucdo num semiespaco e numa bola. Note que, exceto para as solucoes em R? via série
de Fourier do exercicio 6.1 e da se¢ao 6.1.2, estes serao os primeiro resultados de existéncia
para o Laplaciano: até aqui apenas mostramo propriedades da possiveis solugoes.
Comecemos com o caso de um semiespago: seja entdao Q@ = {x € R": z, >0} el =
0N ={xeR": z, =0}. Observe que Q2 ndo ¢ um limitado, enquanto a férmula (6.34)
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e outros resultados deste capitulo foram obtidos apenas para dominios limitados; mesmo
assim, poderemos verificar no final que o resultado obtido dard mesmo uma solucao.
Observe que até o resultado de unicidade nao vale so semiespaco €2, de fato u(x) = kx,
satisfaz —Au = 0 em Q e u = 0 em 02 para todo k € R (apenas uma destas solu¢oes
porém é limitada).

O motivo de trabalhar no semiespago é que poderemos aproveitar as simetrias para
calcular facilmente a funcao de Green. Afirmamos que a funcao de Green para o
semiespacgo {2 é

G(y,x) =9y —x) — ¢y —x); (6.39)

onde, dado x = (21, ..,%,_1,2,) € €, 0 ponto x* é o simétrico de x com respeito a I':
x* = (21, .., Tp_1, —Ty). De fato, por simetria, ¥(y — x) — ¢(y — x*)|yer = 0 e como se
x € (2 entdao x* ¢ 2, temos que P(y — x*) é harmonica em 2 e logo G(-,x) é mesmo a
funcao de Green? (veja na figura 6.1).

Com algumas contas (veja em [Mas|) podemos calcular o nticleo de Poisson para
0 semiespaco

H(y,x) = 2uxn : (6.40)

Wn

assim (6.37) torna-se

1y (x) = 22 /a 9(y) (6.41)

Wn, Q‘y_x|n’

dita féormula integral de Poisson para o semiespaco.

Como antecipado, precisaria agora verificar que as fungoes uy, u, em (6.36) e (6.41)
sao realmente solugoes do problema de Dirichlet quando €2 é o semiespago. De fato, valem
as seguintes

Proposigao 6.34. Se f € C2(Q) entdo'’ a fungio em (6.36) uy € C2(Q) e satisfaz
—Auy=f emQeup =0 em 0.

Proposigao 6.35. Se g € CO'(R"™1) e € limitada, entdo u, € C*(Y), € limitada, satisfaz
—Auy =0 em Q elim, ;ruy = g.

Demonstracao. Veja [[Evad8|p38 [Fol95|p94], ou [Mas]. O

Sobrepondo as duas solucoes acima obtemos o primeiro resultado de existéncia para o
problema de Dirichlet (PD):

Teorema 6.36. Se Q ¢ um semiespago em R", f € C3(Q) e g € CO(R™) ¢ limitada,
entdo existe uma solugao u € C*(Q) NC° () do problema de Dirichlet (PD) em .

9Podemos verificar nesta definicio que vale G(y,x) = G(x,y) e G(x,y) > 0 em Q, como mostramos
nas proposicoes 6.30 e 6.31.

10A condigio f € C3(Q) significa que além de f ser de classe C2, seu suporte é um compacto contido
em €). O resultado pode ser obtido também com condigbes mais fracas.
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(0.10704, 1.532) B (-0.64885, 1.7517)

Figura 6.1: Fungao de Green no espaco.

6.6.4 Solucao do problema de Dirichlet numa bola

Para a bola podemos de novo explorar as simetrias para calcular a Fun¢ao de Green e o
Nicleo de Poisson, obtendo uma solucao do problema de Dirichlet.

Seja B = By(0) e seja, para todo x € B\ {0}, x* = @, isto é, um ponto fora da bola,
na mesma radial e tal que |x||x*| = 1.Vale ent@o o seguinte:

Lema 6.37. Com a definicao acima,

x|ly —x*| = |yllx —y'[;

em particular,
se ly| =1 entio |x|ly —x*|=|x—y].

Demonstracao. Trivialmente

|X|2 Xy 21,12 2 2 |y|2 Xy
|x|2(|y\2+——2 Py 41— 2x-y =y (x4 D 0%
X 2P yii 2P

e este termo corresponde ao quadrado dos termos que afirmamos ser iguais.
No caso |y| = 1 ¢é suficiente usar o fato que entdao y = y*.

A prova pode também ser feita geometricamente: comparando os tridngulos Oxy* e

Oyx* temos um angulo comum e X = ¥l Jogo Xl = X=¥"] O
Iyl x| Iyl ly—x*]

Por consequéncia podemos mostrar

Lema 6.38. Se x € B\ {0} a fungao ¥(|x|(y — x*)) € harmoénica na varidvel y em B e
vale Y(y — x) para y € 0B.

Demonstrag¢ao. Como v é harmonica exceto no poélo, transladando e re-escalando continua
harmonica, exceto em x* que nao estda em B.
Como v éradial e y € 0B implica |x||y —x*| = |[x —y]|, obtemos a segunda afirmagao. [

Logo a funcao de Green para uma bola B = B(0) ¢

G(y,0) := ¢(y) — ¥(1).

{G(y,x> =Py — x) — P(jx|(y —x*)) sex #£0,
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onde X* = % (veja na figura 6.2).

Calculando %(y,xﬂyeag obtemos o nucleo de Poisson para B (se n > 2):

1—|x|”
H(y7x) = w |y _X|n )

com o qual (6.37) torna-se entao a féormula integral de Poisson para a bola em R”,
analoga a (6.13):

ug(X) = S L /83 g(y); (6.42)

Wn |y - X‘n .

Como antes, ainda precisard mostrar que as fungoes us, u, em (6.36) e (6.42) sao
realmente solu¢oes do problema de Dirichlet quando €2 é B, em particular

Proposigao 6.39. Se f € C2(B) entio u; € C*(B) e satisfaz —Auy = f em B e uy =0
em 0B.

Proposigao 6.40. [Fva98, pj1] Se g € C°(OB) entio u, € C*(B) e satisfaz —Au, = 0
em B e lim, ,ppuy = g.

As demonstragoes seguem os mesmos principios daquelas das proposicoes 6.34 e 6.35,
adaptando as contas.

Sobrepondo as duas solugoes acima obtemos o resultado de existéncia para o problema
da Dirichlet (PD) na bola:

Teorema 6.41. Se B = By(0), f € C3(B) e g € C%(IB), entio existe uma solucdo
u € C*(B)NC%B) do problema da Dirichlet (PD) em B.

Observacao 6.42. No caso de bolas de raio diferente é suficiente mudar de variavel e
usar a mesma formula. <

6.7 Solucao em dominios mais gerais

Para provar a existéncia de solu¢oes em dominios {2 mais gerais, sao necessarios métodos
mais avancados.

6.7.1 Meétodo de Perron

O método de Perron fornece a solucao do problema de Dirichlet para a equagao de Laplace
em dominios limitados pedindo apenas a continuidade do dado e um pouco de regularidade
da fronteira 9. O método consiste em aproximar a solu¢ao por fungoes subharmonicas.
Em particular, definindo

Sy = {u € C°(Q) : u é subharmonica e satisfaz u < gloq }
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(0.76043,0.077718) (-0.23488,1.61)

(0.30312,0.82968) (-0.87467, 1.5662)

Figura 6.2: Funcao de Green na bola para dois polos diferentes.

h(z) = sup{l(xz): 1 € S,},
vale a seguinte proposicao:

Proposicao 6.43. A funcao h € harmonica em ). Além disso, se g € continua e 0S) é
reqular, também vale h = glaq.

Vale destacar que na demonstracao é feito uso do resultado de existéncia na bola que
mostramos sa se¢ao anterior.

6.7.2 Meétodos variacionais

Os métodos variacionais consistem em procurar solu¢oes como pontos criticos de opor-
tunos funcionais, de forma parecida ao visto no principio de Dirichlet na secao 6.4. Eles
podem ser usados também para resolver problemas nao lineares.

Repare porém que na secao 6.4 apenas mostramos a equivaléncia entre o problema de
minimo e o problema de Dirichlet, mas para mostrar a existéncia do minimo precisariamos
mostrar que uma sequéncia minimizante converge necessariamente a uma funcao C?, que
nao seria 6bvio!

Por isso torna-se necessario trabalhar em espagos funcionais maiores (os espagos de
Sobolev, por exemplo), que contenham todos os possiveis limites e onde as derivadas serao
no sentido das distribui¢oes. Uma vez encontrada uma solucao, ainda precisara mostrar
que é C? para que seja uma solucao classica.
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Capitulo 7

Ondas e difusao em R"

No capitulo 5 vimos alguns resultados para a equacao da onda e do calor que valem em
qualquer dimensao, e obtivemos formulas de resolugao para o case em dimensao um. Neste
capitulo mostraremos como encontrar as férmula de resolu¢ao em dimensao maior.

7.1 A equacao da onda em dimensao trés

A solugao de (PVI-O) quando n > 1 e impar pode ser obtida aproveitando a invariancia
por rotacoes do Laplaciano e varias identidades diferenciais.

Desenvolveremos o caso n = 3, mas as mesmas técnicas levam & solucao também em
dimensoes impares maiores.

Em vista da invariancia por rotagoes do Laplaciano, voltaremos a usar as médias
esféricas definidas na se¢ao 6.5. Precisaremos de algumas propriedades adicionais: usando
a segunda formulagao em (6.22), vemos que podemos passar as derivadas com respeito a
x e a r dentro do sinal de integral, logo deduzimos que

Lema 7.1. Se f € C*(R") entdo M;(x,7) € C*(R" x R).
Uma outra propriedade da média esférica é a seguinte.

Lema 7.2. Se f € C*(R"™) entao M; satisfaz

n—1

AxMs(x,r) = (8,2, + &) My (x,7)

para todo r € R, x € R".

Demonstragao. Seja r > 0: operando como em (6.23) chegamos a

1 '
oMy = WTM/ Af(x+2z)dV, = n—l/ dp/ Af(x+z)dS,
n +(0) WnT 0 dB,(0)
1 T
= n_l/ p’”dp/ Af(x+pT)dS-. (7.1)
WnT 0 8B1(0)

115
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Logo,

rOIMy 4+ (n— )"0, My = 0, (r" 'O, My) =
1
= —pnt / Af(x+rT)dS, = 1" May; (7.2)
0B1(0)

Wn

dividindo por 7" e como Ma; = AxM; chegamos ao resultado esperado quando r > 0.
Para r < 0 a féormula ainda vale pois tudo ¢é par.
Quando r — 0 temos que AxMy(x,7) — Af(x), logo também (92 + 2=19,) My(x, )

pode ser estendido por continuidade ao valor A f(x). O

Corolario 7.3. Se u € C*(R" x R) entdo Ou =0 se e so se

—1
(af + n . GT) M (x,7,t) = 0 M, (x,7,1), parar >0, (x,t) e R" xR, (7.3)

onde a média € feita apenas na varidvel x.

Demonstragao. Se uy = Axu entdao (My)y = My, = Ma = AxM, = (5’3 + "Tfl&n) M,,.
Viceversa, se (02 + 2=10,) M, (x,r,t) = 07 M,(x,r,t) para r > 0 entdo M,,, = Ma_,
e no limite quando r — 0 obtemos uy = Axu. O

A partir de agora desenvolveremos as contas apenas para o caso' n = 3: a seguinte
identidade diferencial

sl =r (24 20,) 500, (7.4)
junto com a (7.3), nos leva a
O2[r M, (x,7,t)] = r0? M, (x,7,t) = OF [r M, (x,7,1)], (7.5)

parar >0, (x,t) € R" x R.

Deduzimos que a quantidade [rM,(x,r,t)] satisfaz, para todo x, a equacao da onda

em dimensao um nas variaveis r,t. Logo podemos encontra-la usando a férmula de
D “Alambert.

Definindo entao
V(x,r,t) = [rM,(x,rt)],
temos que
Vi(x, 7, t) — Voo (x, 1, t) = 0,
V(x,r,0) = F(z,r), (7.6)
Vi(x,r,0) = G(x,r)

IPara as outras dimensdes fmpares veja na secao 7.1.1
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onde
F(x,r) = [rMy ). -
G(x,r) = [rMy(x,7)];
observe que V| F, G sao fungoes impares em r, pois M é par.
Aplicando a férmula de D “Alambert temos que a solugao é

V(x,'r,t):F(Xr_t);FXTth / G(x,€)d (7.8)

Precisamos agora voltar a obter u:

V(x,r,t)

U(X, t) = }}_{% Mu<x7 r, t) = 11_I)I(1) f ) (79)
ou seja,
. Fx,r+t)+F(x,r—t) 1 [
t) =1 — d§ .
ulx.t) = lim < v [ G

—t

Usando que F' é impar na segunda variavel,

F F — F - F —
lim (x,7+1)+ F(x,r —1) _ lim (x,t+71) (x,t—1)
r—0 27’ r—0 2’[“

= O, F(x,1).

Como G também é fmpar na segunda variavel, vale f::: G(x,£)d¢ =0, logo

hm—/ Gx{d{-hm—/ G(x,8)dé = G(x,t).

r—0 2r

Concluimos que

u(x,t) = [0 F(x,t) + G(x,t)], (7.10)

isto é,

u(x,t) = 9 (t ][ d)dS) +t][ Y dS; (7.11)
ot 8Bi(x) 8B4 (x)

explicitando a derivada (precisara usar a formula da derivada da média com respeito ao
raio, na primeira linha da (6.23))

u(x,t) = ][ [(y)+tVe(y) v+t(y)] dSy = ][ [0(y)+Vo(y) (y—x)+tp(y)] dSy;
9Bt (x)

OB (x)

(7.12)
esta é chamada férmula de Kirchhoff (para a solugao da equagao da onda em dimensao
n = 3).

Temos entao o seguinte resultado:
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Teorema 7.4. Sen = 3, ¢ € C3R") e ¢ € C*R"™) entio existe uma solugio
C? (R™ x (0,00)) de (PVI-O) (com F =0) e € data pela (7.11).

7.1.1 O caso com n impar maior

Se n é impar e maior que 3, podemos aproveitar as contas vistas até o corolario 7.3.
Para obter um analogo de (7.5), que explorou a identidade (7.4), temos a identidade
mais geral, valida para n > 3 impar,

&7 (‘%) ("2 f ()] = <‘%> {r“ (af + ”;1 aT> f(r)} . (7.13)

n—3
Sera entao [(%) 2 [T E M (x, t)]] que satisfaz, para todo x, a equacao da onda em

dimensao um nas variaveis r, t.
Através de contas parecidas as vistas na se¢ao anterior, obtém-se

1 AR AN
_ 1, (o neo as) o (2 n-2 s )| [7.14
SR TS Y Ny ) B

onde v, :=(n—2)-(n—4)..3-1= ,8:13)/2 n — 2k. Esta é a formula resolutiva da

equagao da onda homogénea em dimensao n > 1 impar.
Em conclusao

Teorema 7.5. Sen > 1 ¢ impar, ¢ € C"= (R") e € C"= (R™) entdo existe uma solugio

C%(R" x (0,00)) de (PVI-O) (com F =0) e € data pela (7.14).
Em particular, (7.14) satisfaz Ou = 0 para t > 0 e pode ser prolongada por continui-
dade em t = 0 até satisfazer as condigoes iniciais.

7.2 A equacao da onda em dimensao dois

Quando n é par, podemos deduzir a solugao do caso em dimensao n+ 1 supondo que tudo
seja constante com respeito a uma das variaveis (método de descida ou de Hadamard).
Procuremos entdo a solugao u(x,t) (com x € R™ e n par) de (PVI-O) através da
solugao u(x, z,t) de
Uy — DU — U, = 0,
u(x, 2,0) = o(x, 2) == (x), (7.15)
w(x,2,0) = @Z(x, z) = P(x).
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A solugao existe pelo teorema 7.5 e da formula (7.14) podemos deduzir que @ nao
dependera de z, ja que seus dados ndo dependem, logo u,, = 0 e u(x,t) := u(x,0,t) sera
também solugao da equacao da onda em dimensao n, logo a solucao que procuramos.

No caso n = 2,

ux,z,t) = b (t][ a(y,w)dsy,w> + (t][ {pv(y,w)dSyM). (7.16)
9B (x,2) OB (x,2)

As integrais que aparecem na formula acima sao sobre esferas em R? (de raio ¢ e centro
(x,2) € R3) descritas nas variaveis de integragao (y,w) € R3. Podemos parametrizar as
duas semiesferas por

w=z4+\12—|y—x|?: y € By(x) CR?
assim Sy, = dVy/1+ [Vyw]> = dV /1 + % = dVy V ﬁ Logo

e 2 2
oy, w)dSyw = — Sy | o dV, = 7.17
]:[9§t(x,z) ) dBy Amt? | g, v) 2—ly—x2 7 (7.17)

12
=t o(y)y | ———dV,, 7.18
47Tt2 Bt (x) ( ) t2 — |y — X|2 Y ( )

e uma formula analoga vale para 1.
Obtemos entao a formula

—

7.19)

I

1 ¢(y) vy)
A vy, 2 dvy
U(X, t) 2 [ (t ][Bt(x) t2 - |y - X|2 ) i ][Bt(x) t2 B |y o X|2

esta é chamada formula de Poisson (para a solugao da equacdo da onda em dimensao
n=2).
Temos entao o seguinte resultado:

Teorema 7.6. Se n = 2, ¢ € C}(R?) e v € C*R?), entdo existe uma solugio em
C%(R? x (0,00)) de (PVI-O) (com F =0) e ¢ data pela (7.19).

Outras formas uteis de escrever (7.19) s@o as seguintes.

1 to(y) +tVoly) - (y —x) +29(y) .,
u(x,1) = 5 ]é " Ty P dVy; (7.20)
u(x, t) = 1][ o)+ Voly) vy = X) + 1Y) 4y (7.21)
2 Bi(x)

Y1
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7.2.1 O caso com n par maior

Para n par maior que dois, obtemos a féormula

e (L b(y)
u(x,t) = o [@ ( . ) (t ]it(x) PPy —— T dVy> +
AN W(y)
(1) ()

. (7.22)

onde v, :=2-4..n = Zfl 2k.
Esta é a formula resolutiva da equagao da onda em dimensao n par.
O teorema 7.5 junto com as contas acima implicam no seguinte resultado:

Teorema 7.7. Se n € par, ¢ € C'2 (R") e € C"= (R"), entio existe uma solugio em
C? (R" x (0,00)) de (PVI-O) (com F =0) e € data pela (7.22).

Em particular, (7.22) satisfaz Ou = 0 para t > 0 e pode ser prolongada por continui-
dade em t = 0 até satisfazer as condigoes iniciais.

7.3 A solucao da equacao nao homogénea

Para obtermos a solugio de (PVI-O) no caso nao homogéneo? usaremos o chamado prin-
cipio de Duhamel: isso consiste em afirmar que a solucao de

Ut — AXU, = F(X, t),
u(x,0) =0, (7.23)
Ut(X, 0) = 0,

pode ser encontrada pela férmula®

u(x,t):/o uls](x, t)ds, (7.24)

onde u[s|(x,t) é a solugdo de

uls](x,s) =0, (7.25)
]

2Qutra técnica possivel seria integrar F no come do passado de um ponto, como feito na Deducao 5.10

3Esta formula é a versao para EDPs do método de variacio das constantes arbitrarias: de fato uma
solucdo de uy — Axu = F(x,t) é obtida sobrepondo solugoes da homogénea com pesos que dependem da
funcao F.
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Mostremos primeiro que a féormula funciona: calculemos

w =, ( /0 s (x t)ds) — uff](x,1) + /0 " als](x, £)ds = /O " als] (. £)ds

pela condigao em (7.25) u[t](x,t) = 0.
Pondo ¢ = 0 nesta equagao e em (7.24) vemos que u satisfaz ambas as condi¢oes iniciais
de (7.23). Derivando mais uma vez obtemos

t ¢
Uy = Oy (/ ue]s](x, t)ds> = wy[t](x, ) +/ ug[s](x, t)ds;
0 0
usando a equagao e a condigao inicial de (7.25) obtemos
¢
u(x,t) = F(x,t) + / Ayuls](x,t)ds = F(x,t) + Axu(x,t)ds,
0

logo u é solugao de (7.23).

Dos Teoremas 7.5-7.7 sabemos que para resolver (7.25) precisa F' € C [%]H, logo temos

Teorema 7.8. Seja F' € C[%]H(R" x (0,00)), entao (7.24) € de classe C? e € solugao de
(7.23).

Em particular

Teorema 7.9. Sejan =2 ou 3 e F € C}(R™ x (0,00)), entio (7.24) € de classe C* e ¢
solugao de (7.23).

Usando as formulas das se¢oes anteriores para resolver (7.25), obtemos a solugao de
(7.23) nos casos n = 1,2, 3:

z+(t— s)
n=1: / dS/ s)dy,,
(t—s)
1 [ F
n=2: u(x,t):—/ds/ (¥, 5) avy ,
21 Jo Iy V(t—8)2 = Jy — x|?

1
n=3: u(x,t) / / dSy.
47r 0 OB,_(x t—s
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7.4 Comentarios sobre a solucao da eq. da onda

e Como para o caso n = 1, uma vez que mostramos existéncia, unicidade e uma
formula para a solucao podemos verificar dela a dependéncia continua dos dados e
concluir que o problema de Cauchy (PVI-O) é bem posto sequndo Hadamard.

e No caso n > 1 impar, se aplicarmos a (7.14) o mesmo procedimento de explicitar
as derivadas que usamos para passar de (7.11) a (7.12), podemos ver que a solugao
em (x,t) depende de ¢,7 e de um certo namero de suas derivadas, mas apenas na
esfera de centro x e raio t, isto ¢, depende destas fungoes apenas numa pequena
vizinhanga desta esfera, e nao no interior da bola, como sugeria o teorema 5.6.

Este fato é chamado principio de Huygens e nao vale nem em dimensao n = 1
nem em dimensao par, como pode ser visto pela féormula de D Alambert e por
(7.22).

De fato, comparando as trés formulas n = 1, n > 1 fmpar e n par, podemos ver
importantes diferencas qualitativas:

—no caso n = 1, a solugdo em (z,t) depende de ¢ na esfera de centro z e raio t (isto
é, o dois pontos x + t), de ¢ na bola inteira (o segmento [z — ¢,z + t]) e de F no
inteiro cone (triangulo) do passado de (z,t);

—no caso n > 1 impar a solu¢ao em (x,t) depende de ¢, 1) (e suas derivadas) apenas
na esfera de centro x e raio t e de F' apenas na superficie do cone do passado de
(x,1);

—no caso n par, enfim, a solugdo em (x,t) depende de ¢, ¢ em toda a bola de centro
x e raio t e de F' no inteiro cone do passado de (x,t).

Reescrevamos os casos n = 1,2,3 com F' = 0 numa forma facil de comparar:

n=1: u(w,t) = ]ﬁgt(@ P(y)dy + 7{9@ t(y)dy, (7.26)
n=2: u(x,t) = 1][ o(y) + Voly) - (y — x) + t¥(y)
' 2B J1— 15

n=3: u(x,t) = ]gB 6+ T6) -y =)+ () S,y (729

v, , (7.27)

Podemos ver que, além das diferencas no dominio de dependéncia, também nas tlti-
mas duas férmulas aparece o gradiente de ¢, e na férmula em dimensao 2 aparece a
funcao a denominador que pesa de maneira diferente os dados segundo sua distancia
de x (0s na borda da bola tém peso maior, mas todos os na bola tém peso nao nulo).

e Os teoremas 7.5 e 7.7 mostram que para ter solucao C? precisaremos dados tanto
mais regulares quanto maior for a dimensao: isso nao é apenas uma necessidade
técnica para obter o resultado, mas realmente a regularidade da solucao pode ser
menor da dos dados, como pode ser visto pelas formulas da solugao, que envolvem
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vérias derivadas dos dados. Esta perda de regularidade ¢ devida ao fato que as
singularidades propagando nos cones caracteristicos podem se somar em algumas
regioes dando singularidades mais fortes.

Por outro lado, vimos na observagao 5.7 que, pelo menos para dados a suporte
compacto, a energia [ uj +|Vu|? é conservada: isso significa que a soma das norma
L? de u; e Vu resta constante: a deterioracao da regularidade acontece apenas no
sentido classico, nao para as derivadas no sentido L?.

e O principio de Huygens tem algumas importantes consequéncias fisicas.

— Como som e luz satisfazem a equacgao da onda em dimensao 3, o principio
de Huygens implica no fato que um sinal (de luz ou de som) emitido em
t = 0,x = 0 é recebido exatamente no instante ¢ = |x| no ponto x: isso
permite de maneira simples transmitir receber e decodificar sinais sonoros e
luminosos. O mesmo nao acontece no caso de ondas numa superficie liquida:
um sinal emitido em ¢ = 0,x = 0 sera recebido no ponto x a comecar do
tempo ¢t = |x|, mas continuaria perturbando o ponto x para todo t > |x|, se
sobrepondo a eventuais sinais seguintes.

Este fendmeno pode ser visto facilmente nas ondas produzidas pela queda de
uma pedra: em vez de gerar apenas uma onda circular que propaga com veloci-
dade ¢ (como aconteceria em dimensao 3) geram-se ondas concéntricas sempre
mais fracas mas que nunca se anulam.

Este fato também pode ser visualizado pensando no método de descida: se
pensarmos na solucdo com n = 2 como uma solucao em R? uniforme numa
direcao, o sinal emitido em ¢t = 0, (z,y) = (0,0) correspondera em R? a um
sinal emitido ao longo do eixo z, logo um observador comecaré a perceber o
sinal quando chegar o emitido do ponto mais proximo da reta, mas continuaré
percebendo, sempre mais fracos, os emitidos nos pontos mais longe.

— Outra consequéncia do principio de Huygens é que, para n > 1 fmpar, se os
dados iniciais tém suporte compacto, entao a solu¢ao u(-,t), terd também,
para t grande, nao apenas suporte compacto mas suporte contido no anel
{r(t) < |x| < R(t)}, de fato para |[x| < r(t) a esfera 0B;(x) ndo tera mais
intersec¢ao com o suporte dos dados e assim u(x,t) = 0.

Se além de ter suporte compacto, os dados sao limitados e com derivadas
limitadas, podemos deduzir que a solu¢ao decaird com o tempo: de fato a in-
tersecgdo de 0B;(x) com o suporte dos dados serd, para t grande, da ordem
de D" ! sendo D o diametro do suporte dos dados, logo ndo aumentara mais
de superficie, mas as médias diminuem pois a medida de 9B;(x) cresce como
t"~1; se considerarmos o caso n = 3, usando (7.12), temos que a integranda

cresce no méaximo como t, OBy(x) como t* e logo a solugdo decai como 1/t.

Algo parecido pode ser obtido em dimensao par, mas a funcao peso complica

um pouco a questao. Em dimensao um obviamente nao tem este decaimento

no tempo.
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7.5 A equacao do calor em dimensao maior

Para obter a solugao da equacgao do calor em dimensao espacial n > 1, podemos proceder
de uma forma bem mais simples do que no caso da onda. De fato ¢é suficiente observar o
seguinte simples Lema.

Lema 7.10. Se u;(&,t), i = 1,..n sao solugdes da equagao do calor em uma varidvel
espacial &, entao u(x,t) = [ [}, ui(z;, t) € solu¢ao da equagio do calor em R™.

Demonstracao. Vejamos isso com n = 2, mas a prova ¢ andloga para qualquer n: con-
sideremos v(x,t) e w(y,t) tais que vy — vy, = 0 = wy — wy,. Seja entdo u(z,y,t) =
v(z, t)w(y,t), assim

U = VW + VW, Upy = Vg W, Uyy = WyyU

e comcluimos que

up — Ayt = (U — Vg )w 4+ v(wy — wy,) = 0.

Corolario 7.11. A funcao

P (x, 1) = ﬁw(xi,t) _ 1 =

i=1 (4t )n/2

s b0

e satisfaz a equagdao do calor em R™ para todos x € R™, t > 0,
e sua integral em R™ € 1 para todo t > 0,

e tende a 0 quando t — 0 exceto na origem.

Demonstracao. A primeira afirmagao é consequéncia do Lema 7.10 e do fato que v satisfaz
a equacao do calor em uma variavel para todo ¢t > 0. A segunda é apenas uma aplicacao
do Teorema de Fubini, ja que a integral de 1) na reta é sempre 1. A terceira vem também
da analoga propriedade de ). O]

Podemos entao interpretar )" (que denotaremos a partir de agora simplesmente por
¥, sendo subentendida a dimensao espacial em que estamos trabalhando) como solugao
fundamental para a equacao do calor em dimensao n, ou seja, a solucao gerada em R"™
por uma distribuicao de temperatura inicial concentrada no instante t = 0 e no ponto
x =0.

Em particular, para todo ¢t > 0, a func¢do ¥(-,t) é uma gaussiana em n variaveis,
radial-simétrica na variavel x, de integral unitario, centrada em = = 0 e cuja
variancia ¢? = 2t aumenta com o tempo.
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Usando a solugao fundamental encontrada é possivel provar formulas para a solugao
do problema de valores iniciais (PVI-C), formalmente analogas as (5.19) e (5.22):

wxt) = [ Y(x—w,)p(w)dViy = / L B s, (7.29)

——e¢
Rr R (47t )"/

o) = [ wlx—wit)ow)d+ [ ds [ wlx—wit =) (w,)iVh

7.6 Problemas mistos via separacao de variaveis

Se €2 é um dominio limitado podemos tentar resolver a equacao do calor ou da onda em
2 x [0,00), com condigoes de fronteira de tipo Dirichlet ou Neumann (homogéneos) via
separacao de variaveis. No lugar de separar cada variavel, apenas separaremos o tempo
do espago, isto ¢, procurando uma soluc¢do na forma wu(x,t) = 7'(¢) X (x). Obtemos, para
X, T #0,
T'(t) AX(x) T"(t) AX(x)
Tt  X(x) @)  X(x)

Como lado direito e esquerdo dependem cada um de uma das variaveis, necessariamente
serao constantes, que indicamos por —\. Isso nos leva a querer resolver um problema para
o Laplaciano na forma (dependendo das condigbes de borda)

{—Au = \u em £,

no caso da onda.

no caso do calor,

(7.30)
u=0 ou u,=0 em 0,

onde A\ é um parametro real.

Este problema é chamado problema de autovalores, no conjunto €2 (ja trabalhamos
com ele no caso em uma variavel espacial na se¢do 5.5, e também no exercicio 6.11).

No exercicio 6.11 vimos que se A < 0 existe apenas a solugao trivial © = 0, mas para
A > 0 podem existir outras solugoes. De fato, acontece algo bem parecido com o caso em
dimensao um: é conhecido (veja por exemplo em [Bre83|) que existe uma sequéncia {A;};.y
divergente, com 0 < A\; < Ay < A3 < ..., de valores de A (ditos autovalores) pelos quais
existem solugoes nao triviais ¢; de (7.30) (ditas autofungoes); estas solugoes sao regulares
se Q o for, e podem ser escolhidas de maneira de formar uma base ortonormal*para L?(£2)
(exatamente como vimos com as fungoes sin(nz)), permitindo entdo de usar a mesma
teoria das séries de Fourier (veja o Teorema 5.30 e os seus comentarios).

Como ja visto na sec¢ao (5.5), resolvendo agora 17" = —A\T obtemos solugoes da forma
Ce, para o calor enquanto para a onda resolvemos 7” = —\T obtendo solucdes da
forma Asin(v/At) + B cos(vV/At).

Chegamos entao nos seguintes resultados:

4A ortogonalidade das autofuncdes associadas a autovalores distintos é facil de provar usando as
identidades de Lagrange-Green: sejam (A, ¢n) € (Ar, pr) duplas autovalor-autofungao correspondentes.
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. ~ . . . =4
Se, no caso do calor, a condi¢ao inicial for”

u(z,0) = ¢(2) = Y aipi(x),
i=1
entao a solugao seré (formalmente)
u(z,t) = Z asps(x)e ™.
i=1

No caso da onda, com condigoes
u(z,0) = d(x) = Z@i%‘(m% u(z,0) = ¢(z) = Z bipi(z)
i=1 i=1

teremos a solugao (formal)

(e.9]

u(z,t) = Z 0i(z) [ai cos(v/\it) + \% sin(\/x-t)] : (7.33)

Como na secao 5.5, apenas faltara verificar a convergéncia apropriada para obter
solucoes classicas.

As observacgoes feitas na secao 5.5 sobre propriedades, regularidade e decaimento das
solugoes, continuam valendo neste novo contexto, em vista do fato que a sequencia \; — oo
como a sequencia dos naturais (note também que enquanto o primeiro autovalor A\; é
positivo para o problema de Dirichlet, ainda serd A\; = 0 no caso de Neumann, com
autofungao associada p; = const).

Aplicagao 7.12. [Vibragao de um tambor.]
Podemos usar o método acima par estudar a vibracao de um tambor: uma vez calculadas

Entao temos
/(_A¢n)¢k = >\n/ ¢7L¢k}7 (7.31)
Q Q
/(*A@c)fbn :Ak/ PPk 5 (7.32)
Q Q

mas os lados esquerdos sdo iguais por (LLG2) em vista das condigoes de fronteira, implicando que se
An # Ak, Necessariamente fQ O = 0.
Por outro lado, autofungdes correspondentes ao mesmo autovalor formam um subespago vetorial (verifi-
que), no qual pode ser escolhida uma base ortonormal.

5Como vimos na secdo 5.6.3, se a sequéncia ¢; é escolhida ortonormal, entdo os coeficientes da série
sao dados por a; = [, ¢¢;.
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Mode ug (1s) with ey = 2.40483  Mode uge (25) with agz = 5.52008  Mode upz (3s) with agg = 8.65373

Mode wy; (2p) with ey = 3.83171  Mode uyz (3p) with ey = 7.01559  Mode wyy (4p) with e = 10.1735

Mode wy (3d) with ag, = 5.13562 Mode uyy (4d) with az, = 8.41724  Mode uy; (5d) with agy = 11.6198

Figura 7.1: Alguns modos de vibracao de um tambor circular.

as autofuncoes do problema de Dirichlet no conjunto 2 que representa a membrana do
tambor, podemos escrever a solugao como a série (7.33).

Diferente do caso da corda, onde as frequéncias eram v/\; = i, a distribuicao da sequén-
cia destes autovalores nao tem esta mesma regularidade, logo o som produzido nao seré
uma sobreposicao de frequéncias multiplas de uma frequéncia fundamental, produzindo
um som menos harmonico.

Para o tambor circular de raio 1 podemos separar as variaveis p e 6 na expressao em
coordenadas polares de (7.30):

Upp + =V, + —Vgg = —AU;
o TP 2

pondo v(p, ) = R(p)O(f) obtemos

R@+RG2) = —\RO,
PP

R/I@ +

onde para separar variaveis precisamos dividir por RO e multiplicar por p?, obtendo

R// RI @l/
277 - 2: - _
PPt A =p 5

A componente angular terd solugoes 2m-periodicas se u = ¢? com ¢ € NU {0}, da forma
Acos(£0) + Bsin(£0).
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Precisamos entao resolver

2R// / 9 9
p§+pﬁ+)\p — 1 =0, R(1)=0
para todo ¢ € NU {0}. As solugbes podem ser obtidas em termos das fung¢oes de Bessel
(veja [Str08, Capl0.2]). Em particular, para cada ¢ dado, existe uma sequéncia de valores
e para os quais existe uma solu¢do Ryy(p) satisfazendo Ry x(1) = 0, e tendo outros
k — 1 zeros entre 0 e 1: as autofun¢des serao entdo Ry y(p) cos(d), Ryx(p)sin(ff) com
autovalores correspondentes \¢ ;. Cada autofuncao produz entao um som com frequéncia
Na figura 7.1% é possivel visualizar algumas destas autofuncoes junto com os auto-
valores correspondentes. Note que nao tem alguma regularidade clara na sequéncia dos

autovalores: as primeiros frequéncias de vibragao sao (aproximadamente) 2.4(¢ = 0,k =
1),38(0=1k=1),51( =2,k =1),55(( =0,k = 2),.. *

Exercicio 7.13. Considere um tambor retangular Q0 = [0, 7] x [0,7/n]: separe as duas
variaveis para encontrar as autofuncoes e os autovalores correspondentes (isto é, resolva

(7.30)).
No caso do quadrado (n = 1), escreva as frequéncias de vibragao associadas aos pri-
meiros autovalores, observe sua distribuicao e as autofungoes correspondentes. *

Aplicacao 7.14. [Atomo de hidrogénio.|
Um importante problema com caracteristicas parecidas ao do tambor, é o do dtomo de
hidrogénio. Consideremos a equagao de Scrédinger em R? com potencial radial V(|x]):

|x|—00

iuy = —Au~+ V(|x|)u,
u(x,t) :
u — 0;
procurando por ondas estacionarias da forma u(x,t) = exp(—iwt)u(x) temos

wexp(—iwt)u(x) = — exp(—iwt)Au + V(|x|) exp(—i wt)u(x)

e logo u satisfaz o problema

—Au+ V(|x|)u = wi.
{A |x| =00 (7.34)
u — 0.
Pondo V(|x|) = —1/|x]|: e passando a coordenadas polares obtemos
12,1 T cot(p)v, + — +2
v —v,+ = |v cot(p)v, + —5—v —v=—wv.
pp P p P o P )V sin? ¢ 00 P

6Veja também em https://en.wikipedia.org/wiki/Vibrations_of_a_circular_membrane e com-
pare com o caso da corda em https://en.wikipedia.org/wiki/String_vibration.
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Figura 7.2: Ordem de preenchimento e esboc¢o da forma dos orbitais.

Separando a parte radial e a parte angular como v(p, 0, ) = R(p)A(f, ¢) temos

R// 2R/
PPt p— Fwpitp == —

1
R R A<P<P + COt(QD)A + —2A99

1
A Y sin? o

As solugoes da parte angular existem para u = 2, £ € NU {0}, e sdo chamadas de
esférios harménicos de ordem ¢ (correspondem aos polindmios harménicos, homogéneos
de grau /, restritos a esfera). Em particular, em dimensao 3, a dimensao do autoespago
correspondente ao autovalor ¢ é 2¢ + 1.7

Procedendo como para o tambor circular, precisamos entao resolver

R//

pE—Fp%—i—wp—i—p ?=0, R™=Z0

para todo ¢ € N U {0}. As solugbes podem ser obtidas em termos dos polinémios de
Laguerre generalizados (veja [Str08, Capl0.7]). De novo, para cada ¢ dado, existe uma
sequéncia de valores wy  para os quais existe uma solugdo Ry (p) satisfazendo Ry 7z 0,
e tendo k — 1 zeros.

As autofuncgoes serao entao Ry (p)A%(6, ¢) onde os AL(6,¢) (i =1,..,20 4+ 1) sao os
harmonicos esféricos de ordem ¢, com autovalores correspondentes wy . Neste caso o
valor de w corresponde & energia associada a autofuncao.

Na interpretacao fisica, as autofungoes correspondem aos "orbitais" do atomo, e cada

orbital pode hospedar dois elétrons.® E chamado primeiro niimero quantico o valor n =

"Em dimenséo 2, o problema anilogo é o ja visto ©”/© = —¢2: neste caso os harmonicos de ordem
¢ no circulo séo cos(£0) e sin(¢9), e o autoespago correspondente tem sempre dimensdo 2 (exceto para
¢ =0, onde apenas contém as constantes).

8Para 4tomos com mais de um elétron, o modelo é mais complicado e impossivel de resolver ana-
liticamente, mas ainda o modelo do d4tomo de hidrogénio é uma boa aproximacgao e permite descrever
qualitativamente as principais caracteristicas dos elementos.
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k + ¢, que individua a camada eletronica (e corresponde a um mais o nimero total de

superficies de nivel zero na autofungao, enquanto como vimos k corresponde a um mais

o namero de zeros da componente radial); o segundo nimero quantico é ¢ e individua a

forma do orbital, sendo a ordem do harmonico esférico correspondente (veja figura 7.2).”
Em particular,

e os orbitais de tipo s sdo os com ¢ = 0 (radiais), e h4 apenas um por cada valor de
k, hospedando 2 elétrons (estes orbitais sao indicados por ns),

e 0s de tipo p sao os com ¢ = 1, logo sao trés por cada valor de k£ e hospedam 6
elétrons (estes orbitais sdo indicados por np),

e 0s de tipo d sao os com ¢ = 2, logo sao cinco por cada valor de k e hospedam 10
elétrons (estes orbitais sao indicados por nd),

e 0s de tipo f s@ao os com ¢ = 3, logo sao sete por cada valor de k£ e hospedam 14
elétrons (estes orbitais sdo indicados por nf),

e autofuncgoes com ¢ > 3 nao aparece nos estados normais dos elementos da natureza
pois nao existem dtomos com suficiente ntimero de elétrons.

A ordem de preenchimento dos orbitais segue a ordem da energia associada a eles, isto &,
dos autovalores wy: temos entao a conhecida ordem de preenchimento:

1s 2s 2p 3s 3p 4s 3d 4p 5s 4d 5p 6s 4f
wWo,1 <wWp2 <wi,1 <wp,3<wW1,2<Wp 4 <wWa 1 <W1,3<wWo 5<wWs 2 <W1 4<Wpo 6<W3 1< ...

Esta estrutura explica por exemplo a forma da tabela periddica (figura 7.3): cada
linha comecga quando se inicia a encher um novo orbital de tipo s, logo a primeira linha
tem 2 elementos, a segunda e terceira tem 8 (preenchimento de orbitais s e p), a seguir
tem duas linhas com 10 elementos mais (pois preenchem os d) e em seguida duas com 14
elementos mais (preenchendo os f).

*

9Veja também https://en.wikipedia.org/wiki/Hydrogen_atom e https://en.wikipedia.org/
wiki/Atomic_orbital.
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Figura 7.3: Tabela periddica.
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Capitulo 8

Distribuicoes e transformada de Fourier

Neste capitulo veremos uma pequena panoramica sobre distribuicoes e transformada de
Fourier. Estas ferramentas permitem definir solugoes em sentido generalizado e fornecem
métodos para encontrar solugoes.

8.1 Distribuicoes em R
Definicgoes:

e D=CPR)={pecC®R): ¢ =0 fora de um conjunto limitado}: funcées C* a
suporto compacto.

e Definimos em D a seguinte nogao de convergéncia: dada {¢,} C D dizemos que
¢n — ¢ em D se

¢, = 0 fora de um conjunto limitado comum,
DFko,, iy D¥¢ uniformemente para todo k =0, 1,2, ...

e Definimos Distribuicao: um funcional linear de dominio D, continuo com respeito
a convergéncia em D, isto €’

f:D—=R:o— (f,¢) €Rtal que

o (f,a¢ +by) =a(f,¢)+b(f,¢¥) paraa,beR, ¢,¢ €D,
o (f,én) = (f,¢) quando ¢, — ¢ em D.

Denotamos por D’ o espaco das distribuicoes.
Exemplo 8.1. Alguns exemplos:

133
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e dada uma funcao localmente integravel g podemos definir a distribuicao *
fro— / 99;
R

e nem toda distribuicao pode ser gerada como acima, por exemplo

Sy = (p), 35 g oM (p),

sao distribui¢oes que nao podem ser associadas a nenhuma fung¢ao localmente inte-
gravel; 6, ¢ dita delta de Dirac, centrada em p.

*

Definimos também uma nogao de convergéncia em D’ (dita convergéncia fraca em
D'): dizemos que f, — [ se

(fn,®) = (f,¢) para toda ¢ € D.

Exemplo 8.2. Seja f,(x) := ¥(x,t,), sendo ¢ a solu¢do fundamental do calor. Como
para todo t > 0 fixado é uma funcao integravel, logo define uma distribuicao:

(for ) = /R by — 0,62)6(y) dy

do teorema 5.16 sabemos que (f,,») — ¢(0) = (do, @), ou seja, mostramos que f,, — dy,
no sentido das distribuigoes. *

Definimos também derivada de uma distribuicao como

frrom=—=(f,9).

Esta definicdo é motivada pelo seguinte fato: se g € C!, entao a distribuicio associada a
g & ¢ [, g'¢, onde integrando por partes (sendo ¢ nula fora de um limitado) obtemos

— Jp 99
Exemplo 8.3. A derivada da delta de Dirac é

0y ¢+ —(do, ¢") = —¢'(0),
assim as derivadas seguintes sao

57 6= (=1)"(00,0%) = (-1)"6(0).

LObserve que se g fosse também continua, ela seria identificada pela definicdo da distribuicao f; nestes
casos podemos entao identificar a funcéo e a distribuigao.
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A funcéo Sc definida na equagao (5.15) define a distribuigao Sc : ¢ +— fooo ¢, assim

o= [ o=o0
0
ou seja, Sc’ = Jy.

A fun¢ao® x[up) () define a distribuicdo d : ¢ — f: ¢, assim

d’:dm—/ ¢ = ola) — 6(b).

ou seja, d' = 6, — .
A funcdo P(z) = z Sc(x) define a distribui¢ao P : ¢ +— fo ¢, entao

o [ et (oo = oty + [ o= [ o

ou seja, P’ = Sc. *

Observacgao 8.4. Vimos que o conceito de distribuicao estende a classe das fungoes
localmente integraveis, permitindo definir uma nogao de convergéncia e de derivada mesmo
em casos em que elas nao fariam sentido na defini¢ao classica.

Por isso veremos a seguir que poderemos resolver EDPs "no sentido das distribuicoes",
obtendo solugoes generalizadas. <

8.2 Distribuicoes em R”
Podemos definir analogamente distribuigoes em R”, tomando

D=Cy(R") ={¢p € C*(R"): ¢ =0 fora de um conjunto limitado}

OO
e definindo convergéncia em D pedindo a existéncia de um suporte comum e que D%, —
D¢ uniformemente para todo multi-indice «.

As derivadas parciais serdo definidas (pelo teor. do divergente) como

Dy f: ¢ —(f, Da,0), Vo= —=(f,V9).

Exemplo 8.5. A funcdo (descontinua) wu(z,t) = Sc(x + ct) + Sc(z — ct) define uma
distribuicao cujas derivadas sao

uy =0(x+ct)+d(x —ct), Uy =0 (x+ct)+(x—ct),

ug = cd(x +ct) —cd(x —ct),  uy = 2 (z + ct) + 28 (x — ct).

Logo u (composta por duas descontinuidades que viajam com velocidade ¢ em diregoes
opostas) é uma solugao (no sentido das distribuigoes) de uy = c*ty,. *

2Em geral a funcdo x4, dita funcio caracteristica do conjunto A, é a funcio que vale 1 em A e 0 em
A€
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8.3 Distribucoes em ()
Podemos definir analogamente distribuigoes em um aberto {2 C R", tomando
D=D(Q) =C(Q) ={p€C®R"): ¢ =0 fora de um aberto w t.q. w C N} .

A condicao de suporte compacto contido em () ainda permite integrar por partes tendo
sempre os termos de borda nulos.

Exemplo 8.6. Seja Q) = (—m,7) e seja ¢ € D(Q), entdo podemos escrever sua série de
Fourier

o(z) = % + Z a, cos(nx) + b, sin(nx) .

n=1

Pelas (5.39)

N N
BT ao 1l "
$(0) = ]}l_f)noo <§ + Zan> = 1\}1—1&0 B o(z) (1/2 + Zlcos(nx)> dx .
Isso significa que, no sentido das distribui¢oes em (—m, ),

N
1/2+ Z cos(nx) N2 15

n=1
Em notacao complexa isso é
N
i N—o0
g et AT 27l .
n=—N
Observe que a série nao converge em nenhum ponto! *

8.4 Exemplos e aplicacoes

8.4.1 Laplaciano
Se ¢ € D(R™) entao por (6.29) vale

o(x) = . Y(y — x)[=Ag(y)]-

Isto significa que, vista como distribuicao, 1, (y) := ¥ (y — x) satisfaz

—AyY, =96, em R"[,

ou seja, o menos-Laplaciano da solu¢ao fundamental é a delta de Dirac.
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Da mesma forma, se ¢ € D(£2) entdo por (6.33)

:34G@nm—Aawy

Isto significa que, vista como distribuicao em 2,

-AG(y,x) =9,

8.4.2 Calor

Vimos que ¢ (x,t) é uma fungao para todo ¢t > 0, mas que vista como distribuigdo em R
satisfaz

Y(t, x) =y dp em D'

Além disso, ¢ possivel ver que, como distribuigao em R?, 9 (z, t) satisfaz

(atw - amiﬁ)(l‘; t) = 50(t)50(l') )

ou seja,

¢(0’ 0) = B2 ¢(y7 5)(_at - axx)gb(ya S)dyds :

A conta nao é 6bvia: lembrando que ¥(y,s) = 0 para s < 0 e da singularidade, isso
pode ser escrito como

tim [ [ 000500 = 000) o),

integrando por partes (duas vezes em y e uma em s) e eliminando os termos de borda que
estdo com |y| ou s grandes, chegamos a

e\0

nm/ / ) y,wm>@@+nm/w% J(y,e)dy |

como 1 satisfaz a eq. do calor sobra

ggéwmam%@@:¢mm,

como ja vimos fazendo o limite de (5.19) quando ¢ N\ 0.
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8.4.3 Onda

No caso da onda, ja temos uma férmula de resolugao em qualquer dimensao. Podemos
entao procurar uma solugao fundamental da onda v°, de forma que definindo

ula, 1) = / ¥z — 1, 8)9(y),

ela seja a solugao do eq. da onda homogénea com dados u(x,0) = 0 e w(z,0) = g(z).
Diremos entao que v° satisfaz, no sentido das distribui¢oes, o problema

) — Ay°)(x,t) =0
¥(x,0) =0, PPz, 0) =
podemos interpretar ¢° como a solucao gerada por um impulso concentrado na origem.

e caso n=1: pondo entao [°(x —y,t)g(y) = 2 ;ttg obtemos

1 1
Vo(z,t) = §X[—t,t] (x) = 550(252 — 1’2) 0

o impulso gera um frente de onda que avanca em ambas as dire¢oes deixando atras

o valor 1.
e caso n=3: pondo [, ¥°(x—y,t)g(y) = tf@Bt(x) gdS; = 1 [o dpdo(t—p) faBP(x) gds;
obtemos
© = —(5 t— :
¥x,8) = Ttoft — )

o impulso gera uma frente de onda concentrada apenas numa esfera de raio crescente
e de intensidade que decai.

e caso n—2: pondo

0 _ vo(y)
fRQ Vo (x—y, t)g(y) dy = t? th(x) m dVy = 2ﬂt2 th(x) m

dVy, obtemos

1
2 ’t =
Pt = s

o impulso gera uma frente de onda que avanca enchendo um circulo de raio crescente,
deixando para tréds um valor nao nulo.
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8.5 Transformada de Fourier

8.5.1 Definicao

Dada® f: R — R absolutamente integravel em R definimos

F(¢) ::/Rf(x)e“édx :

F ¢ a Transformada de Fourier de f (indicamos também como T'[f]).
Para reobter f temos a formula (dita anti-transformada)

1

" 2r

f(@) /R (€)™ dé

Observagao 8.7. Uma justificacao das formulas acima (a prova das passagens nao é
trivial) vem da série de Fourier, na sua escritura complexa num intervalo de comprimento
2L. Sabemos que podemos calcular os coeficientes da série (associada a f|_r z)) como

I i
cn:ﬁ/_Lf(x)e Ldz,

e reobter f como

f(z) = Z cne™T

n=—oo

Definindo nos pontos nm/L a fungdo F' como

L
F (n_w) :=2Lc¢, :/ f(x)e ™ du, (8.2)
L .
temos entao
 [— NI\ . nx 27T
— F (—) iwtg 2T .
f(z) 27Tn;oo ) o7 (8.3)

Pondo ¢ = % e fazendo uma operacao de limite para L — oo (ndo trivial), a funcao em
(8.2) torna-se definida em todo R e a série em (8.3) converge a [, F(§)e™ d§.* <

3Podemos assumir também f : R — C.
N

L Nx

N
NI\ ;onx T . ) L _
4Observe que Z F (—) e I ¢ uma soma de Riemann associada a / F (€) '8 d¢ e a par-
n=—N L
tigao do intervalo em subintervalos iguais de tamanho /L.

L
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8.5.2 Algumas propriedades

e a operagao de transformagao T ¢é linear ;

e a fungdo transformada F'(§) = T[f](£) é continua, de fato, se f é absolutamente
integrével entao podemos trocar limite e integral na defini¢ao de F;

e por outro lado, nem sempre F' ¢ absolutamente integravel’ em R: por exemplo se
f = X[—l,l] entao

e‘””frl e —e  2gin(¢)
rz=-—1 _26 5 7

716 - [ —| -

-1

e dy = [

e se f éreal e par entao F' é real e par; se f é real e impar entao F' é imaginaria com
parte imaginaria impar.
8.5.3 Exemplos e mais propriedades:

Nas tabelas a seguir reportamos algumas transformadas importantes e propriedades da

s 1 F ]
d) | ) | iR

s P -
; - e) || zf(x) iF(§)
a) || e /% | 2me ¢/2 '
transformada. ) || f(z—a) | e ™F(E)
b) 6—a|x\ a22—;—z§2 ]
: g) || e f(z) | F(§—a)
C) X[~a,d] 28112(a£)

h) || lalf(az) | F(&/a)
i) fx*g FG

Prova das propriedades nas tabelas.

a) Para calcular I = [, e™*/2e~“*dz, completamos o quadrado no exponente obtendo
P leular T = [, e="/2e=1¢q 1 drad btend
— (22 — 2ixé + (i6)2)/2 + (i€)%2/2 e logo [ = 76712 [ e~ (@)*/2y
8 R
A integral que sobra ¢ igual a fR e~**/2dz = \/27: a prova disso consiste em mostrar

que a integral complexa fw e*’/2 = 0, onde v é a borda do retangulo [—A, A] x

®Neste caso, cuidado com a anti-transformada: como F ndo é abs. integravel entdo a anti-transformada
é apenas no sentido das distribuigdes (veja na segao 8.5.4). De fato, se F fosse abs. integravel poderiamos
deduzir a continuidade de f, que néo vale.
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[0,¢] € C, corresponde, quando A — oo, a diferenca das duas integrais mais a
integral feita nos lados de parte real +=A, que tende a zero:

TA+IE 2 & _(A212Aiy—u2)/2 - _ A2 2 /9 A—o0
EAHE - /de‘ - ’fo (A2 +2Aiy—y >/22dy‘ < [gle 426812 425 .
X —az ,—ixf e(-a—ig)e | T 1
(b) Calculamos [, e~ *"e™"dx = [ —— ] = e
=0
analogamente f?oo e e~y = afll.é;

somando os dois temos a22_f§2

(d-e) Integrando por partes (note que a absoluta integrabilidade de f implica que f — 0
pelo menos ao longo de duas sequéncia - — +00)

Je f'(@)e™ 0 de = — [ f(z)(—if)e™ " dz = i F(§).

Analogamente provamos a (e)

(f-g) Com a mudanca de variavel y = x — a obtemos

Jo [z —a)e ™ dx = [, f(y)e " WTedy = e S F(¢).
Analogamente para (g).

(h) Com a mudanga de variavel y = ax, se a > 0, obtemos
Je flaz)e™™8de = ¢ [o f(y)e ¥/ dy = [ F(¢/a).

Quando a < 0 ha uma troca de sinal devida a troca dos extremos de integracao.
(c) Em vista da (h) e da transformada de x[_1,1) j& vista.

(i) A transformada da convolugao ¢ [, [[5 f(z — y)g(y) dy] e dx;
trocando = por z + y temos

Ja e f(2)g(y)e e = dy| dz = [ [, g(y)e ¥ dy] [ [; f(z)e ¢ dz] = T[g|T[f].

8.5.4 Transformadas “generalizadas”

E possivel definir diferentes versdes da Transformada de Fourier, assumindo diferentes
hipoteses. Por exemplo, vimos que assumindo f absolutamente integravel a transformada
F' podia nao sé-lo. Uma possibilidade para ter uma situagao mais simétrica é definir a
transformada no conjunto das fungoes f € C* cujas derivadas de qualquer ordem decaem
rapidamente no infinito (mais rapido de qualquer poténcia =", n € N).

Por outro lado, é também tutil enfraquecer o requisito e definir a transformada de uma
distribuicao como

T[f] = F(&) = (f,e7™).

Provaremos as transformadas na seguinte tabela:
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s 1 F |
i) || do(x) 1
K |1 2780 (€)
0 | sgn@) | 2
m) || Sc(x) | &+ m6(¢)

Prova das propriedades na tabela.

(j-k) F(€) = (6o, e %) = ¢" = 1. Analogamente para a (k).

(-m) Como Sc’ = §y poderfamos pensar que T'(Sc) = % Infelizmente neste ambiente de
transformadas generalizadas, a operagao de primitiva é complicada pelo fato que as

constantes transformam como deltas de Dirac (propriedade k).
De fato, % nao poderia ser a transformada de Sc ja que é imaginaria pura, devendo
ser a transformada de uma funcao impar. Ela é entao a transformada de %sgn(a:) =
Sc(z) — 1. Em conclusdo T'[Sc] = % + T3] = % + m60(€).
O
Observe que a transformada da delta nem sequer decai: por ser uma distribuicao
que nao pode ser associada a uma funcao integravel nao satisfaz a propriedade que as
transformadas devem tender a zero.

8.5.5 Transformada em R"

E possivel definir, de forma analoga, uma transformada para funcoes em R™:
dada f : R” — R absolutamente integravel em R" definimos

F(¢) = f(x)e ™84V, € cR™.
Rn

Para reobter f temos:

1
(27)"

Fx) = Q/anﬁmfm@.

8.6 Aplicacoes da transformada de Fourier

8.6.1 Equagao do calor

Vejamos como resolver (PVI-C) usando a Transformada de Fourier: com esta técnica
obteremos (5.19) com um procedimento bem mais simples do visto no Capitulo 5.
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Resolvemos primeiro a equagao do calor com dado inicial u(z,0) = d¢(z).
Para isso aplicamos a transformada em R na variavel z: a(¢,t) = [u(z,t)e”*dz. Desta
forma w satisfaz

Observe que pela propriedade (d) da se¢ao 8.5.3, a EDP do calor se tornou uma EDO no

tempo, pois a derivagao em z transformou em simples multiplicagao por €.
Resolvendo @, = —&2u obtemos

u=C)e .

A funcao C' é determinada pela condicao inicial, logo C' = 1 e a solugao pode ser escrita
como
D& 1) = e V02,

2
=]

usando (a) e (h) da segdo 8.5.3 isso torna-se u(x,t) = ﬁ e~ a : asolugao fundamental
do calor.

Para resolver o genérico problema de valores iniciais u(z,0) = g(z) é suficiente impor
a condicdo inicial para 4(¢,0) = C(€) = T[g], logo G(¢,t) = Tg](€) (£, 1) e como anti-
transformando o produto obtemos a convolugao, chegamos a formula (5.19).

Observacao 8.8. O que foi explorado na conta acima é primeiramente o fato que a trans-
formada muda a derivada em um produto transformando a EDP numa EDO facilmente
resolvivel. Além disso o fato da transformada de Jy ser a constante 1 deixou muito facil a
solugao da EDO e sua anti-transformacao. Enfim, a formula para o problema com condi-
¢ao qualquer resultou facil de ser encontrada usando a correspondéncia entre convolucao
e produto das transformadas. <

8.6.2 Equagao da onda

Vejamos como aplicar a mesma técnica ao problema (8.1) para obter mais facilmente a
solucao fundamental da onda em dimensao n = 1.

De novo aplicamos a transformada em R na varidvel x obtendo, para a transformada
u o problema de EDO

U — (1€)*0 =0, u(§0)=0,  u(&0) =T[5 =1

Resolvendo Uy = —&£%U obtemos u(€,t) = C(£) cos(ét) + D(€) sin(ét) onde C' = 0 pela
condigao inicial enquanto pondo w;(§,t) = D(§)¢cos(0) = 1 obtemos D(&) = 1/£. A
solugao procurada é entao
_sin(&t)

u :
§

Pelas (c) e (h) da segao 8.5.3 obtemos a solugao ja vista na segao 8.4.3:

(e, 1) = 92, 1) = 36nle).
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8.6.3 Laplaciano

Vejamos enfim como obter uma solu¢ao fundamental para o Problema de Dirichlet no
semiplano, isto é, uma solucao para o problema

Ugy — Uyy = 0 para x € Ry > 0,
u(z,0) = do(z).

Procedendo como nos casos anteriores transformamos na variavel  obtendo , para a
transformada u o problema de EDO

(2’5)2@+ﬂyy =0, u(§,0)=1.

Neste caso as solugoes seriam na forma A(£)e? + B(€)e~%Y. Note que temos apenas
uma condic¢ao para determinar as duas fungoes A, B, mas impondo que a solucao obtida
seja limitada para y > 0 teremos necessariamente A(§) = 0 para £ > 0 e B(§) = 0 para
¢ < 0. A solugdo com (¢, 0) = 1 serd entdo u(€,0) = e~ I€,

Usando a (b) da se¢@o 8.5.3 obtemos

1 2y
2m 12 4+ y?

u(z,y) =

Observe que este é de fato o Nucleo de Poisson (centrado na origem) para o semiplano
(em duas variaveis): compare com (6.40) pondon =2, z, =y, y =0e x = (z,y).

8.7 Referéncias

Para complementar os assuntos deste capitulo, além da referéncia [Str08|, pode consultar
[dF77, Cap.6].
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