Atomos com 1 elétron
Caso em que ¢ = m = 0 = harmonicos esfericos Y,

h? 2 Ze*
———(R”+—R’) — R = ER.
21 r dae,r

R(r) — 0, quando r — o0 = R(7) = Ae~"/°

o _ R? (1 2 Zs*
Substituindo na equagao: — —| 5 - —| - =E
2u\ a ar 4dae,r
R 4qe,h”
O que fornece um valor para o parametro: a = 53
e
h? W e2 \°m
E os autovalores da energia: E = — == g :
2ua m, dme, | 2h
A funcao de onda do estado fundamental, normalizada, &
—¥/a
escrita como: .. = ¢ p—iEP /R Coincide com a expressao de Bohr
- 7100 - ' para o estado fundamental do H.
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Solucoes para a equacao radial

h* d? Ze? his
2 R+ 2
2ur dr dareyr 2ur

£({+ 1)R = ER.

Vamos fazer mudancas de variaveis, introduzindo uma variavel
adimensional p e um autovalor adimensional #:

4qe,h? ® h? .
r=ap = Ze% p € E= — m_eZQEon = — 2“0277. Ficando:
h?  d? h? h? h?
_ 2ad’s 17 apR — anpR + QMQPQZ(“— 1)R = — QHaQnR:
d* (4 1)
Que leva a: Z)EPR + 2R — ; R = npR.

A solucao deve tender a 0 no infinito e deve apresentar zeros.
Entao:

p 4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 25 2



sendo que o polindbmio F deve obedecer a seguinte equacao:

2 {(/+ 1
F"—2‘/17F'+[—— ( 5 )]F=O
p P

1 A
com /n = — sendo n a ordem do polindmio.
n

Assim, as autofuncdes sao definidas por:

Fnt’(p) r
com p = —.
P a

R, = e P/"

n

4300375 - Fisica Moderna1  Aula 25



Alguns exemplos de autofungdes radiais normalizadas:

| =0
2 /=0
=1
3 =0
=1
=2

4300375 - Fisica Moderna 1

2
— e P
Va?
2a
1
— pe_p/2
2V/64a°
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Fig.12.15. Radial eigenfunctions R,.(r), their squares R2,(r), and the functions
r2R2 ,(r) for the lowest eigenstates of the electron in the hydrogen atom and the lowest
angular-momentum quantum numbers £ = 0, 1, 2. Also shown are the energy eigenval-
ues as horizontal dashed lines, the form of the Coulomb potential V (r), and, for £ # 0,
the forms of the effective potential V(7). The eigenvalue spectra are degenerate for all
£ values, except that the minimum value of the principal quantum numberisn = £+ 1.
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Densidades de probabilidade
Pnem(r, 79) = I‘Pném('r?ﬁa @)12

Fig.12.16. The absolute squares pnim(r,9) = |@nem(r,9,9)|* of the full three-di-
mensional wave functions for the electron in the hydrogen atom. They are functions

only of  and 9. All eigenstates having the same principal quantum number have the
same energy eigenvalue E.,,. The possible angular-momentum quantum numbers are 0200(r, )
£=0,1,...,n — 1. The wave functions have n — £ — 1 nodes in r and ¢ — |m| nodes in ¥,
indicated by dashed half-circles and rays, respectively. Each figure gives the probability
density for observing the electron at any point in a half-plane containing the z axis. All
pictures have the same scale in 7 and 9. They do, however, have different scale factors
in p.
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Figuras da proxima pagina:

As figuras da esquerda mostram a densidade de probabilidade
espacial, p,,,, para o elétron do atomo de H, mostrada em um
semiplano que contém o eixo z (coluna da extremidade
esquerda). As escalas sao diferentes nos 3 graficos. As figuras
de curvas de nivel correspondem a p,,, = 0,02 no plano xz.
escala esta em unidades do raio de Bohr.

As figuras da direita mostram superficies de densidade de
probabilidade constante, p,, = 0,02 no espacgo (coluna direita) e
no semi-espaco z > 0 (coluna da esquerda).

No caso das curvas de nivel para n = 3: p,,,= 0,0002;
e paran=4:p,,=0,00002.
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Degenerescéncia

As autofuncdes do potencial coulombiano dependem de 3
numeros quanticos, os inteiros n, £, m. O autovalor da energia
nao deveria depender de m, por conta da simetria rotacional,
mas ele também nao varia com ¢, para um dado n.

Vamos examinar a parte radial da funcdo de onda:
Fnz’(P) r

Y, (0,¢)et/" comp = —
a

\I" fm — e—p/n

Afungao F , € um polinbmio:
F(p) = A(p™ " + ap0p™ 2 + apgp™> + -+ +a,0") COM a, # 0

Note que o coeficiente a,,, = 1 e que a menor e a maior poténcia
de p sao, respectivamente, {+1 e n.

Dessa forma, vemos que ¢ tem influéncia sobre a energia, uma
vez que, paraumdado valorde : n=7¢+1,¢+ 2,...

4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 25 14



Degenerescéncia
Assim, os valores de £ com a mesma energia devem ser aqueles
emque:.n>7+1,0useja, /=0,1,2,...,n — 1.
Além da degenerescéncia em ¢, temos também a em m, que
pode tervalores: m= —¢,—¢+1,...,¢/—1,¢. Dessa forma, a
degenerescéencia do nivel n, sera: 4, = n?.

n=1 (=0 m=0 Voo = RioYoe /% 1 estado
n=2 (=0 m=0 W00 = RogYyee 527"
4 estados
(=1 m=1,0,-1 ¥, =R, Y, ¢ B/t
n=3 £=0 m=0 Voo = Ryp¥ppe 155/
/=1 m=1,0,-1 V.. =R,Y, ¢ 5/} 9 estados
(=2 m=21,0-1,-2 ¥, =Ry,Y, """

15



n=2 {¢{=0
=1
n=3 {=0
/=1
g=

Ainda se usa a notacao espectroscopica, em que diferentes
valores de £ (0, 1, 2, 3, 4, ...) correspondem a diferentes orbitais
eletrbnicos, designados pors, p, d, 1, g, h, .... Ja os diferentes
niveis de energia sao chamados de camadas, designadas pelas
letras: K, L, M, N, ..., correspondendo aos valoresden =1, 2, 3,

m=10
m=10
m=1,0,—-1
m =0
m=1,0,—1

m=2,10 -1 -2

Wi = Ryo¥pee 517"

Wyoo = Rog¥oge 527"

_ —iE/h
\I,QIm - RQlYlme 2

_ —iEnt /b
Va0 = Rag¥ee 5™

_ —iEyt /h
Vaim = Ray¥ie™'

_ —iEdt/h
Viopm = RypYo,e 50 J

4, .... O diagrama de niveis fica, entao:

4300375 - Fisica Moderna1  Aula 25
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4 estados

9 estados



t=0 ¢ = ttoe=2 =3

e - T e 4 Camada N, 16
3s ' 3p 3d Camada M, estados
9 estados
¢=0 =1
2s 2p Camada L, 4 estados
¢=0 17

1s Camada K, 1 estado



Distribuicoes de probabilidade

A probabilidade de encontrar o eletron, em relacao ao nucleo,
num elemento de volume, é dada por:

¥, onl? dr = [(R,,)r2dr|[ 1,12 d2]

Integrando sobre o angulo solido, obtemos a probabilidade de
encontrar o elétron a uma distancia do nucleo entre r e r + dr:

P,(r) = ’Q(Rn/)Q
As funcgdes radiais normalizadas, em funcao de p = r/a, sao:

2
no=1 =0 Rjy= —==¢P°
Va®
1 P
n=2 =0 RQO:—Q ‘3(1_3)€~p/2
Vsa <

—p/2

1
£=1 R, =

! 2V6d3pe

4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 25 18




Distribuicoes de probabilidade

3 /=0 R ’ ( GO P
n = == - — ] _— ' /
30 3 /3a3 3 P 7 )é)
o
V/:: 1 RB] = p(l J— —)() p/J
27 6(13 6
=2 R i 2e—p/3
- 2 ey ‘ pe
* 81V304°

A distancia média entre o elétron e o nucleo € dada pelo valor
oG 0
esperadode 7. (r) = f ¥, dr = f rS(Rn,)2 dr = f rP (1) dr
0 0

Essas contas podem ser feitas para varios valores dene ¢ e
podemos resumir alguns resultados:
1 £(4+ 1) }

(ry = anz{ 1 + =
2 2
4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 25 19
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< 1 2
r2) a2n3(2/+ 1) ’

1 2
<F> @+ 1)(2¢+ 1)
Nota-se que o valor esperado de r, paran=1e =0, é: (r,) = %a

Podemos tambéem usar o valor esperado de 1/, para avaliar o
valor esperado da energia potencial:

Ze? |1 Ze?
)

477'80 r 47780an

4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 25 20



Resultados para o caso do estado fundamental.
A densidade de probabilidade € dada por:

_— 2 2 __ 2 —2r/a
Py =4mr" |V, 0l = P /a
: dP 4 2 8 r
Derivando, temos: —2 = (9, — Z,2|,-27/a = _...,(1 — _)e~—2r/a|
dr a’ a a’ a |

O que mostra que o maximo de P, (valor mais provavel)
localiza-se em r =a.

O valor esperado de » nao coincide com seu valor mais provavel:

00 4 o0 4 a\*? 3
— —_ 3,—2r/a — — 21l — —_
<r> /(; rP, dr = a3~[o e dr = a33.( 2) = 2a

Podemos tambem investigar a relacao entre a energiae o
potencial:

V)= - - 2 52,2

2 2
m, 4meyh
4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 25 21

4meyn‘a 4meyn 4me,

Ze? Ze* u e’m, e \?



Resultados para o caso do estado fundamental.

O valor esperado de E € o proprio valor £, dado por:

e2 \°m AN U
47e, | A*n*

e

2h? 2

- 2
m, n m, n° | 4me,

Ouseja: (V) = 2(E)

Portanto, o valor esperado da energia cinética fica:

ZQ
(K) = (E) = (V) = ~(E) =

e? \° 0
4me, | h*n?

4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 25 22
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Transicoes radiativas

0
-0.85F+ n=4
~151 n=3 W
Pasqhen
series
(infrared)
_ | =
3.40 n=2 Balmer
series
(visible)
E, (eV)
No caso do H, a superposicao
de estados leva a:
‘P - C‘I,n{m + c,‘Pnlflml
— —iE t/h —iE t/h
— Cll/n{me l / + C,\Pn/f/mre /
cCOmE >E
V} 4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 25 24
-13.60F n=1
Lyman



Essa funcio de onda representa um atomo em transicao entre
os estados com energias £ e E,. Atransicao € causada pela
interacao do atomo com o campo eletromagnetico. O efeito da
perturbacao depende do tempo e, assim, as probabilidades |c]> e
lc']? também variam no tempo.

A densidade de probabilidade oscila no tempo com frequéncia:
E —E

h
O momento de dipolo elétrico do atomo é dado por —e(r)

onde r representa o vetor posicao do elétron com relacao ao
nucleo. Entao podemos escrever:

—elr) = —e/‘l’*r\_'['d'r

nl

V:

— 2 '
_ —efr{ IC‘PanI + c*clq/:fm’ﬁbn’/'m'ezwt

+C,*C‘lb:’f’m'\pnfme_zwz + Icllpn’{”m’lz} dr

4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 25 25



O coeficiente do termo e’ representa a amplitude do dipolo
oscilante. O quadrado do seu modulo representa a
probabilidade de transicao entre os estados inicial e final,
representados respectivamente por (n ¢ m)e (n” € m").

*

Essa amplitude contém o fator: f Yoom W npm AT

gue € chamado de amplitude de transicao de dipolo, para a
transicao (n { m) — (n' ' m’).

Esse termo € importante, pois carrega a informacao quantica
essencial sobre os 2 estados envolvidos na transicao.

E interessante lembrar que o vetor r tem componentes
cartesianas das por: rsinfcos¢, rsinfsing, e r cos 0

Lembrando da forma das autofuncoes:

\bnl’m(rﬁ 03 (lb) = Rn{(T)Y[m(H, ¢)
podemos escrever as componentes da amplitude de transicao

como. 4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 25 26



| fY,i"m,sin 0 cos ¢Y, df)

> o
2
-/0 R, tR_,r<dr-

—  —

ij"m,sin 6 sin ¢Y, dQ

\ foi"m,cos Y, d.

Apenas as partes angulares sao diferentes entre as
componentes. Portanto as regras de transicao para os processos
radiativos vém das propriedades dessas integrais, pois as
integrais em 6 e ¢ sao diferentes de 0 apenas quando os
numeros quanticos (£ m) — ({' m") obedecem a certas relacgoes.

A dependéncia em ¢ € mais facil de perceber, pois:
y{m(g, ¢) — @{m(g)ez-m‘f’

Mudando cos¢ e sen¢ para notagcao complexa, as componentes
x, y € z da amplitude de transigcao contem as seguintes integrais:

4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 25 27



¢ —i¢ ip _ ,—id

om ., €%+ e . e ¢
f 'I'Te_zm4> €lm¢d(;b, f276_1m1¢ .
0 2 0 21

Que resultam em:

20 ., c
f ¢ lm¢eil¢elm¢d¢ — 0 aurgenos m — m’ i ] = 0
0

2m —im'$p_ ime
e fe ¢ a’qb=08urge”05m-—m’=0‘
0

O primeiro resultado impoe restricbes a m € m' para as
componentes x e y da amplitude de dipolo, enquanto que a
segunda diz respeito a componente z.

Essas restricoes podem ser resumidas em: Am = 0ou +1

As integrais em 6 nao sao tao simples e as 3 componentes da
amplitude de transicao contem as seguintes integrais:

fo €,,5in00,,sn0d0 e  ['0,,cos08,,sin0db.
0

4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 25 28
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A solucao, para quaisquer (¢ m) e (¢' m") envolve as relacoes de
recorréncia e as propriedades de ortogonalidade dos polinbmios
de Legendre. O que nos interessa € que o resultado se anula a
nao ser que ¢ e ¢’ difram de 1 unidade (valendo ainda as
restricOes para m e m'). Ou seja: A= +1

Assim, a figura sobre as transi¢cdes no H deve ficar:
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E4— n=4
E3-—- n=3
E2_n=2
El_— n=1

4s 4p 4d af
3p 3d
2p
A= +1
Am = 0ou +1
4s 4p 4d
3s 3p 3d
— n=2 28 2p
1s 4300375 - Fisica Moderna 1 Aula 25 30
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