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Capitulo 1

Introducao

1.1 Um pouco da histdria

O estudo das Equagdes Diferenciais Parciais (abreviadamente, EDP) se inicia com a criagdo do
Calculo Diferencial e Integral no século XVII e estd diretamente relacionado com as aplicagdes
a Mecéanica. O uso de leis da Fisica possibilitou obter Equagbes Diferenciais (abreviadamente,
ED) que descreviam os fenémenos Fisicos estudados. Tais equagdes, quando tratavam-se de
Equagodes Diferenciais Parciais, traziam sérias dificuldades matemdticas para sua resolugao.

Algumas destas Equagdes Diferenciais Parciais serdo abordadas ao longo do desenvolvi-
mento do curso.

As trés Equagdes Diferenciais Parciais basicas que serdo estudadas ao londo deste curso,
que apareceram no século XVIII, estdo relacionadas aos seguintes problemas:

1. Consideremos o problema das vibragdes transversais de uma corda infinita em um plano
fixado, isto é, o problema é encontrar a posicdo de uma corda vibrante, que vibra em
um plano pré-fixado.

Denotemos por u(t,x) o deslocamento do ponto P da corda, relativamente a posicio
horizontal (posicdo de equilibrio), no instante t, onde x = OP (veja a figura abaixo).

Neste caso a Equacgdo Diferencial Parcial que descreverd o deslocamento u = u(t,x)

7
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sera a: 32 52
u , 0°u
W(t,x):c W(t,x), para (t,x) €[0,00) xR, (1.1)

ou, de modo simplificado,
ui(t,x) = c?un(t,x), para (t,x)€0,00) xR, (1.2)

onde ¢ € (0,00) é uma constante que estd relacionada com a elasticidade da corda.

A Equagdo Diferencial Parcial acima serd denominada Equagao da Onda.

. Consideremos o problema de encontrar a distribuicdo da temperatura em uma barra
uni-dimensional infinita, que estd pré-aquecida.

Denotemos por u(t,x) a temperatura no ponto P da barra, no instante t, onde x = OP
(veja a figura abaixo).

u(t,x)

Neste caso, a Equagdo Diferencial Parcial que descreverd a temperatura u = u(t,x)

serd:
ou , 0%u

a(t,x):oc a—xz(t,x), para (t,x) € [0,00) X R, (1.3)

ou, de modo simplificado,
Wt x) = o unlt,x), para (t,x)€[0,00) x R, (1.4)

onde x € (0,00) é uma constante, que estd relacionada com a condutividade térmica
do material com que é feito a barra.

A Equagdo Diferencial Parcial acima serd denominada Equagao do Calor.

. A terceira Equagdo Diferencial Parcial a ser estudada estd relacionada com problemas
de electromagnetismo, astronomia, dindmica dos fluidos, comportamento de campos
elétrico e gravitacional, entre outros.

Neste caso a Equagdo Diferencial Parcial aos quais a fungdo u = u(x,y) deverd satisfa-

zer, onde:
o%u o%u
W(x,y)—ka—yz(x,y)zo, para (x,y) € R xR, (1.5)
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ou, de modo simplificado,
U (X, Yy) +uyy(x,y) =0, para (x,y)eRxR. (1.6)

A Equagdo Diferencial Parcial acima serd denominada Equagao de Laplace.

Tal nome deve-se ao astrénomo e matemadtico francés Pierre-Simon Laplace. O Marqués
de Pierre Simon de Laplace nasceu na localidade de Beumont-en-Auge, Provincia da
Normandia, em 28 de margo de 1749.

Esta equagdo também aparece, de modo extremamente importante, no estudo das
fungdes de varidveis complexas, que assumem valores complexos.

Obter solugbes para estas equagdes, sob certas condigdes, serd um trabalho drduo. Este
serd um dos objetivos do curso.
Desenvolveremos um método para resolver tais problemas denominado Método de Fourier.

1.2 Notacao

Ao longo destas notas utilizaremos a seguinte notacgao:

e N : denotard o conjunto formada por todos os nimeros naturais, isto é,

N£{1>2)3>"'}-

Z : denotard o conjunto formada por todos os ntimeros inteiros, isto é,

Z:{ >_3>_2>_]>O>1)2>3>"'}°

@ : denotard o conjunto formada por todos os niimeros racionais, isto é,

Qi{%;p,qGZ,q#O}-

I : denotard o conjunto formada por todos os niimeros irracionais.

R : denotarad o conjunto formada por todos os ntumeros reais, isto é,

R=QUIL
e |- | : denotard o mddulo, ou valor absoluto, de um ntimero real, isto é,
X = Vx?

x, se x>0
—x, se x<0

onde x € R.
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Z*,Qt, I",R* : denotardo os conjuntos formados por todos os nimeros inteiros, racio-
nais, irracionais, reais, ndo negativos, respectivamente, isto é,

Z+£{O)132>"'}> Q*i(@ﬁ[o,oo), H+£HD[0,00), R+£[O)OO)°

C : denotard o conjunto formada por todos os nimeros complexos, isto é,
C={z=x+1y; x,y € R},
onde i = —1.
Z : denotara o conjugado de um nimero complexo z € C, isto é,
zZ=x—1y,
onde z=x+1y € C.

|- | : denotard o médulo de um niimero complexo, isto €,

onde, z=x+1y € C.

R™ : denotard o conjunto formado por todas as n-uplas, cujas entradas sdo niimeros
reais, ou seja,

R™ ={(x1,X2,--* ,Xn) ; X € R, paracadaje{l,2,---,n}}.

(R™,+,-) : denotard o espago vetorial real formado pelos elementos de R™, munidos da
operagao +, que € a operagao usual de adicao de n-uplas e a operagao :, que denota a
operagdo usual de multiplicagdo de nimero real por uma n-upla.

(R™,+,-) é um espago euclideano n-dimensional, quando munido do produto interno
usual, ou seja, a fungdo (- ,-) : R" x R™ — R, dado por:

oY) =) Xy,
=1

onde
Xi(XhXZ)"' )Xn) € yi(yhyl)"' )yn) e R".
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e (R™,+,-) é um espago vetorial real normado, quando munido da norma || - ||, onde a
fungdo || - || : R™ — [0, 00) é dada por:

x|l =

onde
Xi(X],Xz,"' )Xn)ERn-

e (R™,+,-) é um espago vetorial real métrico, quando mundio da distancia d., onde a
fungdo d, : R™ x R"™ — [0, c0), é dada por:

dn(x,y) =

onde
Xi(X],Xz,'“ )Xn))yi(‘y])yla"' )Un)ERno

e B(x,; 1) : denotard, para x, € R" e v > 0, a bola aberta de centro no ponto x, e raio r
no espaco vetorial real métrico (R™,+,-,d,), isto é,

B(xo; 7) ={x €R™; dnlx,x,) <T}
xR [lx— x| < 7).
e Blx,; 1] : denotard, para x, € R™ e r > 0, a bola fechada de centro no ponto x, e raio r
no espago vetorial real métrico (R",+,-,d,), isto &,
Blxo; 1] ={x € R"; dn(x,x,) <7}
= (x €RY; x — x| < 1} .

e Diremos que O C R™ é um subconjunto aberto no espago vetorial real métrico (R™,+, -, d,),
se Q=0ou,se Q#0Dex, €Q, entdo deverd existir r > 0, tal que

B(xo; 1) C Q.
. /g\ : denotard o interior do subconjunto A no espaco vetorial real métrico (R",+,-,d.),

isto é, o maior subconjunto aberto do espago vetorial real métrico (R™,+,-,d,), que
estd contido no conjunto A.
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Diremos que F C R™ é um subconjunto fechado do espago vetorial real métrico (R™,+, -, d,),

se F¢ = R™\ F for um subconjunto aberto no espago vetorial real métrico (R™,+, -, d,).

B : denotard o fecho do subconjunto B C R", isto é, o menor subconjunto fechado do
espago vetorial real métrico (R",+,-,d,), que contém o conjunto B.

0A : denotard a fronteira do subconjunto A no espago vetorial real métrico (R™,+, -, d.),
isto é,

A=A\ A .
ou

a(x), Ox,u(x), Uy, (x) : denotardo a derivada parcial de primeira ordem, em relagdo a
j

varidvel x;, calculada em x = (x1,X2, -+ ,%;, - ,Xn) € A, da fungdo real u: A — R,
onde A é um subconjunto aberto de R", para cada j € {1,2,--- ,n}
%u 5 . . :
W(X)’ axjxiu(x), Ox; Ox,1(X), Uy,x; (x) : denotardo a derivada parcial de segunda or-
j OXq
dem, em relagdo as varidveis x; e x;, calculada em x = (x7,%X2,- - ,Xj, - ,Xn) € A, da
fungdou: A — R, onde A é um subconjunto aberto de R", paracadai,j € {1,2,---,n}

De modo semelhante definimos as derivadas parciais de ordem maior ou igual a trés de
uma funcdo, a valores reais, de vdarias varidveis reais.



Capitulo 2

Definicoes e Propriededades Basicas

2.1 Definicoes basicas
Comegaremos introduzindo a

Definicao 2.1 Uma equagao diferencial parcial, que serd denotada por EDP, é uma

equagdo que envolve uma fung¢do, a valores reais, de vdrias varidveis reais, que deno-
teremos por
LL:LL(X] y X2y )Xn)v

e suas deriwadas parciais em relagdo as varidveis
X],Xz)"' )XTL

de vdrias ordens, a ser determinada.
De um modo pouco mais preciso, € uma equa¢do que envolve uma fung¢do, a ser
determinada, e suas deriwadas parcias, que pode ser colocada na seguinte forma:

ou ou 0*u o%u
F (0000, G (8], 0 S ) e g
o%u oku oku oku
W(X)a"' >W(X)>"' »W(X)a‘” »W(X) =0, (2-2)
m+l=k
onde
Xi(xh"'»Xn)eQ)

onde o conjunto QO é um subconjunto aberto de R", e F: R®* — R é uma func¢do, a valores
reais dada, e
LLZLL(X] y y X2yt )Xn)

13
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€ uma fung¢do, a valores reais, a ser determinada.
Definimos a ordem da EDP (E2) como sendo a ordem da mazis alta derivada parcial
que comparece na EDP (E3).

A seguir exibiremos alguns exemplo de EDP’s.

Exemplo 2.3 A equacgado

e%(X»U)'F%(X»U) — O

para cada
(x,y) e Q =R?,

é uma EDP, de 1.a ordem, nas varidveis x e y.

Observacao 2.4 Notemos que a funcdo F:R> — R serd dada por

) -~ eS4+S5

F(S1)32> §3 4y S84 , S5 )
M | |

=X,y U(X»U) %(ny) %(X)U)

para cada (S1,52,53,84,85) € R>.

Exemplo 2.5 A equacgao

ou o“u
a(t»x) - 0‘2_(t>x)>

para cada
(t,X) € Q= (O)OO) X (_I—)I—))

¢ uma EDP de 2.a ordem, nas varidveis t e x, que serd denominada de Equagao (unidi-
mensional) do Calor.

Observacgao 2.6 Notemos que a funcdo F: R’ — R serd dada por

. 2
F(S1 y82y . S3 4y S4 4 S5 4 S¢ S7 ) Sg y S9 ) =84 — X S9,
—— ) ~—— —~— —~— ~

= 9 2 2 2 2 2
EXoultd G [N Sary) S(rx) ZR(tx) SRty

9
bara cada (Sl)32>S3>S4)SS)S6>S7>S8’S9) e R

Exemplo 2.7 A equacgao
o*u o*u
w(tax) =’ T(JMX) )
para cada

(t)X) EQ:(OaOO) X (_L)L)m

¢ uma EDP de 2.a ordem, nas varidveis t e x, que serd denominada de Equagao (unidi-
mensional) da Onda.
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Observacao 2.8 Notemos que a funcdo F: R’ — R serd dada por

. 2
F(s1y82, S3 , S4 , S5 , S¢ , S7 , 8§ , S9 )=s55—C"sog,
—— ~—

=t uftyx) Q)

9
bara cada (31)SZ>S3>S4»35)36>S7>S8>S9) e R".

Exemplo 2.9 A equagdo
o*u o*u
w(xay) + W(X»U) =0,

para cada

aberto

(x,y)€Q C R?,

¢ uma EDP de 2.a ordem, nas varidveis x e Yy, que serd denominada de Equagao (bi-

dimensional) de Laplace .

Observacgao 2.10 Notemos que a funcdo F: R’ — R serd dada por

FS] S2 S3 Sy S5 S6 S7 Sg So iSG—l— So9
(\’J’v’v’v’\/’v’v’v) )

= 9 9 2 2 2 2
Y byl Gy GEtau) B xy) 2Rty Sakey) S¥ixy)

9
para cada (51)52)53>S4>S5356)S7)58>S9) e R’

Exemplo 2.11 A equagdo

3

0°u ou
(t,X) +w(t»x) +U(t,X) a(tax) :Oa

a_u
ot

para cada
(t,X) € (O)OO) X (_Lvl—) - RZ

€ uma EDP de 3.a ordem, nas varidveis t e x, que serd denominada de Equagao de Kor-
teweg-de Vries.

Defini¢ao 2.12 Dada a EDP de ordem k € N, pela equagdo (E3), diremos que uma
fungdo u: Q' — R, defintda em Q' C Q, é uma solugao classica da EDP (£32), em Q'
se ue C*Q’; R) e satisfaz a EDP (E3), para cada x = (x1,%X2, -+ ,Xxn) € Q.

Exemplo 2.13 No Ezemplo (E33) actma, € fdacil ver gque nao existe solu¢do da EDP .
O estudo da ezisténcia e unicidade de solugdes para as EDP’s dos Ezemplos (E3),
(E2) e (E9) serdo objetivos de estudos meste curso.
O Ezemplo (ETI0) € um tipo tmportante de EDP que ndo serd estudada neste curso.
Hd uma vasta quantidade de problemas associados a esta EDP na literatura.
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2.2 EDP’s lineares e o principio da superposicao de solucoes

Comegaremos com a

Definigao 2.14 Diremos que a EDP (E3) € linear se a fung¢do F, que a define, for fungdo
do 1.0 grau em relativamente a funcao u e todas as derivadas parciais da fungdo u que
aparecem na EDP (E32).

Caso contrdrio diremos que EDP € nao-linear.

Exemplo 2.15 A forma geral de uma EDP linear, de 1.a ordem, nas varidveis

X1,X2, "y Xn s
€ dada por:
D ailxa, X, ,xn)g—:(m s X2y Xn) H DXy X2y X ) WXy, X2y 0y Xn)
+c(X1,X2,0 0 yXn) =0, (2.16)
onde
ar’(x) ++a’(x) -+ a’(x) # 0,
para cada X = (X1,X2, -+ ,Xn) € Q, onde o conjunto Q é um subconjunto aberto de R".

Exemplo 2.17 A forma geral de uma EDP linear, de 2.a ordem, nas varidveis

X1,X2,  y Xn s
serd dada por:
33 a2t 0+ Y bl D elxub £ A =0, (2.18)
g 0x; 0X; — 0Xx
onde
an’(x) + a?(x) + -+ + ann’(x) #0,
para cada X = (X1,X2, - ,Xn) € Q, onde Q é um subconjunto aberto de R™.

Exemplo 2.19 No caso de duas varidveis reais, que as indicaremos por x, Yy, as EDP’s
dos Exzemplos (ETIH) e (EZIA) actma, poderdo ser escritas nas seguintes formas:

Al ) Glx,)+ Blx,y) 52 6,0) + Clx )l y) + Dlx,y) =0 (220)
€
*u u 2u o*u
Alx,y) 55 060y) +Bilx,y) 5 3y ox Juax oY) T B2 y) 5 ay(x yy) + Clx,y) ayz(x 'Y)
0 0
£D06,Y) 5 06Y) +E(, ) 506 y) +Fioy)ulbe,y) + 6lx,y) =0, (2.21)

para cada (x,y) € Q, onde o conjunto Q é um subconjunto aberto de RZ.
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Observagao 2.22 Notemos que, se na seqgunda EDP estivermos supondo que
ue C(Q;R)

(isto €, vale o Teorema de Schwarz do Cdlculo II, ou ainda, podemos trocar a ordem de
deriwagdo das derivadas parciais mistas de 2.a ordem), entdo a EDP (E=X0) tornar-se-d:

az 2 2 0
AGY) 37 06, 9) + 2Bx,y) 3 (60y) + Clxoy) 35 00y) + D, ) o, y)
FECOY) T e, y) 4 Fx,y) ul, ) + Glx,y) =0, (2:23)

dy

Exemplo 2.24 Os Ezemplos (E3H), (E22) e (E9) da se¢do anterior, sdo EDP ’s lineares,
de 2.a ordem.

Exemplo 2.25 Os Ezemplos (E3) e (1) da se¢do anterior, sao EDP ’s, ndo lineares,
de 1.a e 3.a ordens, respectivamente.

Com isto podemos introdizur a

Definicao 2.26 Diremos que uma EDP linear ¢ homogénea se, na EDP linear, o termo
que nao contém a funcdo u e suas derivadas parciais, for nulo.
Caso contrdrio a EDP linear serd dita nao-homogéna.

Exemplo 2.27 A forma geral de uma EDP linear, homogénea, de 1.a ordem, nas

Variduels X, Xz, -+ ,Xn € dada pelo Exemplo (EIH), onde

C(X1 y X2y )Xn) =0
para (x1,X2,-- ,Xn) € Q, caso contrdrio ela serd uma EDP linear, de 1.a ordem, ndo-
homogénea.

Exemplo 2.28 A forma geral de uma EDP linear, homogénea, de 2.a ordem, nas
Variduels X1,X2,- -+ ,Xn, € dada pelo Ezemplo (E12), onde

d(X],Xz,"- >Xn) :Oa

para cada (X1,X2,--- ,Xn) € Q, caso contrdrio ela serd uma EDP linear, de 2.a ordem,
ndo-homogénea.

Observacao 2.29 Notemos que a func¢ao u:Q — R, dada por
u(x) =0, wparacada x€Q,

serd sempre uma solugdo cldssica de uma EDP linear e homogénea (de qualuger ordem).
A verificagcao deste fato € simples e serd deizxada como exercicio para o leitor.
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Temos também a:

Defini¢ao 2.30 Dada uma EDP, o termo gque contém a(s) parcela(s) que envolvem as
derivadas parciais de ordem igual a ordem da EDP serd denominada parte principal da
EDP.

Com isto temos os:
Exemplo 2.31 A parte principal da EDP do Ezemplo (ETI3) serd dada por :
= ou
Z Clj(X] y X2y )Xn) 7(7(1 y X2y )Xn) .
j=1
Exemplo 2.32 A parte principal da EDP do Ezemplo (E11) serd dada por :
Z Z aU ax ax (x).
i=1 j=1 t )

Exemplo 2.33 No caso particular de duas varidveis, que indicaremos por x e Yy, a parte
principal das EDP do Ezemplo (ET19) serdo dadas por:

ou ou
A(X)U)&(X)y)_FB(X)y)@(X)y))
o*u o*u o*u o*u
A(x,y)m(x,yH&(x,y) 3y o - (x,y) + Ba(x,y) i ay(x yy) + Clx,y) ayz(x Y,
respectivamente.

Observacao 2.34 Notemos que, se na sequnda EDP acima, estivermos supondo que
u € C*(Q;R) (isto €, vale o Teorema de Schwarz do Cdlculo II, ou ainda, podemos
trocar a ordem de derivagdo das derivadas parciais mistas de 2.a ordem) entdo a parte
principal da EDP acima, tornar-se-d:

o*u 2 o*u

Al Y) 55 (06 y) +2B(x,y) o= 3y Ox ~——(x,y) + C(x,y) ayz(x 'Y)

Observacao 2.35 A parte principal de certas EDP podem mnos fornecer propriedades
importantes das possiveis solugdes das mesmas.
Algumas dessas propriedades serdo estudadas ao longo destas notas de aula.

Com isto introduzir a:

Definicao 2.36 Diremos que uma EDP € semi-linear se a parte principal da EDP for

linear.
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Temos os:

Exemplo 2.37 A forma geral de uma EDP semi-linear, de 1.a ordem, mas varidveis
reals x e Yy, serd dada por:

Al ) Gx,y)+ Blx,y) 520, 5) + € 06,y ulx y)) =0,

para cada
(x,y) € Q C R

onde
A%(x,y) +B*(x,y) #0, para cada (x,y) € Q.

Exemplo 2.38 A forma geral de uma EDP semzi-linear, de 2.a ordem, mas varidveis
reias x ey, serd dada por:

azu 2 2 azu
Alx,Y) 5506 y) +Bilx,y) m(x,y) + Ba(x,y) m(x,y) + Clx,y) a—yz(x,y)
+E (xu ), 200, S0 ) =0,
para cada
(x,y) € Q CR?,
onde

A%(x,y) +B%(x,y) + C*(x,y) #0, para cada (x,y) € Q.

Observacao 2.39 Notemos que, se na EDP do Ezemplo (E238) actma, estivermos su-
pondo que u € C>(Q; R) (isto €, vale o Teorema de Schwarz do Cdlculo II, ou ainda,
podemos trocar a ordem de derivagdo das derivadas parciais mistas de 2.a ordem),

entdo a a EDP acima, tornar-se-d:

o%u 2 o%u

o“u
Ax,y) W(Xﬂj) +2B(x,y) W(Xﬂj) + C(x,y) @(Xﬂj)
ou ou
+E <X>y>u(x>y))&(XﬂJ))a(X)y)) _0)

Exemplo 2.40 A EDP,

ou ou
xa(x,y) -y @(x,y) = sen [u(x,y)]
para cada
(x,y) € R?,

€ uma EDP semsi-linear, de 1.a ordem.
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Exemplo 2.41 A equag¢do KAV (Korteweg-de Vries), introduzida no Exemplo (EID), é
uma EDP semi-linear, de 3.a ordem.

Exemplo 2.42 A equacao de Burger, ou seja,

ou ou o’u
—(t,X) + pu(t,x)—(t,x) -

ot ot VW“’X)’

para cada
(t,X) € Q= (0,00) X (_L’L))

€ uma EDP sems-linear, de 2.a ordem, para cada v,p # 0.
Observagao 2.43 Notemos que se p =0 a EDP actma tornar-se-d na equagdo do calor.

Exemplo 2.44 A equacao de Sine-Gordon,

o*u o%u
W(t)x) - ﬁ(tﬂ() + B sen[u(t,x)] — O)

para cada
(t,X) €eQ= (O)OO) X (_L>L))

€ uma EDP semi-linear, de 2.a ordem, se [3 # 0.
Observacao 2.45 Notemos que se 3 =0 a EDP acima tornar-se-d na equac¢do da onda.

Exemplo 2.46 A equacao de Poison,

o%u o%u
W(X’y) + a_yz(xay) = h(x,y),
para cada
(x,y) € Q CR?,
onde

h(x,y) #0, para cada (x,y) € Q,

€ uma EDP linear, de 2.a ordem, nao-homogénea.
Se

h=0, em Q,

a EDP actma serd a equagdo de Laplace, introduzida no Ezemplo (E9).
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Exemplo 2.47 Em geral, em R", com n > 2, a equa¢do de Laplace terd a segquinte
forma:

para cada
x=(X1,X2, " yXn) € QCR",

onde A denota o operador (diferencial parcial) de Laplace ou Laplaciano, dado por

0? 0? 0?
At — 4+~ 44—
0x;2 + 0x,2 Tt 0X 2
n az
j=1 ")

Exemplo 2.49 A equagdo (unidimensional) do calor, introduzida no Ezemplo (EH), é
uma EDP linear, homogénea e de 2.a ordem.

Exemplo 2.50 Em geral, a equacao do calor n-dimensional terd a sequinte forma:

ou
a(t,x) =o? Au(t,x),
para cada
(t,x) = (t,x1,x2,-++ yxn) € (0,00) X Q an+]a

onde A é o operador de Laplace, introduzido em (EZ3).

Exemplo 2.51 A equagdo (unidimensional) da onda, introduzida no Ezemplo (E22), é
uma EDP linear, homogénea, de 2.a ordem.

Exemplo 2.52 Em geral, a equacdo da onda n-dimensional terd a sequinte forma:

o*u
W(tyx) :CZAU(J[,X),
para cada
(t,X) = (t,X1,Xz,-" >Xn) ngRnH»

onde A é o operador de Laplace, introduzido em (ZZ3).

Observacao 2.53 As consideracdes a sequir valem para EDP ’s lineares de qualquer
ordem.
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1. Comegaremos nossos estudos considerando EDP’s lineares, de 1.a ou de 2.a or-

dem, mas varidveis Teais Xi,X2,: -+ ,Xn, 0U seja, uma EDP da forma

22 s aX] axl Zbk axk x) +clx)ulx) +d(x) =0, (2.54)

i=1 j=1 k=1

aberto

para cada x = (X7,X2, -+ ,Xn) €Q C R".

Observemos que podemos reescrever a EDP (E53), na sequinte forma:
Lu)=f, em Q, (2.55)

onde L € a transformacgdo linear

definido por
1233 a0 o )+ Y b 2 x) + el ulx)
e il ax] 6x1 — Xk
para cada x € (), onde

ue CHQ;R) e f(x)=-—d(x),

para cada x € Q.

A verificagdo de que L é uma transformagdo linear é simples e serd deizada como
exercicio para o leitor.

A transformacgao linear L serd denominada de operador diferencial parcial linear
de ordem 2, se para algum i,j € {1,2,---,n}, tenhamos

a; # 0,

e de ordem 1, se todos
ay = 0 e bk % O,

para algum k € {1,2,--- ,m}.

O nome ”"operador linear” é um abuso de motag¢do que pode ser justificado se
considerarmos L agindo e tomando valores em C*®(Q; R), sto €,

L:C®(Q;R)— C®(Q;R),

onde
aij)blmc)fe COO(Q;R)a

para cada i,j€{1,2,--- ,nfeke{l,2,---,m}
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2. Com 1sto temos que toda EDP linear de ordem k € N, pode ser colocada na forma
(EZ23), para um operador diferencial linear L de ordem k, conveniente.

3. Uma EDP linear, homogénea pode ser colocada na forma:
Lu)=0, em Q, (2.56)

e serd denominada EDP linear homogénea associada a EDP (EZ=3).

4. Notemos que, devido a linearidade e a homogeneidade, uma combinagdo linear de

z

solugées da EDP (EE8), também serd solu¢do da EDP (EX=8), isto é, se as fungdes
Up, U, U € CYQ; R)
satisfazem o EDP (EE8) e
X, 0,y ER - (ou C),

entdo a fungao
m
u= E o,
=1

que pertence a C*(Q; R) (ou C), também serd solu¢do da EDP (ZZH), ou seja, o
conjunto
W= {ueCYQ;R)(ouC); L(u) =0} (2.57)

€ um subsepaco vetorial do espago vetorial (C¥(Q; R),+,-) (onde + e - denotam as
operagdes usuais de adigdo de fungdes e de mulitiplicagcdo de fungdes por numeros
reais (ou complezos)).

Um modo simples de mostrarmos a afirmacao acima € verificar que
W = Ker(L),

onde Ker(L), denota o nicleo da transformacgdo linear L.

5. Este resultado é conhecido como principio da superposicao (finita) de solugoes
associada ¢ EDP (Z&8).

6. Lembremos que mo caso de uma EDO linear, homogénea, de ordem k € N, o
subespacgo formado pos todas as solugdes da EDQO tem dimensdo k, em particular,
finita.

Como veremos mais adiante, para EDP’s lineares, homogéneas, i1sto poderd nao
ocorrer, ou seja, a dimensdo do subespago W de C*(Q; R), dado por (Z&1), pode
nao ser finita/




24 CAPITULO 2. DEFINICOES E PROPRIEDEDADES BASICAS

7. Ezxistem EDP’ lineares, de 1.a ordem, que nao tem solucao!/

Para lustrar, H. Lewy em 1954, mostrou que existe uma fungcdo f € C® (]R3; R)
tal que a EDP

a_u
ox

ou

ot (t,X,y) :f(t,X,y),

0
(t,x,y)+i£(t,x,y)—zux+im

para cada
(t,x,y) € R’

nao tem solugao em C'(R®; R) (ver [/ Teorema (1.47), pdgina 81).

Para ilustar a situagdo do item (B) da Observagdo (EZ53) acima, temos o

Exemplo 2.58 Encontrar o subespago vetorial W, do espago vetorial C* (R*; R), for-
mado por todas as solugdes cldssicas da EDP linear, homogénea de 2.a ordem:
o*u

0x dy

(x,y) =0, para (x,y) € Q=R>. (2.59)

Resolugao:
Notemos que neste caso o operador diferencial associado a EDP (E59) serd

L:C*(R*; R) = C(R*; R),

dado por

o%u
L(u) =
(u) %oy

Para encontrarmos o subespago vetorial W, notemos que EDP (E=3), pode ser colocada
na seguinte forma:

para cada u€ C*(R*;R) .

0 |ou
ox {E(MU)} =0, para (x,y)€R’.
Logo deveremos ter
ou )
@(Xﬂj) :f(y)) para (X)U) eER ) (2'60)

onde f € C'(R; R) é uma funcdo arbitréria.
Fixando-se a varidvel x € R? e integrando-se a EDP (ZZE0) acima, em relagdo & variavel
Yy, obteremos a seguinte solugéo da (Z&E0): EDP

u(x,y) =Fy)+ G(x), paracada (x,y)¢€ Rz,

onde G € C%(R; R) é arbitraria e a fungdo F : R — R é uma primitiva da fungéo f € C'(R; R).
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Conclusao: se a fungio u : R? — R for um solugéo clssica da EDP (ZZ=9), entfo ela
deverd ser dada por

u(x,y) =F(y) + G(x), paracada (x,y)e€R?, (2.61)

para alguma F,G € C*(R; R).

Reciprocamente, se F,G € C?(R; R) entdo, é facil ver que, a fungio u, dada por (ZED),
serd uma solugdo classica da EDP (Z=d), em R%.

Portanto o subsepago vetorial W, serd dado por:

W= {ueC*(R}R) ; ulx,y) =Fy)+G(x), (x,y) € R? onde F,G € C*(R; R)},

ou seja, serd o subespago vetorial formado por todas as solugdes da EDP (E29).

Observacgao 2.62
1. Notemos que a dimensao do subespaco vetorial W, obtido aicma, ndo € finita!

2. Como veremos ao longo destas notas, a no¢ao de solu¢cao de uma EDP pode variar,
dependendo do problema que estamos interessados em estudar.

A definigdo de solugdo introduzida na Definigio (EI2) € o que se demomina
solugao classica de uma EDP.

3. Como veremos mais adiante, podemos ter outras possibilidades para o conceito
de solugao de uma EDP que poderdo ser iteis, nao necessariamente sendo, o de
solugdo cldssica.

4. Outra questao importante, associada a EDP’s lineares, homogéneas, € que podere-
mos ter um principio de superposi¢cao “infinito” de solugbes da EDP dada, ou seja,
”"combinagdes lineares infinitas”, mais precisamente, séries de fungdes formada
por solugdes da EDP dada.

Isto € deizado mais explicito na:

Proposicao 2.63 (Principio da superposigao infinita) Seja L, um operador diferencial
de ordem k € N, cujos coeficientes sdo fungbes definidas em um subconjunto aberto
Q CR" e tomando valores em R (respectivamente, C).

Suponhamos que a sequéncia de fung¢des (U,)neny onde, para cada n € N, tenhamos
u, € C*(Q; R) (respectivamente, C) é uma solugdo cldssica da EDP linear, homogénea

Lu)=0, em Q. (2.64)
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z

Suponhamos que a sequéncia numérica real (respectivamente, compleza) (otn)nen €
tal que a série de fungdes
o0
U=) ol
n=I1

seja convergente e k-vezes continuamente parcialmente diferencidvel, termo a termo,
em Q.
Entao
Lu)=0, em Q,

ou seja, a func¢do u serd uma solucao cldssica da EDP linear homogénea dada.

Demonstracao:
Como a série de fungdes

u= Z XnUn, paracada x€Q (2.65)

n=1

é convergente e k-vezes continuamente diferencidvel, termo a termo, em Q, segue que u €
C*(Q) e, para cada j € {1,2,---,k}, teremos

a—u(x) = 2 [i Xn un] (x)

an an

para cada x € Q.

Mais geralmente, para cada i,i;,--- ,im €{1,2,---,k} com
U4+ <k e 1<j1,j2,yjm <N,
teremos:
o0
Qur+-+Him
paen
- —(x) = . - X
alell e axjmlm axhl] ... axjmlm ( )
oo ) )
hipétese out '+1mun
o Z %n Xl - - Ox, im (%), (2.66)

n=1

para cada x € Q.
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Logo, do fato que podemos derivar parcilamente a série de fungdes, termo a termo, em Q,
ou seja, de (EZBH), segue que

=0,

para cada x € ), completando a demonstracdo do resultado.

2.3 Condicoes de Contorno e Iniciais

Observacao 2.67

1. No estudo das EDO’s surgem problemas do seguinte tipo: dada uma funcgdo f :
aberto wntervalo

C RxR"™—= R, encontrar uma fungdgox:I C R — R", de modo que t, € I,
que seja solucdo do seguinte problema:

{x’(t)zf(t,x(t)), ,pore tE(to,t) (2.68)
X,

x(to) o (condigdo inicial)

onde (t,,%,) € Q € fizado.

Tal problema é denominado problema de valor inicial (PVI) associado a EDO em
questdo (veja a figura abaizo).

Xo

to t tg t

2. Se a funcdo f acitma é uma fungdo bem comportada (por exemplo, pertencente a
C'(Q; R)) entdo o PVI acima terd solugdo (cldssica) definida em algum intervalo
I, que contém t,, além, disso esta solugdo serd unica na classe C'(I; R™).
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3. Podemos também considerar o problema de encontrar solugdo (cldssica) x = x(t)
que satisfaga

x'(t) = f(t, x(t))
x(to) = x

ara te(t,,t
D (oa 1) ) (2.69)

o € x(ti))=x1 (condi¢bes de contorno)

onde (t,,%o), (t1,Xx1) € Q estdo fizrados, que € denominado problema de valor de
contorno (PVC) associado a EDO em questdo.

4. Sob certas condigdes sobre a funcao f acima, o problema de wvalor de contorno
(EB9) poderd ter solugdo cldssica, e esta poderd ser unica, definida em algum
intervalo I, que contém t,.

5. No caso de EDP’s a situacdao pode ser, como veremos, um pouco mais delicada.

Vejamos que, por exemplo, no caso EDP lineares homogéneas, o subespaco vetorial
formado pelas solugées pode ter dimensdo infinita (veja Exemplo (EB3)).

Mesmo assim podemos considerar os andlogos dos problemas associados a EDQO’s,
para o caso de EDP’s.

A seguir trataremos desta questao.

Um destes problemas, é dado pela:

Definicao 2.70 O problema de encontrar solu¢do u = u(x) (cldssica ou ndo) para o

problema
ou ou oku o*u
Flx,ux),—(x),--y—X), -y =—=X), -y, =—(x) ] =0 para x € Q
(0000, o oo 20 o ) G061 ) =07
mais restrigcoes sobre a funcdo u e suas derivadas na dire¢cao (2.71)
normal exterior unitdria em cada ponto da fronteira de Q,
onde X = (X1,X2, "+ ,Xn) € Q, com Q um subconjunto aberto, com fronteira suave, de

R"™, F uma fung¢do, a valores reais, definida em algum subconjunto aberto de R™ dado,
serd denominado problema de valor de contorno associado a EDP em questdo.

Um exemplo de problema deste tipo é dado pelo:

Exemplo 2.72 Sejam «,3 € R fizados, QO um subconjunto aberto, com fronteira suave,
de R" e f: 00 — R uma fun¢do dada.
O problema de encontrar uma funcdo u: Q — R, que satisfaca:

Au(x) =0, para xe€Q
ou ; (2.73)
au(x)+p ﬁ(x) =f(x), para x€0Q



2.3. CONDICOES DE CONTORNO E INICIAIS 29

ou . o ~
€ um problema de valor de contorno, onde ﬁ(x) denota a derwada direcional da funcgdo

u, na dire¢do (unitdria) normal exterior, no ponto x pertencente d fronteira de Q (veja
a figura abaizo).

=11

Se
=0 e «a#0,

o problema acima é conhecido como problema de Dirichlet.
Neste caso, a condi¢cao

U = f

€ conhecida como condicao de Dirichlet.
Se

x=0 e p#0,

o problema acima serd denominado problema de Newman.

Neste caso, a condi¢ao
ou

on laa

€ conhecida como condigao de Newman.

=f

Observagao 2.74
1. No caso n =2, com varidveis t e x, onde
Q={(t,x) e R*; t e (—00,0)},

o problema (EZ73) acima pode, por exemplo, significar impor condig¢bes sobre o
valor da fung¢do a ser encontrada, isto é, w =u(t,x), de modo a satisfazer a EDP
em questdo (no caso, Laplaciano tgual a zero), conhecendo-se o valor da fun¢do u
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U'(t,x), ao longo do trago

e de sua deriwada normal (unitdria) exterior, ou seja, Pl
n

da curva
{(t,x) € R%; t:O} ,

1sto €, o eixo Ox.

Neste caso, para cada (t,x) € Ox, o vetor . = M(t,x), serd um vetor unitdrio
normal & curva (veja figura abaizo)

{(t,x) eR*; t=0} ={(0,x);x € R}, (2.75)

com o mesmo sentido do vetor €;, ou seja, serd o vetor €.

i = 7i(0,x)

Portanto, na situagcdo acima, em cada ponto da curva (E23), a derivada direcional

na dire¢do normal da fungdo u, ao longo da curva (EZZ3), serd a derivada parcial

ou
a(O,X).

. O caso andlogo do problema de valor inicial associado a uma EDO para uma EDP

€ um pouco mazs delicado.

Um exemplo deste, seria o problema de encontrar uma fung¢do, a valores reais,
u:u(x1 y X2yt >Xn)»

para os quais conhecemos o valor da fungdo u = u(x;,%2,---,Xn) € de algumas
de suas derivadas parciais, para uma das varidveis fizadas (para ilustrar, por
ezemplo, x; =0), como fung¢do das outras varidveis ndo fizadas, sGo conhecidos:

ou
u(()»XZ,"' »Xn) :fO(XZ)X3>"' )Xn) € a(oﬂczﬂg)'” )Xn) :fi(XZ,X3)"' )Xn)
i

para cada i €{2,3,---,n}.
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As restrigdoes acima serdo denominadas condigoes iniciais e resolver o problema
de valor inicial (PVI) ou problema de Cauchy associado a uma EDP € encontrar

uma solugdo (cldssica) da EDP que satisfaz as condi¢des inictats dadas.

3. Por ezemplo, o (PVI) associado a equagdo da onda unidimensional em R?, serd
do tipo
U (t,x) = 2 un(t,x), para (t,x) € R?
u(0,x) =f(x), para cada x€R,
u(0,x) =g(x), para cada xE€R,

onde f,g: R — R sdo fungdes "bem comportadas” dadas.

Mazis a frente veremos o que significard a expressao "bem comportadas” para este
caso.

Neste caso a curva wnicial serd o eizo Ox e conhecemos a fung¢do w, bem como
sua derwvada direcional na dire¢do do vetor unitdrio

eH] £(1>0)>

nos pontos do eizo Ox (isto é, a derivada parcial da fungdo u em relagdo a t nos
pontos (0,x)).

4. O (PVI) associado a equagdo do calor unidimensional em R?, serd do tipo:

wi(t,x) = & un(t,x), para (t,x) €R?,
u(0,x) =f(x), paracada xé€R,

onde f:R - R € uma funcao dada.

Como mo caso anterior, a curva inicial serd o eixo Ox.

5. Em geral, sob certas condigbes, o conceito de condigoes iniciais estd associado a
conhecer o valor da solugdo e de suas derivadas normais ao longo de uma curva

quando N = 2, ao longo de um superficie quando n = 3 e, mais geralmente, ao
longo de uma hiper-superficie quando n € N € qualquer (a grosso modo, uma
hiper-superficie em R™ é um ”objeto” de dimensdon—1 em R").

6. Podemos ter situagcdoes em que aparecem condi¢coes de contorno e condigdes inici-
a1s.

Tais problemas serao denominados problemas mistos assoctados a EDP em questao.

A seguir exibiremos mais alguns exemplos das situagdes introduzidas acima.
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Exemplo 2.76 O problema de encontrar uma funcdo u:R?* — R, de modo que

%(XJJ)ZO; bara (ny)Esz
u(x,p(x)) =f(x), para cada x € R,
onde f,p € C'(R; R) sdo dadas, é um problema de valor inicial ou problema de Cauchy.

A condigdo wnicial € dada sobre a curvay, cujo trago € a representagao geométrica
do grdfico da fungdo p:R — R (veja a figura abaizo).

Y - curva tnicial

Y ) /

ulx, plx)) = f(x)

Observacao 2.77 Veremos, no prorimo capitulo, que, na situa¢cdo acima, tal problema
de Cauchy admatird uma unica solugdo cldssica.

Temos também o:
Exemplo 2.78 O problema de encontrar uma funcdo u:R?* — R, de modo que
%(X)U):O; bara (X>y) ERZ) (2'79)
u(0,y) =9gly), para cada yeR, (2.80)

onde g € C'(R; R) € dada, é um problema de valor inicial ou problema de Cauchy.
Neste caso a condigdo inicial se dd sobre o eizo Oy (veja a figura abaizo).

Y A

«——— v - curva tnicial
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Observacao 2.81 Ao contrdrio do Ezemplo (EZ78), este problema de Cauchy nao tem
solugao se a fungdo g nao for constante!
De fato, como

=0
w0,y) = g(y), para cada yeR,

deriwvando esta equacdo, em relacdo ay, obteremos

9'(y) =uy(0,y), para yeR.
Como
uy(x,y) =) 0, para (x,y)cR?
segque que
g'(y)=0, para yeR,

ou seja, a funcdo g deverd ser a funcdo constante!

Por outro la,do,_se a fungao g for uma funcdo constante, o problema de Cauchy terd
infinitas solugdes (cldssicas), isto é, ndo teremos unicidade de solugées (cldssicas).

De fato, pois para cada f € C'(R; R) temos que

ulx,y) =f(x)+ gly) , para (x,y) eR?
=constante

serd solugdo do problema de Cauchy (EZ79), (E=20).
Dewzaremos a verificagcao deste fato como exercicio para o leitor.

Outro problema importante é dado pelo:

Exemplo 2.82 Seja Q, um subconjunto aberto de R".

O problema
we(t,x) = o? Au(t,x), para (t,x) e (0,00)xQ, (2.83)
u(t,x) =0, wpara cada (t,x) € [0,00)x0Q, (2.84)
u(0,x) =f(x), para cada x€Q, (2.85)

onde f: Q — R é uma funcdo dada, satisfazendo algumas condi¢bes apropriadas, é um
problema musto (veja a figura abaizo).

200

/

Q CR™
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z

A condigdo de contorno é dada por (EZ24), isto €,
u(t,x) =0, para cada (t,x)e€[0,00)x 0Q
e a condi¢do wnictal € dada por (EE3), ou seja,
u(0,x) =f(x), para cada x € Q.
Observacao 2.86

1. Dados um subconjunto Q C R" e uma funcdo f: Q — R ”bem comportados”,
gostariamos de encontrar uma solugao

ue C([0,00) x Q; R)NC*((0,00) x Q5 R) (2.87)
(D

que satisfaz a equagdo do calor (EZ23).
Notemos que a condigdo (I) em (Z87) implicard que f € C (Q; R).

Além disso,

(=) gm t=0 LL(O ,X)
= f(x), para cada x € 0Q), (2.88)

ou seja, para comegar a pensar em resolver o problema (Z23), (Z24) e (E=23),
precisamos que a funcdo f: Q — R satisfaca a sequinte condicdo:

f(x) =0, para cada x € 0Q).

Restri¢cbes deste tipo, sobre os dados 1niciais, sGo denominadas condigoes de compa-

tibilidade.

2. Fisicamente, o problema acima, descreve o comportamento da temperatura no
ponto x € Q e no instante t € [0, 00), que indicaremos por

u(t,x),

no solido Q, que é feito de um material homogéneo, cuja difusividade térmica é
dada por &, e é colocado em um reservatério, isolado térmicamente, e mantido
a temperatura 0° C na fronteira (descrito pela condigdo de contorno (E=24)), onde
a distribuicdo inicial de temperatura no sélido Q é dada pela funcdo f (descrito
pela condigdo inicial (Z23)).
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3. Em problemas maistos, a condi¢cdo de contorno e a condi¢cdo wnicial, em geral,
nao sao independentes (como no Ezemplo (EE2A) acima), ou seja, podemos ter
condi¢bes de compatibilidade para que possamos iniciar o estudo da ezisténcia de
solugdo para o problema.

4. O problema ezxibido no Exemplo (E22) acima ndo serd tratado neste curso, porém
trataremos em detalhes o problema andlogo unidimensional (m = 1, ou seja, da
distributgdo de temperatura em um fio de comprimento finito L), isto é, o sequinte
problema masto:

w(t,x) = o un(t,x), para (t,x) € (0,00) x (0,L), (2.89)
u(t,0) =u(t,L) =0, para cada te[0,00), (2.90)
u(0,x) =f(x), para cada x€[0,L], (2.91)

onde f: Q =1[0,L] - R é uma funcdo dada (veja a figura abaizo).

Nosso objetivo serd mostrar que se f € C([0,L]; R) satisfaz ”certas condigdes”
(veremos adiante quais), entdo o problema (EE3), (E90) e (EZ90) acima, admaitird
uma dnica solugdo (cldssica) na classe

C([0,00) x [0,L]; R)NC?((0,00) x (0,L);R) . (2.92)

5. Notemos que mo problema (E=3), (EU0) e (1) acima a fungdo f: [0,L] — R
deverd satisfazer as sequintes condigdoes de compatibilidade:

(=) com x=0

£(0) = 2™ (0, 0)

(=) com t=0

= 0,

&) com x=L

f) EP 2= 40,0
(e=m) com t=0 O,
ou seja,
f(0) =f(L) =0. (2.93)
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6. O problema misto (E89), (EZ90) e (ET) acima, pode ser colocado na forma de um
problema de contorno no conjunto

Q= (0,00) x (0,L),

como ustra a figura abaizo.

)
(t,L)
L
(0,%) o
/ w(t,0) = u(t,L) =0
0 >
u(0,x) = f(x) (t,0) t
Um outro problema importante é dado pelo:
Exemplo 2.94 Consideremos um aberto QO C R"™.
O problema
ue(t,x) =c*Au(t,x), para (t,x) e (0,00)xQ, (2.95)
u(t,x) =0, para cada (t,x) € [0,00)x 0Q), (2.96)
u(0,x) =f(x), para cada x€Q, (2.97)
u(0,x) =g(x), para cada x€Q, (2.98)

onde f,g: Q — R sdo fun¢des dadas, satisfazendo algumas condigées apropriadas, é
um problema misto (veja a figura abaizo).

200

/

QCR™
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A condigdo de contorno € dada por (EZ98), ou seja,
u(t,x) =0, para cada (t,x) € [0,00)x0Q
e as condigbes iniciais sGo dada por (E94) e (E9), ou seja,
u(0,x) =f(x) e w(0,x)=g(x), paracada x€ Q.
Observacao 2.99

1. Dados um subconjunto (3 C R" e fungoes f,g: QO — R "bem comportados”, gos-
tariamos de encontrar uma solu¢cdo na classe

C' ([0,00) x Q; R)NC*((0,00) x Q; R) (2.100)
M
que satisfaz o porblema (E93), (93), (1) e (E93).
Notemos que a condigdo (I) em (EI0), juntamente com (@), (E291) e (1),
com t =0, implicardo que f € C' (Q;R) e g € C(Q; R).

Além disso,

(=m) com t=0
= u

0 (0,x)

0 = ut(O,X)

= g(x), paracada x€0Q,

ou seja, para comegar a pensar em resolver o problema (EZ93), (E98), (EZ92), (T91),
precisamos que as fungées f € C' (Q; R) e g € C (Q; R), satisfagam as sequintes
condigbes:

f(x) =g(x) =0, para cada x€03Q,

que serdo as condi¢bes de compatibilidade associadas ao problema (EU3), (EZ9A),
(D) e (=B).

2. Fisicamente, o problema acima, descreve o deslocamento vertical, no ponto x € Q
e no instante t € [0,00), que indicaremos por

u(t,x),

de uma membrana Q, que é feita de um material homogéneo, onde c* estd rela-
ctonado com a elasticidade do objeto com que a membrana é feita, que estd com
a fronteira fiza (descrito pela condigdo de contorno (EH9H)), onde a fungdo f des-
creve o perfil inicial da membrana e a fungao g descreve a velocidade inicial com
que a membrana comega a vibrar (descrito pela condi¢ées iniciars (E2912) e (EZ9R),
respectivamente).
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3. O problema colocado no Ezemplo (=) acima também ndo serd tratado neste
curso, porém trataremos em detalhes o problema andlogo unidimensional (n =1,
ou seja, o deslocamento vertical de um fio de comprimento finito L), isto €, o
problema masto

W (t,x) = ? u(t,x), para (t,x) e (0,00) x (0,L), (2.101)
u(t,0) =u(t,L)=0, para cada te0,0), (2.102)
u(0,x) =f(x), para cada x€[0,L], (2.103)
w(0,x) =g(x), para cada x€[0,L], (2.104)

onde f,g:[0,L] = R sdo fungbes dadas.

Nosso objetivo, para este problema, serd mostrar que se f € C*([0,L];R), g €
C'([0,L]; R), satisfazendo ”alumas condi¢bes” (veja o item abaizo), entdo o pro-
blema (EC101), (EX2), (ETM3) e (E104) acima, admaitird uma unica solugdo (cldssica)
na classe

C'([0,00) x [0,L]; R) N C*((0,00) x (0,L); R). (2.105)

4. Notemos que no problema (EI01), (E102), (E103) e (ET04) acima, as fungdes
f ¢ C*([0,L];R), g € C'([0,L]; R), deverdo satisfazer as seguintes condicbes de

compatibilidade:
1) com x=0
f(0) == (0,0)
(ETma) com t=0 O,
113) com x=L
f(L) = (0,L1)
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Ima) com x=0
= w

g(0) |

0,0)
0t (IZIIL'J):com t=0 0 )

(ETm@) com x=L

g(L) = u(0,L)

0¢ (ET@A) com t=0

) 0,

ou seja,
f(0)=0=f(L) e g(0)=0=g(l), (2.106)

Além disso, para obtermos solugdo (cldssica) do problema (ETOI), (E103), (ET113)
e (I04) na classe (EC10H), a fungdo f também deverd satisfazer a condigdo

£7(0) =0 =f"(L). (2.107)

Temos também o:

Exemplo 2.108 Consideremos um aberto O C R™.
O problema

Au(x) =0, para x€Q, (2.109)
u,, =1, (2.110)

onde f: 00 — R é uma fun¢do dada, satisfazendo alguma condi¢cdo apropriada, € um
problema contorno, conhecido como Problema de Dirichlet (veja a figura abaizo).

00

/

Observacgao 2.111

1. Sob certas condigbes sobre o conjunto Q C R™ e a fungao f: Q — R, o problema
acima terd solugdo (cldssica) unica na classe

C(Q; R) N C*Q;R).
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2. Trataremos do problema (EI0d) e (EII0) acima, para o caso quen = 2, onde
conjunto Q serd a regido interior de um retangulo ou a regido interior de uma
circunferéncia centrada na origem e raio unitdrio, em RZ.

Para finalizar temos também o:

Exemplo 2.112 Consideremos QO um subconjunto aberto limitado de R™ cuja fronteira
€ suave.

O problema
Au(x) =0, para x€Q, (2.113)
0
a—;(x) =f(x), para cada x € 0Q, (2.114)

onde N = n(x) € um vetor normal unitdrio, no ponto x € 0Q), apontando na diregcdo
exterior da regiao limitada Q e f: 0QQ — R € uma funcao dada satisfazendo alguma
condi¢do apropriada, € um problema contorno, conhecido como Problema de Newman
(veja a figura abaizo).

Observacgao 2.115

1. Sob certas condigbes sobre o conjunto QO C R™ e a funcao f: Q — R, o problema
acima terd solugdo na classe

C(Q;R)NC*(Q;R) .
2. O problema de Newman nao tem unicidade de solugdo pois se a funcdou: Q — R
é solugcdo do problema de Newman, entdo a funcdo v:Q — R, dada por:
v(x) =u(x)+C, paracada x€Q,

também serd solugdo do problema de Newman, para qualquer cosntante C € R
fizada.

3. Trataremos do problema (ET13) e (E114) actma quando n = 2, onde conjuntoQ,
serd a regiao wnterior de um retangulo ou a regido interior de uma circunferéncia
centrada na origem e raio unitdrio, em R?.
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2.4 Questoes relevantes

Dado um problema envolvendo uma EDP e condicdes de contorno e/ou condigdes iniciais,
trés questdes serdo importantes, a saber:

1. existéncia de solugdes, na classe escolhida;
2. unicidade de solugdes, na classe escolhida;

3. dependéncia continua da solugdo em relagdo aos dados iniciais e/ou dados de contorno,
na classe escolhida.

Observacao 2.116

1. Para discutir a existéncia € preciso especificar a classe onde estaremos procu-
rando tais solugées e em que sentido as codigbes iniciais e/ou contorno devem
ser satisfeitas.

Para ilustrar, consideremos o problema masto associado a EDP do calor,

w(t,x) = a?Au(t,x), para (t,x) e (0,00)%xQ, (2.117)
u(t,x) =0, para cada (t,x) € [0,00) x0Q), (2.118)
u(0,x) = f(x), para cada x€Q, (2.119)

onde o conjunto Q € a regido interior do circulo unitdrio centrado na origem, 1sto

z

=
Q=B(0;1)CR?

(veja a figura abaizo) e f € C (Q; R) satisfazendo a condigdo de compatibilidade

f=0 em 0Q.

00
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Se procurarmos solugdo na classe C*((0,00) x Q; R) mas ndo, necessariamente,

em C([0,00) x Q; R), como iremos interpretar a condi¢do de contorno (ZII3) ?

Um modo de resolver essa questdao seria encontrar
ue C*(0,00) x Q: R),

satisfazendo a EDP (EIT4) em Q, de modo que, para verificar (EI1I3) faremos o
sequinte:

(a) para o caso de t, € (0,00) e x, € 0Q) tenhamos (veja figura abaizo)

lim u(t,,px,) =0;
p—1—

0<p<1

(b) para o caso de t =0 e x, € 0Q), tenhamos

lim u(t,px,) =0.
(t,0)—(0F ,17) (t, P %)

De modo semelhante, como interpretar a condigdo inictal (1) estar satisfeita?

Um modo de verificar (1) poderia ser a sequinte:

(a) para cada x, € Q, deveremos ter

lm u(t,x,) = f(xo);
t—0+

(b) para cada x, € 0Q), deveremos ter (veja a figura acima)

lim u(t,pxe) = flx,).
i (t,pxo) = f(xo)

Uma vez mostrado que a solucdo existe em alguma classe escolhida, a questdo
sequinte seria verificar se esta solugcao € unica na classe escolhida.
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3.

Finalmente, tendo mostrado a existéncia e a unicidade da solucdo na classe esco-
lhida, a dlttma questao bdsica seria verificar se a solu¢cao depende continuamente
dos dados inciais e/ou contorno dentro de alguma classe onde estes possam variar.

. Um problema do tipo acima em que a solugdo existe, € Unica e depende conti-

nuamente dos dados inictais e/ou contorno serd dito problema bem posto (no
sentido de Hadamard).

Caso contrdrio o problema serd dito problema mal posto.

Neste curso trataremos, essencialmente, do problema da existéncia e unicidade
solugdes relactonados com a equagdo do calor, a equacdo onda unidimensionais e
a equagdo de Laplace bidimensional.

A questdo da dependéncia continua em relagdo aos dados iniciais e/ou contorno
sdo mazts delicadas e s6 aparecerd em alguns exemplos especificos.

2.5 Exercicios
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Capitulo 3

Equacoes Lineares de 1.a Ordem

Neste capitulo abordaremos alguns problemas de Cauchy interessantes relacionados com EDP
s lineares de 1.a ordem em R? (isto é, em duas varidveis reais), isto é, questdes relacionadas
como o seguinte problema de Cauchy:

alx,y) u(x,y) + b(x,y) uy(x,y) + c(x,y)ulx,y) = d(x,y) para (x,y) € Q CR?
u(o(t),p(t)) =f(t), paracada tel, (3.1)

onde I é um intervalo de R, de modo que a
tel— (ot),p(t) € Q

seja uma curva parametrizada, cujo trago estd contidoem Q e a,b,c,d: QO — R sdo fungdes
dadas, satisfazendo condigles apropriadas, a serem especificadas a seguir.

Também trataremos do problema de encontrar uma solugao geral de uma EDP linear de
1.a ordem em um subconjunto aberto Q de R?, isto é, para a EDP:

a(x,y)ux(x,y) +blx,y)uy(x,y) +clx,y)ulx,y) = d(x,y), (3.2)

para cada (x,y) € Q C R? onde a,b,c,d: Q — R sdo fungdes dadas, satisfazendo condigdes
apropriadas, a serem especificadas.

3.1 Alguns exemplos interessantes

Comegaremos com O:

Exemplo 3.3 Consideremos o problema de Cauchy

para  (x,y) € R?, (3.4)

uy(x,y) =0,
=f(x), para cada x€R, (3.5)

u(x,p(x])

45
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onde p,f € C'(R; R) sdo funcées dadas.
Encontrar, se existir, uma solugao cldssica, 1sto €, na classe

C' (R*; R), (3.6)
para o problema acima.

Resolugao:
Como estamos procurando solugdes cladssicas do problema de Cauchy (BE32) e (E3), deve-
remos ter
ue C' (R, R) .
Notemos que o trago da curva inicial é a representagdo geométrica do grafico da fungao
p:R — R (veja a figura abaixo).

y A

Curva inicial y =p(x)

A EDP (E3) ¢ simples de resolver e notemos que, integrando a EDP em relagdo a y,
obteremos:

u,y(x,y):(), para (va)Esz
que implicard em u é constante em relagdo a varidvel y,

ou seja, u(x,y)=g(x), paracada x€R, (3.7)

onde g € C'(R; R), ou seja, a solugao geral da EDP (EQ) serd dada por:

u(x,y) = g(x), paracada (x,y)€R?, (3.8)

onde g € C'(R; R), ou seja, qualquer solugio da EDP (E2) deverd ser da forma (EX), para
alguma fungdo g € C'(R; R).
Observemos que, para que (BH) ocorra, deveremos ter:

u(x,p(x)) =) f(x), paracada xe€R,
—
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ou seja,

g(x) =f(x), paracada x€R,

logo
u(x,y) = f(x), paracada (x,y)e R?, (3.9)

serd uma solugdo do problema de Cauchy (EZ) e (EF) acima na classe C'(R?; R).
Notemos que se a fungao

u=u(x,y)

é solucdo cldssica do problema de Cauchy (E3), (BH), entdo a fungdo u = u(x,y) deverd ser
dada por (B™) e, reciprocamente, se a funcdo u = u(x,y) for dada por (EX), entdo ela serd
solugdo cldssica do problema de Cauchy (B4),(EXF).
Conclusao: o problema de Cauchy (B3),(BH) admite uma tnica solugdo classica, isto é,
na classe C'(R?; R), dada pela expressio (E3).
[l

Observacgao 3.10

1. No Ezemplo (B3) actma estamos procurando solugbes cldssicas, isto €, pertencen-
tes a classe C' (R*; R), para isto precisamos que T € C'(R; R).

2. Poderiamos considerar o mesmo problema de Cauchy (B3),(BE3), com a fungdo f
em classe mais gerais do que C'(R; R).

Por ezemplo, se procuramos solugdes uw = u(x,y) do problema de Cauchy (B4),
(BH), de modo que

u e C (R* R)

e exista

ou
@(x,y), para cada (x,y) € R?,

entdo bastaria que f € C(R; R).
Notemos que a solugdo deste novo problema também seria dada pela expressdo

(E3).

3. Observemos também que a curva inicial (que é a representagdo geométrica do
grdfico da fung¢do y = p(x), para x € R) nao precisaria ser, necessariamente, uma
curva continua em R* (veja a figura abaizo).
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y

Curva inicial Y

4. Mesmo com as simplificacdos acima, o problema de Cauchy (B4),(B3) ainda terd

ou

uma unica solugdo na classe C (RZ; R), de modo que exista —(x,

dy
(x,y) € R%

y), para cada

5. Notemos também que, no problema de Cauchy (BE4)-(BEX), a dependéncia continua
em relacdo aos dados 1niciais € quase que tmediata, 7d que a solugdo cldssica € da

forma (B3).

Deste modo o problema de Cauchy (B4)-(BH) é bem posto em C' (R*; R) (ou em

0
C (R*; R), de modo que ezista %(x,y), para cada (x,y) € R?).

Mudaremos, ligeiramente, o problema acima para o seguinte problema:

Exemplo 3.11 Consideremos o problema de Cauchy

u’y(X)U)ZO; bara (X>U)€Rza
u(0,y) ="~f(y), paracada yeR,

onde f € C'(R; R) é uma funcdo dada.

Encontrar, se existir, uma solucdo cldssica para o problema acima.

Resolugao:

(3.12)
(3.13)

Na figura abaixo temos a representagdo geométrica do trago da curva inicial em (ET3):
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Curva inicial ———

Notemos que a diferenca entre os problemas de Cauchy (B4)-(B3) e (E12)-(BE13) é a curva
inicial.

No problema de Cauchy (B4)-(BH) o trago da curva inicial é a representagdo geométrica
do grafico da fungdo p : R — R e no problema de Cauchy (BT2)-(BT3) o trago da curva inicial
é o eixo Oy, que ndo € a representagdo geométrica do grafico de uma fungdo da varidvel x.

Tentemos resolver o problema de Cauchy (BT2)-(B13).

Notemos que derivando a identidade (ET3) em relagéo a y, fazendo x = 0 e utilizando-se
(B13), obteremos:

=y f'ly), para yeR,

ou seja,
f'ly) =0, para yeR,

assim a fungdo f deverd ser constante, ou seja, temos uma restrigdo sobre o dado inicial, a
saber, a fungdo f deverd ser uma fungdo constante!
Conclusao: o problema de Cauchy (BE12)-(B13) somente terd solugido se

f(y) =C, paracada ye€R,

para C € R fixada.
Como vimos no Exemplo (BE3), a solugdo geral da EDP (BE132), deverd ser da forma

u(x,y) =g9g(x), paracada (x,y)¢€ RZ, (3.14)
donde segue que:
(@)
u(0,y) = fly)=C,
——



50 CAPITULO 3. EQUACOES LINEARES DE 1.A ORDEM

ou seja, a solugdo do problema de Cauchy (BT2)-(B13) serd
u(x,y) =g(x), paracada (x,y)cR?,
onde g € C'(R; R) é qualquer fungio que satisfaga a condigio
g(0)=_C.
Conclusoes:

1. o problema de Cauchy (BET2)-(BE13) sé admite solugdo se a fungdo f for uma fungéo
constante, isto é, se a funcdo f nao for constante o problema de Cauchy (BET2)-(E13)
nao terd solugao;

2. se a funcgdo f for uma funcdo constante, o problema de Cauchy (B7I2)-(BE13) terd infinitas
solugdes, isto é, nao terd unicidade de solugdes.

Assim o problema de Cauchy (BT2)-(B3) é mal posto.

Observacao 3.15 A situacdo € andloga se considerarmos o sequinte problema de Cau-
chy:

‘LLU(X,y) = O: bara (X>y) € Rz) (3'16)
u(xo,y) ="f(y), paracada yeR, (3.17)

onde x, € R e f € C'(R; R) sdo dados.
Notemos que neste caso o trago da curva inictal serd uma reta vertical (veja a figura
abaizo).

Curva inicial ————

(xo0,Y)

Pergunta-se:
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e Que restrigées a funcgdo f deverd satisfazer para que o problema de Cauchy (BE13)-
(BTA) tenha solugdo cldssica?

e Sob essas condigbes sobre o dado wnicial f a solucao cldssica serd unica?

Deizaremos as respostas as estas questoes como exercicio para o leitor.

Outro exemplo interessante é o:

Exemplo 3.18 Consideremos o problema de Cauchy

wy(x,y) =0, para (x,y) €R?, (3.19)
u(1—y%,y) =f(y), para cada yER, (3.20)

onde f € C'(R; R) é uma funcdo dada.
Encontrar, se existir, solucao cldssica para o problema de Cauchy acima.

Resolugao:
Neste caso a curva inicial é o traco da parabola

x=1—1y?, paracada yeR,

cuja representacdo geométrica é dada pela figura abaixo.

Yy A

2 P
x=1—-y Curva inicial

e

®

Do Exemplo (B3) (veja (BX)) sabemos que a solugdo geral da EDP (BETH) serd dada por:
LL(X,IJ) :g(X), para cada (X»y) €R2>

onde g € C'(R; R).
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Notemos que, para cada x, € R, deveremos ter
u(xo,y) =9g(x,), paracada yeR, (3.21)

ou seja, a fungdo u = u(x,y) deverd ser constante ao longo de cada reta vertical x = x,.
Notemos que se x, € (—oo0, 1), a reta vertical

X = Xo,
interceptara a curva inicial em dois pontos distintos, a saber,
(Xoayo) € (X0>_yo)»

onde (veja a figura abaixo)
Xo = 1— yoz.

Xx=xo Y 4

2 P
x=1—-y Curva inicial

v
(X0, Vo) J‘/

Xo

®

—Yo

Logo, se x, € (—o0, 1), deveremos ter:

(EZO) e E:lfyoz

(yo) = w(Xo,Yo)
= glx)
= ulxe, o)
(EZ0) & xo=1~(~yo)? f(—yo) |

ou seja, a fungdo f deverd ser uma fungdo par.
Conclusao: se a fungdo f nao for uma fungdo par, o problema de Cauchy (BET3)-(E=D)
ndo terd solugdo.
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Notemos que, para x, € (1,00), a curva inicial ndo interceptard as retas verticais x = x,
(ao longo das quais a solugdo u deverd ser constante), ou seja, mesmo a fungdo f sendo uma
funcdo par, o problema de Cauchy (BT9)-(B=20) terd infinitas solugdes, isto é, ndo teremos
unicidade de solugbes do problema de Cauchy (BET9)-(E=D).

Logo o problema de Cauchy (BET3)-(E=0) é mal posto.

Notemos também que se f € C'(R;R) é uma fungio par, como queremos encontrar
solugdes cléssicas do problema de Cauchy (BTTJ)-(B=Z0), precisaremos impor mais uma condigdo.

Para ver isto observemos que, em principio, o valor da solugdo u, no ponto

(X)U) € (_OO)” X (O)OO)>

deverd ser da forma:
por (EXZ), n&o depende de y (veja a figura abaixo)

u(x,y)

EZ20
(=) f(ys)

x:l;yoz f (im> .

Yy A

x=1—-1yYo Curva inicial

X Yo) Uo/

(x,y)

Notemos que como a fungdo f é uma fungdo par, devido a expressado acima da funcgdo u,
deveremos ter

f(ﬂ) :f<—m>, para cada x € (—oo,1).

Como queremos que u € C' (Rz; R), serd preciso garantir que exista a derivada parcial

ou
a(x,y), para cada (x,y) € R?, em particular, para cada x € (—oo, 1), dever4 existir

d [f<m)} Regra da Cadeia {f/<m>

= (3.22)

—1
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que é uma expresssdo problematica se x = 1, pois
1—x=0, quando x=1.

Supondo que tudo esteja de acordo, isto ¢, f € C'(R; R) é uma fungAo par e tal que (E222)
exista para x = 1, entdo a fungdo u: R> — R, dada por

. | f(VT—=x), paracada xé€ (—o0,1]
u(x,y) =

g(x), paracada xé€ (1,00)

onde g € C'(R; R) é uma fungio qualquer satisfazendo (para que a fungdo u, dada pela
expressdo acima, seja solugdo cléssica do problema (ETU) e (EZ20)) e :

S
o) T2 R0
= &)

serd solugdo cldssica do problema de Cauchy (BTT9)-(B=20), ou seja, o problema de Cauchy
dado terd uma infinidade de solugdes, isto é, ndo terd unicidade de solugdes classicas, ou seja,
é um problema mal posto.

O

Observacao 3.23

1. Dos Ezemplos (B3), (BEX11) e (EIR), podemos concluir que a EDP
uy(x,y) =0, para (x,y) € R? (3.24)

terd wma tnica solugdo cldssica para qualquer f € C'(R; R), se a curva inicial
€ de tal forma que a reta vertical x = X, intercepta a representacdo geométrica
do grdfico da mesma em, exatamente, um ponto, ou seja, a curva inicial € a
representacdo geométrica do grdfico de uma funcdo p: R — R.

2. O ponto cructal € que todas as solugées da EDP (BZ) sdo constantes ao longo de
retas verticais e as curvas iniciais “boas”, sao aquelas que nao tém retas tangentes
verticais.

3. Nos Exemplos acima, as tais retas verticais serao denominadas curvas caracteristi-
cas planas associadas ¢ EDP (BZZ3).

De modo mazs preciso temos a:
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Definigao 3.25 Dada uma EDP linear de 1.a ordem em R? (isto é, (EX)), uma curva
plana serd denominada curva caracteristica plana associada ¢ EDP (B2), se a parte
da EDP que envolve as derivadas parciais (que sdo de 1.a ordem) da func¢do incdgnita
pode ser escrita, ao longo dessa curva, como uma derivada total, isto €, se

t— (x(t),y(t)), paracada telCR,

€ uma parametrizacao dessa tal curva, entdo a parte da EDP que envolve as derivadas
parciais (de 1.a ordem) da fung¢do incégnita, poderd se escrita como:

% [u(x(t),y(t))], para cada tel. (3.26)

Observagao 3.27

1. A grosso modo, na situag¢do da Defini¢do (BZ2H) acima, bastard integrar a EDP,
calculada ao longo de cada uma dessas curvas caracteriticas planas, para obter a
solugdo desejada.

2. Notemos que fot isso que fizemos para encontrar a solug¢do geral da EDP (B3A) no

z

Ezemplo (E3): integramos a EDP em relagdo a y, 1sto €, ao longo das retas

X =X,, para cada X, € R.

Notemos que ao longo da retas verticais x = X,, o lado esquerdo da EDP (BQ) pode
ser escrito como:

d
@[u(xmy)] ’ bara y € R)
j7d que, pela Regra da Cadeia para fungbes de vdrais varidveis, a valores reais,
temos que:
d regra da cadeia ou dXO ou dy
@[u(xo»y)] - Ox (XO)U) dy (y)+ay (X0>y) dy (U)
=0 =1
ou
= @(Xo )U) )

para Yy € R, para cada x, € R fizado.

Assim, para x, € R, as retas verticais
X = X,

ser@o as curvas caracteristicas planas associadas ¢ EDP (BEF).
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3. Observemos que neste caso temos "muitas” curvas caracteristicas planas, mais
precisamente, em cada ponto de (Xo,Y,) € R’ passa uma (Unica) curva carac-
teristica plana associada @ EDP (B4), a saber, a reta vertical (veja a figura abaizo)

X =X

I

(X0, o) Curva caracteristica plana associada ¢ EDP (E3)

e

"

X = Xo

4. A EDP (B@) pode ser ndo homogénea que trataremos de modo semelhante, como
mostra o exemplo a sequir.

Exemplo 3.28 Consideremos o problema de Cauchy associado ¢ EDP (linear de 1.a
ordem) ndo homogéna

LLH(X,U) :h(x>y); bara (X)y) eRz) (3'29)
u(x,p(x)) =f(x), para cada x€R, (3.30)

onde h € C (R*; R), p,f € C'(R; R) sdo fungdes dadas.
Encontrar, se existir, uma solugdo cldssica do problema de Cauchy (B=Z9)-(B=0)
acima.

Resolucao:
Notemos que as curvas caracteristicas planas associadas a EDP sdo, como vimos anterior-
mente, as retas verticais (veja o Exemplo (E3)).

X = X

Assim para cada x, € R fixado, uma parametrizagdo da curva caracteristica plana associ-
ada & EDP , que passa pelo ponto (x,,y,) € R?, serd dada por:

t— (xo,t), paracada teR.
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Logo, ao longo da curva caracteristicas plana associada a EDP, que passa pelo ponto
(%0,Yo) € R?, 0 lado esquerdo da EDP (B9) (a parte que envolve as derivadas parciais de
1.a ordem da EDP) pode ser escrito na forma
d
a[u(xo,t)] , paracada €R,
isto é, o lado esquerdo da EDP (B=M), pode ser escrito, ao longo da curva caracteristica plana
associada & mesma que passa pelo ponto (x,,Y,) € R?, como:

d
a[u(xo ,t)] =h(x,,t), paracada teR. (3.31)

Portanto, para encontrarmos o valor da solugdo w, no ponto (x,,Y,) € R?, basta integrar
a EDO (B=T) acima, em relagdo a varidvel t, de t = p(x,) (que corresponde ao ponto
(X0, P(x0))) até t =y, (que corresponde ao ponto (x,,Y,) - veja a figura abaixo).

_ y =p(x)
Curva caracteristica plana X =Xo

Curva inicial

\/—\”/ (X0, P(x0))
(xo0,1)

(x0,Yo)

Com isto, utilizando as idéias acima, obteremos, pelo Teorema Fundamental do Caélculo,
que

Teor. Fund. Célculo Jyo d

a[u(xo , )] dt

LL(XO )yo) - U(Xo )p(xo))
p(xo)

=) (Y°
[:)J h(xoyt)dt)
P(Xo]

ou seja,

= f(x,) +J h(x,,t)dt, paracada x,€R,
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ou ainda,
y

u(x,y) = f(x) +J h(x,t)dt, paracada (x,y)eR?. (3.32)
p(x)
Notemos que u € C' (R%R), pois f,p € C'(R;R) e h € C (R4 R).
Reciprocamente, se a fungo u: R> — R é dada por (E=2), entdo a fungio u seré solugio
do problema de Cauchy (E=9)-(B=0) pois:

wle,y) = 2 i+ [ nixoa]
oy p(x)
Y
:ai[f(X)]+ai|: h(x,t)dt]
Y Y Up
=0

Teor. Fund. Calculo

h(x,y), paracada (x,y)eR?;

ulx,px) = f(x) +J h(x,t) dt

mostrando que a fungdo u € C! (RZ; ]R), dada por (B=2), satisfaz o problema de Cauchy
(E=29)-(eam).
Conclusao: o problema de Cauchy (B29)-(B=20) admite uma unica solugdo na classe
C' (R?; R) (isto &, classica) dada por (B=3).
O

Observacao 3.33 Podemos pensar em estudar a dependéncia continua da solugdo do
problema de Cauchy (B29)-(BE30) em relagdo ao dado inicial (isto €, em relagdo a
fungdo f).

Podemos mostrar que a solugcao depende continuamente da funcao f, relativamente
a norma do supremo da func¢do e de sua derivada em C'(R; R), ou seja, o problema de
Cauchy (B29)-(B=0) é bem-posto em C' (R*; R).

Dewzaremos a verificacao deste fato como exercicio para o leitor.

3.2 O problema de Cauchy

Nesta secdo estudaremos varios problemas de Cauchy associados a EDP linear de 1.a ordem
em duas varidveis

a(x,y)ux(x,y)+b(x,y)uy(x,y):c(x,y), para (X»U)EQ» (3'34)
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onde o conjunto Q é um subconjunto aberto de R

Observacao 3.35

1. Observemos que, na EDP (BZ23), a fun¢do incdgnita u = u(x,y) aparece somente
na parte principal da EDP (BZ34).

2. EDP lineares de 1.a ordem, em duas varidveis, mais gerais, serao estudadas mazis
adiante.

3. Como vimos nos Exemplos da se¢do (BE) anterior, deve existir alguma relagdo
entre a curva tnicial, ao longo das quais conhecemos a solugdo u (isto é, o dado
wnictal), e a geometria das curvas caracteristicas planas contidas no subconjunto
aberto Q C R?, para que tenhamos existéncia e unicidade de solugcdo do problema
de Cauchy assoctado a EDP (BEZ3).

Mazs precisamente, o conjunto QQ deverd ser “coberto” por curvas caracteristicas
planas associadas a EDP, que interceptam a curva inicial em, exatamente, um
ponto.

4. Olharemos, a seguir, esta situagcdo de um ponto de vista mais preciso.

Sejam I C R um intervalo aberto e limitado de R (ou seja, um subconjunto conexo cujo
fecho é compacto de R), y : I — R? uma curva parametrizada em Q (isto é, o trago da curva
Y, estd contido em Q, ou ainda y(I) C Q) dada por

v(t) = (o(t),p(t)), paracada tel,

onde o,p : [ — R sdo fungdes que satisfazem algumas condigdes que serdo apresentadas mais
adiante.
Consideremos o problema de Cauchy

a(x,y) u(x,y) +blx,y)uy(x,y) =c(x,y), para (x,y) € QCR? (3.36)
u(o(t),p(t)) =f(t), paracada tel. (3.37)

Para iniciar colocaremos as seguintes condigdes:

(H1) acurva (parametrizada) inicial y é suave, ou seja, as fungdes o, p pertencem a C'(I; R)
e
/() +[p'(t))*#£0, para tel, (3.38)

isto é, o vetor y’(t) ndo é o vetor nulo, para cada t € I (ou ainda, o vetor tangente a
curva parametrizada ndo se anula em nenhum instante);

(H2) a fungio f pertence a C'(I; R);



60 CAPITULO 3. EQUACOES LINEARES DE 1.A ORDEM

(H3) as fungdes a,b,c pertencem a C(Q; R) e satisfazem
la(x,y))* + [b(x,y)]* #0, paracada (x,y) € Q, (3.39)

isto é, as fungdes a e b ndo se anulam, simultaneamente, em Q) (para garantir que a
EDP (B=H) seja de 1.a ordem em Q).

Para encontrar uma solugdo do problema de Cauchy (BZH)-(B3=7) agiremos como nos
Exemplos apresentados na se¢do (BZD) anterior, ou seja, procuraremos as curvas caracteristicas
planas associadas a EDP (B=H), ao longo das quais, o lado esquerdo da EDP (B=8) (isto &,
a parte da EDP que envolve as derivadas parciais de 1.a ordem) possa ser escrito como uma
derivada total.

Denotemos por C uma curva caracteristica plana, contida em Q, associada a EDP (B=1),
que vamos supor estar parametrizada por

s+— (x(s),p(s)), paracada se€], (3.40)
onde ] C R é um intervalo aberto e
[ (s))*+[B'(s))*#£0, para se]J, (3.41)

ou seja, o vetor tangente a curva caracteristica plana C, cujo trago estd contido em Q,
associada a EDP (B=2d), é um vetor ndo nulo, para cada s € J.

Logo, ao longo da caracteristica plana C, o lado esquerdo da EDP (B=38) pode ser escrito
como uma derivada total, ou seja:

d

35 wlals), B(s))] = afafs), B(s)) ux(ex(s), B(s))

+ ble(s), B(s))uy(x(s),B(s)), paracada se€]. (3.42)

Notemos que, da regra da cadeia para fungdes de varais varidveis, segue que:

d

Toulals), B(s)) egra de cadel® | (&(s), B(s)) o (s) + 1y (x(s) , B(s)) B '(s) (3.43)

para cada s € J.
Logo, para cada s € J, comparando (BZ32) e (BZ3), segue que, para encontrar as fungdes

x=u«(s) e P=p(s), paracada se],
é suficiente que exista uma fungdo A: | — R, com

A(s) #0, paracada se€],
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de modo que

(s)), (3.44)
(s)), para se€]. (3.45)

Notemos que
A(s)#0, paracada s€]

pois deveremos ter (BZ).
Neste caso a EDP (B28) tornar-se-&

%[u(oc(S) yB(s) =Als)e(als),B(s)), para se]. (3.46)
Observacao 3.47

1. Observemos que as condigbes (BZ4) e (BZH) significam, geometricamente, que,
para cada s € |, o vetor tangente a curva caracteristica plana C, no ponto («(s), 3(s))
(isto €, o vetor («'(s),'(s))) deve ser paralelo ao vetor (a(e(s),B(s)),b(x(s),B(s))).

2. Observemos também que a fungdo A = A(s), para s € |, pode ser tomada constante

e igual a 1.

Para vermos isto notemos, primeiramente, que a fungdo A: ] — R? é continua em
De fato, como a curva caracteristica plana C é suave (isto €, de classe C'(J; Q)) e
as fung¢bes a e b ndo se anulam, stmultaneamente em Q, temos as sequinte duas

possibilidades:

2.1 se

entdo, de (B39), deveremos ter
b(a(so), B(so)) # 0. (3.48)
Neste caso, como a funcgdo
T b(x(r), B(r))

é, em particular, uma fungdo continua em ] e temos (EZ3), seque que existe
wntervalo aberto Js C ], com s, € Js, de modo que

b(x(r),B(r)) #0, para cada 1€ ]J,.
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Logo, de (BEZ3), teremos:

__ B
bla(r), (1))’

mostrando que a fun¢do A é continua em s, € |, para cada s, € J.

A(r) = para TE J,,

2.2 por outro lado, se
b(«(s1),B(s1)) =0,
entdo, de (Z=2d), deveremos ter

ale(s1),B(s1)) #0. (3.49)
Neste caso, como a funcgdo
T alax(r), B(r))

é, em particular, uma fun¢do continua em | e vale (EZ), seque que existe
wntervalo aberto J; C ], com s € ], de modo que

ala(r),B(r)) #0, para cada TE€]J,.

Logo, de (BZA), teremos:
para TEJ,,

mostrando que a fung¢do A é continua em s; € |, para cada s; € ] .

Seja A : ] = R uma fungdo que é uma primitiva associada a funcdo A: ] = R, ou
seja, a fungao /A € diferencidvel em ] e, além disso,

A'(s)=A(s), paracada s€].

Como A € C(J; R) teremos
AeC(];R).

Notemos que

A'(s)=A(s) #0, para cada se€],
seque que, A'(s)>0 ou A'(s)<0, paratodo sec].

Portanto a fungdo N = A(s) é estritamente crescente em ], se A'(s) > 0 para
s € J, ou estritamente decrescente em ], se A'(s) <0 para s € ], ou seja, a fungdo
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A ] —= A(]) € byetora, em particular, uma fungcdo inversivel, ou seja, podemos
considerar a sequinte mudanga de varidveis

t=A(s), para sec] ou s=A"(t), para tcK=A(]), (3.50)

e com esta obter uma reparametrizag¢do da curva caracteristica C, que indicaremos

por
t— <6c(t) , B(t)) , para cada te€K,

1sto é:
&(t) = o (A1), (3.51)
B(t)=p(A'(t)), paracada teK. (3.52)

A figura abaizo ilustra a situagdo descrita acima.

y

(a(s0), Blso)) = (&(to), Blto))

S 4 Curva caracteristica plana
So

(s B)
J

C
s=A"T()
‘x
/\7]
(«.8)
to t

Assim, de (BZ3)-(EZ3) e (ELD)-(BEX2), para cada t € K, seque que

e d

6'(t) = —la(AT(t))]
dt N~——
Regra da cadeia ds
= —(t
x(s) S0
Teor. Der. Fungdo Inversa _ 1
. Ve
ds
=) ;o 1
= '(s) NG

'a (&(t) , B(t)) . (3.53)



64

CAPITULO 3. EQUACOES LINEARES DE 1.A ORDEM

De modo semelhante, para cada t € K, teremos

5y B d .
ORI )
Regmd:acadeia [3 /(S) %( )
Teor. Der. Fungdo Inversa ., 1
) Y
st
S p15) 507 = blads) Bs)
T (w (A1) L, B (AT(L))
o (a),B0) (3.54)

At)=1, para cada teK.

. Conclusao: as curvas caracteristicas planas associadas ¢ EDP (BZ3H) sdo curvas

suaves, cujos tragos estdo contidas em Q, que admitem parametrizacdes do tipo
s+— («(s),B(s)), para cada s€],
onde suas fungdes coordenadas devem satisfazer ao sequinte sistema de EDO’s:

«'(s) = al«(s),

(s)), (3.55)

p
B(s)), wpara se]. (3.56)

. O sistema de EDQO’s actma tem, em geral, uma infinidade de solugdes.

Para obtermos uma dnica solugdo do sistema de EDO’s (BE2H)-(BXH) acima, serd
preciso fizar as condigdes inicials, ou seja, fizar

(X(So) = Xo € B(So) = Yo,

para cada (Xo,Y,) € Q.

Mazis precisamente utilizaremos o sequinte resultado bdsico da teoria de Equagdes
Diferenciars Ordindrias:
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Teorema 3.57 Seja (X,,Yo) € Q, onde o conjunto Q é um subconjunto aberto de R* e
suponhamos que a,b € C'(Q; R).
Entdo existe um intervalo aberto | C R, de modo que s, € ], e uma Unica solugcdo

s (afs), B(s))
definida em ], pertencente a C' (J; R?), do sistema (BEH)-(BEH) satisfazendo:

x(So) = Xo, (3.58)
B(so) =Yo- (3.59)

Além disso a solugdo obtida acima, depende continuamente dos dados iniciais.

Observacao 3.60
1. A demonstragdo do resultado actma pode ser encontrada em [I1].

2. Utilizaremos o resultado acima para produzirmos muitas curvas caracteristicas
planas associtadas @ EDP (BZ23), contidas em Q, que interceptam o trago da curva
wnacial.

Mais precisamente, pelo Teorema (BXRD) acima, para cada ponto v (t,), que per-

tence a curva nicial v, existe uma (Unica) curva caracteristica plana associada a
EDP (B=38), que passa pelo ponto v(t,) (veja a figura abaizo).

Curva carateristica plana

3. Vimos, nos Ezemplos da se¢do (Bl) anterior, que a ezxisténcia e a unicidade de
solugdo do problema de Cauchy do tipo (BEZ8)-(B21), depende da ezxisténcia e de
como as curvas caracteristicas planas associadas ¢ EDP (B=28) wnterceptam o trago
da curva inicial y.

Isto ficard mazis claro mas prézimas segoes.
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3.2.1 Curva caracteristica plana que nao é tangente a curva inicial

Consideraremos primeiramente o caso em que o trago da curva inicial Y nunca é tangente as
curvas caracteristicas planas associadas a EDP (BE=H), obtidas pelo Teorema (B=1) (situagdo
andloga ao Exemplo (EZ3)).

Se tais curvas nédo sdo tangentes, nos respectivos pontos de intersecgdo segue, de (E53)
e (BE=3), que o vetor tangente a curva inicial, em um ponto da mesma, ou seja, o vetor
(o'(t),p’(t)), para algum t € I, ndo serd paralelo ao vetor (a(o(t),p(t)),b(o(t),p(t)))
(veja a figura abaixo), ou seja, os vetores

(c'(t),p'(t)) e (alot),p(t)),blo(t),p(t)))
sdo L.I. em R?, para cada t € I, ou ainda:

(H4) para cada t € I, deveremos ter:

Curva caracteristica plana pelo ponto (o(t), p(t))

~<— Curva inicial

Com isto, para cada t € I, existe uma tnica curva caracteristica plana associada a EDP
(E38), que indicaremos por C;, passando pelo ponto (o(t),p(t)) (ponto que pertencente ao
trago da curva inicial ), ou seja, uma tnica solugdo do sistema de EDQO’s (ELH)-(EZH),
satisfazendo (BEE3)-(EEY) (as condigdes iniciais), definida em uma vizinhanga de s, (repa-
rametrizando o trago da curva caracterisitica plana, se necessario, que podemos supor que
s, =0), com

Xo =0(t) e yo=p(t).

Observacao 3.61
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1. Observemos que, se duas curvas caracteristicas planas se interceptassem, elas
deverao cowncidir a partir do ponto da intersecgado.

De fato, 1sto dever ocorrer por causa da unicidade de solugdes dada pelo Teorema
(BER2) (veja a figura abaizo & esquerda).

2. Observemos que, na situag¢do acima, para cada t € 1 fizado, o ponto (o(t),p(t))
serd o unico ponto de interse¢do do trago da curva inicial Y com a curva ca-
racteristica associada a EDP (BEZB) (isto €, a curva C:), que passa pelo ponto
(o(t),p(t)). Daremos uma explicagdo, para a afirmac¢do acima, baseada em argu-
mentos geométricos.

Suponhamos que existissem dois instantes, que indicaremos por

to,t1 €1,
diferentes e consecutivos, onde a curvas caracteristica plana e a curva wnicial se
interceptam (veja a figura abaizo).

Escolhendo um outro instante

t e (to >t1)
e considerando a curva caracteristica plana assoctada & EDP (BZ2d), que passa
pelo ponto (o(ty),p(t2)), segue que sé poderemos ter duas possibilidades para esta
curva, a saber:

e ou, pelo item 1. acima, ela intercepta a curva caracteristica plana associ-
ada ¢ EDP (B=38), que passa pelo ponto (o(t,),p(ts)) (veja a figura abaizo a

esquerda);
e ou ela interceptard a curva inictal em um instante (veja a figura abaizo d
direita)
t3 € (t2, 1) .
Y(to

Curvas caracteristicas planas

Curvas caracteristicas planas

Curva nicial

Curva inicial

Notemos que em qualquer das situagdes acima existirao instantes

se] e tel(ts,t),
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de modo que os vetores tangentes a curva caracteristica plana associada ¢ EDP
(B21), no ponto («(3),R(3)) e curva inicial, no instante t, serdo paralelos (veja a
figura abaizo).

Curva inicial

Curva caracteristica plana

Independente de uma das duas situagbes acima que ocorrer, segue que quando fizermos o
ponto
t; = 4 y

o vetores tangentes obtidos no pardgrafo acima, tenderdo a ser um mesmo vetor, ou seja,
teremos uma curva caracteristica plana associada a EDP (B=28), que serd tangente a curva
inicial, em algum instante do intervalo (t,,t;), o que contraria nossa hipétese (H4) (a figura
abaixo ilustra a situagdo descrita acima).

Ponto de tapgéncia

Curva inicial

Com as observagdes acima, podemos obter uma vizinhanga do trago da curva inicial
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v, de modo que todo ponto dessa vizinhanga pertence a uma unica curva caracteristica
plana associada a EDP (BZH), que interceptard a curva inicial em um tnico ponto (ndo

paralalelamente - veja a figura abaixo).

Vizinhanga

Curva caracteristica plana

Curva inicial

Observemos que, para cada t, € [ fixado, denotando-se uma parametrizagdo da curva
caracteristica plana associada a EDP (B=3H), que passa pelo ponto (o(t,), p(t,)) (que pertence

a curva inicial) por
s (x(s,t),y(s,to)),

entdo, de (E50)-(BXH), deveremos ter

Xs(svto) = a(x(s,t )U(S»to))>
ys(5>to) = b(X(S,tO) ,y(s )to))>
X(O>to) = G(to) )

y(o»to) = p(to): para s € I,

Com isto obtemos uma aplicagdo

(s, t) = (x(s,1),y(s, ),

cuja imagem cobre numa vizinhanga do trago da curva inicial y.

(3.62
(3.63
(3.64
(3.65

~— N N

Observacao 3.66 Na verdade nao for bem isto que conseguimos mostrar. Por que?
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Notemos, para cada t € I fixado, de (H4), segue que os vetores

(¢'(t),p'(t) e (a(x(0,t),y(0,1)),b(x(0,t),y(0,t)) sdoLl emR*,  (3.67)

-
v '

ELED 6 ,00) TV o() (1)

assim deveremos ter

Xs(())t) Xt(())t)

(e=),e=) |a(x(0,1),y(0,t)) x(0,1)
y

Ys(0,t) y:(0,t) b(x(0,t),y(0,t)) y(0,t)
(E2), (£ a(o(t),pgt)) o'(t) (B:;)O,

para cada t € I.
Do Teorema (BEX11), as fungdes

x=x(s,t) e y=uyls,t)

dependem continuamente de s e t, assim, como a fungdo determinante é continua em R, segue
do Célculo I (do Teorema da conservagdo do sinal para limites) que, para cada t € I, existe
uma vizinhanga, que indicaremos por V, do segmento (0,t) € R?, para cada t € I (que é um
subconjunto cujo fecho é compacto de R), de modo que

x(s,t) xls,0) o
ys(s )t) yt(s »t)
para cada (s,t) € V.
Em particular, a transformacao
T: V. — Q

(s,t) — (x(s,t),y(s,t)), (3.68)

serd localmente injetora, o que nos permite (reduzindo a vizinhanga V, se necessario) consi-
derar a mesma sobre sua imagem (portanto serd bijetora), ou seja, a transformacgédo T serd
uma mudanca de variaveis de classe C'(V; T(V)) (a figura abaixo ilustra a situagio).
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(x,y) = (x(s,to),yls,to))

-—

to Curva inicial

-
Curva caracteristica plana por (o(to), p(to))

Por fim observemos que se a fungdo

u=u(x,y)

é solugdo do problema de Cauchy (BE=38)-(B=1) entédo, definindo-se a fungdo
v:V—o R,
por
v(s,t) =u(x(s,t),y(s,t)), paracada (s,t)eV, (3.69)

teremos que

Vs, t) = o ulx(s, 1), y(s, 1)

Rregra da cadeia

Ux(x(s,1),y(s, 1)) xs(s,t) + 1y (x(s, 1), y(s, t)) ys(s, t)

EELES (x5, 1), y(s, 1) alx(s, 1), y(s, 1) + 1y (x(s, 1), y(s, 1)) b(x(s, 1) ,y(s, 1))
()c(x(s,t),y(s,t)), para (s,t)e V. (3.70)

Portanto, definido-se a fungdo h: V — R por
h(s,t) =c(x(s,t),y(s,t)), paracada (s,t)eV, (3.71)
segue, de (B70), que a fungdo v = v(s,t) serd solugdo da seguinte EDP:
vs(s,t) =h(s,t), para (s,t)eV. (3.72)

Notemos também que, a condigdo inicial (B=21), nos fornecera:

(ezm)

v(0,t) "="u(x(0,1),y(0,1))

I o (t), (1)

= f(t), paracada tel. (3.73)
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Conclusao: de (BEEQ), (B72), (B3), segue que o problema de Cauchy (B=38)-(B317) é
equivalente ao seguinte problema de Cauchy:

vs(s,t) =h(s,t), para (s,t)eV, (3.74)
v(0,t) =f(t), paracada tel. (3.75)

Notemos que o problema de Cauchy acima é semelhante ao do Exemplo (B=Z3) e agiremos,
do mesmo modo que 14, para resolvé-lo.
Para cada t € [ fixado, integrando-se a EDP acima, em relagdo a s, de 0 a s, obteremos:

V(S)t) _V(())t)
~——

s
Teor. Fund. Caélculo
= J vs(r,t)dr

0

isto é,
S

v(s,t) = J c(x(r,t),y(r,t))dr+f(t), paracada (s,t) €V, (3.76)
0

serd a solugdo do problema de Cauchy (BE74)-(B73).

Para obtermos a solugdo do problema de Cauchy dado inicialmemnte (isto é, de (B=3H)-
(B332)), basta agirmos da seguinte forma:

Dado (x,y) € T(V) (a transformacdo T é dada em (BEH)), consideremos

(t,s) =T '(x,y),
ou seja, x=x(s,t) e y=y(s,t). (3.77)

De (EED) e (BA@), segue que

u(x,y) "= v(s, 1)

= ctxtry0,yir ) ar ), (3.78)
onde t e s podem ser obtidos como fungdes de x e y (como em (EZZ2)).

Portanto podemos concluir que se a fungdo u = u(x,y) é uma solugdo do problema de
Cauchy (B=30)-(E=32), entédo ela deverd ser a forma (EZ3).

Reciprocamente, se a fungdo u = u(x,y) é dada por (EZZ3), entdo ela serd solugdo do
problema de Cauchy (B=ZH)-(BE=2).

A figura abaixo ilustra como obter o valor da solugdo u, no ponto (x,y) € T(V).
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(x,y) = (x(s,1t),y(s, 1))

<————— Curva inicial

<——— Curva caracteristica plana pelo ponto (o(t), p(t)) = (x(0,t),y(0,1t))

Com isto acabamos de demonstrar o:

Teorema 3.79 Sejam Q C R? aberto, I C R um intervalo aberto, v:1 — Q wma curva
suave em (), parametrizada por

tel— (o(t),p(t)) € Q, paracada tel,

de modo que seu vetor tangente nunca se anula em I, f€ C'(I; R) e a,b,c € C'(Q; R)
satisfazendo

alo(t),p(t)) blo(t),p(t))
o’(t) p'(t)

para cada (x,y) € Q et €1, respectivamente (ou seja, valem (H1),(H2),(H3) e (H4)).
Entdo o problema de Cauchy (B28)-(BE31) terd uma unica solugdo que pertence a

C'(V; R), dada por (EZ3), onde V é um aberto, contido em Q, que contém o traco da
curva wnictal y.

a’(x,y) +b*(x,y) #0 e 70

Observacao 3.80

1. Como vimos nos cdlculos acima, o valor da solugdo u do problema de Cauchy
(B38)-(B=1), no ponto
(X,U) = (X(S)t) ,y(S,t)) )
é obtido integrando-se a EDP (BZH), ao longo da curva caracteristica plana asso-
ciada a EDP (BZH), que intercepta a curva inicial no ponto (x(0,t),y(0,t)), do
instante 0 até o instante s (veja a figura acima e formula (BEZZ3)).

2. A representagdo geométrica do grdfico da solugdo u do problema de Cauchy (BE230)-
(B32), serd uma superficie que € o grdfico da fun¢do u, ou seja, o conjunto:

{(x,y,ulx,y))5 (x,y) € TV},

em R que serd denominada superficie solugao do problema de Cauchy (BZH)-




74 CAPITULO 3. EQUACOES LINEARES DE 1.A ORDEM

3. Uma parametrizagdo para a superficie solugdo acima é dada por
(s,t) = (x(s,t),yls,t),v(s, 1)),

para (s,t) € V, onde a fungdo v € dada por (BEZZE) e as fungdes x ey sdo dadas
por (BE2)-(BEX3)-(B54)-(EE3).

4. Como veremos a sequir poderd, eventualmente, ser mais simples encontrar as
curvas caracteristicas planas associada ¢ EDP (BZ8) diretamente e integrar ao
longo dessas, do que utilizar a expressdo (BZ3).

Aplicaremos as técnicas desenvolvidas acima aos seguintes exemplos:

Exemplo 3.81 Encontrar, se exisitr, uma solugcdo cldssica para o problema de Cauchy

—yux,y) +xuy(x,y) =4xy, para (x,y) € Q=R*\{(0,0)}, (3.82)
u(t,0) =1f(t), para cada te (0,00), (3.83)

onde f € C'((0,00); R).

Resolucao:
Observemos que, neste caso, as fungdées a,b,c: Q - Re o,p: I =R — R, serdo dadas
por:

alx,y) = -y, (3.84)
b(x,y) =x, (3.85)
c(x,y) =4xy, paracada (x,y)€Q, (3.86)
(o(t),p(t)) =(t,0), paracada te (0,00). (3.87)

Logo a,b,c € C'(Q;R), o,p € C'((0,00); R),

a’(x,y) +b*(x,y) = (—y)* +x* #0, paracada (x,y) € Q=R*\{(0,0)}

€
a(o(t),p(t)) blo(t),p(t))| Em@,E=) |—p(t) oft)
o'(t) p'(t) o’(t) p’(t)
ez |—0 t
S J1 0

=—t#0, para te(0,00).



3.2. O PROBLEMA DE CAUCHY 75

Logo, do Teorema (B~79), segue que o problema de Cauchy (E=2)-(B=23) possui uma tnica
solugdo, definida em um subconjunto aberto de Q, que contém o trago da curva inicial, ou
seja, o conjunto

(0,00) x {0},

ou seja, o semi-eixo positivo de Ox, que é a curva inicial.

A seguir aplicaremos o procedimento obtido na demonstragdo do Teorema (BZZd) para
obter, explicitamente, a solugdo u = u(x,y).

Comecgaremos observando que se

s («(s), B(s))

é uma parametrizagdo de uma curva caracteristca plana associada a EDP (B=2), entdo deve-
remos ter (ver (BBd)-(BZXd)):

= _p(s), (3.88)
B'(s) =Dlals),B(s))
= x(s), para sel. (3.89)

Para cada s € I, multiplicando-se a EDO (B=R) por «(s), multiplicando-se a EDO (B=19)

por 3(s) e somando-se as EDQO’s obtidas, obteremos a seguinte EDO:

as)a’(s) + B(s)B'(s) =0,

) d
ou seja, — [o(s) + B*(s)] =0,
ds
regra d; cadeia2 OC(S) o /(S)-‘rz B(S) B /(S)
ou ainda, o?(s)+ B*(s) =constante, paracada sec]. (3.90)

Conclusao: as curvas caracteristicas planas associada a EDP (BE3), serdo circunferéncias,
centradas na origem (0,0) (veja a figura abaixo).
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Curva caracterisitca plana

Lembremos novamente que, de (BEX=1), a curva inicial é o semi-eixo positivo contido no
eixo Ox (veja a figura abaixo).

Curva inicial

-+
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Para cada P = (x,y) € Q = R?\ {(0,0)}, consideremos a curva caracteristica plana
associada a EDP (B=2), que passa pelo ponto P = (x,y), ou seja, uma circunferéncia de
centro na origem e que passa pelo ponto P = (x,y), isto é, seu raio serd igual a r = d(P, O)
(veja a figura abaixo).

Caracteristica plana pelo ponto (x,y)

Ponto de intersegfo da caracteristica plana com a curva inicial

Curva inicial

Notemos que a curva caracteristica plana pelo ponto P = (x,y), interceptard o trago da
curva inicial, ortogonalmente, em um tnico ponto, em Q.
Com isto podemos concluir que, dado um ponto de

P=(x,y) EQ:RZ\{(O»O)}v

este pertencerd a uma tnica curva caracteristica plana e esta interceptard o trago da curva
inicial transversalmente (isto é, ndo paralelamente) em um ponto (t,0), para algum t €
(0, 00).

Se indicarmos por s € R, o angulo que o segmento OP faz com o trago da curva inicial
(que é a semi-reta positiva do eixo Ox), temos que (veja a figura abaixo):

x =x(s,t) =t cos(s), (3.91)
y=y(s,t) =tsen(s), paracada (s,t)eR x (0,00). (3.92)
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Notemos que, para cada (s,t) € R x (0, c0), teremos

X+ y? (EE) cos(s)]* + [t sen(s)]*
= t* [cos’(s) + sen’(s)]
=t
mas t € (0,00), assim: t=1/x*+y°. (3.93)

Caracteristica plana por (x,y)

|

(x,y) = (t cos(s),t sen(s))

Curva inicial

Logo, ao longo da curva caracteristica plana da EDP (B=32) (que é um circunferéncia de
centro na origem e de raio igual a t > 0), a EDP (B=E2) podera ser escrita na seguinte forma
(o lado esquerdo da EDP serd uma derivada total):

1o uix(s,t),y(s, ) =4x(s,t)y(s,t), paracada (s,t) €Rx(0,00),

ou seja, de (BUI) e (BX2), segue que, para cada t € (0, 00) fixado, a EDO acima, tornar-se-a:

%[u(t cos(s),t sen(s))] (EE) 4 4 cos(s)t sen(s), para (s,t) € R x (0,00).

412 cos(s) sen(s)
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Logo, para cada t € (0, c0) fixado, integrando-se a EDP acima, em relagdo a varidvel s,
de 0 & s, obteremos (do Teorema Fundamental do Célculo):

u(x,y) =ulx(s,t),y(s,t))

(), () u(t cos(s),t, sen(s))

= r4t2 cos(r) sen(r) dr 4+ u(t,0)

0 W—/
=
$1
= f(t) + 4t J 7 sen(2r)dr
0

T=s

B 1, 1
=f(t)+4 3 t {—z cos(Zr)} .
(t) 4+ t*[—cos(2's) + cos(2 - 0)]
(t) +t* [1 —cos(2's)]

=2 sen?(s)
\t/_/ ) + 2[t sen(s)]?

= ey =),
=f (\/x2 +yz> +2y?, paracada (x,y)€Q,
ou seja, a solugdo do problema de Cauchy (B=22)-(E=3) serd dada por:

u(x,y) =f (\/szryz) +2y%, paracada (x,y)eR*\{(0,0)}.

Notemos que u € C'(R?\ {(0,0)}; R), ou seja, é uma solucio cldssica do do problema de
Cauchy (B=2)-(E=3).

f
f

f(

O
Observacao 3.94
Observemos que a func¢ao
(x,y) = /¥ + 1y’
nao ¢ diferencidvel em (0,0) (que é um ponto que nao pertence ao conjunto Q).
Além disso, a diferenciabilidade da fun¢do u = u(x,y) depende, também, da dife-
renciabilidade da funcao f.
Consideremos agora o:
Exemplo 3.95
2yux,y) +uylx,y) =— (2y* +x) sen(2xy), para (x,y) € Q=R?, (3.96)
u(x,e?) =cos’ (xe?*), para cada x€R. (3.97)
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Resolucgao:
Observemos que, neste caso, as fungdes a,b,c: Q3 - Reo,p: I =R — R, serdo dadas

por:

a(x,y) =2y, (3.98)
b(x,y) =1, (3.99)
c(x,y) =—(2y*+x) sen(2xy), paracada (x,y)€Q, (3.100)
(o(t),p(t)) = (t,e?"), paracada teR, (3.101)
f(t) = cos’ (te?'), paracada te€R. (3.102)

Com isto temos que a,b,c € C'(Q; R), f,o,p € C'(R;R) e

),(E=9)

ET3a
@2(x,y) + b2x,y) TET (2y)2 4 12
=4y* 4140, para (x,y)c€Q=R*

e
a(o(t),p(t)) blo(t),p(t))| Em,em 2p(t) 1
o'(t) p’(t) o'(t) p'(t)
Exm) (22t 1
N 1 —2e?%t
= 4e?t 1

=—(4e?'4+1)#0, paracada teR.

Logo, do Teorema (B~79), segue que o problema de Cauchy (BE™H)-(B™7) possui uma tnica
solucdo definida em um subconjunto aberto de Q, que contém o trago da curva inicial.

A seguir aplicaremos o procedimento obtido na demonstragdo do Teorema (BZd) para
obter, explicitamente, a solugdo u = u(x,y).

Comecgaremos observando que se

s — («(s), B(s))

é uma parametrizagdo de uma curva caracteristica plana associada a EDP (E™H), entdo de-
veremos ter (ver (BE2H)-(BXA)):

2B(s), (3.103)

1, para sel. (3.104)
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Logo, da EDO (BT104), teremos
B(s)=s+ C;, paracada se€R, (3.105)

onde C; € R € uma constante arbitréria.
Substituindo (BT0H) na EDO (BT03), teremos:

o’(s) (== =) )5 12 Cy,
ou seja, x(s) =s*+2Cis+C,
=(s4+C)*+C,—C?, para s€R, (3.106)
onde C;,C; € R sdo constantes arbitrérias.
Notemos que, como
|comuniz]
y=p(s) = s+Ci,

de (BE103), segue que: x=as)=y*+C,

onde C = C, — C?, ou seja, as curvas caracteristicas planas associadas a EDP (EUH), serdo
pardbolas no plano xQOy.
Conclusao: as curvas caracteristicas planas associada a EDP (B™H) serdo as pardbolas
(veja a figura abaixo)
x=y*+C. (3.107)

x:gz+C

-— Caracteristicas planas

Notemos que geometricamente, de (EZII), o trago da curva inicial é dada pela repre-
sentagdo geométrica do gréfico da fungdo (veja figura abaixo)

X = e 2,
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x
y=e y

Curva inicial

\/

Logo, para cada
P = (X)y) € Q)

consideremos a curva caracteristica plana associada a EDP (BTH), que passa pelo ponto
P = (x,y), ou seja, a pardbola que passa pelo ponto P = (x,y) (veja a figura abaixo).

y=e 2% y 4

/ Curva inicial

Curva caracteristica pelo ponto (x,y)

Notemos que o coeficiente angular da reta tangente a pardbola

x=y*+C
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1
é dado por E, enquanto o coeficiente angular da reta tangente ao gréfico da fungao

y=e 7,

serd dado por —2y, ou seja, sdo diferentes.

Com isto temos que a curva caracteristica plana, pelo ponto (x,y), interceptard a curva
inicial transversalmente (isto é, ndo paralelamente) em um tnico ponto, em Q.

Com isto podemos concluir que, dado um ponto de Q) = R?, este pertencerd a uma tnica
curva caracteristica plana associada a EDP (ETA) e interceptard a curva inicial transversal-
mente no ponto em questao.

Logo, dado

(%1 )U]) €cQ :Rz)

para encontrar o valor da solugdo u nesse ponto, podemos considerar a curva caracacteristica
plana associada a EDP (BTUH), que passa pelo ponto (x;,y;), que serd dada por

x=y>+ (x1 —yi?). (3.108)

Esta curva intercetard a curva inicial no ponto (x,,y,), onde (veja a figura abaixo), ou
seja:

Xo =Yo~ + (x1 —y1?) (pertence a curva caracteristica) , (3.109)
Yo = € 2. (pertence a curva inicial) (3.110)
y=—e 2% v
(x1591)

/ Curva inicial

(X0 ,Yo)

-— Curva caracteristica pelo ponto (x7,y7)

X:yz+(x1fy1z)
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Agiremos um pouco diferente do usual, para obtermos a solugdo do problema de Cauchy
em questdo, a saber, utilizaremos o fato que o lado direito da EDP (E™H) pode ser escrito ao,
logo das suas caracteristicas planas associadas a EDP (B8H), como uma derivada total.

Depois a integraremos, ao londo da mesma, do instante correspondente ao ponto inicial
(X0, Yo) (sobre a curva inicial) até o instante correspondente ao ponto final (x;,y;), para
obter o valor da solugdo no ponto (x7,y7).

Consideremos a seguinte parametrizagdo da curva caracteristica plana associada a EDP
(B9H) (que é uma parébola), que liga o ponto (x,,Y,), a0 ponto (x;,y;):

s (S8 + (xi—uyi?) ), (3.111)

para s € [Yo,Y1l, s Yo <Yy, 0u s € [y1,Yol, se Y1 < Yo.
Deste modo, o lado esquerdo da EDP (B™8), poderd ser escrito, ao longo da curva carac-
teristica plana dada por (ETT11), como uma derivada total, a saber:

d

&Y (x(s),B(s)) =c («x(s),B(s))

S — —_—
E=D(s24x1—y125) EE(s24x1—y12 )

=c(s’+x1 —yi%,s)
=4 (-] sen[2 (S -y 5], (3.112)

para s € [y,,yil, ou s € [y7,Y,l, respectivamente.

Integrando a EDQO acima, em relagdo a s, de s =y, a s = y; (que corresponde a integrara
EDP (B™8), ao longo da curva caracteristica, do ponto (x,,y,) até o ponto (x;,y;) - veja a
figura acima) obteremos:

=Xo

/_/%
u(912+X1 _y12>yl) —u [ yo* +x1 —yi*, Yo

-

v

=(x1,y1) N

~~

=(X0,Yo)

y
= J T 25"+ (s +x1—yi?)] sen[2 (s*+x1 —yi?)s] ds
yO
y
= —J | 3s*+x1—yi?) sen{2 [+ (i —yi?) s]} ds.  (3.113)
Na integral definida acima, fazendo-se a mudanca de varidveis

r =8’ 4 (x1—yi’)s, seguequer dr=3s’+x -y,
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e notando que, se:

$ =Yo, teremos: T =Y.’ + (x1 —y1%) Yo

2 2
= | Yo +Xl_yl Yo
—
(=)
= Xo

s =Y teremos: T =y’ + (x1 —yi’) ys

=X1Y1,

obteremos, do Teorema de mudanga de varidveis na integral definida (visto no Cdluclo 1),
segue que:

_Jy] (3 s? + x; —y12) sen {2 [83 + (Xl _912) S” ds

Yo

X1 Y1
= —J sen(2s)ds
Xo Yo
X1 Y1

= —J' 2 sen(s) cos(s) ds. (3.114)

Xo Yo

Notemos que

z=cos(s), teremos: dz=—sen(r)dr

—JZ sen(s) cos(s) ds = Jszz
=22 +C
z=cos(s)

=" cos’(s) + C. (3.115)

Logo, de (BE114) e (E113), segue que:

T=X1Y1

—Jy] (3s*+x1 —yi?) sen {[s’ + (x1 —yi?) s]} ds = [cos*(1)]

T=Xo0 Yo

= cos” (x1 Y1) — cos?(Xo Yo) -
Logo, substituindo esta em (BTI3), obteremos:

u(xy,yr) =ulx,, \y;,_/ )—l—cosz(x1y1)—cosz(x0,yo)

6T,

-2 xo)

= u (%o, e72*) —cos’(x1y1) — cos (X0 Yo)

=3
=Y c0s2 (xo yo)

=cos’(x1y1), paracada (x;,y;) € R?.
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Portanto a solugdo do problema de Cauchy (B17)-(E™R) serd dada por
u(x,y) =cos’(xy), paracada (x,y)ecR>. (3.116)
0
Observacao 3.117
1. Notemos que a solugdo acima pertence a C* (R*; R).

2. Poderiamos ter resolvido o problema wutilizando os argumentos da demonstragdo
do Teorema (BZM), ou seja, encontrando a mudanga de coordenadas

(s,t) = (x(s,t),y(s, 1)),
cuja tmagem cobre numa vizinhanga do trago da curva inicial y.

Para obter tal mudanca de coordenadas, observemos que as equagbes das curvas
caracteristicas planas (veja (BEZI0X)), serdo dadas por:

x=y*+C
2 2
=s*+2sC;+C C
ou ainda, e S e (3.118)
y=s+GC

para constantes C,K € R convenientes.

Utilizando-se a curva inicial, se

—2t
=e

s=0, teremos: {y . (3.119)
x=1t

Fazendo s =0 em (BIIR) e, comparando com (BZIIJ), obteremos:

C2+C=t e C,=e2t.

Com isto, das tgualdades actma e de (BII3), obteremos a seguinte mudancga de
coordenadas:

x(s,t) =s*+2se?t +t, (3.120)
y(s,t) =s+e?', para cada (s,t) € R%. (3.121)

Notemos que

2s42e %t —4se 2t 41
1 —2e%t

=—(4e " +1)#0, para (s,t)€R’. (3.122)

()
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Logo, definido-se,

v(s,t) =u(x(s,t),y(s,t)), para cada (s,t) € R?, (3.123)
ou ainda, u(x,y)=v(s(x,y)),t(x,y)), para cada (x,y) € R?, (3.124)

teremos que

s=0 em (EI23)

v(0,t)

=u(t,e ")

= cos? (te?'), wpara cada teR. (3.125)

Além disso, da regra da cadeia, seque que

w5, = fulx(s, 1), yls, )]

regra da cadeia
= ux.xs+uy.ys
= )ux- (2s+2e ") 4y - 1
~—

=),

=2yu, +uy
= (2y*+x) sen(2xy)
L= S [2 (s+e ) +s7+2se 2t + t]
e[z (6 25¢ ) (54 )
=—(3s’+6se " +2e " +1t) sen[2 (P +3s7e P +st+2sett+te )],

para cada (s,t) € R

Logo, para cada t € R, integrando a EDP acima, em relagdo a s, de 0 a s, obtere-

mos:.
s

v(s,t) —v(0,1) :_J _(3T2+6T€72t+2€74t+t)
0

-sen 2 (P +3r7e? Hrt+2ret +te )] dr.

Fazendo a mudang¢a de varidvets na integral definida acima (para cada t € R
fizado):
w=rP43rfe  frt4+2rett Hte

teremos: dw=31"+6re?t+t+2e"t.



88 CAPITULO 3. EQUACOES LINEARES DE 1.A ORDEM

Com 1sto,

se 1=0, seque que: w=te ",

se r=s, seque que: w=s>+3s’e?tfst+2settHte?t
e assim

S

J —(3r*+6ret +2e M +t)sen[2 (P +3r7 e Hrt+2re M Hte )] dr=

0
s3+3s2e 2tst42se Ht4te 2t

= —J 2sen(w) cos(w) dw
te*Zt
w=s34+3s2 e 2tstr2se e 2t
= [cos*(w)]
w=te 2t

=cos® (s* +3s’e?'st+2se " +te?) —cos’ (te?), para (s,t) €R’.

Portanto,

u(x,y) =v(s,t)

=cos’ |’ +3s’e *'st+2se*t+te?t | —cos® (te )+  v(0,t)
——
(=) (=) (

ET=3
Xy = ]cosz(te*Zt)

=cos’(xy), para cada (x,y) € R?,

como obtida anteriormente.

3.3 Solucao geral

Nesta secdo vamos tratar de problema de obter solugdo geral para uma EDP linear de 1.a
ordem em duas varidveis, ou seja, do tipo (B3).

Para isto consideremos QO um subconjunto aberto em R? e o ”operador” diferencial linear
de 1.a ordem 3

0
L=a—+b— 3.126
aax+ ay+c ( )

agindo em fungdes u € C'(Q; R), onde

Cl:a(XJJ)» bzb(X»U% C:C(X)y)> para cada (X>U)€Q

sao funcbes dadas, ou seja,

(Lu)(x,y) = afx, ) G, y) +blx,y) 0%, u) +el Yl ulx,y), para (x,y) € Q.
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Nosso objetivo encontrar (quando possivel), uma solugao geral, em C'(Q; R), da EDP

(Lu)(xay) :d(X,y), para (X)y) EQ) (3'127)

para d : O — R, uma fungdao bem comportada dada, ou seja, encontrar uma solugao de modo
que toda solugdo da EDP (BTZ7) possa ser obtida em termos da solugdo geral encontrada,
ou seja, da EDP

ou ou

a(x,y) 5= (x,y) +blx,y) ay(x,yHc(x,y)u(x,y)zd(x,y), para (x,y) € Q.

ox

Suponhamos que
a,b,c,d e C(Q; R). (3.128)

A idéia do método que iremos desenvolver a seguir é a seguinte:
Para encontrarmos a solugdo geral da EDP (BIZ7), procuraremos uma mudanga de
varidveis (se existir)

s =s(x,y), (3.129)
t =t(x,y), (3.130)

aberto

para (x,y) € Q' C Q, de modo que, em relagdo as novas varidveis (isto €, em relagdo as
varidveis (s,t)), a parte da EDP (B-I21) que envolve as derivadas parciais de 1.a ordem (ou
seja, a parte principal da EDP (BI27)), possa ser escrita como uma derivada total, de uma
fungdo que envolve a solugdo u procurada, calculada ao longo de uma curva parametrizada
diferencidvel (a saber, uma curva caracteristica plana).

Se isto for possivel, isto nos permitird obter a solugdo geral da EDO obtida (que dependera
de um pardmetro) e depois retornamos as varidveis originais (isto é, as varidveis (x,y))
utilizando as fungdes inversas relacionadas com a mudanga de varidveis (E129) e (BETZ0).

Antes de aplicarmos as idéias acima no caso geral, consideraremos alguns exemplos:

Exemplo 3.131 Encontrar (se possivel) a solugdo geral, em C'((0,00) x R; R), da EDP
linear de 1.a ordem:

xUy(x,y) +ulx,y) =x*, para (x,y) € (0,00) xR. (3.132)
Resolucgao:
Observemos que, neste caso, as fungdes a,b,c,d: Q — R, serdo dadas por:
Q=(0,00) xR, (3.133)
a(x,y) =x, (3.134)
b(x,y) =0, (3.135)
c(x,y) =1, (3.136)
d(x,y) =x*, paracada (x,y)€Q, (3.137)
(3.138)
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ou seja, a,b,c,d € C(Q;R) e

az(x,y)erz(x,y)(mém)x“rozyéo, para cada (x,y) € Q.

Notemos que, para cada (x,y) € Q, temos:

0
&[xu(x,y)] = u(x,y) +xu(x,y) .

~
lado esquerdo da EDP (BEI=3)

Logo, podemos escrever a EDP (BZI32) como:

0
a[xu(x,y)] =x*, para (x,y)eQ =) (0,00) x R, (3.139)

ou seja, escrevemos a parte relacionada com as derivadas parciais de 1.a ordem na EDP (BT32)
(ou seja, a parte principal da EDP (BTT33)), como uma derivada total de uma fungdo que
envolve a solugdo procurada u, calculada ao longo de uma curva parametrizada diferencidvel
(a saber, uma curva caracteristica plana).
Observemos que, para cada y € R fixado, a equagdo (BZI39) é uma EDO na varidvel x.
Logo, para cada y € R fixado, integrando-se ambos os membros da mesma, em relagdo a
varidvel x, obtermos:

xu(x,y) = sz dx

X3

=S +fly), para (x,y) e 0 = (0,00) xR, (3.140)
onde f € C'(R; R) é uma funcdo arbitréria.

Como x € (0, 00), teremos que a solugdo geral da EDP (BTT32) serd dada por:
@) x* | f(y)

+ ——=, para cada (x,y) EQ(EE) (0,00) xR, (3.141)

u(x,y) 3 ™

onde f € C'(R; R) é uma funcgdo arbitréria.
O

Observagao 3.142 Notemos que no Ezemplo (BI31) acima, mostramos que toda func¢do
u:Q — R que € solugdo da EDP (BEIZ2), e que pertence a C'(Q; R), deverd ser da forma
(BEIZ1) para alguma f € C'(R; R).

Reciprocamente, para cada f € C'(R; R), a funcdo u: Q — R, dada por (EIZ1), serd
uma solugdo da EDP (EIZ2) que pertence a C'(Q; R).

Dewzaremos a verificagcao destes fatos como exercicio para o leitor.

Um outro caso é dado pelo:
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Exemplo 3.143 Encontrar (se possivel) a solugdo geral, em C (Rz; R), da EDP
—2yu(x,y) +uy(x,y) =ye*, para (x,y) €R’. (3.144)

Resolucgao:
Observemos que, neste caso, as fungdes a,b,c,d: Q — R, serdo dadas por:

Q=R?, (3.145)
a(x,y) =-2y, (3.146)
b(x,y) =1, (3.147)
c(x,y) =0, (3.143)
d(x,y) =xe*, paracada (x,y)e€Q, (3.149)

ou seja, a,b,c,d € C(Q;R) e

a’(x,y) + b*(x,y) (£ (=) (—2y)*+1*#£0, paracada (x,y)c€Q.

Para este caso podemos utilizar as idéias da segdo anterior, isto é, utilizar as curvas
caracteristicas planas associadas a EDP (BTZ4) (o coeficiente do termo u(x,y) € igual a
zero!) e escolher, de modo conveniente, uma curva auxiliar suave (que fard o papel da
curva inicial) que intercepte, transversalmente, as curvas caracteristicas planas associadas a

Se conseguirmos isso, podemos fazer uma mudanca de varidveis

s = S(X,y) )
aberto

t=t(x,y), paracada (x,y)eQ’ C Q,

de modo transformar a EDP (BETZ4) em uma EDP mais simples de encontrarmos solugdes.
Notemos que, para cada t € I fixado, o trago da curva parametrizada

s (x(s,t),y(s,t))

serd uma curva caracteristica plana associada a EDP (ET24) e, para s = 0, serd a curva
parametrizada

t— (x(0,t),y(0,1))

serd a curva parametrizada que fard o papel de curva inicial (que serd escolhida de modo
conveniente).
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Comecemos encontrando as curvas caracteristicas planas associadas a EDP (BTTZ4), isto

é, as solugles do sistema de EDO’s:

x'(s) = alx(s),y(s))

= _ay(s),
y/(s) = blx(s),y(s))
(eTzm)_

1, para se€lCR.

Integrando a EDO (BIET), em relagdo a s, obteremos
y(s)=s+Cy, paracada se€R,

para C; € R arbitraria.
Substituindo-se a fungdo (ET53) na EDO (EIE0), obteremos

x'(s) ) (s+Cy), para scR,

e integrando-a, em relagdo a s, obteremos:

x(s)=—s*—2C;s+C,
= —(s+C)*+C*+C,
— —_——

(ET=39) =K
=y

:_yZ_I_Ka

(3.150)

(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)

onde K € R é arbitrdria, ou seja, as curvas caracteristcas planas associadas a EDP (BTZ4)

sdo, no plano xOvy, as pardbolas que sdo do tipo (veja a figura abaixo)

X:_UZ+K)

onde K € R é arbitréria.

(3.155)
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x:7y2+k

(x,y)

\ Curva caracteristicas planas da EDP (EIZ3)

Consideraremos, como curva auxiliar, o eixo Ox (que fard o papel de curva inicial), que
é ortogonal (logo transversal) a todas as curvas caracteristicas planas obtidas (ou seja, as
pardbolas (ETI=2H) acima).

Uma parametrizagdo do eixo Ox pode ser dada por:

teRw— (t,0) € R?.
Lembremos que a mudanga de varidveis que pretendemos obter devera ter a curva
t— (x(0,t),y(0,1))

concidindo com a curva inicial, que no caso é a nossa curva auxiliar, isto é, o eixo Ox.
Baseado nisto, podemos tentar obter uma mudanga de varidveis, como sendo:

(syt) = (x(s,t),y(s, 1))

dada por (veja (BI52) e (BI54)):

x(s,t) = —[s + Dy (t))* + Dy(t), (3.156)
x(0,t) =t, (3.157)
y(s,t) =s+Ds(t), (3.158)
y(0,t) =0. (3.159)
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Notemos que, fazendo s = 0 em (BETIRA), em (BIRA), utilizando-se (BEIRA) e (BI=3),

obteremos:
(=)
0 = y(0,t)

s=0 em (E123) 0+ D] (t)

= D1 (t) )
ou seja, D;(t) =0, paracada teR, (3.160)
t =V x(0,1)
s=0 em (EI23)
=" —0+Ds(t)]* + Da(t),
—
(B2=1)
=
(3.161)

ou seja, D,(t)=t, paracada €R.

Portanto, de (E7158), (BI51), (BE1=8), (E1=9), (B160) e (BIED), segue que a mudancga de

varidveis serd dada por:
(3.162)

y(S ,t) =S8,
(3.163)

x(s,t) =—s*+t, paracada (s,t)e R?.

Notemos que

x=—s"+1t
S(E:m)
=7yt +1t, (3.164)
assim, de (E152), (E163) e (BEIE4A), segue que
s(x,y) =y, (3.165)
t(x,y) =x+1y*, paracada (x,y) € R?, (3.166)

serd a transformacdo inversa associada a mudanga de varidveis (ECI62)-(B=22) acima, isto é,

(EIE2)-(BIE3) define, realmente, uma mudanga de varidveis, que pertence a C'(R?; R?).

Observacao 3.167 Observemos que a fung¢ao
t= t(XﬂJ) )

dada por (BIB8), € constante ao longo das curvas caracteristicas planas associadas a

EDP (BTZ2) (veja (ETEH)).

Além disso, a funcgdo
S = S(X)y) y

dada por (BETIER), é constante ao longo da curva auziliar (a curva que faz o papel de
curva wnictal escolhida), isto €, o eixo Ox (ou seja, y =0 - veja (BIEH)).
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Consideremos agora a funcio v : R? — R, dada por
v(s,t) =u(x(s,t),y(s,t)), paracada (s,t) € R?,
ou ainda: u(x,y) =v(s(x,y),t(x,y)), paracada (x,y)e RZ. (3.168)
Utilizando-se (B70), (BEI=0) e (BEI=D), segue que:
vs(s,t) = d(x(s,t),y(s,t))
x(s
( = )y(s,t)e (5,1
EERER) e **t para (s,t) € R?,
ou seja, a fungdo v =v(s,t) deverd satisfazer a seguinte EDP:
ve(s,t) =se ¥*, para (s,t) € R2. (3.169)
Logo, para cada t € R fixado, integrando a equagdo (BEZIEJ), em relagdo a s, obteremos:
v(s,t) = Js et ds + f(t)
r=—s24t logo: dr=—2sds JeT E
N —2
_ ] e’ + f(t)
2
r=—s2 1 _
=t —5e S+t 4 f(t), paracada (s,t)€R?, (3.170)
onde f € C'(R?; R) é uma fungdo arbitréria.
Deste modo teremos que
1
v(s,t) = -3 e st 4 f(t), paracada (s,t)e R?, (3.171)
serd uma solugdo geral da EDP (ETTEY).
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
Como
:-ln:
u(x,y) =" v(slx,y),tx,y))
===)
S =) |, o
1 et g
(E:E) 0 e(—S + t) + f( t )
2
1
=3 e+ f (x —|—yz) , paracada (x,y)cR?, (3.172)

onde f € C'(R?; R) é uma fungéo arbitréria.
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Portanto a solugdo geral da EDP (BTZ4) serd dada por:
1
u(x,y) = -5 e +f(x+vy®), paracada (x,y)€R?, (3.173)

onde f € C'(R?; R) é uma funcdo arbitraria.
]

Observagao 3.174 Notemos que no Exemplo (BEZTZ3) acima, mostramos que toda solugdo
u=1u(x,y) da EDP (EIZd), que pertence a C'(Q; R), deverd ser da forma (ETZ3).
Reciprocamente, se uma funcdo u:R*> — R é dada por (EI73), ela serd uma solugdo
da EDP (BEIZ3), que pertence a C'(Q; R).
Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

Temos também o:
Exemplo 3.175 Encontrar (se possivel) a solugdo geral, em C' (R*; R), da EDP
auy(x,y)+buy(x,y)+cu(x,y)=d, para (x,y)e R?, (3.176)
onde a,b,c,d € R sdo constantes fizadas satisfazendo
a’? +b%£0. (3.177)

Resolucao:
Observemos que, neste caso, as fungdes a,b,c,d: Q — R, serdo dadas por:

Q =R, (3.178)
alx,y) = (3.179)
b(x,y) = (3.180)
c(x,y) = (3.181)
d(x,y) =d, paracada (x,y)€Q, (3.182)

ou seja, a,b,c,d € C(Q;R) e
(ETm3)
a?(x,y) + b2(x,y) T 2 2 0. paracada (x,y) € Q.

Na verdade estamos tratando de encontrar solugdo geral de uma EDP de 1.a ordem linear
com coeficientes constantes, em duas varidveis reais.

Agiremos como no Exemplo (BETTZ3) acima, isto é, utilizaremos as caracteristicas planas
associadas a EDP (BI7H) e encontraremos uma curva auxiliar suave (que fard o papel da
curva inicial) que intercepte, transversalmente, as curvas caracteristicas planas associadas a
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Se conseguirmos isso, poderemos fazer uma mudanca de varidveis

s =s(x,y),
aberto

t=t(x,y), paracada (x,y)eQ’ C Q,

de modo transformar a EDP (EI78), em uma EDP mais simples de encontrarmos solugdes.
Notemos que, para cada t € I fixado, o trago da curva parametrizada

s (x(s,t),y(s,t))
€ uma curva caracteristica plana associada a EDP (ETT24) e o trago da curva parametrizada
t—= (x(0,1),y(0,1))

é a curva escolhida de modo conveniente (que fard o papel de curva inicial),
Comecemos encontrando as curvas caracteristicas planas associadas a EDP (BTI7H), isto
é, as solugdes de

x'(s) = alx(s),y(s))

=, (3.183)
y'(s) =b(x(s),y(s)))
=) b, para sc€ICR. (3.184)

As solugbes das EDO (BTZ3) e (BT=24) serdo:

x(s) =as+Cy, (3.185)
y(s) =bs+ C,, paracada seR, (3.186)

onde C;,C; € R sdo arbitrarias.
Notemos que fazendo, multiplicando a equagdo (BEZI28) por a, e subtraindo da equagdo
(BI23), multiplicada b, obteremos:

ay—bx=(bas+aC;)— (abs+bCy)
=aC,—bC;=X;, para (x,y)eR?, (3.187)

onde K; € R é uma constante arbitrdria, ou seja, as curvas caracteristicas planas associadas
a EDP (BI7@) serdo as retas

ay—bx=X;, para (x,y)eR?, (3.188)

onde K; € R é uma constante arbitraria.
Logo as curvas caracteristicas planas associadas a EDP (B-T7H) serdo retas paralelas a reta
(veja a figura abaixo)
ay—bx=0.
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ay — bx =K

Y

-

Curvas caracteristicas planas da EDP (BET=Z3)

Observemos que, para cada K; € R, a reta
—by+ax=K,, para (x,y)cR? (3.189)

é uma reta ortogonal a cada uma das curvas caracteristicas planas obtidas acima (em parti-
cular, é transversal as mesmas).
Consideremos a aplicagdo

(x,y) = (s,1),

de modo que
t= t(X,y)

seja constante ao longo das caracteristicas planas associadas a EDP (BI7H) e
s =s(x,y)

seja constante ao longo das retas (BZI89) (que s&o ortogonais as curvas caracteristicas planas),
isto é, das consideragdes acima, de (BT=28) e de (ETI21), definiremos:

s(x,y)=ax+Dby, (3.190)
t(x,y) = —bx+ay, paracada (x,y)e R, (3.191)

Notemos que a aplicagao
T : (x,y) = (s,t)
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é um operador linear em R’ e que a matriz desse operador, em relacdo a base candnica de
R?, a saber, a base
B ={(1,0),(0,1)}

de R?, sera dada por:

()
cujo determinante serd a> +b*> # 0.
Logo o operador linear acima serd um operador inversivel (e cujo operador inverso também
é um operador linear) e portanto (BET90) e (BETUD) definem uma mudanga de varidveis que
serd de classe C' (R?; R?).
Consideremos agora

v(s,t) =ulx(s,t),y(s,t)], paracada (s,t) € R?, (3.192)

ou seja,
u(x,y) =vls(x,y),t(x,y)], paracada (x,y)eR?. (3.193)

Notemos que, da regra da cadeia para fungdes de varias varidveis, a valores reais, , teremos:

w(x,y) = vels(x,y), t(x,y)] sx(x,y) +vels(x,y), tlx,y)] t(x,y)
~——

~——
=) =)

= avs[s(x,y),tlx,y)] = bwls(x,y), tx,y)l, (3.194)
uy(x,y) = vsls(x,y), tlx,y)] sy(x,y) +vils(x,y), tlx,y)] ty(x,y)
=), (=)

=bwvls(x,y), tx,y)l +awvls(x,y), tx,y)l (3.195)

para cada (x,y) € R%.
Logo, substuindo (ETT94) e (ETT9H) na EDP (BI7H), obteremos:

d "= au,(x,y) + buy(x,y) + culx,y)

R l[avs(s,t) —bw(s,t)] + blbvs(s,t)+ avi(s,t)] +cv(s,t)
= a?vy(s,t) —abv(s,t) —bawv(s,t) +cv(s,t)

= (a®+b%) vs(s,t) +cv(s,t), para (s,t)€R?,
ou seja, a fungdo v = v(s,t) deverd satisfazer a seguinte EDP:

(a®+b%) vs(s,t)+cv(s,t) =d, para (s,t)€R>.
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(eTm3)
Como a’+b? # 0, esta EDP serd equivalenta a:

vs(s,t) + mv(s,t) =i para (s,t) € R?. (3.196)
e Se c =0, a EDP (BETU8) tornar-se-a:
ve(s,t) = praEnE para (s,t) € R?, (3.197)

cuja solugdo geral (integrando-se, para cada t € R fixado, na varidvel s) serd dada por:

v(s,t) = s+f(t), paracada (s,t)eR?, (3.198)

a? + b?
onde f € C'(R; R) é uma funcgio arbitréria.

Logo, de (BET93), teremos:

ET3
u(x,y) = v(s, 1)
d
@t
(ET=m), (=)

d
= m(ax+by)+f(—bx+ag), para cada (x,y) € R?,
(3.199)

ou seja, quando ¢ = 0, uma solugdo geral da EDP (BT7H), serd dada por:

u(x,y) = (ax+by)+f(—~bx+ay), paracada (x,y) € R*, (3.200)

onde f € C'(R; R) é uma fungéo arbitréria.
e Se c # 0, multiplicando-se a EDP (BETHUH) por
et , paracada seR

(é um fator integrante da EDO obtida, quando fixamos t € R na EDP (BETUB)) obteremos
a seguinte EDP:

ea2+v?  para (s,t) € R?.

eadre? |vy(s,t) +Lv(s,t) =
a? + b2 a? + b2

Notemos que o lado esquerdo da EDP acima poderd ser escrito como uma ”derivada
total”, mais precisamente, teremos (verifique!)

K
0s

cs
e aZ4b2

[e—az‘;sbz v(s,t)} — , para seR. (3.201)

a’ + b2
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Logo, para cada t € R fixado, integrando-se a EDO (B=201), em relagdo a s, obteremos:

_es d _cs
ea?i? y(s,t) = | —— ea?+vZ ds

a? 4 b?
Exercicio d 1 _cs
= eaZivZ | f(t)
a’+b? < c124cr‘b2 )

d cs
= e +f(t), paracada (s,t) € R?,

ou seja,

d —cs
v(s,t) = - + eaZo? f(t), paracada (s,t) e R?,

onde f € C'(R; R) é uma fungéo arbitréria.

Logo, de (ECT@3), teremos:

ux,y) =V v(s,t)

d —Cs
€= C | eat f)
C
ETem), T d | —clgxtby)

= S te oZwv? f(—bx 4+ ay), paracada (x,y)eR?,
isto é, quando ¢ # 0, uma solugdo geral da EDP (BT78) serd dada por:
—c (ax+by)

d
u(x,y)iz+e 2v2 f(—bx 4+ ay), paracada (x,y)e€R?,

onde f € C'(R; R) é uma funcgdo arbitréria.

Observacao 3.205

(3.202)

(3.203)

(3.204)

1. Notemos que no Exemplo (BIH) acima, mostramos que toda solugdo u = u(x,y)
da EDP (BEI7H), que pertence a C'(Q; R), deverd ser da forma (BZ), se ¢ # 0,

ou da forma (BZ0O), se c = 0.

Reciprocamente, dada uma funcdo f € C'(R; R), a funcdo u: R? = R, dada por
(B2m), para ¢ # 0, ou da forma (BZO0), para ¢ = 0, serd uma solugdo da EDP

(BEI78), que pertence a C'(Q; R).

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor

2. A idéra utilizada no Exzemplo (BIZH) acima poderd também ser aplicada em casos

em que a EDP nao tem coeficientes constantes, a saber: EDP do tipo:

alx,y) ux(x,y) +blx,y) wy(x,y) +clx,y)ulx,y) = d(x,y),

(3.206)
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para cada (x,y) € Q, onde Q C R? € aberto em R?, a,b,c,d € C' (R*; R) sdo
dadas satisfzendo
a’(x,y) + b*(x,y) #0, (3.207)

para (x,y) € Q.

Neste caso as curvas caracteristicas planas associadas & EDP serao solugées do
sistema de EDQ’s:

x'(s) = a(x(s),y(s)), (3.208)
y'(s) =b(x(s),y(s)), para secICR. (3.209)

Notemos que a curva
s (x(s),y(s))

serd solugdo da EDO de 1.a ordem linear (na forma de diferencial)

a(x,y)dy —b(x,y)dx =0. (3.210)

Para ver 1sto basta notar que se

a(xo,Yo) # 0,

entdo, da continuidade da func¢do a segque que

a(x,y) #0,
para (x,y) em uma vizinhanga do ponto (x,,Y,), contida em Q.

Logo, aplicando a regra da cadeia e a deriwvagdo da fung¢do inversa messa vizi-
nhancga, teremos

d_y regra da cadeia d_y ) ds

dx ds dx
derwada da fungdo inversa dy 1
B ds  dx
ds
_y'ls)
 x/(s)
(E2m3), (E2m) 1
b(x,y) ax.y)’

ou, equivalentemente: a(x,y)dy—Db(x,y)dx=0.

Se
a(xmyo) =0 )
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entdo, de (BZ01) deveremos ter
b(xo,Yo) # 0

. . el : dx ,
e assim podemos aplicar as 1déias acima para obter @ e com isto obter a EDO,
na forma diferencial (BE=210).
Deizaremos os detalhes deste caso como exercicio para o leitor.
Notemos agora que, se as solugbées da EDO (BZZIO) forem da forma (também
conhecidas como curvas integrais, ou integrais primeiras)

t(x,y) =K, para cada KeR, (3.211)

€ natural considerarmos a funcao

t =t(x,y) (3.212)

como uma das novas varidvets, como vimos nos Ezemplos (BEIH) acima (veja
(EI29) e (E1UD)), ou seja,
t= t(X,y)

deverd ser constante ao longo das curvas caracteristicas planas associadas ¢ EDP
(B2m8).

Para a escolha da expressdo da outra fun¢do da mudanga de varidveis, a saber,
s = S(X)y) y
temos uma certa liberdade, ou seja, basta garantir que a transformacado

s =s(x,y), (3.213)

t=1t(x,y) (3.214)

seja uma mudanca de varidveis de classe C' (Q;R), onde Q' um subconjunto
aberto, contido em Q.

Notemos que para 1sto bastard que o jacobiano

o(s,t)

)
3x.,v) #0, para (x,y)€Q,

(x,y) =

pois podemos utilizar o Teorema da fung¢do inversa, estudado no curso de Cdlculo
II.

Lembremos que tal Teorema nos fornece transformagdes tnversas locais.
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3. Notemos que se

ty(x,y) #0, para cada (x,y) € Q

(respectivamente,
ty(x,y) #0, para cada (x,y) € Q),
seque que podemos tomar
s(x,y) =x, para (x,y)eQ
ou, mais geralmente, uma fung¢do linear afim na varidvel x (respectivamente,
s(x,y) =y, para cada (x,y)e€Q,

ou, mais geralmente, uma fung¢do linear afim na varidvel y).

De fato pois, neste caso, o jacobiano acima serd dado por

L Isx(x,y) sy(x,y)
30,0 Y T ey 4x,y)

1 0
t(x,y) ty(x,y)

:ty(x>y)7£0: para (X,Q)E_O..

Analogamente, para o caso que t.(x,y), para cada (x,y) € Q.

Observemos que, se a fung¢do
s =s(x,y)

€ uma fungdo ndo constante, for constante ao longo das curvas ortogonais as
curvas caracteristicas planas associadas a EDP acima, o jacobiano acima nunca
se anulard em Q.

De fato, pois as curvas de nivel das funcoes
t:t(x»y) € S:S(X’y)

serdo curvas ortogonasis.

Logo o0s seus respectivos vetores tangentes serdo ortogonais, em cada ponto de
intersecdo das mesmas, em particular L.I. em (R2,+,~) e, como consequéncia, 0
jacobiano acima serd nao nulo em Q.
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5. Notemos que as curvas ortogonais as curvas caracteristicas planas associadas a
EDP dada, serdo as solugées a EDO (na forma diferencial):

b(x,y)dy + a(x,y)dx =0, para (x,y) € Q. (3.215)
Para ver 1sto vamos supor que estamos na situa¢do acima.
De (BZ10), se y =y(x) (se x =x(y), algo do mesmo tipo ocorrerd) teremos que

dy _ b(x,y)
dx  a(x,y)

, para (x,y)e€ Q.

Logo as curvas ortogonais a estas deverdo ter coeficientes angulares das retas
tangentes dados por

dy 1
dx b(x,y)
a(x,y
a(x,y)
:_b(X—:yy)) ; bara (X,U) EQ)
ou seja, b(x,y)dy + a(x,y)dx =0, para (x,y)€Q, (3.216)

como afirmamos acima.

6. Vale observar que, escrever uma EDO na forma (BEZI0) nos traz a grande vanta-
gem de podermos resolvé-la tanto tentando encontrar uma solu¢do do tipo uma
funcao diferencidvel:

y=uy(x), paracada xe€l,

ou uma solugao do tipo uma funcao diferencidvel:
x=x(y), para cada y€]
ou, em geral, como uma curva parametrizada diferencidvel
s+— (x(s),y(s)), para cada s €K,
onde 1,],K sdo intervalos abertos de R.

Apliquemos as idéias acima ao:

Exemplo 3.217 Encontrar uma solucdo geral cldssica (isto é, na classe C'((—o0,0) x
R; R)) da EDP:

xzu(x,y) —xyuy(x,y) +yu(x,y) :xyz, para (x,y) € (—o0,0) x R. (3.218)
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Resolucgao:
Observemos que, neste caso, as fungdes a,b,c,d: Q — R, serdo dadas por:

Q= (—00,0) xR, (3.219)
a(x,y) =x?%, (3.220)
b(x,y) =—xvy, (3.221)
c(x,y) =y, (3.222)
d(x,y) =xy?, paracada (x,y)€Q, (3.223)

ou seja, a,b,c,d € C(Q;R) e

(E=zm), (E27) 22

a’(x,y) + b*(x,y) + (—xy?)’

=x*(1+y") #0

para cada (x,y) € Q = (—o0,0) x R.

Na verdade estamos tratando de encontrar solugdo geral de uma EDP de 1.a ordem linear
com coeficientes nao constantes, em duas varidveis reais.

Neste caso as curvas caracteristicas planas associadas a EDP (B=ZIH) serdo as solugdes da
EDO que, na forma diferencial (veja (EZ20)), serd dada por:

x*dy — (—xy)dx =0, paracada (x,y)€ Q= (—00,0)xR. (3.224)

Como x € (—00,0), a EDO (BZZZ4) acima poderd ser escrita na forma usual, da seguinte
EDO:

dy .y
dx (x) = x
. y'(x) 1
ou seja, =—),
J y(x) X
ou ainda d n(y(x))] = —1
) dx Yy =T

1
isto &, Infy(x)] = —J ~ dx,

ou s€ja, In(y) = —1In(lx]) + C.
Como In((0,00)) = R, existe K; # 0, tal que, In(y) = —In(|x]) + In(|K4]),

K
isto &, ln(y):ln(| 1|> ,

x|
ou seja, y =

ou ainda, xy =K, paracada xé€ (—o0,0),
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onde K € R, ou seja, as curvas curvas caracteristicas planas associadas a EDP (BZZIR) serdo
as hipérboles
xy =K, paracada (x,y)e€ Q= (—00,0) xR, (3.225)

onde K € R (veja a figura abaixo).

xy =K

Curvas caracteristicas planas

—

/
]

x

Logo, baseado nas idéias do item O. da Observagdo (BZ201H), se considerarmos
t(x,y) =xy, paracada (x,y)€ Q =(—00,0) xR, (3.226)
teremos, em particular, que a fungao
t=t(x,y)

serd constante ao longo das curvas caracteristicas planas associadas a EDP (BEZ218) (como foi
sugerido no item O. da Observagdo (E2H)).
Notemos que

ty(x,y) (E:im)x#o, para cada (x,y) € Q =(—o00,0) x R.

Assim, baseado no item B. da Observagdo (EZZ0H), podemos considerar como candidata a
outra fungdo da mudanca de varidveis, a fungao:

s(x,y) =x, paracada (x,y)€ Q= (—00,0) xR. (3.227)
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Com isto podemos considerar a mudancga de varidveis em Q:

T(x,y) = (s(x,y),tlx,y)), onde:
s(x,y) =x,

t(x,y) =xy, paracada (x,y)eQ,

A=T(Q) = (~00,0) x R,

que é a imagem de O por essa transformacao.
Notemos que a transformagéo inversa, T-': A — Q, serd dada por:

x(s,t) =s,
t
y(s,t) = o para cada (s,t) € A.

A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.
Definamos a fungao v: A — R, dada por:

v(s,t) =ulx(s,t),y(s,t)], paracada (s,t) €A,

ou ainda,

u(x,y) =vls(x,y),tlx,y)], paracada (x,y)eQ.

Com isto, pela regra da cadeia, temos:
(E=23) e a regra da cadeia

vs(s, ) (x(s,t),y(s,t)] xs(s,t) +uylx(s,t),y(s,t)]
—
(=),
t 1
:LLX[X(S,t),y(S,t)]—LLU[X(S,t),y(S,t)] g g
~—
=), =,
_ Y
—W(X)U)_%(X)U);)
para cada (s,t) € A, assim:
sz(?)xze | caace: |
svi(s )T T =T [ y) —u(x,y) 2
= X (x,y) =%y [, y)
= x 1w, (x,y) —xyuy(x,y)
(EZ3)
= —yulx,y) +xy’
€z, (@) t 12
Y s 2 e = —=v(s,t) +s5
s s

2

t t
:—gv(s,t) +?, para cada (s,t) € A,

(3.228)
(3.229)

(3.230)
(3.231)

(3.234)
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ou seja, a fungdo v = v(s,t) deverd satisfazer a seguinte EDP:

t t?
s2v,(s, 1) :—gv(s,t) +, pan (s,t) € A,

ou, como s € (—oo0,0), esta serd equivalente a seguinte EDP:

t t?
v(s,t) +S—3v(s,t) =3 bpaa (s,t) e A=(—0,0) xR. (3.235)

Logo, para cada t € R fixado, a EDP (B=233), tornar-se-4 uma EDO linear de 1.a ordem,
cujo um fator integrante é dado por:

el 54 —e3a7 , paracada s € (—o0,0). (3.236)

Para cada t € R fixado, multiplicando-se a EDO pelo fator integrante (BE=228) acima,
obteremos:

ot _t t e t?
e 22 vg(s,t) + e 22 S—3v(s,t) =e 252 o0 para s € (—00,0),
:a% [67222 v(s,t)i|
ou seja,
0 __t R
3s [e o2 v(s,t)] =e 252 G Dara (s,t) € A. (3.237)

Logo, para cada t € R fixado, integrando-se a equagdo (B=237) acima, em relagdo a s,
obteremos:

t t ‘tz
e TTv(s,t) = Je S ds+f(t)

.t i -t
W=7, assim: dwfsz‘ ds

= Jtewdw—l—f(t)

=te" 4 f(t)

w=—=t

=% te 72 +f(t), paracada (s,t) €A,

ou seja,
v(s,t) =t+ f(t) i , paracada (s,t)e A, (3.238)

serd a solugdo geral da EDP (E2XZH), onde f € C'(R; R) é uma fungio arbitréria.



110 CAPITULO 3. EQUACOES LINEARES DE 1.A ORDEM

Utilizando-se (B=233), (BE228) e (B229) segue que a solugdo geral da EDP (BXIR) serd
dada por:

ulx,y) (s, 1)
o
S Ny xy + f(xy) ez
=xy + f(xy) e?~, para cada (x,y) € (—0,0) xR,
ou seja,
u(x,y) =xy+ f(xy) e?x , para cada (x,y) € (—0,0) x R, (3.239)

serd uma solugdo geral da EDP (EZIH), onde f € C'(R; R) é uma fungda arbitréria.

Observacao 3.240 Notemos que no Ezemplo (BEZZI4) acima, mostramos que toda solugdo
u=u(x,y) da EDP (BEZIR), que pertence a C'(Q; R), deverd ser da forma (BEZ23R), para
alguma f € C'(R; R).

Reciprocamente, a func¢do u = u(x,y), dada por (EZZ3), onde f € C'(R; R), serd
uma solugdo da EDP (EZIX), que pertence a C'(Q; R).

A verificacao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

Apliquemos as mesmas idéias acima ao:

z

Exemplo 3.241 Encontrar uma solugdo geral cldssica (isto €, na classe C'((R\ {0}) x
R; R)) da EDP linear de 1.a ordem:

XUy (x,y) + (x =D uy(x,y) +xulx,y)=e""v, para (x,y)e (R\{0}) xR. (3.242)

Resolugao:
Observemos que, neste caso, as fungdes a,b,c,d: QO — R, serdo dadas por:

Q= (R\{0}) xR, (3.243)
a(x,y) =x, (3.244)
b(x,y)=x—1, (3.245)
c(x,y) =x, (3.246)
d(x,y) =e"Y, paracada (x,y)e€Q, (3.247)

ou seja, a,b,c,d € C(Q;R) e

(comezums \ W( comzinz]
a(x,y) + bi(x,y) T 2 4 (x —1)2

5 A=(—2)?—4.2.1=—4<0
=2x"—2x+1 7é 0 )
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para cada (x,y) € Q.

Como no Exemplo (BE=ZT7) anterior, estamos tratando de encontrar solucdo geral de uma
EDP de 1.a ordem linear com coeficientes nao constantes em duas varidveis reais.

Neste caso as curvas caracteristicas planas associadas a EDP (BZZ2) serdo as solugdes da
EDO, na forma diferencial (veja (BEZ2I0)), serd dada por:

xdy—(x—1)dx =0, para (x,y)e€Q. (3.248)

Como x € R\ {0}, a EDO (B=ZZR) acima, serd equivalente a seguinte EDO:

dy x—1
a(x) T
. d 1
ou seja, —y(x) =1——,
dx X
integrando-a, em relagdo a x, teremos: y=x—In(x|]) +C,
ou seja, e¥ = ¥ In(x)+C
1
— ex o eC ,
x|
tomando-se K; = e, teremos Ix|eV™ =Ky,
isto é, xeV * =K, (3.249)

para K € R arbtirdria, ou seja, as curvas caracteristicas planas associadas a EDP (B=2Z3) serdo
da forma (veja a figura abaixo)

y=x—In(|x|]) + C, paracada x & R\{0}, (3.250)

para cada K € R, ou ainda,

xeV ¥ =K, paracada x e R\{0}, (3.251)

para cada K € R.

A representacdo geométrica do gréfico das curvas acima é dada pela figura abaixo.
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Curvas caracteristicas planas associadas a EDP (B=ZZ2)

A

Yy

y=x—In(|x]) +C

A reta x = 0 é uma assintota vertical do grafico das fungdes y = x — In(|x|) + C

Utilizando-se as idéias do item B. da Observagdo (BEZ0H), vamos considerar
t(x,y) =xe’™, paracada (x,y)e€Q, (3.252)

que é uma fungio a valores reais, de classe C'(Q; R) (na verdade de classe C*(Q; R)).
Observemos que, para cada (x,y) € Q, teremos:

te(x,y) = eV £ x el (—1)
—(1—x)e¥™

=0 se, esomentese, x=1.

Por outro lado,
(E2=2)

ty(x,y) = "xeV - 1#0, pois (x,y)ec Q= (R\{0}) xR.
Notemos que (veja o item B. da Observagdo (BE=2H)), se considerarmos

s(x,y) =y—x, paracada (x,y)eQ, (3.253)
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segue que, a fungéo a valores reais, s = s(x,y), pertencerd a C'(Q; R) (na verdade pertencerd
aC®(Q;R))e

—1 1
(T—x)e¥y™ xev™

=—e¥*£0, paracada (x,y) € Q. (3.254)
Logo, a transformagdo
T (x,y) = (s,t),

dada por:

s(x,y) =y —x, (3.255)
t(x,y) =xe’™, paracada (x,y)e€Q, (3.256)

é uma mudanca de varidveis de classe C'(Q; R), sobre a imagem A = T(Q) =R x (R \ {0}).
Deixaremos a verificagdo destes fatos como exercicio para o leitor.

Notemos que se
s =y —x entdo, de (EZEd), segue que t =xe’,

0 que implicard que
x=te

ou seja, a transformagéo inversa T~' : A — Q, serd dada por:

x(s,t) =te*, (3.257)
y(s,t)=s+te®, paracada (s,t) e A. (3.258)

A figura abaixo ilustra as curvas caracteristicas planas associadas a EDP dada por (BEZ2510)
e as curvas

y—x =Ky, (3.259)

para K, € R.
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Curvas caracteristicas planas

/ VX

y=x—1In(|x]) +C

Notemos que as duas famfilias de curvas, dadas pelas equagbes (BE2=1) e (B=ZEd), sdo
transversais, em cada ponto de intersecgdo das mesmas, como indica o jacobiano (B=Z5d)

acima.
Definamos a fungdo v: A — R, dada por

v(s,t) =ulx(s,t),y(s,t)], paracada (s,t) €A, (3.260)

ou ainda,
u(x,y) =vis(x,y),t(x,y)], paracada (x,y)€ Q. (3.261)

Com isto, de (E22E0) e daa regra da cadeia, segue que:

Vs(s,t) =w[x(s,t),y(s,t)] xs(s,t) +uylx(s,t),y(s,t)] ys(s,t)
—

—
= () Etes ()
=—te wdx(s,t),yls, )] + (1 — te ) uylx(s,t),y(s, t)]

) (=2=3)
= X = X
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= —xu(x,y) + (1 =x)uy(x,y). (3.262)

vils,t) —te s v(s,t) = [xandx,y) + (1= x)uy(x, y)l —xulx,y)

= —xu(x,y) + (x — D uy(x,y) + xu(x,y)]

=" e, para (s,t) €A,
ou seja, a fungdo v = v(s,t) deverd satisfazer a seguinte EDP:
vs(s,t)—te *v(s,t) =—e®, paracada (s,t) € A. (3.263)

Logo, para cada t € R fixado, a EDP (BZE3), tornar-se-4 uma EDO linear de 1.a ordem,
cujo um fator integrante serd dado por:

el teds — _ete” ' paracada seR. (3.264)

Para cada t € R fixado, multiplicando-se a EDO (BEZZE3) pelo fator (E2264) acima, obtere-
mos:

et® v (s, t) —e'® teSv(s,t) =—e'® e,

J/

~"

=2 [ete™ v(s,t)]

ou seja,

0 s s
3 [ete v(s,t)] = —¢'® e, para (s,t)cA. (3.265)

Logo, para cada t € R fixado, integrando-se a equagdo (B=2EH) acima, em relagdo a s,
obteremos:

et® Tv(s,t) = —Jetes e *ds+ f(t)

w=e~ %, assim: dw=—e %ds

- Jetw dw + (t)

etw

= T +f(t)

te S
w=e s €

+f(t), paracada (s,t) €A,
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ou seja, a funcao

v(s,t) = % +e ' f(t), paracada (s,t)eA, (3.266)
serd a solugio geral da EDP (E2Z2), onde f € C'(R\ {0}; R) é uma fungéo arbitréria.

Utilizando-se (BEZE1), (E=250) e (BE25d) segue que a solugdo geral da EDP (BZZ3J) serd
dada por

u(x,y) =V (s, b)

cawiata ] —s

N )xey_i,s( = )yfx 1 —xeYx e (y=x)

= +f(xe' ™) e
x ey x

Yy—X
= —+f(xe™ e, paracada (x,y)€Q,

ou seja,

ey ™

u(x,y) = +f(xeV™) e ™, paracada (x,y)eQ=(R\{0}) xR, (3.267)

serd a solugdo geral da EDP (E2222), onde f € C'(R \ {0}; R) é uma fungfo arbitraria.

Observacao 3.268

1. Notemos que no Ezxemplo (BZZT) acima, mostramos que toda solugdo u = u(x,y)
da EDP (BE2Z3), que pertence a C'(Q; R), deverd ser da forma (E251), para alguma
f € C'(R\ {0}; R).

Reciprocamente, a func¢do u = u(x,y) dada por (BEZE17), onde f € C'(R\ {0}; R),
serd uma solugdo da EDP (BE2ZJ), que pertence ¢ C'(Q; R).

A verificagcao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

2. Observemos que os coeficientes da EDP (BE2Z2) sdo funcgdes de classe C®°(R?,; R)
(na verdade sdo fung¢des analiticas em R?) e a solugdo (BZE7) tem uma desconti-
nuidade em x = 0.

3.4 Exercicios



Capitulo 4

Equacoes de Primeira Ordem: Alguns
Problemas

Neste capitulo investigaremos alguns problemas quando a teorema de existéncia e unicidade
nao se aplica e analisaremos alguns exemplos associados a EDP ’s nao é lineares.

4.1 Alguns problemas relacionados com EDP ’s de 1.a
ordem lineares

118g Consideremos a EDP

a(x,y)u(x,y) +blx,y)u(x,y) =c(x,y), para (x,y)cQ (4.1)
onde Q é um aberto de R?, a,b,c € C'(Q; R).
Observacao 4.2

1. Como no Capitulo anterior, as curvas caracteristicas planas associadas a EDP
(ED) sdo curvas parametrizadas

se]r(x(s),B(s)) € Q

de classe C'(]; R) de modo que, para cada s € ], o vetor tangente a essa curva no
ponto (x(s),B(s) seja paralelo ao vetor (a(x(s),P(s)),b(x(s),(s))), isto €,

o'(s) = ala(s), B(s)) (4.3)
B'(s) =bluls),B(s)), para s€]. (4.4)

2. Se a curva imictal v : 1 — Q admite uma parametrizacao do tipo

telo (ot),p(t) € Q, (4.5)

117
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que é de classe C'(I; R) e ndo € tangente as curvas caracteristicas associadas a
EDP (ET), vimos que o problema de Cauchy

a(x,y) ux(x,y) + blx,y)u,(x,y) =clx,y), para cada (x,y)€Q (4.6)
ulo(t),p(t)] =f(t), para cada tel, (4.7)

onde f € C'(I; R), terd um unica solucdo, definida em wma vizinhanca do traco
da curva vy, contida em Q (veja a figura abaizo).

Vizinhanga de y

- Curva inicial v

Curva caracteristica plana

3. Um questdo que podemos colocar € a sequinte: o que acontecerd com o problema de
Cauchy (EB)-(E12) se a curva wnicial Y € uma curva caracteristica plana associada
a EDP (ZZ4) ou ¢é tangente a um destas ?

4. De alguns Ezemplos que vimos no Capitulo anterior, o problema de Cauchy (EB)-
(ETD) poderd nao ter solugdo (veja Ezemplo (BE)) ou pode ter uma infinidade de
solugées (veja Ezemplo (BI3)).

<

5. Como veremos a seguir, 1Sso € o que ocorre em geral, quando a curva inicial €
uma curva caracteristica plana associada ¢ EDP (E@).

6. O que ird diferenciar um caso do outro (isto é, ndo ter solugdo ou ter infinitas
solugbes), serd o conceito que iremos introduzir a seguir, de curva caracteristica es-
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pacial associada ¢ EDP (EH) (dai, mais um motivo da curva anterior chamar-se
”curva caracteristica plana”).

Temos a:

Definicao 4.8 Uma a curva parametrizada no espaco,

s € K (afs),B(s),&(s)) € R?,

pertencente a C'(K; R3), onde o conujunto K é um intervalo aberto de R, serd denomi-
nada curva caracteristica espacial associada & EDP (ER), se seu vetor tangente, no
ponto («(s),B(s),&(s)) € paralelo ao vetor

(alec(s), B(s)), blx(s), B(s)),clecls), B(s))) ,

para cada s € K, mais precisamente, tenhamos:

«'(s) = a(«(s),B(s)), (4.9)
B'(s) =Dblals),B(s)), (4.10)
£'(s) =c(u(s),p(s)), paracada s€K. (4.11)

Observacao 4.12 Notemos que quando a curva inicial Y nao € tangente a nenhuma das
curvas caracteristicas planas assoctadas ¢ EDP (EB), a superficie solugdo associada d
EDP (EB) (ou seja, a representagdo geométrica do grdfico da solugdo uw =u(x,y)), serd
formada pela curva

M:tele (oft),p(t),f(t) (4.13)

jJuntamente com todas as curvas caracteristicas espaciais que interceptam a curva I’
(veja a figura abaizo).
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Curvas caracteristicas espaciais

Superficie solugcdo

Curva nicial y

Curvas caracteristicas planas

De fato, pois, dado um ponto
Po = (0(to), p(to), flto)) €T,
podemos encontrar uma parametrizag¢ao
se]=l—e,el = (afs),B(s),&(s)) € R

para a curva caracteristica espacial associada ¢ EDP (ET), que passa pelo ponto P,.

Mazs precisamente, podemos encontrar uma solug¢do para o PVI associado ao sistema
de EDO’s (E9)-(ETD)-(ETT), satisfazendo

x(0) =0(te), B(O)=p(t) e &(0)="F(to). (4.14)

Logo, de (E9) e (EI), segue que a curva caracteristica plana associada ¢ EDP (E8),
que passa pelo ponto (o(t,),p(t,)), serd dada por:

s+— (x(s),pB(s)), para cada s€].

Portanto a EDP (ER), poderd ser colocada na forma:

d

s ulels), B(s)l =clals), B(s)), para s€]. (4.15)
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Assim, para cada t, € | fizado, integrando-se a EDO (ETH) acima, em relagdo s, de
0 até s, obteremos:

= Js &'(s)ds

0
Teor. Fun:d. Cdleulo E.(S) - E(O)

ou seja,
ula(s),B(s)] =&(s), para cada s€],

0 que mostra que a curva caracteristica espactal associada ¢ EDP (E8), que passa pelo
ponto (o(t,),p(te),f(ty)) €T, que tem parametrizada¢do dada por,

s €] (x(s),B(s),&(s)),

estard contida na superficie solugdo associada ao PVI da EDP (ER), wsto €, no grdfico
da fung¢do z = u(x,y), onde a fungdo u =u(x,y) € solucdo da EDP (EH) (veja a figura
abaizo).

Curva taracteristica espactal

Superficie solugdo

'Curva caracteristica plana

Curva inictal y
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Por outro lado, a superficie solu¢do pode ser parametrizada (de modo C', em Q')
por
(s,t) € Q" CR* = (x(s,t),y(s,t),v(s, 1)),

como wvisto no Capitulo anterior (veja o item 3. da Observagdo (BZZD)).
Logo, para cada t, € I firado, definindo-se as funcdoes «,B3,&:] — R, por:

OC(S) :X(S)to)> (416)
B(s) =y(s,to), (4.17)
E(S) :V(S)to)) (418)

(4.19)

teremos que «,B,& € C'(J; R), e satisfazem
OC(O) :X(O)to) = 0‘(to)) B(O) :U(O)to) = p(to) € E»(O) :V(O)to) :f(to)v
ou seja,
(“(0) ) B(O) ) E,(O)) = (G(to) ) p(to) )f(to)) el.
Notemos que, devido a (BE2), (BBE3), (BB4), (BEE3) e (BM@), as fungdes o, P,& sa-

tisfazem as equagdes as equagdes (EQ), (E1O) e (EIW), assim a curva parametrizada

s — (afs), B(s),&(s))

serd uma curva caracteristica espacial associada ¢ EDP (EB), que intercepta o trago da
curva I', quando s = 0, ou seja, a superficie solugdo, assoctada ¢ EDP (ER), pode ser
obtida do traco da curva I', juntamente o mesmo as tragos das curvas caracteristicas
espactats, associada ¢ EDP (EH), que a interceptam, completando a demonstragdo da
afirmagao.

4.2 A curva inicial coincide com uma curva caracteristica
plana
A seguir passaremos a discussao do caso em que:

(H1) a curva inicial y é uma curva caracteristica plana associada a EDP (EH).
Na situagdo acima, mostraremos os seguintes casos:

I: Se a curva I', dada por (E13), ndo for uma curva caracteristica espacial associada a
EDP (ETD), entdo o problema de Cauchy (Ed)-(EZ) néo terd solugdo.

IT: Se a curva I', dada por (E13), for uma curva caracteristica espacial associada a EDP
(EZT), entdo o problema de Cauchy (EH)-(E2) terd infinitas solugdes.
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4.2.1 Caso I: a curva ' nao é uma curva caracteristica espacial as-
sociada a EDP (E3)

Consideremos primeiramente o caso I, isto é, quando a curva I', dada por (E13), nao é uma
curva caracteristica espacial associada a EDP (E3).

Suponhamos, por absurdo, que o problema de Cauchy (E8)-(E=7) tenha, pelo menos, uma
solugdo cldssica u = u(x,y), definida em uma vizinhanga do trago da curva inical vy, contida
em Q.

Como f € C'(I; R), derivando-se a relagdo (E7), em relagdo a t, e utilizando-se a regra
da cadeia, obteremos:

d
= a[u[c(t) y ()]

=f'(t), paracada tel. (4.20)

ulo(t), p(D)] o’(t) +uylo(t), p(t)] p (1)

Por outro lado, avaliando-se a EDP (E), ao longo da curva inicial (o(t), p(t)), para cada
t € I, obteremos:

alo(t), p(t)uxlo(t), p(t)] + blo(t), p(t)] uylo(t), p(t)] = clo(t), p(t)]. (4.21)

Como, para cada t € I, sabemos que os vetores

(c’(t),p’(t)) e (alo(t),p(t)],blo(t),p(t)])

sdo paralelos (na verdade podem ser tomados coincidentes), pois a curva inicial y é uma
curva caracteristica plana associada a EDP (E@).
Comparando as equagbes (E=20) e (E=Z0), obteremos os vetores

(0'(t),p’(t),f' (1)) e (alo(t),p(t)],blo(t),p(t)],clo(t), p(t)])

deverdo ser paralelos, ou seja, os vetores deverdo ser um multiplo do outro.
Podemos supor, sem perda de generalidade (por meio de uma mudanca de varidveis, como
fizemos no item B. da Observagdo (BZ1)), que

f'(t) =c(o(t),p(t)), para tel,

ou seja, a curva I', dada por (EI3), serd uma curva caracteristica espacial associada a EDP
(Ed), o que contradiz a hipétese que a curva I’ nao é uma curva caracteristica espacial
associada a EDP (£3).

Portanto o problema de Cauchy (EH)-(EZ) ndo admite solugdo.
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4.2.2 Caso II: a curva [ é uma curva caracteristica espacial associ-
ada a EDP (£3)

Consideremos agora o caso II, isto é, quando a curva I', dada por (EI3), é uma curva carac-
teristica espacial associada a EDP (E3).

Consideremos & : I, = (—¢,¢) — R? uma curva parametrizada por
5“) = (p(t) ) q(t)) y para cada te Is)

contida no plano xOy, que ndo é tangente as curvas caracteristicas planas associadas a EDP

(E3), e que intercepte, transversalmente, o trago da curva inicial v, no ponto (o(t,), p(t,))
(veja a figura abaixo), que vamos supondo pertencer a classe C' (Is; Rz), satisfazendo

(p(0),q(0)) = (o(ts ), p(to)) (4.22)

T(0) =1 (to) . (4.23)

Curva inicial = Curva caracteristica plana

y A

<+——— Curva inicial y

Curvas caracteristicas planas
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Grafico de 7

Graéfico de f

Como vimos no capitulo anterior, o problema de Cauchy

alx,y)ux(x,y) +b(x, y)uylx,y) =clx,y), para (x,y)€Q, (4.24)
u(p(t),q(t)) =r(t), paracada te ]l (4.25)

terd uma tnica solugado
u= LL(X y y))

definida em uma vizinhanca do trago da curva inicial §, pois o trago da curva & é transversal
as curvas caracteristicas planas associadas a EDP (E@).

Além disso, a superficie solugdo associada a fungdo u = u(x,y), conterd o trago da curva
parametrizada A : I, — R?, dada por

A(t) = (p(t),q(t),r(t)), paracada tel,

e também deverd conter todas as curvas caracteristicas espaciais associadas a EDP (E8) que
interceptam o traco da curva A (como visto anteriormente na Observagdo (E12)).

Em particular, essa superficie solugao contém o trago da curva I'.

De fato, pois, (E222) e (E223), segue que

(p(0),q(0),7(0)) = (0(ts), pto) , f(se)) €TNA,

J/
-~

€ trago de A € trago de I’

e, por hipétese, a curva I, dada por (EI3), é uma curva caracteristica espacial associada a
EDP (E0) que satisfaz
FrNA#0Q.
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Portanto, podemos concluir que a fungdo u = u(x,y) serd uma solugdo do problema de
Cauchy (E@)-(E), quando a curva [, dada por (E13), for uma curva caracteristica espacial
associada a EDP (E3).

Observacao 4.26

1. Um outro modo de mostrarmos a afirmag¢do acima, seria notar que a fung¢ao
u=u(x,y)
satisfaz a EDP (E3) e, além disso temos que
u(o(t),p(t)) =f(t), para cada tel,

pois o trago da curva I', dada por (EI3), estd contida no grdfico da superficie
z=u(x,y) (veja a figura abaizo).

Curvas caracteristicas espaciais

Curvas caracteristicas planas

2. Notemos que eziste uma infinidade de possibilidades para a escolha da curva d e
para a funcao r no item 1. desta Observacgdo.
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Logo o problema de Cauchy (ER)-(EZD) terd infinitas solugdes no caso em que a
curva I, dada por (EI3), for uma curva caracteristica espactal assoctada ¢ EDP

Observacao 4.27 Resumindo os dois casos acima temos:

1. Se a curva T, dada por (E13), ndo é uma curva caracteristica espacial associada
a EDP (ER), entdo o problema de Cauchy (ER)-(EQ) ndo terd solugdes.

2. Se a curva I, dada por (EX3), é uma curva caracteristica espacial associada d
EDP (ER), entdo o problerma de Cauchy (EB)-(ED) terd infinitas solugdes.

Podemos aplicar as idéias acima ao seguinte:
Exemplo 4.28 Estudar a eristéncia de solugdes para o sequinte problema de Cauchy:

w(x,y) =2x, para (x,y) € Q=R?, (4.29)
u(t,0) =1f(t), para cada teR, (4.30)

onde f € C'(I; R) é uma fung¢do dada.

Resolucgao:
Observemos que, neste caso, as fungdes a,b,c,d: Q — R, serdo dadas por:

Q=R?, (4.31
a(x,y) =1, (4.32
b(x,y) =0, (4.33
c(x,y) =2x, paracada (x,y)e€Q, (4.34
ou seja, a,b,c,d € C(Q;R) e

az(x,y)+b2(x,y)(mém)ﬁ—i—ozzl5&0, para cada (x,y) € Q.

Além disso, observamos que o trago da curva inicial y € o eixo Ox, ou seja, pode ser
parametrizada por
(o(t),p(t)) =(t,0), paracada teR. (4.35)

Se as curvas caracteristicas planas associadas & EDP (E=29) sdo curvas parametrizadas por

s+ (x(s),PB(s)), paracada sel
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de classe C'(I; R?), elas deverdo satisfazer ao seguinte sistema de EDQ’s:

ou seja, paracada s€ ], (4.36)

)
:Cz)

onde C;,C, € R sdo arbitrdrias, ou seja, as curvas caracteristicas planas associadas a EDP
(E=29) s&do retas horizontais (veja a figura abaixo)

y=~C.

Curvas caracteristicas planas associadas & EDP (B=29)

\ x

Curva inicial y: eixo Ox

Portanto a curva inicial v € uma curva caracteristica plana associada & EDP (E29) (a
saber o eixo Ox).

Conclusao: o problema de Cauchy (EZ23)-(E=20) pode ter infinitas solugdes, se a curva T,
dada por (ET3), for uma curva caracteristica espacial associada a EDP (EZ29) ou, ndo terd
solugdo, se a curva I', dada por (EZ3), ndo for uma curva caracteristica espacial associada a
EDP (£29)).
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Uma parametrizagdo da curva I', dada por (EI3), pode ser dada por:

F(t) = (o(t), p(t), (1) = (t,0,f(t)), paracada teR.

Logo o problema de Cauchy (E=29)-(E=30) terd infinitas solugdes se, e somente se, os vetores
(0'(t),p'(t),f'(t)) e (alo(t),p(t)],blo(t),p(t)],clo(t), p(t)]) (4.37)
forem paralelos, para cada t € R, pois, neste caso, a curva I" serd uma curva caracteristica

espacial associada a EDP (EZ23).

Notemos que, para cada t € R, teremos:

(0'(t),p (1), f'(t) "= (1,0,¢(t) (4.38)

e (alo(t),p(t)],blo(t), p(t)],clo(t), p(t)]) THEVED (1 0,21, (4.39)

para cada t € R.

Logo, de (E=38) e (E=1), os vetores (E217) acima serdo paralelos se, e somente se,

f'(t)=2t, paracada tecR,
o que implicard em:  f(t) =t*+ C, paracada teR, (4.40)

para C € R fixada.
Neste caso, tomando-se, por exemplo, o trago da curva inicial §, como sendo o eixo Oy,
cuja parametrizagdo 6 : R — R?, pode ser dada por:

o(t) =(0,t), paracada teR

e a fungdo r € C'(R; R), de modo que (veja a figura abaixo)

1(0) = £(0) "= ¢, (4.41)
obteremos o segunte problema de Cauchy:
u(x,y) =2x, para (x,y)€Q=R?, (4.42)

u(0,t) =r(t), paracada teR. (4.43)
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"Nova” curva inicial &

y A
Curvas caracteristicas planas associadas & EDP (E=23)

NEE

Curva inicial dada incialmente y

Notemos que neste caso, a "nova” curva inicial é transversal a todas as curvas carac-
teristicas planas associadas a EDP (EZ29) e assim o problema de Cauchy (EZ2)-(EZ3) acima
terd uma tnica solugdo cldssica, que pode ser obtida integrando-se ao longo das curvas ca-
racteristicas planas associadas & EDP (E29).

Neste caso, os tragos das curvas caracteristicas planas associadas a EDP (E=29) sdo retas
paralelas ao eixo Ox.

Assim, para cada y € R fixado, integrando-se a EDP (E29) calculada ao longo das retas
horizontais, isto é, na varidvel x, de O a x, ou ainda, considerando a parametrizagdo da curva
caracterisitica que contém o ponto (x,y), a saber, a curva paramentrizada:

s+— (s,y), paracada se€[0,x],

obteremos:

= r(y)
= J 2sds
0
=x*, paracada (x,y) € RZ%. (4.44)

Como a funcgdo f é da forma

f(t) =t*+ C, paracada x €R,
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segue, de (EZ4), que o problema de Cauchy (EZ9)-(E=30) terd uma solugdo da forma
u(x,y) =x*+r(y), paracada (x,y)eR?, (4.45)

onde r € C'(R; R) satisfaz

Observacao 4.46 Resumindo:
1. se a funcdo f for da forma
f(x) =t*+C, para cada tcR,

para algum C € R fizado, entdo o problema de Cauchy (EZ29)-(EZ20) terd uma
solugdo u = u(x,y) dada por (EZ3), onde r € C'(R; R) é uma fungdo arbitrdria
que satisfaz

2. Notemos que, na situacao acima, a solu¢do nao serd unica, pois podemos escolher
uma wnfintdade de fungdes continuamente diferencidvers r, de modo que seu valor
no zero seja pré-estabelecido, no caso, igual a C = f(0).

3. Por outro lado, se f € C'(R; R) nao for da forma
f(x) =t*+C, para cada teR,

para algum C € R, entdo o problema de Cauchy (E29)-(E=30) nao terd solugdo.

4.3 Curva inicial é tangente e nao coincide com uma
curva caracteristica plana

Retornemos ao problema de Cauchy (EB)-(E).
Consideremos agora o caso em que o traco da curva inicial é tangente, em um tinico ponto

(em particular, ndo é coincidente), ao trago de alguma curva caracteristica plana associada a
EDP (EH) (veja a figura abaixo).
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Yoy

Curva caracteristica plana

d

B —— Curva inicial vy

Nessa situagdo, como vimos no Exemplo (BETI8), podem ocorrer situages em que, para
qualquer vizinhanga do ponto de tangéncia do trago da curva inicial y com uma caracteristica
plana associada a EDP (E@), existam curvas carateristicas planas associadas a EDP (E3),
que interceptem a curva inicial em mais de um ponto e outras curvas caracteristicas planas
associadas a EDP que n&o interceptam a curva inicial (veja a figura abaixo).

Y 4 Curva inicial

Dois pontos de intersecgéd

Curvas caracteristicas planas

A existéncia de uma curva caracteristica plana que intercepta a curva inicial em mais de
um ponto nos levard a impor, para que exista solugdo do problema de Cauchy, restrigdes
adicionais sobre o dado inicial, isto é, sobre a funcgdo f.

Para ver isto, basta lembrar que o valor da solugdo em um ponto da intersecdo determinar4,
de algum modo, o valor da solugdo ao longo de toda a curva caracteristica plana que passa
por esse ponto de intersecao.
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Portanto alguma restrigao sobre o dado inicial f deverd ocorrer.

Curvas caracteristicas planas

Curva inicial /

™ Ponto de tangéncia

Interceptam duas vezes a curva incial Nzo interceptam a curva inicial

A existéncia de uma curva caracteristica plana que ndo intercepta a curva inicial y fara
com que a solugdo, caso exista, ndo seja unica.

De fato, pois o valor da solugdo, ao longo dessas curvas caracteristicas planas, ndo estara
bem determinado, pois as mesmas ndo interceptam a curva inicial (veja a figura acima).

Uma outra situagdo seria de, mesmo uma curva caracteristica plana sendo tangente a
curva inicial y, em cada ponto do trago da curva inicial vy, perto do ponto de intersegdo,
passe, exatamente, uma curva caracteristica plana que intercepta o trago da curva inicial v,
somente naquele ponto (veja a figura abaixo).
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Curva inicial

Curvas caracteristicas planas
.

Ponto de tangéncia

Neste caso podemos agir como anteriormente, isto é, integrarmos a EDP (E&), ao longo
das curvas caracteristicas planas associadas a mesma embora, como veremos em exemplos
a seguir, possamos, eventualmente, perder diferenciabilidade da solugdo obtida, ou seja, a

solugdo poderd ndo ser uma solugdo cldssica.
Para exemplificar, consideremos o:

Exemplo 4.47 Estudar a existéncia de solugbes para o sequinte problema de Cauchy:

u(x,y)=x*, para (x,y) € Q=R?,
u(t,t’) =f(t), para cada teR.

onde f € C'(I; R).

Resolugao:
Observemos que, neste caso, as fungdes a,b,c,d: QO — R, serdo dadas por:

Q=R?,
alx,y) =1,
b(x,y) =0,

c(x,y) =x*, paracada (x,y)€Q,

ou seja, a,b,c e C(Q;R) e

a2(x,y) + b2(x,y) "

ém)12+02:]7&0, para cada (x,y) € Q.

(4.48)
(4.49)

(4.50
(4.51
(4.52
(4.53

~—r et N
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Além disso, observamos que o trago da curva inicial y € o grafico da cibica
Yy=x,
cuja parametrizagdo pode ser dada por
(o(t),p(t)) = (t,t’), paracada teR. (4.54)
As curvas caracteristicas planas associadas a EDP (EZ3) sdo curvas parametrizadas
s — (afs), B(s)),

de classe C'(J; R), que deverdo satisfazer ao seguinte sistema de EDQ'’s:

o’(s) =alals),B(s))

(EE) 1,
) €J,
B/(s) =blads),Bls)) T T °F)

(22)
\ =0
ou seja, {OC(S) =s+G, , (4.55)
B(s)=C,, paracada seR

onde C;,C;, € R sdo arbitrdrias, ou seja, as curvas caracteristicas planas associadas a EDP
(EZR) sédo retas horizontais, ou seja,

y:C>

onde C € R.

Logo ao trago da curva inicial é tangente ao trago da curva caracteristica plana

y:O»

no ponto (0,0) (veja a figura abaixo).
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Yy A

Curva inicial

/ Curvas caracteristicas planas

/ —
N .

/ Ponto de tangéncia

Observemos que, excetuando-se a curva caracteristica plana

y:O>

todas as outras curvas caracteristicas planas (isto é, as retas horizontias) sdo transversais
a curva inicial, ou ainda, interceptam a curva inicial em um, e somente um, ponto e ndo
tangencialmente.

O que faremos é, como anteriormente, é integrar a EDP (EZ3), ao longo das curvas carac-
teristicas planas, para tentar obter uma expressdo para a candidata a solugdo do problema
de Cauchy (EZR)-(EZ3).

Mais precisamente, dado (x;,y;) € R?, consideremos a curva caracteristica plana associ-
ada a EDP (EZ3), que passa por esse ponto, a saber, (veja a figura abaixo):

Esta curva caracteristica plana interceptara a curva inicial no ponto (veja a figura abaixo)

(ﬁ)yﬂ .
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Yy A
Curva|caracteristica plana por (x7,y7)

Curva inicial

~

(x1,Y1) / (xo,y0) = (¥UT,v1)

137

Logo, procendendo como nos exemplos que antecederam, isto é, integrando ao longo da
caracteristica plana associada a EDP (EZ3) que passa pelo ponto (x;,y;), que pode ser

parametrizada por
s (als), B(s)) = (s,y1),

para s € [,3/131 ,x1] (veja a figura acima), temos que:

~(7)
— e X1
- 0 o ) — d
) = W30 ) J., clats) pon as
VAZl) @),
== 133 h
3 - T
_x W
3 3’
ou seja,
_ Xy 3 2
u(x,y) - ?—g‘f—f(\/g) ) para cada (X>y) € R )

serd a solugdo do problema de Cauchy (EZ3)-(EZd) exceto, eventualmente em
(x,0), paracada x€R,

se a funcao
y = T (Jy)

ndo for diferencidvel em y = 0.

Observacao 4.57

(4.56)
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1. Dewxaremos como ezxercicio para o leitor a verificagdo que, de fato, a fungdo u =

u(x,y), dada por (EZH), € solugdo do problema de Cauchy (EZR)-(EZH), se a
funcado

y = (YY)

for diferencidvel em y = 0.

Notemos que, dependendo da escolha da funcdo f € C'(R; R) dada, a solugdo
u =u(x,y), dada por (EEH), nao serd de classe C'(R*; R).

Por exemplo, se a funcao f: R — R € dada por
f(t) =t, para cada te€R,
seque que a solugdo u =u(x,y) nao serd diferencidvel em
(x,0), para cada x€R,

1sto €, sobre o ewxo Ox pois, de (-54), teremos:

3
X
u(x,y) = ?_

we

+ Yy , para cada (x,y) € R%.
~~

ndo € diferencidvel em y =0

Isto confirma o que observamos no inicio desta se¢do, a saber a solugcdo ndo serd
cldssoca em todo R2.

Poderiamos ter aplicado o processo original de fazer uma mudanc¢a de vardveis
para tornar a EDP (EZ3) mais simples, resolver esta tltima e depots voltar para
as varidveis originais.

Na verdade a EDP (EZ3) jd estd na sua forma mats simples!

De qualquer modo, a "tentativa” de mudanc¢a de varidveis

(syt) = (x,y)
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deverd satisfazer:

Xs(svt) ZG(X(S>’C)>U(S>U)
(=) |
ys(s)t) :b(X(S,t),y(S,t))
=,
x(0,t) =o(t)
=),
y(0,t) =p(t)
\ () t3,
ou seja: x(s,t) =s+ Ci(t), (4.58)
y(s,t) = Co(t), (4.59)
x(0,t) =t, (4.60)
y(0,t) =t>, para cada (s,t) € R%. (4.61)
Mas
t Ex0,1)
o+
£ =y,
| P
. Ci(t) =t
ou seja, , para cada teR, (4.62)
Cat) =t
t) = t
logo: x(s,t)=s+ ,  (s,t) e R?, (4.63)
y(s )t) =t
ou, equivalentemente, {s(x,y) =X VX , para cada (x,y) € R%.
t(X>U) = \3/13
(4.64)

Logo serd uma mudanga de varidveis que estd em

C'(R*\{(x,y);x=0 ouy =0}; R) .
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Notemos também que

0(x,y)  |xs(s,t) x(s,t)
o(s,t) |ys(s,t) yls,t)
e (1 1] L.
= o 3¢ =3t"#0, para t#0. (4.65)

Notemos que tal jacobiano se anula quando t =0 e este corresponde ao eizo Ox.

Mesmo com esse problema, se definirmos a fungdo v:R?> — R, dada por
v(s,t) =u(x(s,t),y(s,t)), para cada (s,t) € R?, (4.66)
ou ainda,
u(x,y) =v(s(x,,y),t(x,y)), para cada (x,y) € R?, (4.67)
teremos que a func¢do v =Vv(s,t) ird satisfazer ao sequinte problema de Cauchy:

Vs(s )t) = C(X(S >t) )y(S ) t)) ’ bara (S >t) S Rz (4'68)
v(0,t) =f(t), para cada teR, (4.69)

cuja dificuldade de resolver €, essencialmente, a mesma que resolver o problema
de Cauchy (EZR3)-(EZ3).

Com 1sto teremos:

u(x,y) ="v(s,t)

(= j c(x(r,0),y(r, 1)) dr+v(0, 1)
0

(. H/_/
e r4,68) ) (r41)2 Ry
rt) |
S Ul
3 =0
(=3 = (=)
— -
T R ﬂ/t\y)
3 3
Xy 2
:§—§+f(\3/ﬁ) , para cada (x,y) € R*, (4.70)

obtendo, desta forma, a mesma expressido que em (ERD).

A seguir faremos algumas observagdes relacionadas com as situagdes relativamente a
tangéncia da curva inicial com curvas caracteristicas planas associadas a EDP em questdo.
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Observacao 4.71

1. No desenvolvimento abstrato do método da integracdo ao longo das curvas ca-
racteristicas planas associadas a uma EDP linear de 1.a ordem, para resolver o
problema de Cauchy associado a4 mesma, se o trago da curva inicial y nao for
tangente ao traco de nenhuma curva caracteristica plana, teremos que o jacobiano
da transformacgado

(syt) = (x(s,1),y(s, 1))

serd diferente de zero, em um vizinhan¢a do trago da curva inicial v (ou seja,
serd uma mudanc¢a de varidveis nessa vizinhanga).

2. No caso em que temos um ponto de tangéncia do trag¢o da curva inicial com o
traco de alguma curva caracteristica plana associada a EDP, o jacobiano acima
ird se anular mo ponto de tangéncia, logo poderemos nao ter uma mudanca de
varidveis de classe C' em uwma vizinhanga daguele ponto.

3. Observemos também que, mesmo no caso em que somente o trago de uma unica
curva caracteristica plana wnterceptar o trago da curva inicial Y, em um uUnico
ponto (veja Ezemplo (EZ1)), a mudanga de varidvets acima poderd nao ser dife-
rencidvel e asstm a solugdo encontrada (integrando-se a EDP, ao longo das curvas
caracteristicas planas assoctadas ¢ EDP) poderd nao ser uma solugdo cldssica do
problema de Cauchy, isto é, poderd ndo pertencer a classe C'(Q; R).

Isto pode ser visto, uma vez mais, no exemplo a sequair.
Exemplo 4.72 Encontrar (se ezxistir) solu¢do do problema de Cauchy

1, para (x,y) € Q=R?, (4.73)
u(t,t’) =f(t), para cada teR. (4.74)

onde f € C'(I; R) é uma fungdo dada.

Resolucgao:

Como vimos no Exemplo (EZZ7), as curvas caracteristicas planas serdo as retas horizontais

y=C_C, paracada CeR.
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Y A
Curva|caracteristica plana por (x7,y71)

Curva inicial

-

(x1,91) (x0,Yo0) = (YUT>Y1)

Agindo como no Exemplo (EZ7), isto é, dado (x1,y;) € R?, integrando a EDP (Z=23) ao
longo da curva caracteristica plana associada a EDP (EZZ3) que passa pelo ponto (x1,y1), que
pode ser parametrizada por

s (afs), B(s)) = (s,y1),

para s € [{/U1,, x| ( veja figura acima) teremos:

=)
—— e X1
- 0 o ) — ) d
wler,y1) — W x5 o) ch(a(s) B(s)) ds
=yYr =Y =1
X1
=5
s=/Y1
:X1_\3/1]>
ou seja,
u(x,y) =x— g+ (), paracada (x,y)€R> (4.75)

serd a solugdo do problema de Cauchy (EZ73)-(E-Zd) exceto, eventulamente em
(x,0), paracada x€R

(ou seja, o eixo Ox), se a fungdo
y— (YY)

ndo for diferencidvel em y = 0.

Observacao 4.76
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1. Mesmo antes de determinarmos a ezisténcia ou ndo de solugdes do problema de
Cauchy (EZ23)-(EZ3) € possivel, formalmente, conhecermos as derivadas parciais
da solugdo u = u(x,y) (caso existam) em qualquer ponto (o(t,),p(t,)), perten-
cente 4 curva inicial y, onde ela nao for tangente as curvas caracteristicas planas
assoctadas ¢ EDP (EZA).

Na verdade, podemos obter ndo sé as deriwvadas de 1.a ordem mas de qualquer
ordem, desde que

a,b,ceC*(R;R) e o,p,feC®(;R).

Para calcular, por exemplo, as deriwadas parciais de 1.a ordem da solugdo
u=1u(x,y)

no ponto da curva inictal (o(t,),p(t,)), comecamos escrevendo o problema de
Cauchy (EZd), sobre a curva inicial v, 1sto €,

alo(t), p(t)]ulo(t), p(t)] + blo(t), p(t)] wylo(t), p(t)] = clo(t), p(t)], (4.77)
ulo(t),p(t)] =f(t), para cada tel. (4.78)

Supondo que a fung¢do
t—u(o(t), p(t))

¢ diferencidvel, em relagdo a t em I, derivando a condigdo inicial (EZZ3), em
relagdo a t e utilizando-se a regra da cadeia, obteremos:

w[o(t), p(t)] o’(t) +uylo(t),p(t)] p'(t) =f'(t), para cada tel.

Com 1sto, de (E2) e da identidade actma, obtemos sequinte sistema linear:

alo(t), p(t)] ulo(t), p(t)] + blo(t), p(t)uylo(t), p(t)] = clo(t), p(t)], (4.79)
o'(t)uxlo(t), p(t)] +p () uylo(t),p(t)] =f'(t), para cada tel, (4.80)
ou ainda,
alo(t),p(t)] blo(t),p(t)]) [ulo(t),p(t)] _ clo(t), p(t)] (4.81)
o'(t) p'(t) wylo(t), p(t)] f(t) ’ '

para cada t € L.

Como, por hipdtese, estamos supondo que o trago da curva inicial intercepta
transversalmente os tracos das curvas caracterisiticas planas, deveremos ter:

a[G(to) ) p(to)] b[d(to) ) p(to)]

o (t) oty |70
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Logo, da continuidade das fungdes envolvidas e do fato que o determinante acima é
ndo nulo, seque que existe uma vizinhanga de t,, que indicaremos por ] = J(t,) C I,
de modo que:

#0, paracada te].

Logo podemos resolver, algebricamente, o sistema linear (E2)-(E=0) (ou a equagdo
matricial (EXT)), para obtermos

wlo(t),p(t)] e wlo(t),p(t)],
para t na vizinhanga |, do ponto t,, em termos das fungdes
o(t),o’(t),p(t),p'(t),alo(t), p(t)], blo(t),p(t)] e clo(t),p(t)],

ou seja, obtemos as derwadas parciais de 1.a ordem da solu¢cdo u = u(x,y), ao
longo de todos os pontos da curva wnicial .

Para obtermos as derivadas parciais de ordem maior ou igual a dois da solugdo
u = u(x,y) ao longo de todos os pontos da curva inicial, bastard derivarmos a
EDP (EZ2) em relagdo x, ou ay e utilizarmos as mesmas tdéias acima.

Por exemplo, se soubermos que u € C*(Q; R), para encontramos
Ww(o(t),p(t)), para cada tel,

deriwamos a EDP (E23), em relagdo a x e a restringimos sobre a curva inicial vy,
obtendo-se:

a[o(t), p(t)]ulo(t), p(t)] + alo(t), p(t)] uwxlo(t), p(t)] + bylo(t) , p(t)] uylo(t), p(t)]
+blo(t), p(t)]uylo(t), p(t)] = cklo(t),p(t)], para tel,

ou seja,

alo(t), p(t) uwlo(t), p(t)Il+ blo(t), p(t)] uylo(t) , p(t)] = cilo(t), p(t)]
— a[o(t), p(t)]ulo(t), p(t)] — bylo(t), p(t) uylo(t),p(t)], para tel.

Notemos que, derivando-se a fungcao

t— UX(G(t)» p(t)) ’
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em relagdo a t, em 1 (que foi encontrada mo item actma) segue que, da regra da
cadeia, que

S {ulo(t), p(]) = wlo(t), (0] o (V)4 wylo(t),p(t)] (1), para cada tel.
—_————

= uyx[o_(t) ,0(t)]

Logo, das duas equacgbes acima obteremos o sequinte sistema linear:

F(t), (4.82)
G(t), (4.83)

alo(t), p(t) welo(t), p(t)] + blo(t), p(t)] uylo(t), p(t)]
o' (t) uwlo(t), p(t)] + p ' (t) uylo(t), p(t)]

para t € I, onde

F(t) = c[o(t), p(t)] — axlo(t), p(t)] uclo(t), p(t)]
— by[o(t), p(t)] uylo(t), p(t)] (4.84)

G(t) = %{LLX[G(’L) ,ep(t)]}, para cada tel, (4.85)

sdo fungdes conhecidas.

Como no item anterior (a matriz dos coeficientes desse sistema linea é a mesma
do item anterior), o sistema (E=22)-(E=23) poderd ser resolvido, algebricamente,
para obtermos

uwlo(t),p(t)] e uylo(t),p(t)],

para t em uma vizinhanga de t,, contida em I, ou seja, obtivemos as deriwadas
parciats de 1.a ordem da solugdo uw = u(x,y) ao longo de todos pontos curva itnicial

Y.

3. Continuando o processo acima (desde que as fungbes envolvidas sejam de classe
C*, nos seus respectivos dominios) podemos, formalmente, escrever a solu¢do do
problema de Cauchy (E=24)-(EZ23) em termos de uma série de Taylor em torno do

ponto

(Xo »yo) = (G(to) ) p(to)) )
15to €,

ux,y) = > cam (x—%)" (y —yo)™, (4.86)
n=0 m=0
onde -
. n mu
Chm = W(Xo ayo) ) (4'87)

pots conhecemos todas as derivadas parciais da solugdo u = u(x,y), mo ponto
(Xo )yo) = (G(to) y p(to))-
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4. Algumas perguntas naturais podem ser colocadas, como por exemplo:

(a) quando a série de fungbes em (E=EH) converge?

(b) caso esta série de fungées seja convergente, a soma da mesma serd solugdo
do problema de Cauchy (E24)-(E=3)?

5. A resposta as essas questdoes € afirmativa, caso as fung¢des envolvidas, a,b,c :
QO — Reo,p,f: 1 = R, além de satisfazerem as condicbes anteriores, sejam
fungdes analiticas nos pontos (x,,Yo) € Q e t, € I, respectivamente, isto €, as
séries de Taylor das fun¢des a,b,c, centradas em (x,,Y,), convergem em uma
vizinhag¢a desse ponto, contida em (), e as séries de Taylor das fungbes o,p,f,
centradas em t,, convergem em uma vizinhanga de t,, contida em I.

6. Neste caso a série de Taylor (Z-8d) serd convergente em um vizinhanga V =
V(X0,Yo), do ponto (x.,Y,), contida em Q e sua soma serd solugdo da EDP (7-22)
nessa vizinhanga V e ird satisfazer a condigcdo inicial (L-23), para t em um vizi-
nhag¢a do ponto t,, contida no intervalo 1, ou seja, serd solugcdo do problema de
Cauchy (Z24)-(Z=23) em uma vizinhanga do ponto (X,,Y,), contida em Q.

7. A afirmagdo acima € uma versao stmplificada do conhecido como Teorema de Cau-
chy-Kovalewski.

4.4 Propagacao de singularidades

Retornemos ao problema de Cauchy

aberto

alx,y)uc(x,y) + b(x,y)uy(x,y) =c(x,y), para (x,y)eQ C R (4.88)
u(o(t),p(t)) =f(t), paracada tel, (4.89)

onde I C R é um intervalo da reta,
telm (oft),p(t)

é uma parametrizagdo da curva inicial y, a,b,c € C'(Q; R), f € C'(I; R) e o trago da curva
inicial Y nao € tangente aos tragos das curvas caracteristicas planas associadas a EDP (EZ3).
Vimos que, neste caso, o problema de Cauchy acima tem uma unica solugdo definida numa
vizinhanga V do trago da curva inicial (contida em Q).
O valor da solugdo u no ponto (x;,y;) € V pode ser obtido, integrando-se a EDP (E=23),
ao longo da curva caracteristica plana associada a EDP (E=2R), que passa pelo ponto (x1,y1),
de s = 0, que corresponde ao ponto

(o(t1), p(t1)) = (x(0,t1),y(0, t1)),
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até s = sy, que corresponte ao ponto (veja figura abaixo)
(x1,y1) = (x(s1,t1),y(s1,t1)) .

A figura abaixo ilustra a situagao acima.

(x1,y1) = (x(s1,t1),yls1,t1))

(o(t1),p(ty)) = (x(0,t7),y(0,t1))

<+———— Curva inicial

<+————— Curva caracteristica plana pelo ponto (o(t), p(t)) = (x(0,t),y(0,t))

Conclusao: o valor da solugdo u no ponto (x1,y;), sé dependerd do valor do dado inicial
no ponto (o(t1), p(t1)).

Devido a este fato temos a:

Definicao 4.90 O ponto (o(t1),p(t1)), que estd sobre a curva inicial, serd dito pertencer
ao dominio de dependéncia do ponto (x1,y7).

De modo semelhante podemos introduzir a:

Definicao 4.91 Dado ¥y, uma curva parametrizada, cujo trago estd contido no trago da
curva wnicial y, o conjunto formado por todas as curvas caracteristicas planas associa-

das a EDP (Z=83) que interceptam a curva ¥ serd denominada regiao de influéncia da
curva ¥ (veja a figura abaizo).
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Curvas caracterisitcas planas que interceptam ¥

Regido de influéncia de ¥

Curva incial y

Curva ¥

Observacao 4.92

1. O dominio de dependéncia do ponto (x1,Yy;) € o conjunto formado pelos pontos
sobre a curva tnicial, que "interferem” no valor da solu¢ao do problema de Cauchy
no ponto (x1,yi).

2. A regido de winfluéncia da curva ¥ (contida mo trago da curva inicial y) € um
subconjunto contido na vizinhanca V C Q, formado pelos pontos que dependem
do valor da solucao sobre a curva Y.

3. Se retirarmos a hipdtese f € C'(I; R), mantendo as outra hipdteses, podemos
proceder como anteriormente (integrar a EDP ao longo das curvas carateristicas
planas etc.) e obter uma solugdo u =u(x,y) definida em uma vizinhanga do trago
da curva nictal mas esta, em principto, poderd nao ser uma solugdo cldssica (isto
é, a funcdo u = u(x,y) poderd nao pertencer a C'(V; R)).

Se, por exemplo, a fungdo f (ou a fungdo f’) nao for continua no ponto t, € I,
entdo a solugdo u = u(x,y) (respectivamente, alguma(s) de sua(s) derivada(s)
parcial(ais)) terd, provavelmente, uma descontinuidade (respectivamente, alguma(s)
de sua(s) derivada(s) parcial(ais)) ao longo da curva caracteristica plana associ-
ada & EDP (ZZ83), que passa pelo ponto (o(t,),p(ts)) (veja a figura abaizo).
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Curva inicial

4. Conclusao: as singularidades da fun¢do f podem ser propadadas ao longo das
curvas caracteristicas planas associadas ¢ EDP (F283), isto €, se acontece alguma
”coisa ruim” com a fungdo f em, por exemplo, t = t,, ocorrerd, em principio,
algo do mesmo tipo para a solugdo uw = u(x,y), ao longo da curva caracteristica
plana associada a EDP (Z-83), que passa pelo ponto (o(t,),p(t,)).

Para ilustrar os fatos tratados descritos na observagdo acima consideraremos o:

Exemplo 4.93 Encontre uma solu¢cao do problema de Cauchy

—yu(x,y) +xuy(x,y) =4xy, para (x,y) € Q =R?, (4.94)
u(t,0) =1f(t), para cada te[0,00), (4.95)

onde a fung¢do f:[0,00) — R € dada por

t2, te[0,1],
f(x) = para 0,1 , para cada te[0,00). (4.96)
1, para te(1,00)

Resolucgao:
Notemos que, de (E9H), temos que o trago da curva inicial € o eixo Ox, cuja parametrizagdo
pode ser dada por
t— (o(t),p(t)),
onde:
(o(t),p(t)) =(t,0), paracada te[0,00).
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Notemos que, de (E=98), o dado inicial (isto é, a fungdo f) é uma fungdo continua em
[0, 00), mas nao é diferencidvel em t = 1.
A representacdo geométrica do gréfico da fungdo f é dada pela ﬁfgl)lra abaixo.
y = flx

A

Yy

Como vimos no Exemplo (BZ=T), as curvas caracteristicas planas associadas a EDP (E92)
serdo circunferéncias centradas na origem (veja a figura abaixo)

Curvas caracteristicas planas

Curva inicial

Além disso, como vimos no referido Exemplo (B=1), a solugdo do problema de Cauchy
(E94)-(E4g), serd da forma:

u(x,y) =2y* +f (x/xz +yz> , paracada (x,y)cR?. (4.97)
Notemos que, para (x,y) € R?,

satisfazendo: 0 <x*+y* <1,
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2
segue, de (E98), que: f < x? +y2) = ( x? —Hf) (4.98)
=% +y%
satisfazendo: x*+y* > 1,
segue, de (E98), que: f < x? +y2) =1. (4.99)

Logo, de (E92), (E93) e (E=9) (veja a figura abaixo),

297+ (x> +v?)
u(x,y) =< =x*+3y?, para x*+y*<1, . (4.100)
2y +1, para x*+y?>1

Curva caracteristica plana pelo ponto (1,0)

Curva inicial

Observemos que
ue C(R*;R).

De fato, em qualquer ponto de R?, excetuando-se os pontos sobre a circunferéncia C,
centrada na origem e raio igual a 1, a fungdo u, dada por (EI00), serd continua.

Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.

Analisemos os pontos sobre a circunferéncia C, na verdade analisaremos o que ocorre nos
pontos da circunferéncia C que estdo no 1.0 quadrante.

A verificagdo do que ocorre nos pontos sobre a circunferéncia C que estdo nos outros trés
quadrantes é semelhante a que iremos fazer e serd deixada como exercicio para o leitor.
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Neste caso, um ponto sobre a circunferéncia C, terd as seguintes coordenadas:

Xoy \/ 1 _on

—_——
=Yo

Devemos mostrar que

lim u(x,y)=u (xo y\/ 1 _on) . (4.101)
Vise?)

Notemos que:

=3—2%x,". (4.102)
Observemos que:

e se o ponto (x,y) estd no interior da circunferéncia C, teremos:

ule,y) = ulxo,yo)l T =T (4 302) — (3 2x)]

= |x2—|—2x02—|—3y2—3‘ .

Como

2
lim (%+2ﬁ+3y%aﬁzxf+zm£+3(w1—%ﬁ -3

(x )U)"(XO 'V 177(02)
= O’
e isto implicard em (ETD).
e se o ponto (x,y) estd no exterior da circunferéncia C, teremos:
[100) e (1M
FEEEE 2y 1) - 3-2x)]
:2}y2+x02—1‘ .

|u(X>y) _u(xo »yo)|

Como

lim (Y +x>—1) = <\/1—x02>2+x02—1

(x,y)— (xo RV 17)(02)

=0,
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isto implicard em (EZT0D).

Juntando as duas situagdes acima podemos mostrar que, dado € > 0, podemos encontrar
d > 0, de modo que se

[(x,Y) — (X0,Yo)| < &, teremos: [u(x,y)—u(x,,yo)l < e,

ou seja, a fungdo u = u(x,y) serd continua em (x,,y,) € C.

A verificgdo desta dltima afirmagdo serd deixada como exercicio para o leitor.

Notemos também que a fungdo u, dada por (EI0O), nao é diferencidvel sobre a circun-
feréncia C.

Mostremos que a fungéo u, dada por (EI00), nao é diferencidvel no ponto

(XoyYo) = (Xo» VI=%)

ou seja, nos pontos da circunferéncia C que estdo no 1.0 quadrante.

A verificagdo do que ocorre nos outros pontos sobre a circunferéncia C que estdo nos outros
trés quadrantes serd deixada como exercicio para o leitor.

Notemos que para a existéncia das derivadas parciais de 1.a ordem da funcao u, em relagao
a x e em relagdo a y, no ponto (x,,Y,), € necessdrio e suficiente, que existam os limites

lim WXo + 1ty Yo) — (X0, Yo) e lim WX, Yo k) ~ UlXo, Yo) . (4.103)
h—0 h k—0 k

Observemos que para cada h,k > 0, temos que os pontos

(o +h,Yo) € (X0,Yo+Kk)

pertencerdo ao exterior da circunferéncia C (veja a figura abaixo para o caso h > 0).
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Mas para h > 0, temos que:

(Tm) »X=Xo +h,y=yo

u(xo +h,y,) 2 \y/o_/ +1
=1/1—x02
=3—2x,°
2
(M) ,x=x0 ,y=Yo
U(meo)_ = ( o)2+3 ( \y;)_/
=4/ 1—%02

0 que implicard que

u(xo +h,yo) — u(xo,Yo)

iz h -l h
=0. (4.104)

Por outro lado, se h < 0 segue que:

(1) )X:ﬁ) +h,y=yo

u(xo +h,y,) (%o + 1) +3yo*
€
Ulko,Yo) = 2T x4 3y,

e com isto teremos:

o W% 1 Ye) —u(%o,bo) _ g [(xo H R4 310°] — (x0" +30%)
h—0- h h—0— h

Berecicio 5 s . (4.105)
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Logo se x, # 0 é tal que o ponto (x,,Y,) estd na circunferéncia C, no 1.0 quadrante, de
(E103) e (E103), segue que nao existe o limite

lim u(x, + h,yo) —u(x, >yo) ,
h—0 h

ou seja, que a fungdo u, dada por (EI00), nao tem derivada parcial, em relagdo a x, nos
pontos sobre a circunferéncia C, que estdo no 1.0 quadrante) em particular, a funcdo u nao
é pertencerd a C' (R?; R).

Observacao 4.106 Observemos que a fung¢do u, dada por (EI00), € na verdade de classe
C> (R*\ C; R) e satisfaz a EDP (E94) em R?\ C.

Notemos que C é uma curva caracteristica plana associada ¢ EDP (E94), que passa
pelo ponto (1,0), isto €, a nao diferenciabilidade do dado inicial f no instante t = 1
(que corresponde ao ponto (1,0) = (o(1),p(1)) sobre a curva inictal), propagou-se ao
longo da curva caracteristica plana associada ¢ EDP (EE94), que passa pelo ponto (1,0),
no caso, a circunferéncia C, de centro na origem e raio tgual a 1.

Para finalizar a segdo temos o:

Exercicio 4.107 Encontrar uma solugdo (se ezxistir) do problema de Cauchy

w(x,y) +buy(x,y) =0, para (x,y)c Q=R (4.108)

—

u(0,t) =—-, para cada teR\{0}, (4.109)

—+

onde b € R é uma constante fizada.

Resolugao:
Notemos que f: R\ {0} — R serd dada por

f(t) = %, para cada te€ R\ {0}. (4.110)

Neste caso, de (EI09), segue que o trago da curva inicial é eixo Oy, menos a origem (0, 0).
As curvas caracteristicas planas associadas a EDP (ETTOR3) serdo retas (veja o Exemplo
(BT3), com ¢ = d = 0), dadas por:

y=>bx+K, paracada xR,

onde K € R é uma constante arbitraria e a solugdo do problema de Cauchy (E-I0R)-(ETOd)
acima, serd dada por (veja o Exemplo (ET73)):

u(x,y) =f(—=bx+y)
@m) |

m, para cada (x,y)GAiRZ\{(x,y)ERZ;y;ébx}. (4.111)
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Logo a solugdo u = u(x,y) nao estard definida ao longo da curva caracteristica plana
associada a EDP (ET0R), que passa pelo ponto (0,0) (veja a figura abaixo) e serd solugdo
cldssica da EDP (EI0R), em .A.

y = bx : curva caracteristica plana pelo ponto (0,0)

Y /

y = bx + K: Curva caracteristicas planas

Conclusao: a fungdo f, dda por (EI10), ndo estd definida em t = 0 e a solugdo u, dada
por (EIIT), néo estd definida ao longo da curva caracteristica plana associada a EDP (ET03),
que passa pelo ponto (o(t,), p(t,)) = (0,0).

4.5 Uma EDP nao linear de 1.a ordem

Comegaremos esta segdo com as seguintes observagoes:
Observacao 4.112

1. A situagdo no caso de uma EDP ndo-linear, tanto ao que refere-se a propagacao
de singularidade quanto ao comportamento da solucdo é bastante diferente do caso
de uma EDP linear.

Para vermos 1sto, consideraremos a EDP ndo-linear da forma:

ou(t,x) + o [f(wl(t,x) =0, para (t,x) e Q=(0,00) xR, (4.113)
onde f € C2(R; R) é wma func¢do fizada ndo constante.
Notemos que a EDP (ETTI3) pode ser reescrita (utilizando-se a regra da cadeta) na

sequinte forma:

ou(t,x) +blu(t,x)]ou(t,x) =0, para (t,x) e Q=(0,00) xR, (4.114)
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onde
b(r) =f'(r), para cada T<€R. (4.115)

Taws EDP ’s aparecem no estudo de fenémenos ondulatérios (por ezemplo, dindmica
de gases ou fluidos).

No caso, o que corresponderd as curvas caracteristcas planas associadas a EDP
(ET13) (ou (ETI3)) em Q, serdo as curvas parametrizadas, cujo trago estd contido
em Q, que satisfazem a seguinte EDO:

dx

E(t) =blu(t,x(t))], para telICR. (4.116)

Notemos que, ao longo dessas curvas parametrizadas, a solu¢do da EDP (ETTd)
(ou (EI3)) serd constante.

De fato, pois para t € I, teremos:

d da Regra da Cadeia a'LL dX au dt
S X()] © I O IS () (1) e x() ()
W—/ \ J
=yt x(t)] =
()

= blu(t,x(t))] 0u(t,x(t)) + Oyu(t,x(t))
—_—

(=)

= —blu(tx(t)] dxu(t,x(t))

=0.

Logo
u(t,x(t)) =K, paracada tel,

onde K € R € uma constante arbitrdria, como queriamos mostrar.

Com 1sto podemos concluir que, na verdade, as curvas parametrizadas definidas
pela EDO (ET18), serdo retas.

De fato, pois
u(t,x(t)) =K, para cada tel,
ou ainda,
u(t,x(t)) =u(ty,x(t,)), paracada tel, (4.117)
para algum t, € 1 fizado.
Assim

dx

E(t) = blu(t,x(t))]

=) plulty, x(t,))], para telCR. (4.118)
ﬁ—/

constante
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Tais retas nao podem ser determinadas a priori, pois seus coeficientes angulares
dependem de conhecer o valor da solugdo uw =u(t,x), ao longo da prépria curva,
1sto €, mos pontos (t,x(t)), para cada t € R.

No entanto, podemos utilizar estas curvas para encontrar o valor da solugdo do
seguinte problema de Cauchy associado @ EDP (ETI3), ou seja, o sequinte problema
de Cauchy:

ou(t,x) + o, [f(w)](t,x) =0, para (t,x) e Q=(0,00) xR, (4.119)
u(0,x) =uy(x), para cada xé€R, (4.120)

onde u, € C'(R; R) estd fizada.
Vale observar que, mais adiante, consideraremos dados 1nicais U, mais gerais.

A 1déia que desenvolveremos a sequir é semelhante a utilizada no caso linear, 1sto
€, vamos construir a solugdo via as ”curvas caracteristicas planas” que intercep-
tam a curva inicial plana quando t =0 (veja a figura abaizo).

Dado x, € R, como vimos acima, a solug¢do procurada
u=u(t,x), para cada (t,x)€Q

deverd ser constante ao longo da reta (EZL18) que passa pelo ponto (0,x,), ou seja,
a solugcdo procurada u, serd igual a

LL(O,XO) = uo(xo) )

para (t,x) € Q gque estd sobre a reta (E1ID).

Como tal reta tem wnclinagdo blu,(x,)] (veja (EI18)), deveremos ter
u(t,x) = ue(xo) (4.121)
para (t,x) € Q, que pertenca a reta

x = bue(xo)] t + X0 , (4.122)
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cuja representagdo geométrica é dada pela figura abaizo.

Curva caracteristica plana associada @ EDP (ZI) pelo ponto (0, xo)

el \

v x = b(uo(x0))t + Xo

Curva inicial

2. As retas de equagdo (E122), serdo denominadas retas caracteristicas planas, asso-
ciadas ao problema de Cauchy (ETT39)-(ETZD).

3. Lembremos que no caso de uma EDP linear, as curvas caracteristicas planas de-
terminam, em geral, a solugdo do problema de Cauchy considerado.

Logo € natural esperarmos que o mesmo ocorra no caso da EDP ndo-linear (E119),
1sto €, que determinem a solugdo do problema de Cauchy (ET19)-(ET2D).

Isto, de fato, é o que ocorre para o problema de Cauchy (EI1Y)-(E120), em uma
faiza (0,T) x R, para algum T € (0,00) fizado.

Porém, ao contrdrio do caso de uma EDP linear, as curvas caracteristicas pla-
nas assoctadas ao problema de Cauchy (ET1Td)-(ET20) podem se interceptar e nao
permanecerem coincidentes apds a intersecgdo.

O ezemplo a sequir tlustra esse fato.
Exemplo 4.123 Encontre uma solugdo do problema de Cauchy
we(t,x) +u(t,x)u(t,x) =0, para (t,x) e Q =R?, (4.124)
u(0,x) =uy(x), para cada xé€R, (4.125)
onde o dado wnicial u, : R — R é dado por:
1, para xé€ (—oc0,0)
Uo(x) =9 1—x, para x€[0,1], . (4.126)
0, para xé€ (1,00).
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Resolucgao:
A representagdo geométrica do grafico da fungdo u, € dada pela figura abaixo.

w

Y = uo(x)

Observemos que neste caso a fungdo b : R — R (em (ETI4)) serd dada por
b(r) =7, paracada reER. (4.127)

A EDP ndo-linear (ET24) é conhecida na literatura como Equacao de Burger sem vis-
cosidade e pode ser colocada na forma (E-TT3), tomando-se a fungdo f: R — R dada por

2

fr) =

=5 paracada rTeR.

Neste caso as curvas caracteristivas planas associadas ao problema de Cauchy (ET24)-
(ET23) serdo da forma:

x = bus(xo)] t + %o,
—_——

(==3)
= Uo(xo)

0 que implicard em: X =1u,(X,)t+X,, paracada teR, (4.128)
ou seja, de (EIZH), segue que:

t+%,, para %, € (—00,0)
x=9(1—=%)t+x,, para x,€[0,1] (4.129)

Xo, Dpara X, € (1,00),

cujos gréficos, para cada x, € R fixado, encontram-se na figura abaixo:
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Curvas caracteristicas planas associadas ao problema de Cauchy (BE-I23)-(E-I=2H)

1 A

X = Xo

1 t
para |0 < xo < 1

x=(1—=%x0)t+ xo
x =1+ xo

Logo as curvas caracteristicas planas associadas ao problema de Cauchy (ET24)-(ETZH)
se interceptam para cada t € [1,00).

Portanto a solugdo do problema de Cauchy, dada por (ETZ1)-(ET23), utilizando as curvas
caracteristicas associadas ao problema de Cauchy acima, s6 serd terd uma expressdo valida
para t € (—oo, 1), pois nestes casos ndo haverd intersegdo das curvas caracteristicas planas,
isto é, das retas (ET=Zd) (veja a figura abaixo).

Consideremos as aseguintes regides do plano (t,x):

i{(t,x)GRz;x<t<1},
I={(t,x) eR};t<x< 1},
I = {(t,x) e R¥t <1 <x}.
(4.130)
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] Curvas caracteristicas planas associadas ao problema de Cauchy (E-I23)-(BE-I=2H)
Xo >

o

x = (1 —=%x0)t+ xo

x =1+ Xo

Com isto temos que, para cada (t,x) satisfazendo:
e para
x<t<T,

de (ETZ9), segue que as curvas caracteristicas planas serdo as retas
X=t+ X0,

para algum

Xo < 0,
ou seja, o ponto (t,x) pertencerd a regido |I| da figura acima.
Logo

u(t ) X) =Uo (Xo)

(28 com x0<0 4 (4.131)

® para
t<x<T,

de (ECT29), segue que as curvas caracteristicas planas serdo as retas

x=(1—%)t+x,, (4.132)
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para algum

0<x, <1,
Logo

ou seja, o ponto (t,x) pertencerd a regido da figura acima.

e para

(4.133)
t<1<x,

de (ETZ4), segue que as curvas caracteristicas planas serdo as retas

X = Xo
para algum

Xo > 1,
Logo

ou seja, o ponto (t,x) pertencerd a regido da figura acima.

u(t ) X) =Uo (Xo)

(IZ8) com xo>1

0.

(E23)-(ET23), serd dada por:

1, para x<t<1,
1—x
u(t,X): G,

(4.134)
Conclusao: de (ETZT), (E133) e (E134) segue que uma solugdo do problema de Cauchy

para t<x<T, (4.135)
0, para t<1<x.
Observacao 4.136

163
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1. Notemos que a fungdo u = u(t,x) actma, dada por (EI33), nao é uma solugdo
cldssica do problema de Cauchy (ET24)-(E12H), pois u ¢ C'((0,1) x R; R).

De fato, a fung¢do u = u(t,x), dada por (EI33), nao € diferencidvel ao longo das
curvas
C]i{(t,t);tE[O,])} € Czi{(t>1);te[0)])}°

Dewzaremos a verificagcdao deste fato como exercicio para o leitor.

2. Isto era esperado pois as curvas caracteristicas planas associadas ao problema de
Cauchy dado, passando pelos pontos

(0,0) e (0,1),

sao as curvas dadas por C; e C;, respectivamente, e a condigdo inicial nao €
diferencidvel em x =0 e x =1 (veja a figura abaizo).

x
Curva caracteristica plana pelo ponto (0, 1)

Curva caracteristica plana pelo ponto (0,0)

3. Na faiza
(0,1) xR,

excetuando-se os segmentos de reta C; e Cy, a fun¢do u = u(t,x), dada por (EIZ3),
serd solugdo da EDP (ETZ3).

4. Notemos também que u € C([0,1) x R; R) e satisfaz a condi¢do inicial (EIZH).

A verificagcao destes fatos serdo deiradas como ezxercicio para o leitor.

O exemplo seguir mostra que o caso nado-linear é bem diferente do caso linear, no que diz
respeito a propagacao de singularidades.
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Exemplo 4.137 Resolva o problema de Cauchy

w(t,x) +ult,x)u(t,x) =0, para cada (t,x) € Q =R?, (4.138)
u(0,x) =uo(x), para cada x€R, (4.139)
onde
0 € (—o0,0
w(x) =4 0 P (o0, 0], (4.140)
1, para x¢€ (0,00).
Resolucgao:

A representagdo geométrica do gréfico da fungdo u, € dada pela figura abaixo.

X

t

As curvas caracteristicas planas associadas ao problema de Cauchy acima serdo retas da
forma

x = bluy(xo)]t + %o,

gue implicard em: X =Uo(Xo) t + X0,

ou seja, serdo as seguintes retas:

X ara x, <0
x:{“ P ° o7 (4.141)

t+x,, para x,>0,

que se interceptam para t € (—oo,0) (veja a figura abaixo).
Logo a solugdo, dada por (ETZT)-(ET22), s6 poderd ser definida para t € [0, o0), pois néo
haverd cruzamento das retas (E-TZ1) acima (que sdo as curvas caracteristicas) nessa regido.
Na verdade a solugdo também ndo estard bem definida na regido m da figura abaixo,
mais especificamente sé estard bem definida (por meio das curvas caracteristicas) nas regides

I|e|Il|, ou seja, na regido

{(ty,x);t>0 e x>t ou t>0 e x<0}.
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Xo < 0

Com isto teremos:

e para
X € (—0,0) e tel0,00),

de (EZTZD) segue que, as curvas caracteristicas planas serdo as retas (veja a regiéo

na figura acima)

para algum

Logo deveremos ter

‘LL(t ) X) =1 (Xo)
(TZm) com X0 <0

= 0.

para
0<t<x,

(4.142)

de (ECTZD) segue que, as curvas caracteristicas planas serdo as retas (veja a regido |I|na

figura acima)
X =1+ X,

para algum
Xo > 0.
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Logo deveremos ter

u(t y X) = U (Xo)

() com x0>0 4 (4.143)

Notemos que na regido , na figura acima, ndo temos nenhuma restrigdo sobre a fungdo
u=u(t,x).

Logo se considerarmos, por exemplo (na regido a escolha abaixo foi feita de modo
conveniente),
, para x € (—oc0,0)ete[0,00),

u(t,x) = , para 0<x<t e t#0, (4.144)

0
X
t
1, para 0<t<x,

obtemos uma fungdo continua em
([0,00) x R)\ {(0,0)}

que serd solugdo do problema de Cauchy (ETI3R)-(ETI39) para t € (0,00), excetuando-se a
curva caracteristica que passa pelo ponto (0,0), isto é, a reta

x=t.

Deixaremos a verificagao destes fatos como exercicio para o leitor.

Observacao 4.145

1. Notemos que no Ezemplo (EI31Q) acima podemos ter uma solugdo continua para
t € (0,00), embora a condi¢do inicial, dada por (EIZ0), seja uma funcdo des-
continua, ou seja, a descontinuidade da condi¢do inicial u, no ponto x = 0, nao
propagou-se ao longo da curva caracteristica plana associada ao problema de Cau-
chy (EI38)--139 que contém o ponto (0,0), a saber, a reta

x=t.

2. Também no Ezemplo (BEI34) acima (caso ndo-linear), temos que as derivadas
parciais de 1.a ordem sdo fungbes descontinuas ao longo da curva caracteristica
plana associtada ao problema de Cauchy (EL33)-(EZI39) que passa pelo ponto (0,0),
a saber, a reta

x=t.

Dewzaremos a verificacdo destes fatos como exercicio para o leitor.
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4.6 Ondas de choque associadas a EDP (A.124)

Retornemos ao Exemplo (EI23) e consideremos as seguintes observagdes sobre o mesmo:

Observagao 4.146

1. Notemos que nao € possivel encontrar uma solug¢do glogal, isto €, uma solugdo

definida em

{(t,x); t€(0,00)

e x € R},

que seja continua no ponto (1,1).

De fato, como

1sto €, para

1sto €, para

u(t,x) =1, na regido ,
(t,x) satisfazendo x<t<1
e

u(t,x) =0, na regido m,
(t,x) satisfazendo t<1<x,

seque que a fung¢do u = u(t,x) nao poderd ser continua no ponto (1,1) (veja a

figura abaizo).

X =Xo >1

'
'

ax=t+xo, x<t<]1
I

u(t,x) =1

2. Notemos também que, admitindo solugbes que sejam descontinuas (por exemplo,
funcdes que descontinuas ao longo de uma curva suave e que satisfazem a EDP
fora dessa curva) ainda assim nao saberiamos como determinar a solu¢do na

reg140 (veja a figura abaizo), isto €, em

{(t,x); 1 <x < t},
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j7d que em cada ponto dessa regido passam trés curvas caracteristicas planas dis-
tintas (no caso, trés retas que se interceptam messa Tegido).

()

(1’])/

x = (1—x%x0)t+xo

=t+xo 1 t

3. Ainda em relagdo ao problema de Cauchy (E124)-(E12H), as equagbes (EL20) e
(ETX) determinam em R uma superficie (que, em geral, nao € grdfico de uma
fungdo de (t,x)) parametrizada por t e por X,.

Uo

As figuras abaizo mostram aa projecbées das curvas

s (to, X(toy 8], u(to, X(to, 5)))

no plano xOu, para diferentes valores t,.

o =0
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to =1

N

Notemos que a mudang¢a no comportamento da curva quando passamos por t, =1

O Ezemplo (ET23) é um modelo tipico do que ocorre quando as curvas carac-
teristcas planas se cruzam.

Observemos que se

X1 < Xz,

as curvas caracteristicas planas que passam pelos pontos
(Xl »O) € (XZ ) O) )

que denotaremos por l; e l,, respectivamente, terdo equagdes gerais dadas por:

L : x=bus(x))]t+x1,
L : x=blu(x)]t+x5.
Logo
LN 7§ 0

se, e somente se, (veja a figura abaizo)

b[uo(xl)] > b[uo(XZ)] (4147)



4.6. ONDAS DE CHOQUE ASSOCIADAS 171

x1,0)

Neste caso, se
LLO(X1) 7é uo(XZ) )

uma solug¢do global serd, mecessariamente, descontinua no ponto (t,,x,) pois,
quando t — t;, ao longo da curva l;, teremos

'LL(t,X) — uo(xl) )
enquanto, quando t — t;, ao longo da curva l,, teremos
u(t,x) — uo(XZ) .

Com isto temos a:

Definicao 4.148 No caso acima diremos que uma onda de choque é formada no ins-
tante t = t,.

Observacao 4.149 Ainda com relag¢ao ao problema de Cauchy acima temos as sequintes
consideragoes:

1. Solugbes descontinuas podem fazer sentido do ponto de vista fisico (por exemplo,
para EDP ‘s associadas a fluidos compressiveis).

2. A seguir, procuraremos solugcoes da EDP que serao descontinuas ao longo de uma
curva que € grdfico de uma funcgdo

g:g(t), bara tE[to,OO),

e que satisfaz a EDP em uma regiao ”exterior” dessa curva.
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3. Se a fungdo
X+ blug(x)]

€ mondtona ndo decrescente, entdo as curvas caracteristicas planas associadas ao
problema de Cauchy (E133)-(EI39) nunca se interceptarao.

De fato, pois

x1 <Xz, segue que, b(u,(x1)) < b(us(x2)),

e, de (EIZD), seque que as curvas caracteristicas planas associadas ao problema
de Cauchy (EI38){-139 ndo se interceptam.

Neste caso, como as fungdes b e u, sdo bem comportadas, seque que deveremos
ter

d
ab[uo(x)] >0

e assim (ETZ1) e (ETI22) nos fornecerdo a solugdo do problema de Cauchy consi-
derado, para t € (0,00).

Retornemos ao problema de Cauchy (ET24)-(ET23).

Vamos enfreaquecer o conceito de solugdes, aceitando solugdes que sejam descontinuas e
encontrar um modo de, analisando o problema fisico, definir a solugdo na regido R, definida
por (veja a figura abaixo)

R={(t,x); 1 <x<t}.
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(tyx); T <x<t

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Antes porém vamos tratar de algumas coisas relacionadas com a origem da EDP (ETTY).
Equagdes do tipo (E-TT9) sdo origindrias do que se constuma chamar de leis de conserva-
¢ao, que envolvem integrais e sdo, em geral, da forma

EJ u(t,x)dx = —J flt,x,u(t,x)]n(x) ds, (4.150)
dt Jg 2(G)

onde o conjunto G é uma regido limitada do plano e a fungdo u = u(t,x) mede a densidade
de alguma "entidade fisica”, sabendo-se que a fungdo f descreve o fluxo ao longo da fronteira
do conjunto G e o vetor i é o normal exterior a fronteira de G, que estamos supondo ser
"bem comportada” (veja a figura abaixo).

Observacao 4.151
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1. A equagdo integral (EIR0) nos diz que a taza de variagdo da quantidade total

da "entidade fisica”, contida na regiao G, € igual a menos o fluzo da "entidade
fisica” que atravessa a fronteira de G.

No caso unidimensional, isto €, se
G=1[xo,Xo+h], para h>0,

com f = f(u), a equagdo integral ({-154) tornar-se-d:

d Xo+h
EJ u(t,s)ds = —[f(u(t,x, + h)) + f(u(t,x,))]. (4.152)

Supondo que podemos derivar sob o sinal de integracdo em (EI53), o lado esquerdo
da equacgdo (EI23), nos fornecerd a sequinte identidade:

Xo+h
J u(t,s)ds.

Xo

Logo, utilizando esta informagdo, dividindo a equa¢do (EIRA), por h, e fazendo
h — 0, obteremos:

5 1 [Xeth (t.s)ds = i flu(t,xo)] — flu(t,x, + h)]

m — uw S S = 1lIim

h—0 h Xo v h—0 h ’
Teor. Fund. Czjulaatu(t’XO) =—0x[f(u(t ‘mezxo

ou seja, (trocando-se x, por x), obteremos a sequinte EDP ndo-linear:
w(t,x) + [fluft,x)lk =0,

ou seja, a EDP ndo-linear (ET24).

Passemos agora a tentar encontrar solugdes globais u = u(t,x), do problema de Cauchy
(ET23)-(ET23), isto é, definidas em

(t,x) € [0,00) xR,

exceto em uma curva contida nessa regido, que ndo estard definida ao longo de uma curva C
suave, que é a representacao geométrica do gréfico de uma funcgao

x=g¢(t), para te€[t,,o0),

onde t, € (0,00) é o menor valor de t para os quais hd interseccdo de curvas caracteristicas
planas associadas ao problema de Cauchy (ET24)-(ETZH).
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Suponhamos que a fungdo u = u(t,x) dd um ”salto” ao passar pela curva C, para t €
[to, T], para algum T € (0, 00) fixado (veja a figura abaixo). .

X A

Curvas caracteristicas planas

o

to T t

Consideremos
a<b,

de modo que a parte da curva C, para t € [0, T], esteja contida na faixa
{(t,x);x € (a,b)},
do plano tOx, ou ainda, a,b € R sdo escolhidos, de modo que a curva
telt, Tl (t,g(t),
esteja contida no retédngulo [t,, T] x [a,b] (veja a figura abaixo).

x =t

Xg(t)\ Curvas caracteristicas planas

A

|
to T t

Definamos a funcgdo I : [t,, T] — R, dada por:

b
I(t) iJ u(t,x)dx, paracada te€ [t,,T]. (4.153)

a
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Logo, para cada t € [t,, T], de (EI53), segue que

d @) d b
al(t) = a“ﬂu(t,x)dx]
"= fult, )] — flu(t,b)]. (4.154)
Denotemos por
u, e u (4.155)

as solugdes definidas nas regides, contidas em [t,, T] x [a, b], que situa-se acima da curva C,
que indicaremos por C., e que situa-se abaixo da curva C, que indicaremos por C_ (veja a
figura abaixo).

Com isto, para cada t € [t,, T], a equagdo (EI53), podera ser reescrita da seguinte forma:

g(t) b
I(t) = J u(t,x) dx + J u(t,x) dx
a —— g(t) —
=u— (t aX) »XG[G»Q("H =U (t )X) )Xe[g(t) 1a]
g(t) b
= J u_(t,x)dx+ J u (t,x)dx. (4.156)
a g(t)

Observemos que, da defingdo das fungdes u, e u_ (veja (EI5H)), os valores
u.(t,g(t) e u(t,g(t)
nada mais sdo que os limites laterais da fungdo u(t,x), quando
x—g(t)" e x—gt),
respectivamente (veja a figura abaixo), isto é,

u.(t,g(t)) = lim u(t,x) e u_(t,g(t)) = lim wu(t,x).
x—g(t)*™ x—g(t)~
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x A

Logo, para cada t € [t,, T], derivando a expressdo (EZI5H), em relagdo a t, obteremos:

d d g(t) b
EI(U =3 L u (t,x)dx+ L(t) u,(t,x)dx

regra da cadeia

g(t) b
u_(t,g(t))g'(mj atu_(t,x)dx—m(hg(t))g'(t)+j()atuut,x)dx
a gt

(E1m3)

(1)
=D /(1) (¢, g(t) —u, (t, gl1))] +Jg (=0, [F(w_(t, g(t)))]} dx
b
+ J (=0, [F(wa (t, g(£))]) dx
g(t)

Teor. Fund: CEeRo g /() fu_(t, g(t)) — wy (t, g(t))] — [Fw_(t,g(t))) — f(u_(t,g(a)))]
—

u(t,a)

— [f(u(t, b)) — fu(t, g(t)))]
=u(t,b)

= g”(1) [u_(t, g(t) — us(t, g(t)] — flu_(t,g(t))) + f(ut,a))
— f(uft, b)) + flu. (¢, g(t)). (4.157)

Comparando (ET52) com (EIR1), obteremos a seguinte identidade:

g'(t) flu_(t,g(t)) —uy(t, g(t))] — flu_(t,g(t))) + flult, a)) — f(u(t, b))
+ flui(t, g(t))) = fluft, a)) — f(u(t, b)),
ouseja,  flu.(t,g(t)) —flu_(t,g(t))) =g'(t) lu_(t, g(t)) —ui(t, g(t))],

ou ainda , a fungdo x = g(t) deverd satisfazer a seguinte EDO:

[f] = s [ul, (4.158)
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onde
s=g'(t) (4.159)
W = (t, glt) —u_(t, g(t)) (4.160)
[f] = flu(t, g(t)) — flu_(t, g(t))). (4.161)

Observagao 4.162 Notemos que o wvalor [ul, dado por (EZIED), mos fornece o valor do

”salto” da fungdo u =u(t,x), quando ela cruza a curva C e o valor [f], dado por (EIET),

€ diferenca do valor da fungdo f aplicada nos respectivos ”saltos” da fungdo uw = u(t,x).
Com isto temos a:

Definigao 4.163 A condi¢cdao (E158) é denominada condicao de salto.

Apliquemos estas idéias ao

Exemplo 4.164 Encontre uma solugdo global para o sequinte problema de Cauchy

w(t,x) +u(t,x)u(t,x) =0, para (t,x) e QCR?, (4.165)
u(0,x) =uy(x), para cada x€eR, (4.166)
onde
1, para x¢€(—o0,1),
Uo(x)=4q1—x%x, para xcl[0,1), (4.167)
0, para xé€(1,00).
Resolucgao:
Lembremos que, neste caso, (veja (ET13)) temos que a fungdo f: R — R é dada por
f(r) = %pcr € [0,00).

A representagdo geométrica do grafico da fungdo u,, dada por (ETIE7), isto é, do dado
inicial, é dada pela figura abaixo:

Grafico de y = ug (x)

Y 4

Vimos no Exemplo (ET23) que na regido

IUIIUIII,
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definidas na figura abaixo, a solugdo serd dada por:

1, para x<t<1 (que corresponde a regido )

1—
u(t,x) = ﬁ, para t<x <1 (que corresponde a regido )

0, para t<1<x (que corresponde a regido |IIIL))
Logo, é natural estendermos a solugdo
u=u(t,x),
da seguinte maneira (veja figura abaixo):

u(t,x) =0, paracada (t,x)elV={(t,x);1<t<x},

u(t,x) =1, paracada (t,x)eV={(t,x);1<t e x<1}.

Assim como serd natural definirmos (veja a figura acima):

=0, paracada (t,x)e VI={(t,x);g(t)<x<t},

e
+
-
Ka¥
Il

u_(t,x) =1, paracada (t,x)e VII={(t,x);1<x<g(t)}.

179

(4.168)

(4.169)
(4.170)

(4.171)
(4.172)

Observemos que t, = 1 é o menor valor de t para os quais hd uma interseccdo de curvas

caracteristicas planas associadas ao problema de Cauchy (E63)-(ETGH).
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Logo

) =2 (1, g(t) —u(t, g(t))

(AL oy

=1, (4.173)
] = f(w, (t, g(1))) — Fu(t, g(t))

G ===,
1
=5 (4.174)

Mas, de (EI53) (isto é, da condigdo de salto), deveremos ter

OISO
g &=, &=,
2
) . , 1
que € equivalente a: g'(t) = 7
1
ou ainda, ¢(t) = §t+ C, paracada tel[l,o00),

para algum C € R.
Como o cruzamento das curvas caracteristicas planas associadas ao problema de Cauchy
(ETEH)-(E168) iniciam-se no ponto (1,1) (veja a figura acima), deveremos ter:

g(l) =T,
ou seja, g(t) = %t, para te[l,00),
cujo gréafico estd contido no traco da reta
2x =t+1.
Portanto a solugdo global que obtemos serd dada por:
1, para (t,x) el
u(t,x) = —, para (t,x)ell , (4.175)

0, para (t,x)e III,
onde (veja a figura abaixo):

I={(t,x);x<t<1 ou 2x<t+1 e 1<t}
II={(t,x);0<t<x<1},
I ={(t,x);1T<x e 0<t<1 ou 2<t+1<2x}.
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u(t,x) =0

u(t,x) =1

Observacao 4.176

1. Os pontos de descontinuidades da solugdo uw = u(t,x), dada por (EEI63), ocorrerdo
ao longo da semi-reta (veja a figura abaizo)

2x=t+1, para cada te[l,00).

2. Jd as derwadas parciais da solugcdo u = u(t,x), serdo descontinuas também ao
longo dos segmentos de retas (veja a figura abaizo)

x=t, para te€[0,1] e x=1, para tel[0,1].
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Descontinuidade da solugdo u = u(t, x)

Descontinuidade das derivadas parciais de 1.a ordem da solugdo u = u(t, x)

3. Estendendo o conceito de solugdo do problema de Cauchy em questdo, tornamos
possivel resolvé-lo, com condig¢des tniciais do tipo (E128) ou (EIZ0), para as quais
nao existem solucdes globais cldssicas.

4. Existe a questdo de termos aumentado demais a classe onde procuraremos as
solugdes do problema de Cauchy em questdo podendo, com isto, correr o risco de
ser perder a unicidade da solugdo.

Para ilustrar essa situagdo consideremos o (veja o Exemplo (EL37)):

Exemplo 4.177 Encontre uma solu¢do do problema de Cauchy

ur(t,x) +u(t,x)ux(t,x) =0, para (t,x) e Q=(0,00) xR, (4.178)
u(0,x) =uy(x), para cada xé€R, (4.179)
onde

Uo(x) = {O’ para % € (~00,0), (4.180)

1, wpara xe¢€ (0,00).

Resolugao:
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Do Exemplo (EI37), temos que as curvas caracteristicas planas associadas ao problema
de Cauchy (ET33)-(ET23), serdo dadas por:

X = b(uo(x0)) t + %o,

ou seja, X = Uy(Xo)t+ %o,

ou seja, serdo as seguintes retas

(4.181)

Xo y para XOG(—OO,O),
X =
t+x,, para X, € (0,00),

que se interceptam para t € (—oo,0) (veja a figura abaixo).

Xo < 0

Notemos que, neste caso, as curvas caracterisitcas planas ndo se interceptam para t €
(0,00) e existe uma solugdo cldssica do problema para € (0,00) que ndo estd definida na

regido (veja a figura acima), onde

Procedendo como anteriormente, se a representagdo geométrica do grafico da fungao
x =g(t), paracada te[0,00),
é tal que a fungdo u = u(t,x) tem um ”salto” ao cruzar o grafico da mesma, entdo como

u(t,x) =1, paracada (t,x)el={(t,x);0<t<x},
u(t,x) =0, paracada (t,x)ell={(t,x);x¢€ (—00,0) e te[0,00)},
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é natural definirmos (veja a figura abaixo):

u,(t,x) =1, para (t,x)elIV={(t,x);g(t)<x<t, para te(0,00)}, (4.182)
u_(t,x) =0, para (t,x)eV={(t,x);0<x<g(t), para te(0,00)}. (4.183)

Xo < O

Assim deveremos ter

W =" w(t,g(t) —u_(t,g(t))
(=) (=) |

=1, (4.184)

] = f(ws (t, g(1) — Flu_(t, g(1))

f(T):é ,(E_EZJ) ,(ETE3) 1

7~ 0
] (4.185)
=3 .
Assim, de (EI53), segue que:
s [u] = [f],
1
e, de (E124) e (E1=21) s-lzz,
150 1
como, S = g'(t), teremos: g'(t) = 3

portanto: ¢g(t)=-t+ C, paracada te€[0,00).
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Como as curvas caracteristicas comegam a cruzar-se no ponto (0,0) (que corresponte a
t =0, ou seja, € o menor t para os quais as curvas caracteristicas planas se interceptam - veja
a figura acima), segue que

9(0) - O>

segue que: ¢(t) paracada te€[0,00). (4.186)

— z y
Assim, uma solugdo global do problema de Cauchy (E-T73)-(ET79), serd dada por:

t
0, para 0<x< =,
u(t,x) = , paracada (tx)e€[0,00) xR (4.187)

t
1, para x>§>0

que vai satisfazer a EDP (ET78) no 1.0 quadrante, exceto sobre a reta

t
X ==

2

e satisfaz, evidentemente, a condigdo inicial (ET7d) (veja a figura abaixo).

X

u(t,x) =1 e X = %

Observacao 4.188
1. Notemos que a fung¢do u;: (0,00) x R — R, dada por:

, para xE€ (—o00,0) e te[0,00),

w(t,x) = , para 0<x<t, (4.189)

0
X
t
1, para 0<t<x,

é uma funcdo que pertence ¢ C'((R x [0,00))\{(0,0)}; R), satisfaz a EDP (EI7R),
excetundao-se sobre as curvas caracteristicas associadas ao problema de Cauchy,
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que passam pela origem (0,0), a condig¢do inicial (ETA) e a condigdo de salto

De fato, pois, neste caso teremos

g(t) =0, wpara cada te€[0,00) (4.190)
e asstm
=V w (t, g(t) —u(t, g(t)
=0 (4,0) —u(t,0)
=9 (4.191)

] = £ (t, (1)) — Flu(t, g(t))

=2 £, (£,0)) — flu(t,0))

f :L’ TR
ML) (4.192)

Logo, a condi¢do de salto (EI53) (veja a figura abaizo), ird se verificar, pots

X )

Lz(f,x) _ o:
Conclusao: ndo temos unicidade de solugbes para o problema de Cauchy (ETZ3)-

2. Apenas uma das solugbes acima tem significado fisico.
O problema é saber qual delas é que tem significado fisico?

Para respondermos esta questao, introduziremos o sequinte critério:
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Hipétese: Dado o ponto (t1,x1), com t; > t,, fora da curva de descontinuidade
eziste uma curva caracteristica plana assoctada ao problema de Cauchy (EIZ3)-

(ET), que passa pelo ponto (ti,x1), que intercepta a curva de descontinuidade,
em um ponto (t;,x;), com t; > t;.

Como esta hipotese adicional, seque que a funcgad w; = w(t,x) serd a solugdo
. . p . t

descartada, pois sua curva de descontinuidade é a semi-reta x = 7 parat € (0, 00)

-(vejam as figuras abaizo).

(ty,x7), t2 <ty
.

_t
XxX=73

x A o o Curva de descontinuidade para wq

_ L Curvas caracterisiticas planas

3. Notemos que ndo eriste nenhuma curva na regiao
A={(t,x);0<x<t}

que satisfaca a hipdtese acima (veja a figura abaizo).

Logo a solugdo global deverd ser continua na regido acima.
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4. O significado da hipdtese acima fica mais claro se analisarmos o Exzemplo (EI54).

Notemos que, por cada ponto do semi-plano {(t,x); para x € (0,00)}, passam trés
curvas caracteristicas planas pelo ponto (t1,x;) pertencente d regido (veja a figura
abaizo):

A={(t,x);1T<x< t}.X:t
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Porém apenas uma delas intercepta a curva de descontinuidade
2x=t+1, para cada tel,o0),

em um instante t > t;, se 2x; =t + 1.

Isto significa que, com a hipdtese acima, as fungoes
u_ e Uy

serao determinadas pela condigdo 1micial U,.

5. Observemos que, se
blu(t,x1)) > g”(1) > b(,(t,x2)) (4.193)

x1<g(t)<xy, para t,<t,

entdo a hipdtese acima estard satisfeita.

4.7 Exercicios
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Capitulo 5

Equacoes Semi-lineares de Segunda
Ordem

Neste capitulo estudaremos as EDP’s semi-lineares de 2.a ordem em duas varidveis.
Introduziremos a nogao de curva caracteristica para estas e suas formas candnicas.

5.1 Classificacao de EDP’s semi-lineares de segunda or-
dem

Nesta secdo trataremos da classificagdo desta classe de EDP’s exemplos.
Observacao 5.1

1. Na disciplina Geometria Analitica, o estudo de curvas definidas por equagoes do
2.0 grau nas varidvets xOy (denominadas cénicas) € facilitado pela redugdo dessas
equagdes a suas, denominadas, formas normais (ou reduzidas).

Através de uma mudanga de varidvers do tipo

(x,y) = (&,m),

a equacdo do 2.a grau dada inicialmente, serd transformada, em relagdo as novas
varidvels, na sua forma candénica, que pode ser uma pardbola, hipérbole, elipse,
retas paralelas, retas concorrentes, um ponto ou o conjunto vazio.

O novo sistema de coordenadas £Om, serd o sistema de coordenadas em rela¢do
a qual a curva, cujo trago € a representag¢do geométrica da equacdo do 2.0 grau
dada wtnicialmente, tem a representacdo analitica mais simples.

2. Nesta secao faremos algo semelhante para EDP’s semi-lineares de 2.a ordem mas
varidves x, Yy, ou seja, wremos classificar tais EDP’s e, mais adiante, encontrare-
mos uma "forma candnica” para cada um dos tipos dessas EDP’s, dependendo do
respectivo tipo.

191
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3. Lembremos que uma EDP semsi-linear de 2.a ordem, mas varidveis x, Yy, terd a
sequinte forma:

a(x,y) wa(x,y) +2b(x,y) uy(x,y) +clx,y) uyy(x,y)
= f(x,y,ulx,y), u(x,y),uy(x,y)), (5.2)

para (x,y) € Q, onde o conjunto Q é um subconjunto aberto de R?, a,b,c: Q — R
sdo fungdes dadas, assim como a funcdo f: A CR> — R.

A parte principal da EDP acima serd determinada pelo operador linear
[Lw](x,y) = alx,y) uw(x,y) + 2b(x,y) ugy (x,y) + clx,y) uyy(x,y), (5.3)
para u € C®(Q; R).

4. Em analogia ao caso das conicas estudas em Geometria Analitica, classificaremos
uma EDP do tipo (E32), analisando sua parte principal.

5. Suponhamos que as fung¢ées a,b,c € C(Q; R) ndo se anulam simultaneamente,
1sto é,
a’(x,y) + b2 (x,y) +c*(x,y) #0, para cada (x,y) € Q. (5.4)

Com 1sto temos a:

Defini¢ao 5.5 Definimos o discriminante associado & EDP (EX) como sendo a fung¢do
0:Q — R, dada por:

5(x,y) =b%(x,y) —a(x,y)c(x,y), para cada (x,y) € Q, (5.6)
ou, de modo abreviado, por
§=b’—ac, em Q. (5.7)
Com 1sto, diremos que a EDP (EX) (ou operador linear L, dado por (E3)), serd:
1. parabdlica, no ponto (x,,Yy,) € Q, se

6(7(0»90) =0; (5'8)

2. hiperbdlica, no ponto (x,,y,) € Q se

d(Xo,Yo) >0, (5.9)

3. elitica, no ponto (x,,y,) € Q se

d(x0,Yo) <O. (5.10)
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Observacgao 5.11

1. A EDP (BE3) (ou operador linear L, dado por (E33)) serd dita parabdlica em Q,
se ela (ou o operador linear L , dado por (E3)) for parabdlica em cada um dos
pontos do conjunto Q.

De modo semelhante, diremos que a EDP (E2) (ou operador linear L, dado por
(B3)) € hiperbdlica (elitica, respectivamente) em Q se ela (ou o operafor linear
L, dado por (E3)) hiperbdlica (elitica, respectivamente) em cada um dospontos do
conjunto Q.

2. A EDP (BE3) (ou operador linear L, dado por (EX3)) pode, eventualmente, mudar
de tipo, dependendo do ponto (x,y) € Q, como veremos em exemplos a seguir.

Neste caso diremos que a EDP (E2) (ou operador linear L, dado por (E33)) € do
tipo misto em Q.

3. Isto nao ocorrerd se a EDP (E3) (ou operador linear L, dado por (E33)) tem coe-

z

fictentes constantes, isto €, se
a(x,y)=a, bkx,y=b e c(x,y)=c, paracada (x,y)e€Q,
onde a,b,c € R sdo constantes fizadas.

Analisemos os seguintes exemplos:

Exemplo 5.12 A equag¢do de Burger com viscosidade
ue(t,x) +ult,x)u (t,x) —vuu(t,x) =0, para (t,x) e Q=(0,00) xR (5.13)
€ uma EDP semi-linear de 2.a ordem mas varidveis t e x, do tipo parabdlica em Q.

Resolucgao:
De fato, neste caso, temos que as fungdes a,b,c: Q) — R serdo dadas por:

a(t,x) =0, b(t,x)=0 e c(t,x)=—v, paracada (t,x) € Q. (5.14)

Logo, para cada (t,x) € Q, o discriminante (EH), associado a EDP (ETT3) acima serd dado
por:

(53)

o(t,x) b?(t,x) —a(t,x)c(t,x)

=0 —0-(—v) =0,
logo, de (EX), segue que a EDP (ET13) (ou seja, a equagdo de Burger com viscosidade) é
parabdlica em Q.
O
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Exemplo 5.15 A equag¢do do calor
w(t,x) — P un(t,x) =0, para (t,x) e Q =R’ (5.16)
€ uma EDP semi-linear de 2.a ordem mas varidveis t, x, parabdlica em Q.

Resolucao:
De fato, neste caso, temos que as fungdes a,b,c: Q) — R serdo dadas por:

alt,x) =0, b(t,x)=0 e c(t,x)=—o?, paracada (t,x) € Q. (5.17)

Logo, para cada (t,x) € Q, o discriminante (EH), associado a EDP (ETTH) acima serd dado
por:

o(t,x) = b?(t,x) —a(t,x)c(t,x)

=020 (—o?) =0.

Assim, de (E3), segue que a EDP (BETTH) (ou seja, a equagdo do calor) é parabdlica em Q.

OJ
Exemplo 5.18 A equag¢do da onda
U (t,x) —cun(t,x) =0, para (t,x) e Q=R? (5.19)
€ uma EDP semi-linear de 2.a ordem nas varidveis t e x que € hiperbdlica em Q.
Resolugao:
De fato, neste caso, temos que as fungdes a,b,c: Q) — R serdo dadas por:
alt,x) =1, bt,x)=0 e c(t,x)=—c*, paracada (t,x) € Q. (5.20)

Logo, para cada (t,x) € Q, o discriminante (EH), associado a EDP (ETJ) acima, serd
dado por:

5(t,%x) = b2(t,x) — alt,x) c(t,x)

(E:II) 02 . 1 . (_CZ)

=c2>0.

Assim, de (BE), segue que a EDP (ET9) (ou seja, a equagdo da onda) é hiperbélica em Q.
O
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Exemplo 5.21 A equag¢do de Laplace
Luxx(x,y)+%y(x,y)20, para  (x,y) €cQ=R’ (5.22)
€ uma EDP semi-linear de 2.a ordem nas varidveis x e y que € eliptica em Q.

Resolugao:
De fato, neste caso, temos que as fungdes a,b,c: () — R serdo dadas por:

a(x,y)=1, bx,y =0 e c(x,y)=1, paracada (x,y) € Q. (5.23)

Logo, para cada (x,y) € Q, o discriminante (EH), associado a EDP (EZ23) acima, serd
dado por:

(e3)

o(t,x) b2(t,x) —alt,x)c(t,x)

=—-1<0.
Assim, de (E10), segue que a EDP (E222) (ou seja, a equagdo de Laplace) é epliptica em
Q. [l

Exemplo 5.24 A equag¢do de Poison
(X, y) + 1wy (x,y) = h(x,y), para (x,y) € Q =R’ (5.25)
¢ uma EDP semi-linear de 2.a ordem nas varidveis x e y que € eliptica em Q.

Resolucgao:
De fato, neste caso, temos que as fungdes a,b,c: () — R serdo dadas por:

a(x,y)=1, bx,y)=0 e c(x,y =1, paracada (x,y) € Q. (5.26)

Logo, para cada (x,y) € Q, o discriminante (Ed), associado a EDP (BEZ23) acima, serd
dado por:

5(t,x) = v2(t,x) — alt,x) clt,x)

= 0?11

=—-1<0.
Assim, de (BEC10), segue que a EDP (E2Z8) (ou seja, a equagdo de Laplace) é epliptica em

Q.
0
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Exemplo 5.27 A equag¢do de Tricoma
qux(x>y)+uyy(x)y)zo> bara (X)U) eﬂiRz (5'28)
¢ uma EDP semi-linear de 2.a ordem nas varidveis x e y que € de tipo misto em Q.

Resolucao:
De fato, neste caso, temos que as fungdes a,b,c: Q — R serdo dadas por:

a(x,y)=y, bx,y)=0 e c(x,y)=1, paracada (x,y) € Q. (5.29)
Logo, para cada (x,y) € Q, o discriminante (Ed), associado a EDP (EZ28) acima, serd

dado por:

5(t,x) = b2(t,x) —alt,x)c(t,x)
E) 52 —y-1
=Y.
Logo a EDP (EZZ8) serd (veja a figura abaixo):

7.1 elitica, no semi-plano
{(x,y);y € (0,00)};

7.2 hiperbdlica, no semi-plano

{(x,y)5y € (—00,0)};

7.3 parabdlica, sobre eixo Ox.

v

Parabéica

Elitica

Hiperbélica

Observacao 5.30
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1. O tipo de uma EDP semi-linear de 2.a ordem, em duas varidveis independentes,

nao muda com uma mudanga de coordenadas ”suave”.
De fato, suponhamos que
£,n:QCR - R?

sao funcoes a wvalores reais, que possuem derivadas parciais até a 2.a ordem
continuas em uma vizinhanga de (X, ,Y,) € Q, contida em Q, e tal que o jacobiano

a(a’n)) (X0 s Yo)

j(xo )Uo) =

(
= [&x(xoyYo)  Ey(X0,Yo)

(o ybo) Thy(XosUa)| 7 O

Logo, da continuidade da funcgdo jacobiano e do fato que as fungdes

Exsy aya Nx € My

sdo continuas em (X,,Y,), Seque que

j(X>U) = Ex(XﬂJ) 'T]y(x>y) _E'y(x,y) 'T]x(x)y) 7& 0 (5'31)

para cada (x,y) pertencente a uma vizinhanga, que indicaremos por U, do ponto
(%0,Yo), contida em Q.

Logo, do Teorema da Fungdo Inversa (veja Cdlculo II), podemos obter fungées

x=x(&,m) e y=y(&,n)), (5.32)

definidas numa vizinhanca, que denotaremos por ‘W, de

(&0yM0) = (&(X0,Yo) M (X0,Yo))
onde as fungdes x,y € C*(W; R?).

Consideremos

V=T(W)CU,
onde T(&,m) = (x(&,n)),y(&,m)), para cada (&m) e W,

que, como consequéncia do Teorema da Fung¢do Inversa, serd uma vizinhanga de
(%o Yo) -

Consideremos a fungdo v: W — R, dada por

v(&,n) =u(x(&,n),y(&,m), para cada (&,m) € W. (5.33)
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ou ainda,
u(x,y) =v(&(x,y),n(x,y)), para cada (x,y)€V. (5.34)
Notemos que, para cada (x,y) € V, da regra da cadeia e de (E34), seque que:

LLX(X,U) ZVa(EJ]) ' E:x(x>y) +Vn(£)n) 'T]X(Xay)» (5'35)
uy(x,y) =ve(&,m) - &(x,y) +vy(&,m) -my(x,y), (5.36)

o (%, y) S e (£,m) - Exlx,y) + vy (E,71) 1y
—{V&i( yN )E»x( )y)+vin( ) - Mx

x, Yl
X, Yyl Elx,y) +ve(&,m) - Ewlx, y)}
+{vne(&,m) - &x(xyy) + Vi (&,m) - (3, y)] - me(x,y) + v (E,1) - M (X, Y}
= vee(E,m) - [Ex(x,Y)1% + 2ven (E,1) - Ex(x,y) - (X, Y)

v (&,m) - I (x, Y)I* + ve (&, ) Ex (X, Y) +vn(x,y) -nulx,y),  (5.37)

Uy (6, y) = We(&,m) - &, y) +va(E,m) - malx, )],
={vee(&,m) - & (x,Y) +ven(&,m) - my(x,Y)l - Elx,y) +vel&,m) - Exylx,y)}
F{vne(&ym) - &y(x,Y) + v (&,1) -y (x,y)] - nk(x,y) + Vi (E,1) - My (X, Yy}
= {vee(&,m) - &x,y) - &y(x,Yy) +ven(&,m) - [Ex(x,Yy) -1y(x,Y)
& (%, y) - O, Y+ v (E5m) - me(x,y) -y (x,y)
+ve(&,m) - Ey(x,Y) +vn(x,Y) - Niy(x,Y) (5.38)
Wyy (x,Y) = ve(&,m).&y(x,y) + V(&) -y (x,Y)ly
={vee(&,m) - & (x,Y) +ven(&,m) My (x,Y)] - &y (x,y) +ve(&,m) - Eyy(x, y)}
+{vne(&,m) - &%, y) + Vi (&,1) -y (%, Y)] -y (x5, y) +va(&,1) -y (x, y)}

(
(

\-/\_/

, (5.39)

para cada (x,y) € W.
Logo se a fung¢do u = u(x,y) é uma solugdo cldssica da EDP (EX) seque, de (E23),
(E38), (B33), (E228) e (E29), que a fungdo v = v(&,m) ird satisfazer a seguinte
relagdo:
fx,y,ulx, ), wex,y), uy(x,y)) = alx, y) welx, y) +2b(x, y) uy (x, y)
+C(X>y)uyy(x>y)
— a{Vgg : [va]z +2Vgn ' (ix *Mx +an : [ x]z "‘V& : E,xx +Vn 'nxx}
+2b {veg - &x - &y + vy [Ex My + &y M Vi T My Ve Ey Vi Ty
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onde nas erpressées acima temos que:

a:a(x(ﬁm%y(ﬁ,ﬂ)% bzb(x(i,ﬂ)>y(5>ﬂ))> C:C(X(E,ﬂ),y(iaﬂ)),

para cada (§,n) € W.

Portanto a EDP (EX), apds a mudanga de varidveis local (E23), nos fornecerd a
seguinte EDP, nas novas varidveis & en, no conjunto W:

A(€>ﬂ)vaa(5>ﬂ) +2B (€>ﬂ)vzn(5>ﬂ) + C(E»)T\)Vrm(a»n)
=F(Eﬂh"(i)ﬂ)»Va(am)’\’n(fi»ﬂ))» (5'40)

para (&,n) € W, onde

A(E,m) = a(&,m) - [Ex(&,m)I +2b(E,m) - &(&,m) - &(E,m) + c(&,m) - [E,(&,m)]7,
B(&,n) = a(&,n) - &(&,m) -n(&,m) +b(E,m) - [Ex(&,n) -my(&,m) + &(E,M) -1n(&E,M)]
+c(&,m) - &y(&,m) -ny(&,m),
C(&,m) = a(&,m) - M(&,MI* +2b(E,m) - x(&,m) -1y (E,M)
+c(&,m) - Iny(&,m)]7, (5.41)

para cada (&,n) € We a fungdo F € o que restou, sé dependendo de das fungdes
a>b>C>5>T1>VaVa €Vy, €

a(&,m) = a(x(&,n),y(&mn)),
b(&,n) =b(x(&,n),y(&,m)),
= c(x(&,m),y(&,n)),

o
™
=

|

para cada (§,n) € W.
Logo o discriminante (EH), assoctado a¢ EDP (BEZ0), serd dado por:

Alg,m) = B2(E,m) — AlE,1) - C(E,m)

(E;:ﬂ) [a-EX-nX-l-b-(Ex'ﬂy-i-&y'ﬂx)‘i‘c'ay'ny]z
—[a 8 +2b &y bt &) [a-ni+2bmemy+cong
= (0 —a-c)- (Ex-Tly — & 1)’

(=1 2

20

>0
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Logo podemos concluir, para cada (&,1) =T(x,y) € W, o sinal de A(&,n) € o igual
ao sinal de 8(x,y), ou seja, o sinal do discriminante da EDP (E2) € tnvariante por
mudanga de varidvets, ou ainda, o tipo da EDP (BE2) € invariante por mudancga
de varidveis suave.

Em particular, a EDP (E2) € parabdlica (hiperbdlica, elitica, respectivamente) em
(X0,Yo) € Q se, e somente se, a EDP (EZ0) € parabolica (hiperbdlica, elitica,
respectivamente) em (&,,1,) € W.

Outro aspecto importante na classificagcdo dos tipos da EDP (E2) € a ezisténcia
ou nao de curvas caracteristicas planas.

Definimos anteriormente, curvas caracteristicas planas para EDP’s lineares de 1.a
ordem em duas variduveis.

Para EDP’s lineares de 2.a ordem em duas varidveis (isto €, da forma (BE)) as
curvas caracteristicas planas, associadas a EDP (EX), serdo curvas ”suaves”, ao

longos das quais, a parte da EDP que envolve as derivadas parciais de 2.a ordem,
podem ser escritas, ao longo de tais curvas, como uma derivada total envolvendo,
somente, as derivadas parciais de 1.a ordem da fungdo incdgnita u = u(x,y), em
relagdo ds varwdveis x ey, 1sto €, derwadas totais que envolve as fungdes Uy e

Wy.

A seguir deizaremos mais claro o significado de tais curvas.

Curvas caracteristicas planas serao, como veremos, de extrema importdncia no
estudo de uma EDP da forma (BEX2), que sdo do tipo hiperbdlicas ou parabdlicas,
em um subconjunto aberto Q C R?.

Como veremos mais adiante, uma EDP da forma (E2) que € do tipo elitica em
um subconjunto aberto QO C R?, nao possuird curvas caracteristicas planas.

Estudemos as curvas caracteristicas planas associadas a EDP (E3).
Notemos que a EDP (E3J) é de 2.a ordem em Q, um subconjunto aberto de R?, ou seja,

as fungbes a,b,c € C(Q; R) nao se anulam simultaneamente, ou ainda,

a’(x,y) + b*(x,y) +c*(x,y) #0, paracada (x,y)ec Q CR?%.

Para simplificar nosso estudo vamos supor que a fungdo a ndo se anula em Q, isto é,

a(x,y) #0, paracada (x,y)€ Q. (5.43)

Os outros casos sdo andlogos e serdo deixados como exercicio para o leitor.
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Definido-se as fungdes p,q: (Q — R dadas por

p(x,y) =u(x,y),
q(x,y) =uylx,y),

segue que a EDP (BEX) serd equivalente ao sistema de EDP’s:

P(X,U)qu(xay% (5.44)
q(x,y) =uy(x,y), (5.45)
a(x,y) px(x,y) +2bpy(x,y) +clx,y) gy(x,y) = f(x,y,ulx,y),plx,y),q(x,y)), (5.46)

para (x,y) € Q.

Como estamos supondo que u € C*(Q; R), derivando parcialmente a EDP (EZ4), em
relagdo a y, subtraindo da derivada parcial da EDP (BEZH), em relagdo a x, e utilizando o
Teorema de Schwarz, obteremos:

Teor. Schwarz
= 0

Py(XJJ) - qx(XﬂJ) - vay(x>y) _uyx(xyy)
ou, resumidamente, Py—qx =0, (5.47)

b

para (x,y) € Q.
Multiplicando-se a EDP (BEZ1) por uma fungdo A € C(Q; R), a ser determinada, que néo
se anula em Q, e somando com a EDP (EZ8), obteremos:

alx,y) pxlx,y) +2bx, y) py(x,y) +clx, y) qy(x,y) + Alx, y) py(x,y) = Alx, y) gx(x, y)
:f(x,y,u(x,y),p(x,y),q(x,y)), (5'48)

para cada (x,y) € Q, que escreveremos, de modo abreviado, como:
apx+2bpy+cqy+Apy—Agqy =1, em Q. (5.49)

Por outro lado, dada uma funcgio w € C'(Q; R) e uma curva parametrizada, cujo trago
estd contido em ), que é a representagio geométrica do grafico de uma fungdoy € C'(I; R),
onde I é um intervalo aberto de R, segue, da regra da cadeia, que:

d Regra da Cadeia ow dx ow dy
e 0 Y0 P RO Ry (0)) - () + 0 u00) - o
d
=[x,y (x)) +wy(x,y(x)) - T2 (x), paracada x€l,
ou, de modo abreviado
d /
—wx,yx))] =wy+wyy’, em L (5.50)

dx



202 CAPITULO 5. EDP’S DE 2.A ORDEM

Se tentarmos escrevermos a EDP (EZ3) , ao longo de uma curva parametrizada (que
estamos supondo ser a representagdo geométrica do gréfico da fungdo y = y(x)) em termos
de derivadas parciais de 1.a ordem em relagdo a varidvel x (poderiamos tentar algo do mesmo
tipo em relagdo a varidvel y), das derivadas 1.a ordem da fungdo u = u(x,y) (isto é, de
(EZ3), em termos das fungdes p = p(x,y) e g = q(x,y)), deveriamos ter algo do seguinte
tipo:

al,y(x)) S 00— Abx,y() 20
= 0,y (), w0,y (), plx, Y00, 40k, y(x),  (51)
para x € I, onde
POO=ple,y(x) e Q) =dq(x,yx)),, paracada x€1,  (552)

que, de modo abreviado, serd escrita como

dP . dQ
— =A== I. .
a— A T f, em (5.53)

Notemos que o coeficiente da fungdo P = P(x) devera ser, necessariamente, a(x,y(x)).

. . dP . .
De fato, pois a fungdo a(x) deverd envolver o termo u,(x,y(x)) e assim, comparando
com a EDP (EX), podemos concluir que o coeficiente deverd, de fato, ser a(x,y(x)).

De (EX3) e da regra da cadeia, segue que

200 = pulsy0) 9y 6,36y ()
E2 ) = aux,y(x)) + gy 6,y ()Y ') (5.54)

para cada x € L.
Com isto, substituindo (E54) na EDO (BEX=1), obteremos a seguinte EDO:

a(x,y(x)) px(x,y(x)) +py(x,y(x)y ' (x)] —Alx,y(x)) [g«(x,y(x)) + qy(x,y(x)y '(x)]
:f(x,y(x),u(x,y(x)),p(x,y(x)),q(x,y(x)))

para cada x € I, que escreveremos, de modo abreviado, como:

a(px+pyy’)—A(gx+qyy’)="f, em I.
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Comparando esta equagdo com a EDP (BEZ9), calculada em (x,y(x)), para cada x € I,
deveremos ter a seguinte identidade:

Apr+apyy’ =apy+2bp, +Ap,
AQu—Aqyy’ = —Aqsc
q dqyy q dy

~=~ ANy AN
a’py Yy =2b"py +Apy

ou seja, ,
—A qy y'=c qy
—~~ ~~

"=2b+A
supondo que py, qy # 0, obteremos: {ai ) *
, _2b+A
. a
Como a, A # 0, segue-se:
, c
Yy = DY

Conclusao: a fungdo
y=y(x), paracada xe€l,

deverd satifazer a seguinte EDO:

Q(X) 2b(x,y(x)) +A(x,y(x))

dx a(x,y(x)) ’
dy ., clx,y(x))
R(X)__—?\(x,y ) para x €1,

ou, de modo abreviado,
dy 2b+Alll ¢
& o N
Notemos que, da indentidade m, segue que a fungdo A = A(x,y) deverd satisfazer a
equagao

em 1. (5.55)

2b(x,y(x)) +Alx,y(x)) _  clx,y(x))
a(x,y(x)) Alx,y(x)) "’
ou, na forma abreviada, a equagdo do 2.a grau

para cada x €I,

M+2bA+ac=0, (5.56)

calculada ao longo da curva (x,y(x)), para cada x € L.
Notemos que se a fungdo y = y(x) é uma solugdo da EDO (BEX3), entdo ela deverd satisfazer
a seguinte EDO:

d
d_}cj(x) = u(x,y(x)), paracada x€l, (5.57)
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onde

L 2b+A
. a
ou equivalentemente, A=ap—2b, em I. (5.58)

Como, para cada (x,y) € Q, substituindo (E28) em (EEH), segue que:
0=(ap—2b)*+2b(ap—2b)+ac
= (a2 W—2ap2b +4b2) +2bapu—4b’+ac
=a’py?—2abp+ac
ou seja, ap? —2bu+c=0, em Q.

ou seja, a fungdo u = u(x,y), para cada (x,y) € Q, devera satisfazer a equagio do 2.0 grau

a(x,y)uz(x,y)—Zb(x,y)u(x,y)Jrc(x,y):O, (5'59)
ou, abreviadamente,
ap?—2bu+c=0, em Q. (5.60)

Conclusao: a representacdo geométrica da fungdo y = y(x) serd uma curva caracteristica
plana associada a EDP (EX) se, e somente se, for solugdo da EDO:

d_y(
dx

onde a fungdo p: QO — R deverd satisfazer a seguinte equagdo (do 2.0 grau):

x) = H(X)U(X))> para x €I, (5'61)

alx,y) u(x,y) —2b(x,y) ulx,y) +c(x,y) =0, paracada (x,y)e€Q,
ou, de modo resumido:
ap? —2bpu+c=0, em Q. (5.62)
Observacao 5.63

1. Observemos que, para cada (x,y) € Q, o discriminante da equagdo do 2.0 grau
(EB2) actma (como fungao de n = u(x,y)), é dado por:
A(X)y) = [Zb(x>y)]2 _4(1(7(»9) C(X)y)
=4 [bz(x>y) - CL(X,y) C(X)y)]
=4 5(7(,9) )
onde d = 0(x,y) € o discriminante da EDP (E3) (veja (ED)).

Portanto o discriminante b = 6(x,y), para cada (x,y) € Q, associado ¢ EDP (E3),
determinard a ezxisténcia de duas, uma ou nenhuma solug¢do real u = u(x,y) da
equagdo do 2.a grau (BEO).
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2. Com 1sto podemos concluir que:

(a) no caso da EDP (EX2) ser do tipo hiperbdlico em Q (isto é, quando 6(x,y) > 0,

(b)

(c)

para cada (x,y) € Q), exzistem duas solugbes reais distintas, que denotaremos
por

W = Ul(xay) € W2 = HZ(XQJ)) bara cada (X)y) S -O-)

que satisfazem a equagdo (BETEND) e portanto duas familias (que serdo L.I.) de
solugées da EDO (EXE1), as quats denotaremos seus geradores por

Y1 =yi(x) e Y,=vYyax), paracada xe€l.

Conclusao: No caso da EDP (E3) ser do tipo hiperbdlico em Q, segue que
existem duas fungdes

yi=yilx) e y=1y(x), paracada xcl
que sao L.I., que dardo origem a duas familias de curvas caracteristicas pla-

nas associadas ¢ EDP (E3).

no caso da EDP (BE3) ser do tipo parabdlico em Q (isto €, quando 6(x,y) =0,
para cada (x,y) € Q), existe uma unica solugcdo real, que denotaremos por

HZH(X»U% para cada (X>y)€Q>

que satisfaz a equac¢do (EEO) e portanto uma familia de solugdes da EDO
(BXRD), as quais denotaremos seu gerador por

y=uyl(x), paracada xel.

Conclusao: No caso da EDP (EX) ser parabdlica em Q, segue que existe so-
mente uma fungao
y=y(x), paracada x€l,

nao nula, que dard origem a uma curva caracteristica plana associada a EDP
(BE3) (e ndo existe uma outra que seja L.I. com a mesma).

no caso da EDP (E3) ser do tipo elitico em Q (isto €, quando &(x,y) < 0,
para cada (x,y) € Q), ndo ezxiste solugdo real da equgdo (EED) e portanto ndo
existe solugcao real da EDO (.57

Conclusao: No caso da EDP (BE3) ser elitica em Q, seque que ndo existem
curvas caracteristicas planas assoctadas ¢ EDP (E2).

Com isto podemos introduzir a:
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Definicao 5.64 As curvas planas que sdo grdficos das solugbes y = y(x), para x € I,
da EDO (BEXD), onde a fungdo pu = u(x,y), para (x,y) € Q, é uma solugdo da equagdo
(EE0), serdo denominadas curvas caracteristicas planas associadas a EDP (B3) .

Consideremos alguns exemplos.

Exemplo 5.65 Encontrar as curvas curvas caracteristicas planas associadas a EDP
(equagdo da onda)

ug(t,x) = c?un(t,x), para (t,x) € R?, (5.66)
onde ¢ > 0 é uma constante fizada.

Resolugao:
Notemos que

a(t,x) =1, b(t,x)=0, c(t,x)=—c*, paracada (t,x)e Q=R (5.67)

Observemos que a EDP (EEH) acima é hiperbélica em R? (veja o Exemplo (E13)).

Logo, do item 3. da Observagdo (EE3), sabemos que devem existir duas familias de
curvas caracteristicas planas associadas a equagdo da onda (unidimensional) que serdo L.I. .

Para encontra-las precisaremos, primeiramente, encontrar as fungdes w; = pi(x,y) e
H2 = H2(x,y) que satisfazem a equagdo (EED), ou seja:

ap? —2bpu+c=0
de (EE2), teremos: T-W2—=2-0-pu+(—c*) =0,
ou seja, p—c>=0,

isto é: wt,x) =c e w(t,x)=-—c, para (t,x)€R?*,  (5.68)

serdo as solugdes da equagdo (EED).
Com isto, de (E521) e de (EEH), obtemos as seguintes EDO’s:

dx; . .
dt (t) - M(t)xi(t))) para 1€ {] )2}

dx
d—t‘(t) =c,

que, de (EXER), tornar-se-go: ,

dXz
_t —
W=

X1 iC‘t—f—kq
Xzi—Ct—sz

isto é: , para teR, (5.69)

para cada ki, k; € R.
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Portanto, as curvas caracteristicas planas associadas a equagdo da onda (unidimensional)
(E8) serdo formadas pelas seguintes duas familias de retas:

X—Ct:k] € X+Ct:k2, (570)

onde k;,k, € R sdo arbitrarias, cujas representagdes geométricas sdo das pela figura abaixo.

x —ct =k

X +ct=ky

O

Observacao 5.71 Notemos que, dados k;,k; € R, temos que as curvas (que sdo grdficos
de fun¢des da varidvel t, ou da varidvel x) dadas por (E270), sdo L.I., no espago vetorial
(C(R;R),+,-), onde + e : sdo as operagbes usuais de adi¢do de fungdes e multiplicagdo
de numero real por fungdo (estudado na disciplina de Algebra Linear).

Exemplo 5.72 Encontrar as curvas caracteristicas planas associadas ¢ EDP (equagdo
de Tricomz)

Yux(x,y) +uy(x,y) =0, para (x,y) € Q=R x (—00,0). (5.73)
onde ¢ > 0 é uma constante fizada.

Resolugao:
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Notemos que
a(x,y)=vy, b(x,y)=0, c(x,y)=1, paracada (x,y)¢€ RZ. (5.74)

Observemos que a EDP (E73) acima é hiperbéica em R? (veja o Exemplo (E227)).

Logo, do item Ed. Observagdo (EE3), sabemos que devem existir duas familias L.I. de
curvas caracteristicas planas associadas a equagdo de Tricomi (EZZ73).

Para encontra-las precisaremos, primeiramente, encontrar as fungdes W = wi(x,y) e
wy = H2(x,y) que satisfazem a equagdo (EXED), ou seja:

apl—2bpu+c=0

de (EZ7@), teremos: yuwr—2-0-u+1=0
ou seja, yu+1=0,

ouainds, w(xyl =y e wloy oL, 67

para cada (x,y) € R x (—o0,0), serdo as solugdes da equagdo (EED).
Com isto, de (E21) e (EZ73), obteremos as seguintes EDQO’s:

d
) = pelx, y(x),
dy:t 1
e (EE™), teremos I (x) ek
d
ouseja, /Y0¥ —(x) = I,
. d |2 3
ou ainda, ™ [3 (—y+)? (x)} =41,
. . 2 3 /
isto &, g(—yi)z (x) =+x+C
3
ou s€ja, (—yi)%(x) :iszrC,
3 3
ou ainda, yi(x) =— {izx + C} , paracada x € R, (5.76)

para cada C € R.

Portanto, as curvas caracteristicas planas associadas a equagdo de Tricomi (BEZZ3) séo
formadas pelas duas familias de curvas dadas pelas representagdoes geométricas da seguintes
funcgdes

3

3
yi(x) =— {C + zx} , para cada x €R, (5.77)
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ou seja,
2
(y+)® + [C + 5 X] =0, (5.78)

onde C € R é arbitrdria.
A figura abaixo nos forence uma representacdo geometrica dos graficos de algumas das
curvas caracteristicas planas associadas a equagdo de Tricomi (EZ73).

Yy

T

O

Observacao 5.79 Notemos que, dados k;,k; € R, temos que as curvas (que sdo grdficos
de fungées da varidvel x, dadas por (EZ710), sdo L.I., no espago vetorial (C(R; R),+,-),
onde + e - sGo as operagdes usuais de adigcdo de fungbes e multiplicagdo de numero
real por funcdo (estudado ma disciplina de Algebra Linear).

Exemplo 5.80 Encontrar as curvas curvas caracteristicas planas associadas a EDP
(equacgdo do calor)

w(t,x) = o un(t,x), para (t,x) € R%. (5.81)
onde «x > 0 é uma constante fizada.

Resolugao:
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Notemos que

alt,x) =a®, b(t,x) =0, c(t,x)=0, paracada (t,x)ecR>. (5.82)

Observemos que a EDP (EXT) acima é parabdlica em R? (veja o Exemplo (E13)).

Logo, do item PH. Observagdo (BEE3), sabemos que existe uma familia de curvas carac-
teristicas planas associada a equagéo do calor (unidimensional) (EZZ0).

Para encontra-la precisaremos, primeiramente, encontrar uma funcdo p = u(x,y) que
satisfaz a equagdo (EXE0), ou seja:

ap? —2bu+c=0,
de (E22), teremos:  ofpr—2-0-p+0=0
ouseja, &*u’=0

como « # 0, segue que: w(t,x) = w(t,x) = wa(t,x) =0, (5.83)

para cada (t,x) € R?, serd a tinica solugio da equagéo (EED).

Com isto, de (E51) e (E=23), obtemos as seguintes EDO’s:

d
() =p(t,x(1)), para teR,
dt —_——
(=),
d
ou seja, d_)t((t) =0, parat € R,
isto é, x(t)=C, para teR, (5.84)

para cada C € R.

Portanto, as curvas caracteristicas planas associada a equagédo do calor (unidimensional)
(EZ=0) serdo formadas pela familia de retas (horizontais no plano tOx), dadas por:

x=C, para teR, (5.85)

onde C € R é arbitraria.

A figura abaixo nos forence uma representacdo geometrica dos graficos de algumas das
curvas caracteristicas planas associadas a equagdo do calor (EET).
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X

Curvas caracteristicas planas

0

Exercicio 5.86 Encontrar as curvas curvas caracteristicas planas associtadas a EDP
(equagdo de Laplace)

uxx(xay)‘i_u'yy()(»y) =0, para (X>y) e R’ (5-87)
onde «x > 0 é uma constante fizada.

Resolucao:
Notemos que

a(x,y)=1, bx,y) =0, c(x,y)=1, paracada (x,y)ERz. (5.88)

Observemos que a EDP acima 6 elitica em R? (veja o Exemplo (E22T)).
Logo, do item Ed. Observagdo (EE3), sabemos que néo existird nenhuma famflia de curvas
caracteristicas planas pois, neste caso, a equagdo (BEED), tornar-se-a:

apl—2bpu+c=0
de (E=3), teremos: p’>—2-0-u+1=0
ou seja, u’(x,y)=—1, paracada (x,y)ecR?, (5.89)

que ndo possui solugdo real.
O

5.2 Formas canodnicas e curvas caracteristicas planas as-
sociadas a EDP (E2)

Observacao 5.90 Como no caso das cénicas estudadas no curso de Geometria Analitica,
se EDP (EX), definida em um conjunto Q que é um subconjunto aberto de R?, é de um
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dos tipos introduzidos na se¢do anterior poderemos, como veremos a seguir, encontrar
uma mudanga de varidveis de classe C'(Q; R?), que cologue a EDP (EX), apds a mu-

danga de varidveis, em uma forma mais simples, denominada forma candnica (ou nor-
mal) da EDP (E3).

Podemos agora introuduzir a:

Definicao 5.91 Seja (x,,Yo) € Q e V =V(x,,Y,) um subconjunto aberto contido em Q.
Com 1sto temos:

1. a forma canénica da EDP (EX2) que € do tipo elitico em V, serd da forma:

V&E(E»an) +Vnﬂ(£)n) =d (E»an )VE(E')T]) )vﬂ(éan)) . (592)

2. A forma canénica da EDP (EX) que € do tipo parabdlico em V, serd da forma:

v (&,m) = g(&,m,ve(&,m),v(E,M)). (5.93)

3. A forma canénica da EDP (E2) que € do tipo hiperbdlico em V, serd da forma:

ven(&,m) = g(&,m,ve(&,m), vy (&), (5.94)

ou
Vaa(ﬁaﬂ) _Vnn(‘i)n) = 9(5>ﬂ aVa(?ﬂﬂ) >Vn(£)n)) . (5-95)

Observacao 5.96

1. No caso da EDP (BE3) ser do tipo hiperbdlico em V tem, como vemos acima, duas
formas canénicas pois, embora a forma (EEH) seja mais fdcil de resolvermos, a
forma (BEZ93) permite generalizagbes para dimensdes mats altas, ou seja, em R™,
para n > 3.

2. Dada a EDP (BE3), para encontrar uma mudanga de varidveis que transforme
essa EDP em sua forma canénica precisaremos, entre outros, da ”suavidade” dos
coeficientes da parte principal da EDP (BE3), mais precisamente, precisaremos que

a,b,ce C'(Q;R).

3. Notemos também que tal mudanga de varidveis serd local, pois a EDP (E2) poderd
mudar de tipo na regido Q (como, por exemplo, a equagdo de Tricomsi).
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4. Observemos que se EDP (E3) € do tipo hiperbdlica em (x,,Y,) (isto €, se d(Xo,Yo) >
0) ou do tipo elitica em (x,,Yo) (isto €, 8(xo,Yo) <0), como o discriminante

o = S(X»y)

€ uma fun¢do continua em Q, seque que existe uma vizinhanga do ponto (x.,Y,),
que wndicaremos por U = U(x,,Y,), de tal modo que, 6(x,y) terd o mesmo sinal
de 8(x0,Yo), ou seja, a EDP (BE32) serd do mesmo tipo na vizinhanga U, do ponto
(X0 yYo)-

Conclusao: se a EDP (E3) € do tipo hiperbdlico (elitico, respectivamente) no ponto
(X0 ,Yo), entdo ela serd do tipo hiperbdlico (elitico, respectivamente) em uma vizi-
nhanga U = U(x,,Y,).

5. A situagdo actma pode nao ocorrer no caso da EDP (E3) ser do tipo parabdlico em
(X0 ,Yo), como mostra a equagdo de Tricom: que € do tipo parabdlico sobre o eizo
Ox, mas € hiperbdlica no semi-plano {(x,y);y < 0} e do tipo elitico no semi-plano
{(x,y);y >0} (veja o Ezemplo (E=20)).

6. Por esta razdo, nossa hipdtese serd que a EDP (E) seja de um mesmo tipo em
um subconjunto aberto, contido em Q.

Nas subsecgOes a seguir encontraremos, para cada um dos tipos, as mudancgas de varidveis
que transformardo a EDP (EX2), em sua respectiva forma canénica.

5.2.1 Mudanca de variaveis para o caso hiperbdlico e sua forma
candnica

Comegaremos com o caso em que a EDP (EX) seja do tipo hiperbdlico em um subconjunto
aberto contido em Q.
Suponhamos que
a,b,ce C'(Q;R)

e que a fungdo a = a(x,y) nédo se anule em Q, isto §é,

a(x,y) #0, paracada (x,y)e€Q. (5.97)

Os outros casos, podem ser tratados de modo semelhante, e serdo deixados como exercicio
para o leitor.
Neste, do item 2 (a) da Observagdo (EE3), segue que a equagdo (EED), isto &,

Cl(X,y) PLZ(X»U) —Zb(X,y) H(X,U) +C(X>y) 203 para cada (X»y) € Q»
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admitird duas solugdes reais distintas, a saber

2b(x,y) +/4b20x,y) — 4 alx,y) clx,v)

H1(X>U) = Za(x y)
b(x,y) + /b0, y) — alx,y) c(x, y)
= RN (5.98)
b y - bz ) - ) )
w(x,y) = x,y) \/ (Z(xy)y) abe,y)elx,y) , paracada (x,y)e€ Q. (5.99)

Com isto temos duas famfilias de curvas caracteristicas planas associadas as EDP (E2),
que serdo geradas pelas fungdes

yr=uilx) e y=uyax,

que satisfazem as EDQO’s:

d
200 = (x, yi (x)) (5.100)
d

%(x) — 1(x,y2(x)), paracada xeIlCR. (5.101)

Como no caso de EDP ’s de lineares de 1.a ordem, a EDP (E) torna-se-a "mais simples”,
ao longo das curvas caracteristicas planas associadas as EDP (E3).

Assim, é natural procurarmos uma mudanga de varidveis (pertencente a C*(Q;,R?)) do
tipo

{EZ&(X,y) , paracada (x,y)€eQ’'CQ, (5.102)
n=nm (X y y)
de modo que a fungao
£=E&(x,y) paracada (x,y)cQ’

seja constante ao longo de uma das familias de curvas caracteristicas planas associadas a EDP
(E3), por exemplo, de
(x,yi1(x)), paracada x €I,

e a fungdo
n=n(x,y) paracada (x,y)cQ’,

seja constante ao longo da outra familia de curvas caracteristicas planas associadas a EDP
(E3), ou seja, de
(x,y2(x)), paracada xel.

Portanto, procuraremos fungdes, ”"bem comportadas”,

EZE(XJJ) € T]ZH(X»U)> pa-raca-da- (X)U)GQ/
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que satisfazem as seguintes condigdes:

E(X)UI(X)) = K] ) (5103)
n(x,yz2(x)) =K,, paracada x€1. (5.104)

Notemos que, derivando as equagdes (ET3) e (EET04) acima, em relagdo a x, obteremos,
pela regra da cadeia, que:

d

Oza[a(x,yﬂx})]

= &(x,y1(x)) + & (x,y1(x)) - y1 '(x)
e, de (EIOD), segue que: & (x,Yi(x)) + & (x,y1(x)) - wi(x,yi(x)) =0,

0=+ I(x, y20))

=%, Y2(x)) + 1y (x, y2(x)) - y2 (%),
e, de (BETD), segue que: 1 (x, Y2(x)) +ny(x,y2(x)) - pa(x,y2(x)) =0,

para x € L.
Logo, para nossos objetivos, é natural pedirmos que as fungoes

£=¢&(x,y) e n=n(x,y), paracada (x,y)€Q’,
sejam solugbes do seguinte sistema de EDP’s:

éx(x)y) + Ul(xay) ‘Ey(x)y) :O»
(X, y) + pa(x,y)ny(x,y) =0,

para (x,y) € Q, que escreveremos na seguinte forma abreviada:

Ex+ &y =0, (5.105)
M+ ey =0, em Q. (5.106)

Considereraremos solugdes das EDP’s (E-103) e (BE-T0H) acima, de modo que
Ey(x,y) #0 e mylx,y)#0, paracada (x,y)ecQ’. (5.107)
Isto se deve ao fato que, se
&(x,y) =0, ou mnylx,y)=0, para (x,y)€ Q'
terfamos, pelas EDP’s (EET03) e (ECTOH), que:

éx(X,y):()» ou ﬂx(X)y):O» para (X)U)GQ/)
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respectivamente.
Deste modo teriamos que o jacobinano, associado as fungdes

E=¢&x,y) e m=nlx,y), para (x,y)eQ’,

seria nulo em Q’, pois

ey &)

=0,
(x,y) mylx,y)

o que nao nos forneceria uma mudanca de varidveis de classe C'(Q’; R).
Como

a,b,ceC'(Q;R) e a(x,y)#0, paracada (x,y)e€Q,

entdo, das identidades dadas por (EU0R) e (EE9U), segue que W, 1, € C2(Q'; R).
Portanto, utilizando as técnicas desenvolvidas no capitulo anterior (para EDP’s lineares,
de 1.a ordem, homogéneas, nas varidveis x e y) segue que podemos encontrar solugdes (locais)

&,ne C(Q; R)

das EDP’s (EI0H) e (ECI08), respectivamente.
Notemos também que, de (E8) e (EE9), segue que

wi(x,y) # ma2(x,y), paracada (x,y)eQ. (5.108)
Logo a transformagdo T: Q' — R?, dada por:
(&,n)=T(x,y), paracada (x,y)ecQ’ (5.109)

serd, de fato, uma mudanga de varidveis local, de classe C2.
De fato, para cada (x,y) € Q’, teremos:

j(xvy):a( ) )(X,y)

Ex(x,y) &lx,y)

—M(X)U)ﬁy(X»U) Evy(xay)
—HZ(MH)T]y(X»U) ﬂ (Xay)
:_lh(x)y)ay( »U)ﬂy( )+H2(X>y) ( )U)&y(xﬂj)
= —(lx,y) —mlx,y)) & (X>y)ny(x> ) #0.

£

# 0

o
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Consideremos a fungdo v: T(Q') — R, dada por:

v(&,n) =ulx(&,m),y(&,n)), paracada (&,n) € T(Q') (5.110)

onde
x=x(&mn) e y=y(&,m) paracada (&,n)eT(Q),

ou seja,
(x,y)=T"'(&,m) paracada (&,n)eT(Q").

Utilizando o item 1. da Observagdo (EZ20), temos que, para cada (&,mn) € T(Q'), a fungéo
v =v(&,n) serd solugdo da EDP:

A(EJ])VE,&(E»)T]) +ZB(£,1’])V&](£,T}) + C(Enn)vnn(a)n)

:F(E,,ﬂa\’(fuﬂ))Va(a»ﬂ),\’n(im)) ) (5-111)
onde (veja (EZT)):
2
= (k) £y (xy) T (xy) ()
(27) ’ \ ’ \
A(E,,T]) = 0(5,11)' 5x(5>ﬂ) +2b(5>ﬂ)' EX(E)T]) "Evy(Emn)

+e(&,m) - [Ey(8,m)%,
— - [ £ 20 [ £ &y + e &2
=am’E’ —2bw &7 +c&y’

=|aw?—2bw +c | &*=0, (5.112)

(=)

0

[EE)*IM (XJJ)Ey(va) : = )*uz(xy)ny(xvy)
—_——

—N—
BE,m) = aE,m):  LEn) - m(E,n)
L (xy) &y (xy) B )y (%)
—N— —N—
+b(5,ﬂ)' E.x(a)n) 'ﬂy(i»ﬂ)Jr&y(ﬁ,T])' T]x(im)

+c(&m) - &y(&,m) -ny(&,m)
=a(—w &) (—any) + b (—w &)y +b &y (—amy) +c&ymy
=law py —b(w +w) +cl &ny, (5.113)
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2

(=) (=mm)
= —u2(x,y)ny(x,y) = —u2(x,y)ny(x,y)
(6z) —N— —
C(&,m) ="a(&,m)- (&,m) +2b(&,m) - Mx(&,M) My(&,m)
+c(&,m) - y(&,m)1
=y’ —2buyny® +cny’
=|aw?—2bw+c| 0’ =0, (5.114)

(B=1)

e a funcgdo F serd o que restou, ou seja, s6 depende de
a>b,C>5>ﬂ,V>Va>Vn>

notando que que

para (&,m) € T(Q').
Como a EDP (E3) é hiperbdlica em Q, segue que

0 < A(§,n) =B*&,mn) —A(§,m),C(&,m), paracada (&,m)€ T(Q'),

J/

=0
que implicard em B(§,n) #0, paracada (&,n) e T(Q'),

€ como
&(&,m),my(&,m) #0, paracada (&,n) € T(Q'),

deveremos ter (veja (E113))
ap i —b (W +u) +c#0, em T(Q).
Portanto a EDP (ECTT) tornar-se-a:

B(&,n)ven(&,m) = G(&,m,Vv(&,m),ve(&,n),v(&,m)), para (&n) € T(Q),

e como
B(&,m) #0, paracada (&,n)€ T(Q'),

segue que

v&](‘z—nn) :9(5>H»V(E»ﬂ)a\’a(a»ﬂ)ﬁ’n(&)ﬂ))a para (E,Tﬂ ET(Q/)> (5-115)
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para alguma fungdo g muito bem definida, ou, de modo abreviado:
Vé,nzg(a»ﬂ)\’)\’a»\’n)) em T(Q/)) (5.116)

ou seja, se a EDP (BE) é do tipo hiperbdlico em Q, com a mudanca de varidveis (EZTO),
transformamos a mesma em uma EDP da forma (BE294) (isto é, na sua forma canénica) em
Q’, um subconjunto aberto contido em Q.

Apliquemos as idéias acima ao seguinte:

Exemplo 5.117 Colocar a equag¢do da onda
e (t,x) — A un(t,x) =0, para (t,x) e Q=R?, (5.118)
na sua forma canénica.

Resolucao:
A equagio da onda é de tipo hiperbdlico em R? e, como vimos no Exemplo (EEH), as
curvas caracteristicas planas associadas a equagdo da onda sdo dadas por

x+ct=ki e x—ct=Xks, (5.119)

onde kq,k; € R sdo arbitrérias (veja a figura abaixo).

X +ct=ky

Baseado nas observagdes acima (isto é, (ET03) e (E5104)), consideraremos a seguinte trans-
formacdo T : R?> — R?, dada por:

T(t,x) = (&(t,x),n(t,x)), paracada (t,x)eR?,
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onde

t = t
{E( X) =xte , paracada (t,x)eR% (5.120)

n(t,x) =x—ct

Como ¢ > 0, teremos que o jacobiano associado a transformacdo T (na verdade é um

operador linear em R?)
(t,x) = (&,m)

serda dado por:
0(&,m)
o(t,x)
Elt,x) &(t,x)
Ne(t,x) mx(t,x)

j(t,X): (t,X)

c 1
—c 1

(zm)

=c+c
=2c#0, paracada (t,x)eRZ.

Com isto temos que a transformagio T (ou seja, o operador linear T em R?) serd uma
mudanca de varidveis em R’ de classe C2.

Observacgao 5.121 Notemos que a transformagdo inversa T~ : R? — R?, serd dada por

&+
X = -, R
5ET] , para cada (&n) € R-.
- 2c
Logo, definindo-se v : R? — R, dada por
v(&,m) =u(t(&,n),x(&,n)), paracada (&,n) € R?, (5.122)
ou ainda,
u(x,y) =v(&(x,y),n(x,y), paracada (x,y)¢€ R?, (5.123)

para cada (t,x),(&,n) € R?, obteremos, de (E123) e da regra da cadeia (poderfamos ter
utilizado as expressdes (EZ1)), que

w(t,x) = ve(&,m) Eult, x) +vy(&,m) Melt, x)
~—— ~——

(=) =)

:Cvi(a)n)_cvn(éan)) (5124)
w(t,x) S ve(€,m) Elt,x) +vy(E,m) nilt, %)
~— S~——

=), =),

=ve(&,m) +w(&,m), (5.125)
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b 124

we(t, %) TV ¢ |vee(E,m) £ty %) v (£,1) Mt x)
—— ~—

(==, ==,

—C Vnz(E’)n) Et(t»x) +Vnn(£>n) nt(t>x)

=), &) _,
= c?ve(&,m) — 22 vy (E,m) + 2oy (E,M) (5.126)
u’xx(t)x) (E:EE) V&E(E»)T]) E,X(t,X) +V£n(5>Tl) ﬂx(t>X)

&=, &=,

+ [ vne(&,1) Ex(t,x) +vin(&,1) Nx(t,x)

=, &=,

=Vee(&,M) + 2vey (&) + v (E,M) (5.127)
Para cada (t,x), (&,n) € R?, substituindo (E28) e (E127) na EDP (E1H), obteremos:

0= utt(tyx) - Cz leX(t,X)

EEUE (2, (£,m) — 262 ven (6,1) + v (6,7)]

- Cz [VSE(EWTI) + zvan(aM) +vnn(£)n)]
= —4C2V£n(5>ﬂ) .

Como c # 0, segue que a forma canénica da equagio da onda (EII8) em R?, serd dada
por:

ven(§,m) =0, para (&,1) € R?, (5.128)

ou, de modo abreviado,
Vi, =0, em RZ?. (5.129)
O

Observacao 5.130 Observemos que podemos encontrar a solugdo geral da EDP (ETTZ3).
Para isto notemos que, para cada & € R fizado, integrando a equagdo (EETZd), em
relagdo amn, obteremos

ve(E,m) = (E), paracada  EER, (5.131)
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onde ¢ € C*(R; R) arbitrdria.
Por sua vez, para cadan € R fizado, integrando a equagdo (EEIZ) acima, em relagdo
a &, obteremos:

v(iE,m) =O(&)+¥Mm), paracada (&,m) € R?, (5.132)

onde ®,¥ € C*(R; R) sdo arbitrdrias (notemos que no caso acima ®(&) = [ $(&) dE).
Logo, voltando para as varidveis originais, por meio da transformagdo (EEI20) (isto
é, (x,y)), obteremos a solugcdo geral para a equag¢do da onda (ECIIH), isto €,

u(t,x) "=V v(E(t, %), n(t,x)

= (e[t ) + Yn(t,x)
= O(x+ct)+W¥(x—ct), paracada (t,x)eR?, (5.133)
onde ®,¥ € C*(R; R) sdo arbitrdrias.
Esta solugcao para a equagdo da onda € conhecida como a solugao de d’Alembert
(16/11/1717 a 29/10/1783).

A seguir temos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 5.134 Colocar a equagdo de Tricom:
Yuu(x,y) +uy(x,y) =0, para (x,y) € Q=R x (—00,0), (5.135)
na sua forma canénica.

Resolugao:
Lembremos que a equagdo de Tricomi é de tipo hiperbdlico em () e, como vimos no
Exemplo (EZ72), temos as seguintes curvas caracteristicas planas associadas a EDP (ECI3H):

3
izx:C, para cada (x,y) € Q, (5.136)

lu

—(y+)

onde C € R é arbitrdria.
Baseado nas cosideragdes acima, (isto é, (EEII3) e (ECTO4)), consideraremos a seguinte
transformacio T : QO — R?, dada por:

T(x,y) = (&(x,y),n(x,y)), paracada (x,y)€Q,

onde

, paracada (x,y)€ Q. (5.137)
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Somando-se as duas equagdes acima, obteremos:

E4+n=2(—y)?,

1

3

s, (-t (57)
2
3
ou ainda, y=— (%) , (5.138)

para cada (x,y) € Q.

Notemos que, se (x,y) € Q, segue que y < 0 e assim teremos que o jacobiano associado
a transformagdo T : Q — Q' = T(Q), dada por (E-IZ0), sera:

9(&,m)

j(x,y) = a(X y)(X)y)

= —L—l(—y)f #0, paracada (x,y)e€ Q.
Com isto temos que a transformagio serd uma mudanca de varidveis local, de classe CZ.

Observacgao 5.139 Notemos que a transformagdo inversa T-' : T(Q) — Q, serd dada
por:

. » Dpara cada (&,m) € T(Q). (5.140)
__(&Emy?
=T\ 2

Logo, definindo-se v : R? — R, dada por

v(&,m) =u(x(&,n),y(&,n)), paracada (&,n) € Q’, (5.141)

ou ainda,

u(x,y) =v(&(x,y),nlx,y)), paracada (x,y) € Q, (5.142)
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para cada (t,x) € Q e o correspondente (&,n) € Q, teremos:

w(x,y) = ve(&,m) &lx,y) +va(&,m) nx(x,y)
— —

(zgm)% (EE)?%
3 3
=5 Vvel&,m) =5 w(E,m), (5.143)
w,(x,y) =ve(&,m) & lx,y) +w(&,m) nylx,y)
R TEE: R TEME:
3 1 3 1
= —z(—y)ZVa(E,,n) — z(—y)zvn(é,n), (5.144)

3
wa(x,9) = 5 | vie(£,m) B0 y) +ven(E,m) (X, )
—_—— —_———
(EE'-‘)% (EEJ)?%
3
— 5 | Vng ‘(—»X(Xay) +Vnn(a>n) T]x(XH.J) )
2 —_——— —_———
(E:EUJ)% (EE)?%
9 9 9
:ZVEE(E»J’])_zvin(a)n)+zvnn(a>n)> (5-145)
3 31 1
Uy (6, y) = =5 | =5 59 F (D velE)
3 1
_z(_y)z Vaa(E»ﬂ) E»y(x»y) +V£n(5ﬂ1) ny(x)y)
——— ———
03yt =3y
31 1
35 (—y) 2 (=1 v (&,m)
3 1
_z (—y)z Vn&(aan) Evy(xﬂj) +Vnn(£)n) ﬂy(X>U)
—_——— ——
(Ezm)f%(fy)% &=_3 (—y)Z
3 1 9
=1 (—y) 72 (ve(&ym) +wy(&,M)) — 7Y Ven(&,m) + 2 ven(&,m)

v (&) - (5.146)
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Substituindo (E-TZH) e (E-TZ8) acima na EDP (ETI3H), obteremos:

0 =yuw(x,y) + uylx,y)

ir9 9 i
(EL3) @ L_‘Va&(a,n)——ng(aaﬂ)"‘—vnn(am)}

2 4

7

[_ &@)] Ve (&,m) + vy (&,m)]
+

Ve (E,M) + 2vgy (E,1) ‘J"Vrm(&»n)]}

1

) 3
= < (E+M)5vgy(&E,m) + Y (&+m)3 ve(&ym) +w(&,m)],

para (§,m) € Q.
Como &+1m # 0 e Q' (veja (EET33)), segue que a forma candnica da equagdo de Tricomi
em (), serd dada por:

(E4+m)73 be(E,m) +w(E,m)], para (E,1) € Q' =T(Q). (5.147)

2
3

1
vin(gnn) = _3

0

5.2.2 Mudancga de variaveis para o caso parabdlico

Nesta subsegdo consideraremos o caso em que a EDP (BE2) é do tipo parabdlico em um
subconjunto aberto contido em Q.
Suponhamos que as fungdes a,b,c € C'(Q; R) e que a fungdo a = a(x,y) nio se anule
em (), isto é,
a(x,y) #0, paracada (x,y)€ Q. (5.148)

Neste caso, temos que:
b%(x,y) —a(x,y)c(x,y) =0, paracada (x,y)ecQ.
Logo a equagdo (BEED), isto é,
a(x,y) p’(x,y) — 2b(x,y) u(x,y) + c(x,y) =0, paracada (x,y)€Q,

admitird uma (dnica) solugédo real, a saber

2b(x,y)
2a(x,y)
_ bx,y)
_(l(X—ﬂJ)) para (x,y) € Q. (5.149)

H(X)y) =
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Com isto temos uma famflia de curvas caracteristicas planas associadas as EDP (E3), que
serd gerada pela fungdo y = y(x,y), que devera satisfazer a seguinte EDO:

dy .y _
a(x)_u(x,y(x)), para x €. (5.150)

Como a EDP (EX) torna-se-4 "mais simples”, ao longo das curvas caracteristicas planas
associadas as EDP (BEX), uma das funcdes associada a mudanca de varidveis que estamos
procurando, serd do tipo:

&(x,y(x)) =K, para xel. (5.151)

Derivando a identidade (ECTET) acima, parcialmente em relagdo a x, obteremos:
Ex,y)+&(x,y)  y'lx) =0, para (x,y)eQ'CQ,
——
(2=1)

= Tulx,y(x))

ou seja, a fungdo & = &(x,y), deverd satisfazer a seguinte EDP linear, de 1.a ordem, ho-
mogeénea:
Ex,y) + ulx,y) &(x,y) =0, para (x,y)€Q'CQ,

onde a fungdo p = pu(x,y), é dada por (EXI29) ou, de modo abreviado, teremos:
& =—ngy, em cQ, (5.152)

cuja solugdo (local) existe, pelos capitulos anteriores (é uma EDP linear de 1.a ordem nas
varidveis x,y).
Escolhendo-se uma fungdo

ﬂZH(XﬂJ), para cada (X>U) GQ/,

de modo que 1 € C*(Q’; R) e, para cada (x,y) € Q’, o jacobiano

9(&,m)
9(x,y)

&(x,y) &(x,Y)
M(x,y) Mylx,y)

j(X,U)Z (X)U)

=n(x,y)ny(x,y) — & (x,y)ni(x,y) # 0,

obtemos uma mudanca de varidveis local, de classe C>.
Defindo-se a fungdo v: Q' — R, dada por

v(&,m) =u(x(&,n),y(&,n)), paracada (&,n)e€Q’, (5.153)
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vimos, na Observagdo (E30) item 1., que a fungdo v = v(&, 1), serd solugdo da seguinte EDP:

A(E, ) vee (&) +2B(EM)(E,n) ven (&,1) + C(&,1) vin(&,1)
=F&,n,v(&,m),ve(&,m),va(E,M)), (5.154)

onde, utilizado-se as expressdes (EZ1), teremos:

2

=) ey e y) =) £y )
. — —

+c(&,m) [&y (&,m))°
=al-m &P+ 2b [ EJ &y + &y’
=ap’é, —2buf; +cgy’
=(ap?—2bp+c)&’
(ezm)
=0, (5.155)

=) &y (x )

—
B(&,n) = a(&,n) &(&,m)  m(&,m)

k) £y (x,y)

—
+b(&,m) &(&,m)  my(&,m) + & (&, n)n(&,m)

+c(&,m) & (&,n)ny(&,M)

=(—ap+b) &+ (=bu+c)&my, (5.156)
C(&,m) = a(&,m) Me(&,m)* + 2b(&, M) (&, M)y (E,1) + c(&,m) My (&,M))?
=an’ +2bnemy +cny?, (5.157)

e a funcdo F é o que restou, ou seja, s6 depende de
a>b>0>5>ﬂ>v>va>\’n>
onde, nas identidades acima, para simplificar a notagdo, consideramos:

(&,m))

)T] )
1)),

™
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Como a a EDP (E2) é do tipo parabdlico em um subconjunto aberto contido em Q, segue
que

bz(x>y) - (l(X,y) C(X)U) =0,
ou seja, bz(x»y) = a(x,y) C(X>y)) (5'158)

para (x,y) no aberto onde a EDP (EX2) é do tipo parabdlico.
Por outro lado, de (ECTZ9), segue que:

b(x,y)
(x,y) = ——
MY Ak y)
isto €, CL(X,IJ) H(X,U) —b(X,y) =0,
de modo abreviado: ap—b =0, (5.159)

que, multiplicada por b(x,y), implicard em: a(x,y)b(x,y) u(x,y) —b*(x,y) =0
e, de (E0I58), segue: a(x,y)b(x,y) u(x,y) —alx,y)c(x,y) =0
como a(x,y) # 0, teremos: b(x,y) u(x,y)—c(x,y) =0,
de modo abreviado: bpu—c =0, (5.160)

para cada (x,y) no aberto onde a EDP (EX2) é do tipo parabdlico.
Assim, de (BE159), (ETT60) e (ETEd), segue que:

B(E,n)(:)(—au+b)c€ynx+(—bu+c)ayny:0. (5.161)
———r N—
=), (=)

Portanto de (E1=23), (E1=4), (E1=3) (B1=4), (BIR4) , (EIED) segue que a EDP (BE32), no
caso parabdlico, tornar-se-a:

C(E,ﬂ)\’m(&)ﬂ) = G(im»\’(a»ﬂ) ,VE(E,T]) »Vn(a)n))) para cada (5»11) € Q/»
e como C(&,m) # 0 (pois a EDP (EX2) € de 2.a ordem), obteremos a seguinte EDP:

vin(&,m) = g(&,m,v(E,m),ve(E,n),v(E,m)), para (&,n) € Q, (5.162)

ou, de modo abreviado,
Vﬂﬂ:g(‘i)n>vvvi)vn))> (5.163)

que ¢ a forma canénica da EDP (EX) que é do tipo parabdlico.
Observacao 5.164 Notemos que a equag¢do do calor
ut(t,X):OCZLLXX(t,X), bara (t>X)E(O>OO)XR)

7d estd ma forma candnica, 7d que pode ser escrita na forma:

1
Wa(t,x) = —5w(t,x), para (t,x) € (0,00) xR.
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Apliquemos as idéias desenvolvidas acima ao:

Exemplo 5.165 Coloque a EDP:

X W (X5 Y) 4+ 2 X Uy (X, Y) + X Uyy (X%, Y) = ux(x,y) + uy(x,y), (5.166)
para (x,y) € Q = (R\{0}) x R na sua forma canénica.

Resolucgao:
Notemos que as fungbes a,b,c: QO — R serdo dadas por

alx,y) =x, blx,y)=x, clx,y)=x, (5.167)
para cada (x,y) € Q.

Notemos que

a’(x,y) + b*(x,y) EED 2 4 2

=2x*#0, paracada (x,y) € Q= (R\{0})xR.
e que
ETma
b2(x,y) — alx,y)c(x,y) = xF
=0, paracada (x,y) € Q,

ou seja, a EDP (BETTEA) € do tipo parabdlico em Q.
Logo, para (x,y) € Q, temos que a equagdo (EE0) sera:

a(x,y) 1 (x,y) —2b(x,y) u(x,y) +c=0
que, de (EIE7), segue: x 1’ (x,y) —2xu(x,y) +x =0,
e como x # 0, teremos:  p?(x,y) —2u(x,y)+1=0

(r(x,y)=1)2
ou seja, K(x,y)=1.

Logo a tnica solugio da equagdo (EBD) serd a fungdo n: Q — R, dada por:

u(x,y) =1, paracada (x,y)€ Q. (5.168)
Com isto a EDO (EX=1) serd da forma:
d
(6 = ulx, y(x)

( E 163 )

=1, paraxel,

ouseja, y=x+K, paracada xe€l,
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onde K € R ¢ arbitréria, ou seja, a familia de curvas caracteristicas associadas a EDP (ECTEH)
sera dada por:
y—x =K. (5.169)

Como a EDP (ETTER) torna-se-a "mais simples” ao longo das curvas caracteristicas planas
associadas as EDP (ECIEd), uma das fungdes associada a mudanga de varidveis procurada, a
saber, a fungdo & = &(x,y), serd do tipo

&(X,U(X)) =K,

ou seja, constante ao longo das curvas caracteristicas planas associadas as EDP (E-TER), assim
definimos
§=y—x, paracada (x,y)eQ. (5.170)

Agora precisamos encontrar uma fungio n € C?>(Q;R) de modo que o jacobiano

0
i, y) = 50 e,y)
—1 1

M(x,y) Mylx,y)

- _ny(xay) - ﬂx(X>U)
#0, paracada (x,y)e Q. (5.171)

(ETm)

Se considerarmos, por exemplo, a funcdo n =n(x,y), dada por:
n=y+x, paracada (x,y)eQ, (5.172)

teremos,
() e (B11)

j(x,y) —2+#0, paracada (x,y)e€ Q.

Logo, a transformagdo T : QO — R?, dada por:

T(X)y) - (5>ﬂ),
onde
&E=—x+vy, (5.173)
n=x-+y (5.174)

serd uma mudanga de varidveis suave (na verdade é um operador linear bijetor em RR?).
Notemos que a transformagdo inversa, isto é,

Ti](im) = (X»y))
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serd dada por:

X = y

2
&+
vy=7

Definindo-se a fungdo v: Q' =T(Q) — R, dada por

v(&,n) =u(x(&,m),y(&,m)), paracada (&,n) € Q' =T(Q),

ou ainda,

u(x,,y) =v(&(x,y),n(x,y))), paracada (x,y)€Q,
teremos, pela regra da cadeia, que:

=, =

—N— —N—
= 3 (8,m) Bl y) v (E,1) Te(x,y)

= —Va(aaﬂ) +Vn(£)n)>

=), =),

U (x,y)

1y (x,y) D ve(8,1). 5y (6, ) +vn(E,1) Ty (x5 1)
=v:(&,m) +wv(&,m),

===, =), ==,

() A= - PN
uxx(x>y) = —|vee & TVen Tk + [ Vng Ex Vi

:V&E(E»)T])_ZV&](E»)T])+Vnn(£>n)a
), &), =), =),
(EI=0) ~= PN A PN
wy(x,y) = |vee & vy My |+ | Vie & v Ty
:Véa(a)ﬂ)‘FzVan(&aﬂ)+Vnn(5»ﬂ)
=, =), ==, (=),
(EIZ3) =~ PNy = A~
Wy(x,y) = —|vee & +ven My |+ |V & v My

= —vge(&,m) +vm(E,M) .

Tx
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(5.175)

(5.176)

(5.177)

(5.178)

(5.179)

(5.180)

(5.181)

(5.182)

(5.183)
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Substituindo (EET), (EI20), (EI21), (ET82) e (ET23) na EDP (ETIED), obteremos:

0 =X (%, Yy) + 2x Uy (%, Yy) + xuyy(x,Y) — w(x,y) —uy(x,y)
Emn—§&
2
—(—ve +vy) — (Ve + )]
:Z(T] - EV)VT]T] _2Vn
M — &) v(&,m) =w(&,M).

[(Vee — 2ven + Vi) + 2 (—Vvee + Vi) + (Veg + 2ven + Vi)

Como x # 0 (veja a definigdo de Q em (BETER)), de (ET73), segue que £ —n # 0 em Q’,
com isto obteremos a seguinte EDP:

1
g W&m), para (&,m) €0 (5.184)

Vnn(‘z—wn) -

ou seja, esta é a forma canénica da EDP (EIED).

5.2.3 Mudancga de variaveis para o caso elitico

O caso da EDP (B3), por ser do tipo elitico, ndo serd tratado, em detalhes, devido a sua
complexidade.
Na verdade podemos repetir o processo acima com o auxilio de fungdes a valores complexo.
O Exercicio 2 (pagina 75 do Livro de V. Iério) trata deste caso, mais precisamente:
Consideremos a EDP:

a(x,y) wa(x,y)+2b(x,y) uy(x,y)+c(x,y) uyy(x,y) = f(x,y,ulx,y) , u(x,y) ,u(x,y)),

para (x,y) € Q.
Suponhamos que

6(X,y)ibz(x,y)—a(x,y)c(x,y)<0, para cada (X,Q)EQ,
onde Q é um subconjunto aberto de R? e que
a(x,y) #0,

para cada (x,y) € Q, ou seja, a EDP acima é do tipo eliptico em Q.
Podemos mostrar que se as fungdes

EZ&(XﬂJ) € T]ZH(X»U)> para cada (X)y)GQ/gQ
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satisfazem ao sistem de EDP’s lineares de 1. ordem:

a(x,y) &(x,y) +blx,y) &(x,y) — V/=d(x,y)ny(x,y) =0 (5.185)
a(x,y)n(x,y) +blx,y)ny(x \/—5 yy) Eyl(x,y) =0, (5.186)

em Q' C Q ou, de modo abreviado:
af+b&y—v—-dn, =0, (5.187)
ane+bn, —vV-38& =0, (5.188)

com
£7(x,y) +my*(x,y) #0 paracada (x,y) € Q’,

entdo a transformagdo T: Q' — T(Q’), dada por

(&,m) =T(x,y), paracada (x,y)eQ’,

define uma mudanca de varidveis de classe C? (localmente) e se considerarmos a fungio
v:Q’ — R, dada por

v(&,n) =u(x(&,n),y(&,m)), paracada (&,m) € T(Q),
segue que a funcdo v = v(§,n) vai satisfazer uma EDP da forma

Vaa(ﬁm)-i-vnn(ci,ﬂ) :9(5>T1>V(5>ﬂ)»Va(ﬁaﬂ)ﬂ’n(ﬁ;ﬂ))» para (‘i)n) EQ/)

que 4 forma candnica de uma EDP semi-linear de 2.a ordem em duas varidveis (veja o item
0. da Defini¢do (EZD), ou ainda, (E52)).
A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

5.3 Exercicios
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Capitulo 6

A Equacao da Onda

O objetivo deste capitulo é estudar a equagdo da onda em duas varidveis,, a saber, t e x.
Obteremos a solugdo geral da mesma assim como estudaremos o problema da corda infinita
vibrante, que estd contida em um plano.
Também estudaremos o caso da corda finita vibrante, contida em um plano, que tém com
as extremidades fixas.

6.1 Solucao geral da equacao da onda

Como vimos no capitulo anterior, as curvas caracteristicas planas desempenham um papel
muito importante no estudo das EDP’s de 2.a ordem lineares, do tipo hiperbdlico.
Vamos exemplificar isto estudando o que ocorre com a equagao da onda:

utt(t>x) = Cz uxx(t>x) ) para- (t)X) € Rz) (61)

onde ¢ > 0 é uma constante fixada.
Vimos no Exemplo (EBH), que as curvas caracteristicas planas associadas a equagdo da
onda serdo as retas
xEtct =Kk, (6.2)

onde k € R é uma constante arbitraria.
Também vimos no Exemplo (BETT4) que, fazendo-se a mudanga de varidveis:

E=x+ct (6.3)
n=c—ct, (6.4)

isto é, definido-se a funcdo v : R> — R, dada por
v(&,m) = u(t(&,n),x(&,n)), paracada (&,n)€R?, (6.5)

235
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ou ainda,
u(t,x) =v(&(t,x),n(t,x)), paracada (t,x)e R?, (6.6)

segue que a fungdo v = v(&,n) ird satisfazer a seguinte EDP:
ven(€,m) =0, para (&,n) € R, (6.7)

Notemos que, para cada 1 € R fixado, podemos integrar a EDP (E7) acima, em relagdo a
varidvel &, para obter:

v(&,m) =(n), para (&,n)€R?, (6.8)

onde J € C*(R; R) é uma fungéo arbitraria.
Com isto, para cada & € R fixado, podemos integrar a EDP (EX) acima, em relagdo a
variavel 1, obtendo-se:

v(E,n) =¥(n) + (&), paracada (&,n)€R?, (6.9)

onde @,V¥ € C*(R;R) sfo fungdes arbitrarias (na verdade, temos que ¥(n) = [{(n) dn).
Conclusao: a solugdo geral da equagdo da onda (bi-dimensional) (ET) serd dada por:

u(t,x) = v(g,n)

= o) +vm

(BHLE O(x+ct)+¥(x—ct)

para cada (t,x) € R?, ou seja,
u(t,x) =®(x+ct) +¥(x—ct), paracada (t,x)eR?, (6.10)

onde ®,¥ € C?(R;R) sdo fungdes arbitrarias, serd a solugdo geral da equagio da onda
(bi-dimensional) (E1), denominada solugao de d’Alembert.

Observacao 6.11

1. Podemos concluir que, no caso da equagdo da onda (bi-dimensional) (E), o uso
das curvas caracteristicas planas associadas a mesma, for o que nos permatiu obter
a solugdo geral da EDP (ET).

Baseado nisto € de se esperar que o mesmo ocorra com EDP’s de 2.a ordem que
sejam hiperbdlicas em geral.
2. A equacdo da onda for uma das EDP’s mais importantes do século XVIII.

O primeiro a estudd-la, de modo sistemdtico, for d’Alembert, sequido por Euler,
Bernowills e Lagrange.
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Foram obtidas solugbes de diversas formas e a discussdo sobre o mérito e as
relagbes entre as mesmas levantou questoes importantes que so foram resolvidas
no século XIX (um ezemplo, for o conceito de fungcdo que conhecemos nos dias de
hoje).

Se t denota o tempo (logo, t > 0) a transformagdo
E=x+ct,

representa uma translagdo do sistema de coordenadas, a esquerda, com velocidade
c (lembremos que ¢ > 0).

Notemos que se definirmos a funcgdo u:[0,00) x R — R, por:
u(t,x) = sen(x+ct), para cada (t,x)e€[0,00) xR,
entdo, para cada t € [0,00) fizado, a representagdo geométrica do grdfico da fungdo
gi(x) =u(t,x), para cada x€R

descreve uma sendide (ou onda senotdal) que, quando t € [0,00) varia, mover-se-
. . . . . s
d para & esquerda com velocidade ¢ > 0 (veja a figura abaizo para os casos t = 7

t:72—t et=m).

——— sen(x+pi)
—— - sen(x+pifd)
sentpif4)
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4. Da mesma forma, dadas as fungées ®,¥ € C(R;R), teremos que as fung¢des

u,u;:[0,00) x R = R, dadas por:
w(t,x) =d(x+ct), w(t,x)=¥(x—ct), para cada (t,x)ecR?,

descreverdo ondas, cuja representacdo geométrica correspondentes aos respectivos
grdficos das funcées ® e ¥ que, quando t € [0,00) vaira, moverdo-se, respectiva-
mente, a esquerda e & direita, com velocidade ¢ > 0, no plano (x,u).

Logo, do que vimos acima, a solugdo geral da equagdo da onda (bi-dimensional)
(E3), dada por (EN), descreverd a superposi¢do das duas ondas acima, que
movem-se com veloctdade ¢ > 0, uma para a esquerda e a outra para & direita, no
plano (x,u).

Para ilustrar temos o:

Exercicio 6.12 Consideremos aa fungées ¢ =1 € C(R; R), dadas por:

0, para xé€ (—oc0,—4)U (4,00),
—(x+4 €l-4,-2

R I 6,13
x, para x€[-2,2),

—x+4, para xé€[2,4]

Encontre a representagdo geométrica do grdfico da solugdo da equagdo da onda

u(t,x) =®(x+ct)+d(x—ct), para cada (t,x) e R?

para o caso que ¢ = 1, quando

Resolucao:

A verificagdo dos fatos abaixo serdo deixadas como exercicio para o leitor.
Para t = 0, teremos a seguinte representacdo geométrica para o grafico da fungao

t—u(0,x) :
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u A

u(0,x)

Para t =1, teremos a seguinte representacdo geométrica para o gréafico da fungao

t—u(l,x) :

Para t = 2, teremos a seguinte representacdo geométrica para o grafico da fungdo

t—u(2,x) :

239
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Para t = 6, teremos a seguinte representacdo geométrica para o grafico da fungdo

t—u(6,x) :

u(6,x)
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6.2 A corda infinita

Nesta segdo utilizaremos a solugdo de d’Alembert para a equagdo da onda (ET), dada por
(E10) (a solugdo geral da equagdo da onda unidimensional), para encontrar uma solugdo do
problema de Cauchy associado ao problema da corda vibrante, que tem perfil e velocidades
iniciais conhecidos, ou seja, trataremos do seguinte problema de Cauchy, associado a equagao
da onda:

U (t,x) —c?un(t,x) =0, para (t,x)eR?, (6.14)
u(0,x) =f(x), paracada x€R, (6.15)
u(0,x) =g(x), paracada x€R, (6.16)

onde f,g: R — R sdo fungbes dadas.
Como queremos encontrar uma solugdo classica do problema de Cauchy acima, pediremos
que
fc C}(R;R) e gecC'(R;R). (6.17)
Notemos que a curva inicial (isto é, o eixo Ox) ndo é uma curva caracterisitica plana (na
verdade intercepta as curvas caracteristicas planas transversalmente) e conhecemos a solugéo
e sua derivada parcial, em relagdo a varidvel t, ao longo da mesma, dadas por (E1H) e (E1H),
respectivamente (veja a figura abaixo).

x —ct =kq

PR

Curva inicial

x+ct =ky

Da férmula de d’Alembert, dada por (EI0), temos que a solugédo geral da equagdo da onda
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bi-dimensional (ETT), serd dada por:
u(t,x) =®(x+ct)+W¥(x—ct), paracada (t,x) e R?, (6.18)

onde ¢, € C*(R; R).
Logo, fazendo t = 0 em (EIR) e utilizando (E13), obteremos:

O(x) + ¥(x) TP 40, x)

= f(x), paracada xé€R. (6.19)

Por outro lado, derivando parcialmente (EI3), em relacdo a t e utilizando a regra da
cadeia, fazendo t = 0 e utilizando (ETIH), obteremos:

d
O/(x+ct) - c+¥(x—ct) (—c) TED u(t,x),
fazendo t = 0, teremos: cd'(x) —cV¥'(x) = u(0,x)
= g(x), paracada xe€R. (6.20)

Conclusao: de (E1U) e (E20) segue que deveremos encontrar fungdes @,V € C*(R;R)
que satisfazem as seguinte condigdes:

Dd(x) +¥(x)
cD'(x)—cV¥'(x)

f(x), (6.21)
g(x), paracada xe€R. (6.22)

Notemos que, derivando a equagdo (E221), em relagdo a x, obteremos:
O'(x)+V¥'(x) =f'(x), paracada x¢€R. (6.23)
Multiplicando-se a equagdo (E223), por c, e somando-se a equagdo (E22J), segue que:

2¢®'(x) =cf'(x) +g(x),
1 1
ou seja, D'(x) = 3 f'(x)+ 7e (x), paracada x€R. (6.24)
De modo semelhante, multiplicando-se a equagdo (E223), por —c, e somando-se a equagéo

(B222), segue que

—2cV¥'(x) =—cf'(x) +g(x),

1 1
ou seja, Y/ (x) = 3 f'(x) — e g(x), paracada x€R, (6.25)
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ou seja, de (E24) e (EZH), segue que as funcles ® e V¥, deverdo satisfazer as seguintes

condigdes:
/ ] !/ 1
®'(x) = 5 1/00) + 3= 9(x) (6.26)
1 1
Y/ (x) = 3 f'(x) — e g(x), paracada €R. (6.27)

Integrando-se a equagdo (E28) em relagdo a x, de 0 & x, obteremos:

D(x) —D(0) = r {11”(5) + 1 g(s)} ds

o |2 2c
1 M T
= {E f(s)] . +52 JO g(s) ds
1 1
=3 [f(x) —f(0)] + 7c Jo g(s)ds. (6.28)

Do mesmo modo, integrando-se a equagdo (E2Z7) em relagdo a x, de 0 a x, obteremos:

. |2 2
1 R I
- [z |, e [t
_1 [f(x) — f(0)] — 1 Jx (s)ds (6.29)
2 2¢ J, 9 ‘
ou seja, de (E28) e (E229), deveremos ter:
1 1 1 [
D (x) = B(0) — 5 F0) + 3 () + 5 L o(s) ds, (6.30)
1 1 T
Y(x) =VY(0) — 3 f(0) + 3 f(x) — 7c L g(s)ds, (6.31)

para cada x € R.
Por outro lado, notemos que, se fizermos t = 0, na 1.a equagdo de (E2Z0), obteremos:

@ (0) +¥(0) =f(0). (6.32)
Substituindo (E230), (E31) e (E32) em (E13), obteremos:

u(t,x) = O(x+ct) +¥(x—ct)

1 x+ct
(=) {@(0) —5f0)+ %f(x +et)+ 5o J g(s) ds}
0

+ [W(O) _ % £(0) + % flx—ct) — ;—C L g(s) ds]
f(x+ct)+f(x—ct) 1 [t
2 +z_cj

= [@(0) +¥(0) — f(O)] +

x—ct
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6= f(x+ct) +flx—ct) | 1 J"*Ct
= > + 7)., g(s) ds,
para cada (t,x) € [0,00) X R, ou seja,
f t)+f(x—ct 1 et
w(t,x) = xFet Hflx—c )+—J g(s) ds, (6.33)
2 ZC x—ct

para cada (t,x) € R

Portanto se a fungdo u: [0, 00) x R — R é dada por (E233), entéo ela serd solugdo cldssica
do problema de Cauchy (E13), (E1H), (E13).

De fato pois, para cada (t,x) € R?, teremos:

%(Eﬂ), regra da cideia, teor.fund.Calc. T /(X +c t) 1+ f /(X —C t) -] g(x +c t) — g(x —C t)

u, (t,x) 2 + 2c
_fletet) 4 filx—ct)  gletet) —glx—ct) (6.34)
2 2c
LLxX(t,x) %(Eﬂ)ergradacadeia f,/(X+Ct)'1‘;f”(X_Ct)'1+g/(X+Ct)'12_Cg/(X_Ct).1
_Pxtet) +fx—ct)  g'lxtet)—gllx—ct) (6.35)
2 2c
" (t X) %(m), regra da cEieia, teor.fund.Calc. /(X +cC t) -c+f /(X —C t) : (_C)
tlly -
2
glx+ct)-c—glx—ct)(—c)
+
2c
L eFlt el e g gty ety -
%(E‘;{E), e regra da cadeia f”(X + Ct) -Cc+ f”(X_ Ct) . (_C)
Uy (t,x) = ¢ 2
g'(x+ct)-c+g'(x—ct)(—c)
+ 2
o ettt oferet)ZoTxmet), (6.37)

Logo, para cada (t,x) € R?, de (E33) e (E31), segue que:

£ t F(x —ct ’ O —a'(x—ct
W (b, %) — P (t,x) L= {Cz (x+c )er (x—ct)  g'lx+c )29 (x—c )}
, [F7(x+ct)+f"(x—ct) g'(x+ct)—g'(x—ct)
- 2 - 2c

=0,

mostrando que a fungdo u = u(t,x), dada por (E233), satisfaz a equagdo da onda (E13).



6.2. A CORDA INFINITA 245

Além disso, para cada x € R, temos que:

=f(x)+F(x)=2(x) =J% g(s) ds=0
com t=0 f -0 f(x —c-0 1 x+c-0
u(O,X)(m): =0 flxte )—; (x—c )+2—J g(s)ds
c0

=f(x), paracada x € R,
=cf’/(x)—cf’(x)=0 =2g(x)

(E’.E)comt:()Ef,(X—FC'O)—Cf,(X—C'O) g(x+c-0)+g(x—c-0§
= +
2 2
=g(x), paracada x€R,

u(0,x)

ou seja, a funcdo u = u(t,x) satisfaz (E13) e (EIH), ou seja, é uma solugdo classica do
problema de Cauchy (E14), (E13), (E18) como afirmamos, pois f € C*(R; R)e g € C'(R; R).
Podemos aplicar estas idéias aos:

Exercicio 6.38 Obter uma solugdo cldssica do problema de Cauchy (6-14), (EI3),
(E18), quando

c=1, f(x)=sen(x) e g(x)=cos(x), para cada xé€R. (6.39)

Resolucao:
Utilizando-se a expressdo (E233), teremos:

=) f(x+ct)+f(x—ct) 1 [t
u(t,x)(:) > +2—J g(s)ds
x—ct

— t _t ‘I x+t
(=) sen(x +t) + sen(x — t) _J cos(s) ds

2 x—t
_ sen(x +t) + sen(x —t) sen(s)] |7
B 2 s=x—t
_ sen(x+1t) + sen(x —t)  sen(x +t)— sen(x —t)
N 2 2

= sen(x+1t), paracada (t,x)e€[0,00) xR,

ou seja,
u(t,x) = sen(x+1t), para (t,x)€[0,00) xR,

serd uma solugdo do problema de Cauchy, associado as codnigbes (E=9).

Observacao 6.40

1. Mostraremos, mais a frente, que o problema de Cauchy (E14), (E1H), (E13) tem
Unica solucdo cldssica em C?([0,00) x R; R).
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2. A ezpressdo (EZ23) mostra, claramente, que o wvalor da solugdo u = u(t,x), no

ponto (t,,%,) € R?* depende, somente, do valor do dado inicial, isto €, da funcdo
f, nos pontos
Xo + Cto e xX,—ct,

e do valor da fungdo g no intervalo (veja a figura abaizo)

[Xo +Ct0>xo_Cto] .

Conclusao: os dados iniciais f, g, podem ser alterados, respectivamente, fora dos
pontos
Xo +Ct, e X,—ct,

e do wntervalo
[Xo + Cto )XO - Cto] )

que a solugdo uw =u(t,x) nao alterard seu valor no ponto (t,,X,).

X )

Xo + cto .,

Xo (to,%o)

Xo —Cto 7

3. Relativamente ao problema de Cauchy (E14), (E13), (E18), o intervalo

[Xo + CtoyXo — Ctol,

serd denominado intervalo de dependéncia do ponto (t,,X,).

. Relativamente ao problema de Cauchy (E14), (E13), (E18), dado um intervalo

[a,b] C R, a regido, que denotaremos por R, contida mo plano tOx delimitada
pelas retas caracteristicas planas associadas a equac¢ao do calor que passam pelos

pontos
(0,b) e (0,a)
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e contém o conjunto

{0} x [a, b],

serd dita regiao de influéncia do intervalo [a,b] (veja a figura abaizo).

x=Db+ct

(0a)

x =a+ct x=a—ct

5. Na situa¢do acima, se (t,,Xx,) € R, entdo o intervalo de dependéncia do ponto
(to,Xo) interceptard o intervalo [a,b].

Logo, se alterarmos o wvalor dos dados iniciais do problema de Cauchy (E14),
(E13@), (EI8) no wntervalo [a,b], alterard o valor da solugdo uw = u(t,x) no ponto
(to,%0) (veja a figura abaizo).
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x=Db+ct
x =b—ct

Xo +Cto @

x=da+ct x=a-—ct

6. Notemos que, para que a fungdo u = u(t,x), dada por (E23), seja solugdo cldssica
do problema de Cauchy (E14), (E13), (E18) deveremos ter

feC’(R;R) e geC'(R;R).

Por outro lado, se admaitirmos procurar solugées nao cldssicas do problema de
Cauchy (E13), (E13), (EI8) , por ezemplo, a fungdo f descontinua em x, € R, o
que ocorrerd com a fungdo u = u(t,x), cuja expressdo é dada por (E33)?

Neste caso, de (E13), segue que a fung¢do u = u(t,x) serd descontinua ao longo
das retas caracteristicas

X+ct=%, e x—ct=x,,
1sto €, a descontinuidade da fungdo
u(0,)="*f

no ponto X,, propagar-se-d ao longo das retas caracteristicas que passam pelo
ponto (0,%x,) (veja a figura abaizo).
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X+ ct =xo

Neste caso, se
fe CAR\{x};R) e geC(R;R),

seque que a fung¢do u=u(t,x), dada por (E33), ird satisfazer a equagdo da onda
(E13) fora das retas caracteristicas que passam pelo ponto (0,%,) (isto €, as retas
cujas representacdes geométricas sGo dadas pela figura acima).

7. O problema de Cauchy (E14), (E13), (EI8) descreve, para cada (t,x) € R?, o
deslocamento, relativamente a posicdo de repouso, de uma corda infinita que vibra
em um plano fizado, cuja posi¢do 1nicial é dada pela representacdo geométrica do
grdfico da fungdo f e cuja velocidade inicial € dada pela funcdo g (veja a figura
abaizo).

Para cada to € R fizado.

uw

_

A seguir consideraremos alguns exercicios:
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Exercicio 6.41 Obter uma solugdo cldssica do problema de Cauchy (E14), (E13), (E18),
quando

c=1, f(x)=sen(x) e g(x)=0, paracada x€cR. (6.42)

Resolucgao:
Utilizando-se a expressdo (E233), obteremos

ES f(x4+ct)+f(x—ct) 1 [
u(t,x) = > + 7c J;Ct g(s)ds
_ x+t
() sen(x +t) + sen(x —t) +l J 0ds
2 2 x—t
_ sen(x+1t) + sen(x —t)
2
:
= —{[sen(x) cos(t) 4+ sen(t)cos(x)] + [sen(x) cos(—t) + sen(—t) cos(x)]}
2 —_——— —
=cos(t) =—sen(t)
= sen(x)cos(t), paracada (t,x)eR?,
ou seja,
u(t,x) = sen(x)cos(t), paracada (t,x)e R?, (6.43)

serd uma solugdo do problema de Cauchy (E4), (E13), (E1H) associado a (EZ2).
U

Observacao 6.44

1. Em particular, a solugdo u = u(t,x), dada por (EZ3), para cada t, € R fizado,
serd uma sendide, cuja representacao geométrica do seu grdfico terd sua amplitude
aumentada de |cos(t,)|.

Abaizo temos algums dessas representadas geométricamente no plano xOu, para

0s valores
7T 27 47
t:O) tzg, t:?, t=m e t:?.

2. Notemos que quando t varia de:

(a) 0 a ;, a amplitude da onda, decresce de 1 para 0;

7-[ . N ~ 7z 7z .
(b) 5 a m, a amplitude da onda cresce, de O para 1, mas a oscilagdo € o contrdrio

da registrada no intervalo [O, g] ;

3 .
(c) ma 7“, a amplitude da onda decresce, de 1 para 0,
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3 . L Cw
(d) 27 a 27, a amplitude da onda cresce, de O para 1, atingindo a posi¢do que

2

se encontrava quando t = 0.

A figura abaizo ilustra as situacdes descritas acima.

sen(x)

— - senix) cos{pif3)
sen(x) cosi2pi/3)

— - sin(x) cosix)

sen(x) cosidpi/3)

3. Como
cos(t+2km) =cos(t), para cada teR,

segque que, de (BECION), que
u(t+2km,x) =u(t,x), para cada (t,x)eR?,

logo 0 movimento da corda, em qualquer intervalo de tempo de amplitude 27, serd

o mesmo que no intervalo [0,27].

Temos também o seguinte exercicio resolvido, que ilustra o caso em que o dado inicial f,
nao é uma fungdo diferencidvel em algum ponto.

Exercicio 6.45 Obter uma solugdo cldssica do problema de Cauchy (E14), (E13), (E13)

quando,
c=1 (6.46)
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e as funcdoes f,g: R — R sdo dadas por

0 ara cada x € (—oo,—1)U (1
f(x) i ) p ( OO) ) ( )w) ) , (6.47)
—2Ix|+2, para x € (—1,1),
g(x) =0, para cada xé€R. (6.48)
Resolucao:
A representacdo geémétrica do grafico da fungdo f é dada pela figura abaixo:
.| { 1 4:
Notemos que f ¢ C*(R; R), pois ela nio é diferencidvel em (veja a figura acima)
x=—1, x=0 de x=1.
Utilizando-se a expressdo (E23) obteremos:
f t)+f(x—ct 1 [t
u(t,x) = et +flx—c )+—J g(s)ds
2 ZC x—ct
f t)+f(x—t
(B2m),(523) (x+1) er x—t) , paracada (t,x)eR?,
ou seja,
f t)+f(x—t
u(t,x) = x+t) +fx—t) para cada (t,x) € R?, (6.49)

2 )
serd uma solugdo (ndo cldssica) do problema de Cauchy (E12), (E1H), (E13), com (EZH),
(E22), (E23).

Observemos que a fungdo u = u(t,x), dada por (EZJ), serd continua em R?, mas nao seréd
diferenicdvel em todo R?, mais precisamente, nio serd diferencidvel nas retas caracterisiticas
que passam pelos pontos

(03_1)> (030) € (O>_1))

ou seja, sobre as retas (veja a figura abaixo):

xtt=0, x+t=1 e x+t=-1.
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x—t=-—1

x+t=0

x+t==<l

Considerando somente as retas caracteristicas que passam pelos pontos

(O)_]) € (0)1)>

elas dividirdo o plano tOx em nove regides, a saber (veja a figura abaixo):

I={(t,x) eER5x+t<—-1 e x—t<—1},
I={(t,x) eR; —T<x+t<lex—t<-—1},
I:{(t,x)€R2;1<x—|—t e x—t<—1},
IV={(t,x) eR};;1<x+te —T<x—t<l1},
V={(t,x) eER*;;1<x+t e 1<x—t},
VI={(t,x) eR; —T<x+t<l e Il<x—t},
VII={(t,x) eER*;x+t<—1 e T<x—t},

VIII= {(t,x) eERF;x+t<—1 e —T<x—t<l1},

IX={(t,x) eR*; -1 <x+t<l e —T<x—t<l}.

253



254 CAPITULO 6. A EQUACAO DA ONDA

x—t=1

x+t==1

Notemos que:

e para (t,x) € I, de (E20), teremos:

x+t<71:e (m)o x7t<7T:e (m)o

flx+t) + f(x—1t)

(6z3) X X —

u(t,x) = >

e para (t,x) € II, de (EX=D), teremos:

,1<x+t<:1 e (Eﬂ)i2 IXt]+2 x—t<—1:e (m)o
— —

(z3) f(x +t) + f(x—1t)
=—|x+tl+1;

e para (t,x) € III, de (E532), teremos:

l<x+t:e (m)o x7t<71:e (m)o
— —
em) f(x+1t) + f(x—1)

2

u(t,x)

(6.59)

(6.60)

(6.61)
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e para (t,x) € IV, de (E23), teremos:
Txrte @@, et e @@y
— —
em) f(x+1t) + f(x —t)
u(t,x) =
2
=—|x—t/l+1;

para (t,x) € V, de (E54), teremos:

T<x+te (m)o T<x—te (m)o

— —
m) f(x+t) + f(x—1t)

u(t,x) = >
e para (t,x) € VI, de (E=3), teremos:
,1<x+t<:1 e (ﬂﬂ)i2 IX+t+2 1<x7t:e (m)o
— —
(6z3) f(x +t) + f(x—1)
u(t,x) =
2
=—|x—t|+1;
e para (t,x) € VII, de (E=3), teremos:
x+t<]:e (Eﬂ)0 1<x—t:e (m)o
— —
em) f(x+1t) + f(x—1t)
u(t,x) = >
e para (t,x) € VIII, de (E23), teremos:
x+t<71:e (m)o 71<xft<:1 e (m)—z,\x—tl+2
— —
) flx+t) + f(x —t)
u(t,x) = 3
=—x—t/+1;
e para (t,x) € IX, de (EX3), teremos:
—l<xti<l e (BF) btz —l<x—t<le (BE) t}e2
— —
==) f(x +t) + f(x —1t)
u(t ) X) = 2

=—Ix+tl+1T—|x—t/+1
=2—[x+t[—|x—t;

255

(6.62)

(6.63)

(6.64)

(6.65)

(6.66)

(6.67)
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x+t==<1

u(t,x) =0

u(t,x) =1—|x+t|

Observacao 6.68

1. Observemos que a fung¢do u = u(t,x), cujas erpresées sdo dadas (EX9) ¢ (EED),
s nao € diferencidvel sobre as retas caracteristicas

xtt=1, x+t=—-1 e x+t=0,
que sao as curvas caracteristicas planas que passam pelos pontos
(])O)) (_])O) € (030))

onde a fun¢do u = u(t,x) coincide com a funcdo f e esta ultima, nao € dife-
rencidvel nos pontos
x=1, x=—-1 e x=0.

A verificagdo deste serd deizado como exercicio para o leitor.

2. Notemos também gque, no problema de Cauchy (E14), (E13), (E18), para (t,x) €
R?, se considerarmos

c=1 e g=0, em R,
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entdo, de (E33), seque que

f t)+f(x—t
u(t,x) = e+ )—; (x ), para cada (t,x) € R%. (6.69)

Assim, para (t,x) € R?, teremos:

(=) flx + (—t)] + flx — (—t)]

u(—t,x) >
Cfx—t) +f(x+ 1)
N 2
= ult,x),

ou seja, para cada x, € R fizado, a funcdo
t—u(t,xe)
serd uma funcao par, independentemente da func¢ao f.

3. Notemos também que, , no problema de Cauchy (E14), (E13), (E18), para (t,x) €
[0,00) X R, para
c=1 e g=0, em R,

entdo, também de (E33), se a fungdo f for uma fungdo par, para (t,x) € [0, 00) X

R,teremos:
u(t,—x) (emm) fl(—x) +t] er fl(—x) — ]
= (x = )] 4+ fl—(x + t)]
N 2
f € par f(X - t) + f(X + t)
N 2
(Bm)

ou seja, para cada t, € R fizado a fung¢do
t—u(ty, x)
serd uma fun¢ao par, se a func¢ao f for uma fungdo par.
4. As figuras abaizo exibem as representacdes geométricas dos grdficos das fungdes
x — u(ty,x),

no plano xOu, para

para o caso tratado no Exzercicio (EZ3):
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,_,,
Il
)
-+
I
[SE
-
|

5. Do ponto de vista geométrico, quando t varia, de 0 a 1, a onda, cujo perfil é dada
pela representagdo geométrica do grdfico da fungdo f, divide-se em duas ondas, que
propagam-se com velocidade ¢ e —c, quando t — oo ou t — —oo, repectivamente
(veja a figura abaizo).

—c<0 w4

c>0
B ——
—_—

to—1 —to_t, +1 to =T ty to+1

X

6.3 Funcoes pares, impares e periddicas

Na secdo anterior utilizamos a férmula de d’Alembert para a solugdo geral da equagdo da
onda (BET34) (isto é, a expressdo (E23)) para obter uma solugdo do problema da corda infinita
vibrante, contida num plano fixado, ou seja, o problema de Cauchy associado a equagdo da
onda em R?, a saber, o problema de Cauchy (E14), (E1H) e (EIB).

Nesta secdo trataremos de uma problema semelhante ao tratado na segdo anterior, para o
caso em que a corda é finita, mais precisamente, vamos encontrar uma solugdo do problema
de Cauchy

U (t,x) —cun(t,x) =0, para (t,x)e (0,00)x (0,L), (6.70)
u(t,0) =u(t,L) =0, paracada te€l[0,00), (6.71)
u(0,x) =f(x), paracada x € [0,L], (6.72)

u(0,x) =0, paracada x € [0,L], (6.73)

onde f:[0,L] — R é uma fungdo dada, c¢,L € (0, 00) sdo constantes fixadas.

Observacao 6.74 Vimos anteriormente, que o problema de Cauchy acima descreve o
deslocamente da posi¢do de repouso de uma corda finita, de comprimento L, que vibra
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num plano fizado, cujas extremidades estdo fizadas, cujo perfil inicial é a representacdo
geométrica do grdfico da fungdo f e a velocidade inicial € zero (veja a figura abaizo).

Para to > 0 fizado

Como vimos na Observagdo (99) (mais precisamente em (EZI0H)), para o problema de
Cauchy acima admitir solugdo a fungdo f devera satisfazer a condigdo de compatibilidade

f(0) = f(L) =0. (6.75)
Observacao 6.76

1. Observemos que nao podemos utilizar, diretamente, a formula de d’Alembert (isto
é, (E=23))!
De fato, notemos que, de (E=23), deveremos ter

9) =20, pare xelo,U f(x +ct) +f(x —ct)
£ 5 _

u(t,x) (6.77)

Como a funcdo f estd definida apenas no intervalo [0,L], ndo faz sentido, por
exemplo, computar (fazendo x =L e x =0 na ezxpressdo acima)

f(L4+ct) ou f(0—ct),
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para t € (0,00), isto €, sé poderiamos utilizar a erpressdo acima quando
x+ct, x—ctel0,L],

0 que nos forneceria uma solugdo em uma regido do plano relativamente pequena
(veja a figura abaizo).

x+ct=1

O que fazer para encontrar a solugdo nos outros pontos da regido (veja a figura

acima,)
R=10,00) x [0,1]?

2. O que faremos para resolver essa questdo é estendermos, de modo conveniente,
a fungdo f a uma funcao, que denotaremos por F, que estard definida em R e
utilizarmos a expressdo (EZ2Q) para a funcdo F, em lugar de utilizarmos a fungdo
f.

A maneira como vamos fazermos esta extensdo da funcao f a R, mostrard que a
fungdo F (extensdo da fungdo f & R) serd unica e como isto a solugdo que serd
obtida do problema de Cauchy em questdo também serd tunica (como veremos
mazts adiante).

Comecaremos supondo que ja conhecamos a extensdo apropriada da fungao f a R, ou seja,
conhecemos a fungdo F: R — R de modo que

F(x) = f(x), paracada xe€[0,L]. (6.78)

Neste caso, a fungdo u = u(t,x) (consequéncia da férmula de d’Alembert, isto é, (E23)),
dada por:
F(x+ct)+F(x—ct)

u(t,x) = > , paracada (t,x)€[0,00) xR, (6.79)
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serd uma solugdo da equagdo da onda (EZ70).
A seguir olharemos com cuidado algumas propriedades da funcgao F:

(i) Fazendo x = 0 em (EZZ3), obteremos:

FO+ct)+F(0—ct)
2

como u(t,0) = 0, teremos: F(ct)+F(—ct) =0, paracada te[0,00),

u(t,0) =

ou seja, F(—ct)=—F(ct), paracada te[0,0c0),
ou ainda, F(—y)=—F(y), paracada yeR, (6.80)

mostrando que a fungdo F é uma fungdo impar.

Notemos que, das condigdes de compatibilidade (EZ73), sobre a fungdo f, teremos, em
particular, que
f(0) =0. (6.81)

Isto implicard que a fungdo F estard bem definida no intervalo [—L, L].
De fato, pois como
F0) = £(0) =)o,

faz sentido considerar a extensdo impar da fungdo f ao intervalo [—L,L].
(ii) Fazendo x = L em (EZ73), obteremos:
F(L+ct)+FL—ct)

2 b
(=)
como u(t,L) =0, teremos: F(L+ct)+F(L—ct)=0, paracada te][0,o00),
ouseja, F(L—ct)=—F(L+ct), paracada te[0,o00),
ou ainda, F(L—y)=—-F(L+vy), paracada ye€R. (6.82)

u(t,L) =

Com isto temos

Fly+2L)=F[L+ (y+L)]
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ou seja,
Fly+2L)=F(y), paracada yeR, (6.83)

mostrando que a fungao F deverd ser uma fungdo 2 L-periédica.

Notemos que, das condigbes de compatibilidade (E73), sobre a fungdo f teremos, em
particular, que

f(L) =0. (6.84)
Logo a fungao F estard bem definida em R.

De fato pois, como
(=3

FL) = 1) o (6.85)

e a fungdo F deverd ser uma fungdo impar, segue que

Logo faz sentido conisderarmos uma extensdo impar e 2 L-periédica da fungdo f a R.

Podemos agora fazer as seguintes observagoes:

Observacao 6.86

1. Notemos que as propriedades (6-73), (E30) e (EE3) (ou seja, saber que a funcdo

F deverd ser uma fungdo impar e 2L-periddica) determinam, de modo unico, a
funcao F.

De fato, notemos que:

e para x € [0,L], deveremos que

ter

e para x € [L,00), existird k € N, de modo que

xel2k—1L,2k+ 1) =RkL—1,2kL+1], (6.87)
ou seja, y=x—2kL e [-L,1]. (6.88)
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Logo

Fix) & Fy + 2k L)

e x—2kL )
W—/
el-L J—]v por (m)
=) —f[—(x—2kL)], se x—2kLe[-L,0],
f(x—2kL), se x—2kLe][0,L]
—f(—x+2kL), se x—2kLe[-L,0],
_ . (6.89)
f(x—2kL), se x—2kLel0,L]

e para x € (—oo,—L], teremos —x € [L, ), logo

e a expressdo para F(—x) pode ser obtida como no item acima (pois —x €
[L,00)).

Conclusao: a fung¢ao F € a unica extensdo impar e 2L-periédica da funcdo f, a R.
2. Notemos, uma vez mais que, das condigoes de compatibilidade sobre a funcao f

(isto €, (B-73)), a funcgdo F estard bem definida (veja a figura abaizo).

A

Grdfico da fungdo F

Grdfico da funcdo f
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3. A funcgdo F serd dita a extensao impar e 2 L-periddica da func¢do f, a R.

4. Se considerarmos a convengdo que a deriwada nos extremos inferior e superior
de um intervalo fechado e limitado [a,b], sejam as derivadas laterais pela direita
de x = a e pela esquerda de x = b, respectivamente, entdo no caso da fungdo
f:[0,L] = R denotaremos por

£(0) = lim L}:f(o) £(1) = lim flL+ h})L_ L) (6.90)
ou seja,
f'0)=f.(0) e f'(L)=~f'(L). (6.91)

5. Podemos considerar convengbes semelhantes para as derivadas de ordem maior
ou tgual a dois de uma func¢do, a valores reais, definida em um intervalo fechado
e limitado [a,b], nos pontos x =a e x =b.

Dewzaremos estas consideragdes como exercicio para o leitor.

Agora estamos preparados para obter uma solugdo cldssica u = u(t,x) do problema de
Cauchy (EZmM), (E270), (E22) e (E23).

Como vimos anteriormente uma candidata a solugdo cldssica do problema de Cauchy
acima serd (veja (E279)):

F(x+ct)+F(x—ct)
2 )
onde a fungdo F: R — R € a extensdo impar e 2 [-periédica da fungdo f: [0,L] — R (o dado
inicial, que aparece em (E732)).
Lembremos que como estamos procurando solugdes cldssicas do problema de Cauchy de-
veremos ter F € C*(R; R).
Uma condigdo necessdria para que isto ocorra é que

u(t,x) = para cada (t,x) € [0,00) xR, (6.92)

fe C¥[0,L]; R). (6.93)

Notemos que s6 a condigdo acima nao implicard, necessariamente, que a funcao F, que é
a extensdo impar e 2 L-periédica da fungdo f & R, seja uma fungio que pertenga a C*(R; R).

A seguir veremos que a condigdo (E73), com as condigles de compatibilidade (EZ73) e,
além disso, com aa condiggdes adicionais

£7(0) = £ (L) = 0, (6.94)

implicardo que F € C*(R; R) e assim a fungio u = u(t,x), dada por (E22), serd uma solugio
do problema de Cauchy dado.

Mostremos que, com as condi¢des acima, teremos F € C*(R; R).

Para isto, afirmamos que:
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1. Fe C(R; R).
Como a funcdo F é a extensdo impar e 2 [-periédica da fungdo f, temos que a mesma
serd continua no ponto

Xo € (k—1)L, kL), para keZ,

pois a funcgdo f é continua em (0, L).

Os detalhes da verificagdo deste fato serdo deixados como exercicio para o leitor.
Notemos também que, como a fungéo F é a extensdo impar e 2 L-periédica da funcdo f,
para mostrar a continuidade da fungdo F no ponto

x=kL, paracada keZ,

bastard mostrar a continuidade no pontos

Os detalhes da verificagdo deste fato serdo deixados como exercicio para o leitor.

Observemos que, a continuidade da fungdo F em x = 0, segue da continuidade da fungdo
f a direita de x = 0 e do fato que a funcdo F é a extensdo impar da funcgdo f.

Mais precisamente, temos:

=

lim F(X) x€(0,L), terem;s: F(x) f(x) lim f(X)
x—0+ x—0+
fé cont.:em x=0 f(O)
(E3) 0
()
= F(O) )
Para a continuidade a esquerda de x = 0 temos:
- €remeos: =—r(— (?)— — .
lim F(x) X0 reremess FO= =000 gy [ f(—x)]
x—0~ x—0~

f é cont. em x=0 —f(O)
) ,

()

£(0)
=) 0.
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Logo
limF(x) =0 = F(0),

x—0

mostrando que a funcao F é continua em x = 0.

A continuidade da fungdo F em x = L, segue da continuidade da funcao f a esquerda de
x = L e do fato que a fungao F é uma fungdo impar e 2 L-periédica da funcgao f.

Mais precisamente, teremos:

=3

lim F(X) x€(0,L), terem;s: F(x) f(x) lim f(X)
x—L— x—L—-
fé cont.:em x=L f(L)
= ,
(=3)
= F“—) )
Para a continuidade a direita de x = L temos:
NN
lim F(X) G(L,ZL),teremos.:F( ) f(—x+21L) — lm f(—X i ZL)
x— L+ x— LT
VLT tim f(y)
y—L—

f é cont. em x=L —f(]_)

=),

= r.

Logo
limF(x) =0=F(L),

x—L

mostrando que a fungdo F é continua em x = L.

Com isto podemos concluir que F € C(R;R).

. Fe C'(R; R).

De fato, procedendo como no item acima, notamos que se
Xo € (k—1)L,kL), paraalgum keZ,

segue, de (EE9), que a fungdo F serd continuamente diferencidvel em x,.

Os detalhes da verificagdo destes fatos serdo deixados como exercicio para o leitor.
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Logo, basta mostrar que a fungdo F é continuamente diferencidvel em

2.1 Afirmamos que a fungao F é diferencidvel em x = 0.

De fato, pois

. F(h) —F(0) nefo,) e &= .. f(h) —f(0)
lim —— = lim
h—0+ h h—0+
fé dif.:em x=0 f/(o) )
E=o——_t(0)
A~
. F(h) —F(0) ne(-r0 e ,.  —f(—=h)— f(0)
lim ——— = lim
h—0— h h—0— h
kEh g, —[f(k) — f(0)]
= lim ——=
k—0+ —k
_ lim f(k) — f(0)
o k—0+ k
fé dif.:em x=0 f/(O) )
F(h) — F(0
Logo existe o limite ]1111% % e igual a f/(0), mostrando que a fungéo F é
—
diferencidvel em x =0 e
F'(0) =f'(0). (6.95)

2.2 Afirmamos que a fungao F é diferencidvel em x =L .

De fato, pois

. F(h+L)—F(L) hrieo,l)e E=1) ..
lim = lim
h—0~ h h—0~
fé d1f.:em x=L f /(L) )

f(h+ L) — (L)

o htL o——11)
—_—— ~~
. Fh+L)—FL) niterpgnee .. —f[(-L—h)+2L]— (L)
lim = lim
h—0+ h h—0+ h
o —fEh D) = (L)
o h—0+ h
Keoho —[f(k+ L) —f(L)]
= lim
k—0— —k
. f(k+L)—f(L)
= lim
k—0— k

fédif_em x=L "),
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F(h+L)—F(L
logo existe o limite }11111(1) (h+ }i (L) e é igual a f/(L), mostrando que a fungdo
5 B
F é diferencidvel em x =L e

F'(L) =f'(L). (6.96)

Logo de (EE3) e dos itens acima, podemos concluir que a fungdo F é diferencidvel em
R e, além disso, teremos:

f/(—x +2kL), ~2kLe[-L,0
F'(x) = (= ) para x Lo, (6.97)
f'(x—2kL), para x—2kLel[0,L]

A verificagdao deste daro serd deixada como exercicio para o leitor.
Lembremos que a fungdo F é uma fungdo impar e 2 L-periédica em R, logo a fungdo F’
serd uma fungdo par e 2 [-periédica em R.
F' € C(R; R).
Como a funcédo F’ é dada por (EU7) segue que, para
xo #kL, para keZ,

ela serd continua em x = x,, pois a fungdo f’ é continua no correspondente ponto do
intervalo (0, L).

Os detalhes da verificagdo destes fatos serdo deixados como exercicio para o leitor.
Para estudar a continuidade da fungio F’ nos pontos
xo =kL, paracada keZ,

do fato que a F’ é uma fungdo par e 2L-periddica em R (pois é a derivada de uma
funcdo fmpar e 2 L-periddica), vemos que basta estudar a continuidade da mesma em

Xo=0 e x,=L.

Os detalhes da verificacdo destes fatos serdo deixados como exercicio para o leitor.
Para mostrarmos a continuidade da mesma em x, = 0, vejamos que:

’ (=3) /
. €(0,L) t . F ="f .
lim F'(x) " (0,1 teremos: F(x) ™ lim f'(x)
x—0+ x—0+

f/ écont:.emx:O f/(O)

(EZE) F /(O) ,

(E=3) com k=0

x€(—L,0) teremos: F'( f/(

x

lim F'(x) : ™ im [ (—x)]

x—0~ x—0~

f/ écont:.emX:O f/(O)

(B=9) com k=0

F'(0),
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logo
limF'(x) =F'(0),

x—0

mostrando que a fungdo F’ é continua em x = 0.

De modo semelhante, estudamos a continuidade da funcdo F’ no ponto x = L, ou seja:

x€(0,L) teremos: F ’(x)(m) com k=0,

lim F/(x) i ™ hm £/(x)
x—L- x—L-
f’é cont:.em x=L £ I(L)
(B=3) 2m k=0 F ,(L) ’
. ,X(m)c:omk:] a
lim F /(X) x€(L,2L) teremos: F'( ): f/(—x+21L) lim [f /(—X ) L)]
x—L+t x—L+t
VEEL i f "(y)
y—L—
f’é cont:.em x=L £ /(L)
(e=3) gm k:O: F /(L) ‘

Logo
limF'(x) =F'(L),

x—L

mostrando que a fungdo F’ é continua em x = L.

Com isto podemos concluir que F € C'(R; R).

Antes de prosseguir na demonstragio que F € C*(R; R), faremos algumaa observagdes que
poderdo ser uteis em outra ocasides.

Observacao 6.98 Observemos que:

1. para mostrar que a fungao F, a extensdo impar e 2L-periddica da funcdao f, estd
definida em R, precisamos utilizar o fato que a funcdo f, que estd definida somente
em [0, L], satisfaz

£(0) =f(L)=0. (6.99)
Portanto, para mostrar que existe a extensdo impar e 2L-periddica a R, de uma
fungdo definida em [0, L], precisamos de (E99).

Conclusao: eziste a extensdo impar e 2L-periddica ¢ R, de uma func¢do definida
em [0,L], se, e somente, se, vale (E229).
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z

2. para mostrar que a funcdo F é continua em R, precisamos utiizar o fato que a

fungdo f € continua em [0,L] e que satisfaz (EZH).

Logo, para mostrar que a extensdo impar e 2 -periédica de uma fungdo continua,
definida em [0,L], € continua em R, precisamos de (E29).

Conclusao: a ezxtensao impar e 2L-periddica a R, de uma fungdo definida e
continua em [0,L], serd continua em R se, e somente, se, vale (E229).

para mostrar que a fungdo F € diferencidvel em R, utilizamos que ela € a extensao
impar e 2 L-periodica da func¢do f que € diferencidvel lem [0, L].

Logo, para mostrar que a extensdo impar e 2L-periddica de uma funcdo definida
e diferencidvel em [0,L], seja diferencidvel em R precisamos, além da diferencia-
bilitade da fungdo dada em [0,L], de (EZ9).

Conclusao: a extensao impar e 2L-periddica a R, de uma fungdo definida dife-
rencidvel em [0, L], serd diferencidvel em R se, e somente, se, vale (EZ9).

sendo a fungdo F uma fungcdo impar, 2L-periddica em R e diferencidvel em R,
seque que a sua fung¢do deriwvada F' serd uma fung¢do par, 21L-periddica em R e,
além disso, serd a extensdo par e 2L-periddica a R, da func¢do f’, que estd definida
em [0, L].

Logo, para mostrar que a extensdo par e 2L-periddica a R, de uma fungdo continua
definida em [0,L], seja continua em R _ndo precisamos de nenhuma restri¢do
adicional.

Portanto, para mostrar que a fung¢do F' € continua em R, sé utilizamos o fato que
ela € extensdo par e 2L-periodica a R, da funcdo f’, que é continua em [0,L].

Conclusao: a ertensdo par e 2 L-periddica a R, de uma func¢do definida e continua
em [0,L], € uma funcdo continua em R.

se uma fungdo € par e 2L-periddica em R, entdo sua derivada serd uma funcao
impar e 2L-periddica em R.

Notemos que, se a funcdo F' (a extensdo par e 2L-periddica a R, da fungdo f’,
que estd definida em [0,L]) € diferencidvel em R, segue que a fun¢do F” serd uma
fungdo impar e 21L-periddica em R.

Logo a fung¢do F” deverd ser a extensdo impar e 2L-periddica a R, da fungdo f”,
que estd definida em [0, L].

Portanto, pelos itens 0. e B. acima, deveremos ter
f7(0)=f"(L) =0, (6.100)
para que F € C2(R; R).
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Com isto acabamos de provar os seguintes resultados gerais:
Proposicao 6.101 Dada f € C([0,L]; R), tal que
f(0) =f(L) =0, (6.102)

consideremos a fung¢do F:R — R, dada por:

fx —2kL), e 2kL, 2k+1)1],
F(x)i{(x ), para x€l (2k+1)L . para keZ. (6.103)

—f(—x+2kL), para xe[2k—1)L,2kL]

Entdo a funcdo F é a extensdo impar e 2L-periddica a R, da funcdo f.
Além disso F € C(R; R).

Proposicao 6.104 Dada g € C([0,L]; R) consideremos a fungdo G:R — R, dada por:

—2kL), € [2kL, (2k+1)L],
G(X);{g(x ), para xel Gk+ 1L , para k€Z.  (6.105)

B g(—x+2kL), para x€[2k—1)L,2kL]

Entao a fungdo G € a extensdo par e 2L-periédica a R, da fungdo g.
Além disso G € C(R; R).

Como consequéncia destes resultados, temos o:

Corolario 6.106 Sejam f € C([0,L]; R), tal que
f(0) =f(L) =f"(0) =f"(L) =0 (6.107)

e consideremos a fung¢do F: R — R, dada por:

F(x) =

f(x — 2Kk L €2kL, 2k+1)L
{(x ), pere xcRkL, kAL, o kez. (6.108)

—f(—x+2kL), para xe€[2k—1)L,2kL]

Entdo a funcgdo F € a extensao impar e 2L-periddica a R, da funcdo f.
Além disso, F € C2(R; R).

Uma outra propriedade muito util de fungdes periddicas é dada pela:

Proposigao 6.109 Seja g € C(R; R), uma fungdo T-periodica e integrdvel em cada in-
tervalo [a,b] C R.
Entdo, para todo c € R temos que

c+T T
J g(x) dx:J g(x) dx. (6.110)

c 0
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Demonstracao:
Como a fungéo g é continua em [a, b], segue que:
c+T 0 T c+T
J g(x) dx:J g(x) dx+J g(x) dx—I—J g(x) dx

c c 0 T
c+T

c T
:_J g(x) dX+J g(x) dX+J g(x) dx . (6.111)
0 0 T
1]
Fazendo a mudanca de varidveis

y=x—1T, logo: dy=dx
x=T, logo: y=0 )
x=c+ 1T, logo: y=c

na integral definida , obteremos:

c+T c
J g(x) dx:J gly+T) dy
T 0 N

gé T—p:eriédicag(y)

:J gly) dy. (6.112)

Substituindo (E112) em (ETI), obteremos:

JC” glx) dx = —L glx) dx + ﬂg(x) dx + L o(y) dy

JT g(x) dx,

0

como queriamos demonstrar.

Retornemos ao problema de Cauchy (E2M), (E70), (E22) e (E23).

Nosso objetivo é obter um resultado de existéncia para este problema de Cauchy.

Para isto precisamos estabelecer a classe onde a solugdo deverd existir que, na situagao
atual, sera

ue C([0,00) x [0,L]; R) N C?((0,00) x (0,L); R). (6.113)

Observemos que, nesta classe, precisamos dizer o que significard a condigdo (EZZ3), ou
seja:

u(0,x) =0, paracada xe€ [0,L], (6.114)
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jad que, em principio, a fungdo u = u(t,x) ndo é, necessariamente, diferencidvel no ponto
(0,x), para cada x € [0, L].

Uma possibilidade seria pensar em u(0,x) como a derivada direcional, na diregdo da
normal nos pontos (0,x) que pertecem a fronteria de (veja a figura abaixo)

[0,00) x [0,1],
ou seja, a condigdo (E73), poderia ser vista como sendo:

. u(h,x) —u(0,x)
lim
h—0+ h

=0, paracada x € [0,L]. (6.115)

Notemos que, para cada h € (0,0), temos que faz sentido calcular u(h,x), para cada
x € [0,L].

X

(0,x) >

Bl

Assim procuraremos solugdes u = u(t,x) que pertencam a seguinte classe:
V ={ue C([0,0) x[0,L]; R)NC3((0,00) x (0,L); R), e u satisfazendo (E113)}. (6.116)
Como vimos anteriormente, se u € V é uma solugdo do problema de Cauchy acima, como
ue C*((0,00) x (0,L); R),

ela deverd ser da forma (EZ), para cada x € [0, L], onde a fungdo F deverd ser a extensdo
impar e 2 [-periédica a R, da fungdo f, que estd definida em [0, L].

Notemos que, como f € C*([0,L]; R) e satisfaz (EI7) segue (das consideragdes acima)
que F € C*(R; R), implicando que

ue C*[0,00) x [0,L]; R),

ou seja, a fungdo u = u(t,x), dada por (EZ3), é a restricdo de uma fungdo que pertence a
C?(R?; R), ao conjunto [0,00) x [0, L].
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Temos também:

(eza) F(0+ct) + F(0—ct)
N 2
F(ct) + F(—ct)
2

, paracada te[0,00),

u(t,0)

F é impar
= 0

u(t, 1) () F(L+ ct)z—l— (L—ct)
F ¢ 2L-periédica F(L+ct)—20L)]+F(L—ct)
_F@L+cﬂ+Fu—cﬂ2
_ F[—(L—ctﬁ +FL—ct)
Féimpar —F(L —ZC t)+F(L—ct)

im 5 =0, paracada te[0,00),

ou seja, a funcdo u = u(t,x), dada por (EZ), satisfaz as condigdes de contorno (EZZT).

Além disso, temos

w0, %) (ezm) F(x+c-0)+F(x—c-0)
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u(h,x) —u(0,x)

h—0+ h

G [F(x+ch)+F(x—ch)] —[F(x+c-0)+F(x —c-0)]
R 2h

_ 1 lim F(x+ch)—F(x—ch)—2F(x)

2 hoot h
_ 1 lim {F(x+ch) —F(x) B F(x —ch) —F(x)}

2 ho0+ h h
Ciol " {F(x+ch)—F(x)_F(x—ch)—F(x)}

2 hoot ch ch
kfci,c>0 1 lim {F(X + k) - F(X) . F(X - k) - F(X) }
2 k=0t k k

= % [F'(x) = F'(x)]
=0, paracada xe€[0,L], (6.117)

ou seja, a funcdo u = u(t,x), dada por (EZ), satisfaz (E223).
Com isto acabamos de porvar o

Teorema 6.118 Suponhamos que f € C*([0,L]; R) e satisfaz (EZI07).

Entdo a fungdo u =u(t,x), dada por (@), é uma solugdo do problema de Cauhy
(62m), (eZm), (B232) e (B23), na classe V (dada por (EI18)), onde a fungdo F € a
extensdo impar e 21L-periddica a R, da fungdo f.

Além disso u € C*([0,00) x [0,L]; R).

A seguir faremos uma observagdo relacionadas com as hipétese do Teorema acima.

Observacao 6.119 Se a func¢ao f, ou alguma de suas deriwvadas até a 2.a ordem, tem
uma descontinuidade em x, € [0,L], essa descontinuidade 1rd propagar-se ao longo da
curva caracteristica plana que passa pelo ponto

(0,4+x, +2kL), para cada kE€Z,

que pertence a faiza
[0,00) x [0, L].

Isto se deve ao fato que (veja o item 6. da Observagdo (E20)) a funcdo F, a extensdo
impar e 2L-periddica de fungdo f a R, possuird descontinuidades nos pontos (veja a
figura abaizo)

+x,+2kL, paracada keZ.
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—xo + 2L . X = —Xo +ct

Xo

—Xo

X =Xo —cCt

Consideremos o seguintes exemplo:

Exemplo 6.120 Encontre uma solugdo do problema de Cauchy (E2M), (E2Q), (B23),
(B3), na classe V, definida em (EI0H), onde

c=1, L=2 (6.121)
e a funcgdo f:[0,2] - R € dada por:

fx) = {Zx, para x € [0,1],

(6.122)
4—-2x, para x€[1,2].
Resolucgao:

A representacdo geométrica do grafico da fungdo f é dada pela figura abaixo.

Notemos que f € C([0,2]; R), ndo é diferencidvel em x, = 1 e

f(0) =1(2) =0. (6.123)
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Uma solugdo do problema de Cauchy, tendo-se (EI21), é dada por (E273), ou seja:

=D Fx+1) ;F(X_t) , paracada (t,x)e€[0,00) x[0,2], (6.124)

u(t,x)
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onde a funcdo F é a extensdo impar de 4-periddica a R, da fungao f.
Notemos que a fungdo F, a extensdo impar e 4-periddica, da funcdo f a R, terd a repre-
sentagdo geométrica do seu grafico dada pela figura abaixo.

A

Grafico da fungdo F

Devido a este fato e a Observagdo (EC119), segue que a solugdo dada por (ET24) ndo serd
diferencidvel ao longo da retas

xtt==+14+4k, paracada keZ,

que sdo curvas caracteristicas planas associadas a equagdo da onda (EZ70), tendo-se (ETZT),
que interceptam a regido (veja a figura abaixo)

0,00) x [0,2].

—1+4=3 }. x+t==41+4k

x —t==41+4k

Para finalizar a segdo, temos o:
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Exercicio 6.125 Encontre uma solugdo do problema de Cauchy (E2M), (E220), (B212) e

(B3), na classe V, , definida em (EI0d), onde

e a fungdo f:[0,1] - R € dada por:
f(x) =—x*+x, para cada x€[0,1].

Resolucao:

A representacdo geométrica do gréfico da fungdo f é dada pela figura abaixo.

-

Notemos que f € C*([0,1]; R),

e, além disso,

f'(x) =—2x+1, para x¢€[0,1],
logo f”’(x) =—2, paracada x¢€[0,1],

assim
(ET=3) (=)

£70) = 1) =0 2 20,

(6.126)

(6.127)

(6.128)

(6.129)

(6.130)

Portanto, de (EI320), podemos concluir que a fungdo F, que é a extensdo impar e 2-
periédica (notemos que L = 1), da fungio f & R, pertencerd a C'(R; R), mas ndo pertencerd

C*(R; R).
Na verdade, a fungdo F nao é duas vezes diferencidvel nos pontos

x=+1+2k e x=42k paracada keZ.

A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicios para o leitor.
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A solugédo do problema de Cauchy (EZ7), (E2), (E22) e (E23), tendo-se (E123), serd
dada por (veja (@) com c =1e L =2):
F(x+1t) +F(x —1)

u(t,x) = > , paracada (t,x)e€[0,00)x[0,1], (6.131)

onde a funcdo F é a extensdo impar de 2-periédica, da fungdo funcdo f, a R.
Notemos que a fungdo F, a extensdo impar de 2-peridédica da fungdo f, a R, terd a repre-
sentacdo geométrica do seu grafico dada pela figura abaixo.

A

Grafico da fungdo F

Bl

J& a representacdo geométrica do grafico da funcdo F’ serd dada pela figura abaixo.

N|—

Devido a este fato e a Observagdo (EITJ), segue que a solugdo do problema de Cau-
chy (E2m), (), (E32) e (E23), tendo-se (E1Zd), dada por (EI31), ndo serd duas vezes
diferencidvel ao longo da retas

xtt=4+14+2k e x+t==+2k, paracada keZ,

que sdo curvas caracteristicas planas associadas a equagdo da onda (EZZ), que interceptam a
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regido (veja a figura abaixo)

0,00) x [0,1].
x+t=2k
x 4 . ]
T xbt=£14 2k
5
K
1
t
Y x—y=+1+2k
x—t : 2k

6.4 A corda finita

Nesta secdo estudaremos o problema de Cauchy

U (t,x) —cun(t,x) =0, para (t,x)e (0,00)x (0,L), (6.132)
u(t,0) =u(t,L) =0, paracada te€[0,00), (6.133)
u(0,x) =f(x), paracada xe[0,L], (6.134)

w(0,x) =g(x), paracada xe€[0,L], (6.135)

onde as fungdes f,g: [0,L] — R sdo funcdes dadas, c,L € (0, 00) sdo constantes fixadas.
Suponhamos que f € C2([0,L]; R), g € C'([0,L]; R) satisfazem

f(0) = f(L) =f"(0) = f"(L) = g(0) = g(L) =0. (6.136)

Observacao 6.137

1. Como vimos anteriormente, o problema de Cauchy (E132), (E123), (E134), (E1=23)
acima, descreve o deslocamente da posigdo de repouso de uma corda finita, de
comprimento L, que vibra num plano fizado e que cujas extremidades estao presas,
que tem perfil inicial dado pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo f e
cyja velocidade wnicial € dada pela fungdo g.
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2. O problema acima pode ser visto como um problema maisto, onde as condigbes de
contorno sao dadas por (EI33) (a corda estd presa mas extremidades para todo
te€[0,00)) e as condigbes inictais sGo dadas por (E134) e (EIZ3).

Para encontrar uma fungdo u : [0,00) x [0,L] — R que seja solugdo do problema de
Cauchy acima, dividiremos o mesmo em dois, sendo o 1.0 de Cauchy com

e 0 2.0 problema de Cauchy com

mais precisamente, resolveremos os seguintes problemas de Cauchy:

Vie(t,x) — 2 v (t,x) =0, para (t,x)e (0,00) % (0,L), (6.138)

v(t,0) =v(t,L) =0, paracada te[0,00), (6.139)

v(0,x) =f(x), paracada x¢€[0,L], (6.140)

w(0,x) =0, paracada xe€[0,L], (6.141)

e

Wi (t,x) — Wy (t,x) =0, para (t,x) e (0,00)x (0,L), (6.142)

w(t,0) =w(t,L) =0, paracada te[0,00), (6.143)

w(0,x) =0, paracada xe€[0,L], (6.144)

w(0,x) =g(x), paracada x€[0,L]. (6.145)

Observagao 6.146 Observemos que se as fun¢do v,w:[0,00) x [0,L] = R sdo solugdes
dos respectivos problemas de Cauchy actma pertencentes a V, dada por (EI18), entdo
a funcdo u:[0,00) x [0,L] — R, dada por:

u(t,x) =v(t,x) +w(t,x), para cada (t,x) e [0,00) x[0,L], (6.147)

serd uma solu¢do do problema de Cauchy (E1332), (E133), (E134), (E133), pertencente
aV.

De fato, como a EDP (EXI332) € linear, se as fungdo v = v(t,x) e w = w(t,x) sdo
solugdes da EDP segue que a funcdo u = u(t,x) também serd.
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Notemos também que

u(t,0) = v(t,0) + wit,0)
() ¢ (633) )

=0, paracada te0,00),

w(t, D) o, 1) + wit, 1)

() ¢ (633) )

=0, paracada te€[0,00),

u(0,x) (=) v(0,x) +w(0,x)

LS ) 40

=f(x), para cada xe€[0,L],

ut((),x) (EE) Vt(O,X) +Wt(0)x)
(Em)é(m) 0+ g(x)

=g(x), para cada x€[0,L],

ou seja, a fungdo u = u(t,x), dada por (EIZD), serd uma solu¢do do problema de
Cauchy (E132), (B133), (E134), (ET2d), que pertencerd a V.

Notemos que o problema de Cauchy (EI23), (E139), (ETZ0) e (E1Z1) foi estudado na
secdo anterior.

Logo, para completar, basta encontrarmos solugdo, pertencente a V, para o problema de
Cauchy (E122), (E1Z3), (E1Z3) e (EIZ3).

Notemos que fazendo f = 0 na expressdo (EZ3), segue que uma candidata a solugdo do
problema de Cauchy acima, serd dada por:

1 x+ct
w(t,x) = 7e J G(s)ds, paracada (t,x)e[0,00)x[0,L], (6.148)
x—ct

onde a fungdo G : R — R serd uma extensdo, apropriada da fungdo g, que estd definida em
0,L], a R.
Como a fungio g € C'([0,L]; R e satisfaz (EI3H) veremos, mais adiante, que a

GeC'R;R).

Notemos que a fungdo G serd a extensdo impar e 2 [-periddica da fungdo g, a R.
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Para vermos isto, observemos que, impondo a condigdo (E123) a (E1Z3), obteremos:

0 = w(t,0)
1 0+ct
= _ J G(s)ds
2c 0—ct
1 ct
=5 J G(s)ds, paracada te[0,00), (6.149)
—ct
isto é,
ct
J G(s)ds =0, paracada te[0,00), (6.150)
—ct

0 que implicard que a fungdo G deverd ser uma fungdo impar.
De fato, para todo a,b € R, temos que:

—a

r[G(x) + G(—x)] dx = J

a a

[G(x) + G(—x)] dx +J [G(x) + G(—x)] dx

—a

b
+J [G(x) + G(—x)] dx. (6.151)
b

Fazendo a seguinte mudanca de varidveis na integral definida :

y = —x, logo: dy = —dx
x =—a, logo: y=a ,
x =—b, logo: y=">

obteremos:
b

—b
J (G(x) + G(—x)] dx = J G(—y) + G(y)] (—dy). (6.152)

—a a

Susbtituindo (E152) em (EZIR), obteremos:

—a

Jb[G(x) + G(—x)] dx = J

a a

isto é, 2J[G(x)+G(—x)]dx:0, paracada a,beR,

a
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b
ou seja, J[G(x)JrG(—x)]dx:O, paracada a,b e R.

a

Logo, como a fungdo G é continua em R, segue que
G(x)+ G(—x) =0, paracada x €R,

ou ainda,
G(—x) = —G(—x), paracada x€R, (6.153)

mostrando que a funcdo G é uma fungao impar.
De modo semelhante, teremos que

0 = (. 1)
1 L+ct
=) J G(s)ds, paracada te[0,00),
2c L—ct
L+ct
isto é, J G(s)ds =0, paracada te[0,00), (6.154)
L—ct

o que implicard, juntamente com o fato que a fungdo G é impar, e continua em R, que a
funcdo G deverd ser uma fungdo 2 L-periddica.

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Em analogia com o caso tratado na segdo anterior, a fungdo G serd a extensdo impar e
2 L-periédica, da fungéo g que estd definida em [0, L], & R.

Notemos que, como g € C'([0,L]; R) e

g(0) =g(L), (6.155)
segue, das Proposigdes (EIII), (E1d) e do Coroldrio (EImH), que G € C'(R; R), o que
implicard que w € C2([0,00) x [0,1]; R), dada por (EIZ3).

Sabemos que a fungdo w = w(t,x), dada por (E1Z8), é uma solugdo da equagio da onda
(BE122) em [0, 00) x [0, L.
Além disso, temos

w(t,0) =

] ct
=352 J_CtG(s) ds
Cempo  paracada tel0,o00),

L+ct
=) | J G(s)ds

W(t)L) - Z_C

G é 2L-periédica e a Proposicdo (EII™) J

L—ct
ct

G(s)ds
—ct

Ce
*ZP¥ 0, paracada te0,00),
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2¢C Jy_co
] X
=5e ) (s)ds =0, wparacada xel[0,L],
ut(O,x)(EEE);—C[G(X+C-O)C—G(x—c-0)(—c)]
= 2 (69 + G(x]

G(x)=g(x), para x€[0,L]
= Q(X) )
para cada x € [0, L], mostrando que a fungdo w = w(t,x), dada por (EIZ3), é uma solugdo
do problema de Cauchy (E122), (E123), (E124) e (EIZ49) que pertence a V.

Com isto acabamos de provar o:

Teorema 6.156 Sejam f ¢ C*([0,L];R) e g € C'([0,L]; R) tais que
fl0)=f(L)=f"(0)=f"(L)=0 e ¢(0)=g(L)=0. (6.157)
Entdo a fungdo u:[0,00) x [0,L] = R, dada por:

F F _ 1 x+ct
u(t,x) = (XJFCUJZF be—ct) | 5 J G(s) ds, (6.158)
x—ct

para cada (t,x) € [0,00) x [0,L], serd uma solugdo do problema de Cauchy (EI32),
(E1=23), (ET33) e (E123) que pertence a V, dado por (E113), onde as fungbes F,G: R —
R sdo as extensées impares e 21-periddicas, das funcoes f e g, a R, respectivamente.

6.5 Exercicios
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Capitulo 7

Método da Separacao de Variaveis e
Séries de Fourier

7.1 Introducao

Nas préximas segOes estudaremos uma classe especial de séries de fungles, denominadas
séries de Fourier.
O objetivo é representar fungbes f : R — R que sejam periédicas (por exemplo, 2 7-
periddicas) na forma de uma série de fungdes que envolvem somente as fungdes seno e cosseno.
Mais precisamente, para o caso 2m-periédico, corresponderia a representar uma fungdo
f:R — R, que é 2 -periédica ”bem comportada” (que serd explicitado no decorrer das notas)

na seguinte forma:
0 w
f(x) = 5 + Z[an cos(nx)+ b, sen(nx)], paracada x€R. (7.1)
n=1

As perguntas que serdo respondidas estardo relacionadas com os seguintes tépicos:

1. Se a fungdo f puder ser representada na forma (D) acima, quem serdo os coeficientes

a,, paracada ne{0}UN
e os coeficientes b,, paracada neN? (7.2)
2. Que propriedades a fungéo f deve ter para pode ser representada na forma (1) acima?

3. Em que sentido a série de fungdes (IZT) converge pontualmente ou uniformemente, em
algum subconjunto de R ?

Na verdade estudaremos uma situagdo um pouco mais geral, a saber, o caso em que a
fungdo f: R — R é 2 L-periédicas e a representagdo que procuraremos, para a funcdo f, serd

287
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da forma:

f(x) = % + Z] [an cos <nTﬂx> + b, sen <nT7tx)] , paracada xecICR. (7.3)

n=
Observacao 7.4 Notemos que no caso em que
L=mn

temos que (L3) tornar-se-d a expressao a (1) acima.

Para motivar o estudo das séries de fungdes do tipo (Z3), introduziremos um método,
denominado método da separagao de variaveis que, como consequéncia, nos levard a ne-
cessidade de estudarmos fungdes que possuam representagdo em série de Fourier do tipo
(3).

7.2 Meétodo da separacgao de variaveis ou método de Fou-
rier

Para motivar os tépicos que serdo desenvolvidos nas préximas se¢ées vamos introduzir um
método para encontrar solugdo para uma Equagédo Diferencial Parcial (EDP) importante nas
aplicagdes, a saber, a Equagao do Calor.

Tal método, que pode ser (e serd) aplicado a outros problemas relacionados com ou-
tras EDP’s, por exemplo, a Equagdo da Onda, a Equagdo de Laplace e é denominado
Método da Separacgao de Variaveis.

Como dito acima, aplicaremos o método para encontrar (ou tentar encontrar) uma solugio
para o problema da distribuigdo de calor, em um fio finito, de comprimento L € (0, c0), para
0s quais conhecemos a temperatura em cada ponto do mesmo, no instante inicial, ou seja,
t = 0, que estd isolado termicamente, por exemplo, o fio estd dentro de um isopor, e cujas
extremidades sdo mantidas temperatuda 0° C, ao longo de todo o processo.

Vamos imaginar que o fio é o intervalo

O,LICR

e que
u= u(t y X) ’
nos fornece a temperatura no ponto x € [0, L] do fio, no instante t € [0, c0).

Tempertatura no instante t no ponto x do fio é: u(t,x)
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Matematicamente, o problema acima corresponde a encontrar um fungao
u:[0,00) x [0,L] - R,

que venha satisfazer o seguinte problema:

ou ,0%u

E(t,x) = W(t,x), para cada (t,x) € (0,00) x (0, L) (7.5)
u(0,x) =f(x), paracada xe€[0,L], (7.6)
u(t,0) =u(t,L) =0, paracada te[0,00). (7.7)

A condigédo (CH) nos diz que, no instante inicial, isto é, t = 0, a temperatura no ponto
x € [0, L] do fio € igual a f(x)°C.

A condicéo ([£A) nos diz que a temperatura nas extremidades do fio igual a 0°C, ao longo
de todo o processo, isto é, para t € [0, 00).

A Equagdo Diferencial Parcial (ZH) é, como ja vimos anteriormente, a Equacgao do Calor.

A constante

o€ (0,00),

estd relacionada com a condutibilidade térmica do fio, isto é, depende do material que o fio
é feito.
No nosso caso, vamos supor que
ax=1.

O caso « € (0, 00) serd tratado mais adiante.

O método que desenvolveremos a seguir é simples e o préprio nome ja nos diz o que
faremos.

Observemos, inicialmente que, por questdes de compatibilidade, deveremos ter:

£(0) 2™ 40, 0)
=0em (E3)
t=0 em (22) w(0,1)
x=L em (3) f(L),
ou seja, f(0)=f(L)=0. (7.8)

Do ponto de vista matemadtico é razodvel, a primeira vista, procurarmos solugdes u =
u(t,x) na seguinte classe:

we C([0,00) x [0,1]; R) N C2((0,00) x (0,1); R) (7.9)

o que implicard, por ([8), que

) =
u(0,) € C([0,L];R), (7.10)
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A EDP (I3) é uma equagdo importante que ocorre em muitas aplicagdes e também é um
exemplo importante das EDP’s lineares de 2.a ordem, de tipo parabdlico, como vimos no
Exemplo (E-I3), do capitulo 6.

Um dos primeiros a estudar, de modo sistemdatico, o problema da condugdo de calor foi
Joseph B. Fourier (1768-1830).

Ele desenvolveu o método que trataremos a seguir, dito Método de Fourier.

O método consiste em procurar solugdes do problema (H), (IZH), (2), na classe (),
do tipo

u(t,x) =9(t) p(x), paracada (t,x) e [0,00)x €[0,L], (7.11)

isto é, solugdes do tipo variaveis separadas, dai o nome do método.

Comegaremos tentando solugdes do tipo acima para (C3), (Z2) e, posteriormente, uti-
lizaremos (IZH).
De ([[M) e (IIT) segue que

P e C([0,00); R)NC*((0,00);R) e ¢ e C([0,L]; R)NC*(0,L); R). (7.12)

Na verdade estaremos interessados em solugdes, do problema (Z3), (Z8), (2), na classe
(9), ndo nulas, isto §,

u(t,x) #0, paraalgum (t,x) € [0,00)xx€[0,L],
0 que implicard que
P(t),d(x) #0, paraalgum te[0,00) e x€[0,L]. (7.13)

Supondo que as funges P = P(t) e ¢ = P(x) satisfagam (1), para cada (t,x) €
(0,00) x (0,L), de (1m), teremos:

0
X = () o))
= /(t) b(x) (7.14)
€
0? 0?
5,05 S (1) o)
= (1) b "(x). (7.15)

Substituindo ([ZT4) e (13) em (CH), obteremos

V'(t)b(x) =(t)d “(x), paracada (t,x)€ (0,00)x(0,L).
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Dividindo a igualdade acima por P (t) ¢(x) (nos pontos onde P(t) ¢(x) # 0), obteremos
a seguinte identidade:

Vo) w(t)d"(x)
V() b(x)  d(t)d(x)

Como WP (t), d(x) # 0, teremos:

V) $"(x)
b(t)  (x)’

Notemos que o lado direito da identidade (Z13) acima, é uma fungdo que depende de Xx,
enquanto o lado esquerdo da mesma é uma fungdo que depende de t.
Logo ambos deverdo ser iguais a uma constante, que chamaremos de

para cada (t,x) € (0,00) x (0,L).

para cada (t,x) € (0,00) x (0,L). (7.16)

—A. (7.17)

O motivo do sinal negativo serd justificado mais adiante.
Portanto, de ([Z18), segue que

15),((:)) =—-A= d)d),g:;) , paracada (t,x)e€ (0,00)x (0,L),
que dardo origem a duas EDQ'’s, a saber:
P '(t) = —AP(t), paracada te (0,00), (7.18)
¢"(x) =—Ad(x), paracada x¢€ (0,L). (7.19)

Impondo a condigdo (), devermos ter:

t=0 em (ZTT)

V(t)p(0) ="""u(t,0)
@
= u(t,L)
T e
ou seja, P(t) ¢(0) =P(t) p(L), paracada te€[0,00). (7.20)

Como
P(t) #0, paraalgum te (0,00),

dividindo ambos os membros da identidade (20) por 1 (t), obteremos:

$(0) =0=¢(L), (7.21)
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Portanto, de (19), (Z21) e (1), segue que a funcdo ¢ = ¢(x) deverd satisfazer o
seguinte problema de valor de contorno:

¢"(x) =—-Adp(x), paracada x e (0,L) (7.22)
$(0) = (L) =0 (7.23)
¢ € C([0,L]; R)n C*((0,L); R). (7.24)

Observacao 7.25

1. Um wvalor A, para os quats o problema de valor de contorno (22), (Z3) admite
solugdo ndo nula, na classe (24) serd dito autovalor do problema (22), e as
solugbes ndo triviais da equagdo ([C22), na classe (C24), serdo ditas autofungoes cor-

respondentes ao autovalor A.

2. Como estamos procurando solugbes reais, 1sto €,
u(t,x) e R, para cada (t,x) € [0,00) x [0,L],
S0 mos interessard o caso em que

AeR.

O item a seguir mostrard que A deverd ser um numero real maior do que zero,
1sto €, que

A€ (0,00).

3. Afirmamos que
A e (0,00) (7.26)
(em particular, A € R).

De fato, suponhamos que a fungdo ¢ = P(x) satisfaz (22), (23) e (), em
[0, L], para algum A € C.

Afirmamos que existem os limites laterias

¢"(07) e (L.
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De fato pois:

¢ "(07) = lim ¢ "(x)

x—0+

=) _\ lim ¢(x)

x—07*

= A¢(0)
= ,

¢ "(L7) = lim ¢ "(x)

x— L=

(7.27)

=) _\ lim ¢(x)

x—L—
= Al
=y, (7.28)
ou seja, de (CZ1) e (23), segue que

¢"(0N)=0=0¢"(L"). (7.29)
Por outro lado, como ¢ € C([0,L]; R)NC*((0,L); R), para x € (0,L), teremos:

—%J dly)dy = lim U —Ad(y) dy]

0 a
= i U o "(y) dy]
a—0t a

Teor. Fundamgltal do Cdlculo lim [(1) /(X) . (b /(a)]

a—0t

—d'(x) — [lim b '(a)} , (7.30)

a—0t

r Ably) dy]

X

L
[ oty ay = jim [

X

Teor. Fundamgztal do Cdlculo b]i:[{li [(I) /(b) o d) /(X)]

= [ lim ¢(0)| — ¢ (), (7.31)
b—L—
portanto, de (=20) e ([21), segue que existem os limites lateriais

(0 =lim ¢'(a) e ¢'(L7)= lim ¢'(b). (7.32)

b—L—
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Logo podemos integrar as fungdes ¢' e ¢ ", no intervalo [0,L], o que permite
fazermos os sequintes cdlculos a segquir.

Observemos que

' N P
AJ|¢dexZ£“AJ¢uJ(mdx
0 0

L
:J[A¢wn () dx

= J‘¢()‘T7
J.ormamiel
a— O+
b— L™
) _ x=Db b
Integmgao:por Partes . lim { [d) ,(X) (X) ] o J Cb /(X) d) ,(X) dX}
a— 0" x=a ¢
b— L~
—— lim [o(0)900) - (@ Bl - |l dx
a— 0"
b— L™
(=2) TR (Y (O ) " )2
=~ /(L) 90 - 60190 | - | 1o'0x)F dx
~—~— S~~~ 0
(?):O (?)O
= JLM) '(x)]* dx > 0. (7.33)
A
Afirmamos que
L
J b /(x)[*dx > 0. (7.34)
0

De fato, suponhamos, por absurdo que
L
| 1700 ax =o.
0

Como a fungdo ¢’ € continua em (0,L) (veja (Z24)), teriamos que ter

¢'(x) =0, para cada x¢€ (0,L)
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ou seja , a fungdo ¢ seria constante em (0,L).

Mas a fungdo ¢ € continua em [0,L] (veja (ZZ3F)) e, de (CZ3), teriamos
d(x) =0, para cada xe€[0,L],
que ndo nos interessa pois neste caso

u(t,x) =9(t)d(x) =0, para cada (t,x) e [0,00) x[0,L].

Assim
L L
=3 (=2)
AJ Ok dx(z)J b P ax S
0

0
—_——

€(0,00)

0,

mostrando que A > 0 (em particular, A € R), como haviamos afirmado.

4. Observemos que se
}\1 )}\2 € (O)OO)

sdo autovalores distintos do problema (C22)-(24) e a fungdes
dr=0(x) e br=da(x)

sdo suas correspondentes autofuncgdes, entdo:

L L
A L 1 () B2(x) dx — J s 1 ()] B2x) dx

0

L
=) J [—d1 " (x)] $a(x) dx

0

Integragdo por Partes

{ [‘bl "(x) d2(x)

x=L L
] - J ') 2 (%) dx}
x=0 0

L
“ (D) (L) —r 1(0) ba(0)] — J 1) 2" (x) dx
= N~

= =

L
=) L B1 (%) 2 (x) dx

x=L

Integragao por Partes
= [dh (x) 2" (%)
x=0

L
] - L &1 (x) b2 "(x) dx
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L
— (L) 2"(L) — $1(0) b2 (0) —J $1x) b2 "(x) dx
—— —— 0

=, =),

L

_ —J 1 (%) by " (x) dx
0

(=3)

L
= | 400 [Rada] ax
0

A ER t -~ 7
S | ) Bl x,
0

ou seja, ) )
mj $1(x) ax) dx = A, J $1(x) $a(x) dx,
0 0
ou ainda , )
=2 | ) Gal) dx = 0. (7.35)
0
Como
7\1 7é 7\2 )

de ([23), segue que

L
| erdamax o,
0
ou seja, as funcdes
br=dilx) e d2=dalx),
sdo ortogonais, relativamente, ao produto interno de C([0,L]; C) definido por:

L [—
(f,q) = L f(x) 9] dx,

para f,g € C([0,L]; C).

5. Como
A>0,

temos que a solugdo geral da EDO (I22) serd dada por:
d(x) = acos <\/XX> + b sen (\/XX) , para cada x € [0,L], (7.36)

onde a e b sdo constantes.

A verificagdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor (visto na disci-
plina de EDO ).
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Mas a fungdo ¢ = d(x), deve satisfazer as condigées (Z23), ou seja:

a "= (0)
=,
logo, d(x) 0=0 em (1) b sen <\/7_\x> ,
b sen (\/X L) = ¢(L)
=y,

Como
o(x) #0, para cada x€[0,L],

seque que deveremos ter
b#0,

pows a = 0.

Assim, da identidade (C38) actma, seque que

sen (\/XL) =0,
ou seja, \/XL:nTc, para cada m €N,
1sto €,
i

A=A, = para cada m €N,

L’
e assim, para cada n € N, de (38), (23) e (29), teremos que:

n’

LZ

d(x) = Pn(x) = sen

X

= sen (nTﬂx> , para cada x € [0,L].

6. Resolvendo a EDO ([C18), com

A=A = , para cada meN,

obtemos, para cada n € N, que

nZn?

P(t)=Pn(t)=e 2 ', para cada te€[0,00).

297
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(7.40)

(7.41)
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A verificagdo deste fato serd deizada como ezxercicio para o leitor (visto na disciplina
de EDO)

Podemos resumir tudo nisso no seguinte resultado, cuja demonstragiao foi feita na Ob-
servagdo (Z3) acima:

Proposicao 7.42

1. Se A € C é um autovalor entdo a funcdo ¢ = d(x) € autofungdo, associada a A,
para o problema (22), (23) e (24), entdo

A=A,
n?
isto €, A=A\, € R" e
¢ (x) = dn(x)
= sen (nTTtx) , para cada x € [0,L].

Além disso, toda solugdo do problema ([C22), (23) e (24), deverd ser uma
combinacgdo linear finita das funcdes abaizo:

$n(x) = sen (nTWX) , (7.43)

para cada x € [0,L] en € N.

2. Toda solu¢do da EDO (I1R), na classe

C([0,00); R) N C*((0,00); R),

com 20
A:An:T, para cada mn € N,
deverd ser uma combinacgdo linear finita das fungdes abaizo:
U (t) = e " t (7.44)

para cada t € [0,00) en € N.

Observacao 7.45
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1. Obtwemos, agindo segundo a Observagdo ([23), para cadan € N, teremos solugées
do problema (I[3A) e ([A), da forma:

U (t,%) = Yo (t) Gu(x)

nZTII
(F3) < (F) o5t sen <nT7t x) , (7.46)

2

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].

Utilizando o principio da superposi¢do (infinita), tentaremos encontrar solugdes
do problema (1), ([B), (A) da forma

LL(t,X) = anu/n(tvx)
n=1

@) —
=S b kalt) dalx)
n=1
() ¢ (C2m) — _n2g? nm
=) bye 2 “sen (TX> , (7.47)

n=1

para cada (t,x) € [0,00)x € [0, L].

Observemos que se soubermos que a série de fung¢bes (CZA) acima, pode ser deri-
vada, termo a termo, uma vez, em relagdo a t e duas vezes, em relagcdo a x, em
(t,x) € (0,00) x (0,L), entdo a funcdo u=u(t,x), dada por ([CZ1), ird satisfazer
(£3) e (7).

Isto ocorrerd porque, para cada n € N, a fung¢do

Un(t,x) =P, (t) dn(x), para cada (t,x) e [0,00)x € [0,L],
tem essa propriedade, por construg¢do.
A verificagdo deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

Para que a fung¢do u=u(t,x), dada por ([LZ1), venha satisfazer a condigdo (B),
deveremos ter:

= i b, sen (nTﬂ x) , (7.48)

para cada x € [0, L].

Ou seja, devemos saber expressar a fungdo f = f(x), como uma série de fungdes
do tipo ([CZ3), isto €, uma série de senos.
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2. Podemos aplicar as mesmas 1deias acima a sequinte situagdo:

Vamos 1maginar que o fio do problema anterior, estd isolado termicamente e que
suas extremidades ndo troquem calor com o meio ambiente.

Matematicamente, o problema acima corresponde a encontrar uma func¢do
u=u(t,x), para cada (t,x) € [0,00)x [0,L],

que satisfaz as sequintes condigbes:

ou 0%u

E(t,x) =32 Ppara cada (t,x) € (0,00) x (0,L) (7.49)
u(0,x) =f(x), para cada xe€[0,L], (7.50)
ou ou

or L) = i .
I (t,0) ™ (t,L) =0, para cada tel0,00) (7.51)

A condi¢do (CZJ) nos diz que a temperatura no ponto x € [0,L] do fio é igual a
f(x)° C.

A condigao (CZA) nos diz que os extremos ndo trocam calor com o meio ambiente.
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Observemos, inictalmente que, por questoes de compatibilidade, deveremos ter:

, %(m) com x=0 OW
/(o) ML Mg )

0

(53), com t=0 a_u
B ox

%(m), com x=L

= fl“—))
ou seja, f'(0)=f'(L)=0. (7.52)

(=3), com t=0

(0,0)

Do ponto de vista aplicado € razodvel procurarmos solugées u = u(t,x) na sequinte

classe
ue C'([0,00) x [0,L]; R) N C*((0,00) x (0,L); R), (7.53)

o que tmplicard que

(=)

f u(0,.) € C'([0,1]; R).

Como no caso tratado anteriormente (veja ([CI0)), procuraremos solugdes do pro-
blema do tipo

u(t,x) =9P(t)d(x), para cada (t,x) e [0,00) x [0,L], (7.54)
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1sto €, solugbes do tipo variaveis separadas.

Comecaremos tentando solugées do tipo actma para (CZ9), (ZE0) e posteriormente
utilizaremos (Z20).

De ([23) e (24) segue que

P e C([0,00); R)NC*H(0,00);R) e e CY([0,L];R)NC3(0,L);R). (7.55)

Estaremos interessados em solugbes nao constantes, isto €,
u(t,x) #C, para cada (t,x) € [0,00) x [0,L]
o que tmplicard que
P(t),d(x) #C, para algum te€[0,00) e xe€l[0,L], (7.56)

para qualquer C € R fizado.

Supondo que as fungdes P = P(t) e & = d(x) satisfagam ([=2H), de ([=4), para
cada (t,x) € (0,00) x (0,L), teremos:

ou (zzm) 0

E(RX) = a[ll)(t)d)(x)]
— (1) d(x) (7.57)
e
07u () 0
W(t’ ) = w[ll)(t)d)(x)]
— ()" (x). (7.58)

Substituindo (1) e (28) em ([CZ9), obteremos

V() d(x) =y(t) ¢ "(x), para cada (t,x) € (0,00) x (0,L1).

Dividindo a identidade acima por P(t) ¢(x), nos pontos de [0,00) x [0, L] onde este
€ diferente se zero, obteremos:

PAYOL) _ WO s cada (t,x) € (0,00) x (0,L).

V) b(x)  Y(t)d(x)

Como P(t),d(x) #0, em algun ponto de [0,00) x [0, L], seque que

V) ")
Y(t)  dlx) ]

para cada (t,x) € (0,00) x (0,L). (7.59)
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Como no caso tratado anteriormente (veja (1)), o lado direito da identidade
(C23), € uma funcdo de x, enquanto o lado esquerdo da mesma, € uma funcdo de
t.

Logo ambos os lados da identidade (L29) deverdo ser iguais a uma constante que
chamaremos de —A.

O motwo do sinal negativo serd tratado a seguir, como no caso anterior (veja

Portanto

VI 9
(1) o)

para cada (t,x) € (0,00) x (0,L).

Com 1sto obtemos duas Equagdes Diferencias Ordindrias (EDO), a saber:

P '(t) = —AYP(t), para cada te (0,00) (7.60)
¢ (x) =—-Adp(x), para cada xc (0,L). (7.61)

Impondo as condi¢ées (LET), teremos:

(z=3) Ou

b(t)$(0) =" ——(t,0)

0x
(==3) 0

= 0, )
ox
(=) P(t)d'(L), para cada te0,00). (7.62)

Como
Y(t) #0,

dividindo ambos os membros da identidade (CB2), por P(t), obteremos

$'(0)=0=¢ (L), (7.63)

ou seja, a funcdo ¢ = o&(x), deverd satisfazer o sequinte problema de wvalor de
contorno:

¢"(x) =—-Ad(x), para cada xe€ (0,L) (7.64)
$'(0)=¢'(L)=0 (7.65)
¢ € C'([0,L);R)nC([0,L]; R). (7.66)
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3. Afirmamos que

A€ (0,00) (7.67)
(em particular, A € R).

De fato, suponhamos que a func¢do ¢ = $(x) satisfaz ([B2D), (LH), (EBB), para
algum A € C.

Observemos que existem os limites laterias:
¢"(07) e $"(L7).
De fato, notemos que

$"(07) = lim ¢ "(x)

x—0T
(=) .
=" lim (A (x)]
=—A lim ¢(x)
x—07F
b € continua em x =0 - veja
0 B N g(0),
¢ "(L7) = lim ¢ "(x)
x—L-
= tim A (x)]
x—L-
— _A Lim b(x)
x— L=
¢ é continua em X = 0 - veja (ZTD) _a (I)(L) .

Logo podemos fazer os sequintes cdlculos:

L - L -
AJ (%) Bx) dx:J A ()] B0 dx
0 0
L
”J —"(x)] BOx) dx

0

L P
:—j & "(x) Blx) dx

0

integragdo:por partes _ { [q) ,(X) d)(x)

L
— o'W D - ¢'(0) $(0) —j /()P dx
w_/ O

(=3), (=)

_ JL &/ (x)P dx > 0. (7.68)
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Afirmamos que

L
J b /(x)?dx > 0. (7.69)
0
De fato, suponhamos, por absurdo que
L
| 1000 ax—o.
0

Como ¢ € C'([0,L]; R) seque que
¢'(x) =0, para cada xe€[0,L],

ou seja, a fungcdo ¢ = P(x) deveria ser constante, o que contraria ([Z23).

Assim . .
53
M oer e = | e e acS o
0 0
implicando que

A>0,
como afirmamos.
Em particular, A € R.
4. Observemos ainda que se
7\1 e 7\2

satisfazem o problema (ILB4), (B3), (CE3) e as fungdes

G1=di(x) e 2= dax)

sao duas correspondentes solugdes do problema acima, entdo:

L L
7\1J 1(x) $2(x) dx:j s o1 ()] B2 () dx
0 0

( ey )

L
= L —1 " (x)] $a(x) dx
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L S ——
—| o008 ex
0
x=L
X—O]

L
— | $1(L) $270 —1(0) $,700) —j 1) B2 7(x) dx
— ~—— 0

= =

integragdo por partes -7 ~
= [431 (%) b2 '(x)

L e
. L $1(x) $2 () dx

L
B | o0 PR bl dx
0
L
ek ?\ZJ $1(x) $2x) dx. (7.70)
0
Logo:
L L
M| 0080 ax S | a0l ax,
0 0
L
ou seja, (A7 —A) J G1(x) da(x)dx =0. (7.71)
0
Logo, se

A 7é A2 )
de (D), segue que

L
J 1) B2(x) dx = 0,

0
ou seja, a sfung¢des &1 = b1(x) e b, = dy(x) sdo ortogonais, relativamente, ao
produto interno de C([0,L]; C) definido por:

L [—
(f,q) = j (x) 9x) dx,

para f,g € C([0,L]; C).

5. Como
A>0,

temos que a solugdo geral da EDO ([ZBA) é dada por:

d(x) = a cos <\/XX> + b sen <\/Xx> , para cada x € [0,L], (7.72)
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onde a e b sGo constantes reais.

A wverificagdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor (visto na disci-
plina de EDQO)

Com 1sto, seque que

¢ (x) =) _ 4 VA sen (\/XX) + b VA cos <\/XX> , (7.73)
para cada x € [0, L].
Mas a funcdo ¢ = ¢(x), deve satisfazer:

como VA > 0, teremos: b=0

b(x) " g cos \/Xx> (7.74)
logo, — a VA sen <\/XL> = ¢ (L) =. (7.75)
Como
$(x) #C
seque que
a#0,
pois b =0.
Assim, de ([CH), seque que
sen (\/X L) =0,
ou seja, VAL = nm, para cada neN
1sto €,
n2
A=A, = T para cada n € N, (7.76)
e assim, de (@) e (7A), seque que
$(x) = pnlx)
n?
= Cos 5— X
nm
= Cos <TX) , para cada x€[0,L] e neN. (7.77)
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6. Para cada n € N, resolvendo a EDO (CE0), com (Zd), obteremos

nZ 2

Pt)=Pa(t)=e 2 ', para cada te[0,00). (7.78)
7. Obtivemos, para cada n € N, agindo da forma actma, solugées de ([CZ9) e (C2T),

da forma:

U,n(t,X) (:)

nm
para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].

Utilizando o principio da superposi¢cdo (infinita), tentaremos encontrar solugdes
do problema (), (Z34), (C=1), da forma:

u(t,x) = %ntzanun(tnc)

n=1

() a, >
() e (F) a? +Y aeF  cos (“T” X) ) (7.80)

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].

Observemos que se soubermos que a série de funcdes acima puder se derivada
parcialmente, termo a termo, uma vez em relagdo t e duas vezes, em relacdo a X,
a fungdo uw =u(t,x), dada por (Z20), ird satisfazer (ZA) e (ZI).

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Finalmente, para satisfazer ([C20), deveremos ter:

f(x) = u(0,x)

i n? n? Tt
G LV ()
n=1
Qb - nm
= 70 + ; a, cos <T x) , (7.81)

para cada x € [0, L].

Ou seja, devemos saber expressar a fungdo f = f(x) como uma série do tipo (ICZET),
1sto €, uma série de cossenos.
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8. Uma outra situagdo, é o estudo da temperatura em um fio, cujo fluzo de calor nas

extremidades do fio seja proporcional a temperatura nas extremidades do mesmo.

Matematicamente, em uma versao simplificada, o problema acima corresponde a
encontrar um afun¢ao

u=u(t,x), para cada (t,x) € [0,00) x [0,L]

que satisfaga:

ou o*u

a—t(t,x) = a—xz(t,x), para cada (t,x) € (0,00) x (0,L) (7.82)
u(0,x) =f(x), para cada x€[0,L] (7.83)
g—:(t,O) +u(t,0)=0= ?)_;L(t’[') +u(t,L), paracada te€[0,00). (7.84)

Agindo como nos dois casos anteriores, ou seja, aplicando o método da separagao
de varidveis, podemos mostrar que, neste caso chegaremos a seguinte erpressao
para as solugdes do problema (C22), (Z23), (24):

2.2
nont oy

u(t,x) = % + i e 2 [an cos <%t x) + b, sen (TLTTC x)] , (7.85)
n=1

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].

Observemos que se soubermos que a série de funcdes acima puder se derivada
parcialamente, termo a termo, uma vez, em relagdo a underlinet, e duas vezes,
em relagdo a x, em (0,00) x (0,L), entdo a fungdo u = u(t,x), dada por (=Z3),
1rd satisfazer (C232) e

eqrefE2.

Para satisfazer (C23) deveremos ter:

f(x) = w(0,x)

S oy n () v ()

n=1
— % + i [an cos (nTﬂ x) + b, sen <nT7T x)} , (7.86)
n=1

para cada x € [0, L].

Ou seja, devemos saber expressar a fungdo f = f(x) em uma série do tipo ([CZ3),
1sto €, uma série de senos e cossenos, também denominada de série de Fourier
associada a funcao f.

Isto nos motiva a estudar as fungdes que podem ser representadas nesse tipo de
séries de funcgdes.
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9. Podemos aplicar o método da separagcdo de varidveis para estudar outros tipos
de problemas, como por exemplo, o problema da corda de comprimento L > 0,
vibrante num plano com as extremidades presas.

Suponhamos que a corda acima, esteja estendida sobre o eixo dos Ox e que seus
extremos sejam

Neste caso, a funcdo, que denotaremos por
u=1u(t,x),
que nos fornece a deflexdo da corda, em relacdo a posi¢cao de repouso, sendo
f="f(x) e g=g9g(x), paracada xe€][0,L],

a posi¢cao wnicial da corda e a velocidade inicial de vibragcdo da corda, respec-
tivamente, entdo, matematicamente, a funcdo u = u(t,x), deverd satisfazer ao
sequinte problema:

0*u ,0%u

W(t,x) —cC W(t,x} =0, paracada (t,x)e€ (0,00)x (0,L) (7.87)
u(0,x) =f(x), para cada x € [0,L] (7.88)
0

a—t:(o,x) =g(x), para cada x € [0,L] (7.89)
u(t,0) =u(t,L) =0, para cada tel[0,c0). (7.90)

Notemos que, (C23) nos diz que a posi¢do da corda, no ponto x € [0,L], serd igula
a f(x), e (Z29), nos diz que e velocidade inicial, no ponto x € [0, L], serd tgual a
g(x), respectivamente.

Além disso, (ZA0) nos diz que as extremidades da corda estdo fizas.
A cosntante c > 0 depende do material com que a corda € feita.

A figura abaizo tlustra a situagdo acima.
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u(t,

T x
u(0,x) = f(x)
ou L

g(om):g(x}

x)

A EDP (IZZ2) actma, como vimos anteriormente, é a Equagao da Onda.

Essa equagdo é um exemplo importante de EDP’s do tipo hiperbdlico.

Podemos considerar outros tipos de problemas relacionados com a corda vibrante.

Eles aparecerdo nas listas exercicios.

Outro problema importante que podemos aplicar o método da separacdo de varidves
€ para encontrar uma fung¢do

aberto

u=u(x,y), paracada (x,y)eQ C R?,

que satisfaz as sequinte condigbes:

o*u 0?2
a—xz(x,yH—W(x,y}:O, para cada (x,y) € Q (7.91)
u|aQ =1 (7.92)

onde 0Q é a fronteira do conjunto Q, em R?.

O problema acima, como vimos anteriormente, ¢ o Problema de Dirichlet.

Também podemos considerar problema de encontrar uma fungdo

u=u(x,y), paracada (x,y) € Q CR?,

que satisfaz as sequinte condigbes:

o*u o*u
W(x,y}-&—w(x,y):o, para cada (x,y) € Q (7.93)
0

au\ao =, (7.94)
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onde Fo" denota a deriwada direcional na dire¢cdo do vetor normal unitdrio exterior
v

da fronteira de Q, em R?, como vimos anteriormente, é o Problema de Newman.

12. Esses dois ultimos problemas, aparecerdo nas listas de exercicios para serem tra-
tados nos casos em que

Q= (a,b) x (c,d),

ou seja,o interior de um retangulo em R?, e no caso em que
Q= {(x,y); ¥ +y* <R},

ou seja, o interior da circunferéncia de centro na origem (0,0) e tem raio igual
aRe (0,00) fizado, em R?, respectivamente.

Passaremos, a seguir, a estudar as fungdes que possuem representdo na forma (I28).

7.3 Os Coeficientes de Fourier e a transformada de Fou-
rier

Comecaremos tentanto responder a 2.“ questdo colocada no inicio do capitulo (veja (2)),
isto é, sabendo-se que a fungdo f pode ser representada por uma série de fungdes do tipo
(3), como deverdo ser os coeficientes a,, € by, paracada m € {0(jUNen € N ?

Para isto, introduziremos uma classe de funcdes que nos ajudard a tratar da resposta a
essa pergunta.

Defini¢ao 7.95 Dado ¢ € R, diremos que uma func¢do a wvalores reats (ou comple-
zos), de variduel real, f: I\ {c} - R (ou C), onde I é um intervalo de R, tem uma
descontinuidade de 1.% espécie em x =c, se a fung¢do f nao for continua em x = c,
mas existem, e sdo finitos, os limites lateriais

lim f(x) e lim f(x).
x—ct X—c™

Neste caso, denotaremos por

f(ct) = lim f(x)

x—ct

e f(c™) = lim f(x). (7.96)

X—C

A figura abaizo ilustra a situag¢do acima, para o caso da fungdo f ser a valores reais
(isto &, f:I\{c} — R).
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f(cf) /\

e b /\f

Na situagdo acima, diremos que a fung¢do f é continua por partes em I (ou seccio-
nalmente continua em [), se em cada intervalo (a,b), contido em I, a fungdo f, tem,

no mdzrimo, um numero finito de pontos de descontinuidade de 1.“ espécie.
A figura abaizo ilustra a situagcdo acima, para o caso da funcao ser a valores reais.

R

O congunto formado por todas as fungdes, a valores reais (respectivamente, valo-
res complezos), continuas por partes (ou seccionalmente continuas) em I C R, serd
indicado por

SC(I; R) (respectivamente, SC(I; C)). (7.97)

Observacao 7.98

1. Do ponto de vista geométrico, dizer que uma funcao f tem uma descontinuidade
de 1.“ espécie em x = c € equivalente a dizer que a representagdo geométrica do
seu grdfico tem um salto finito, em x =cC.

2. Do ponto de vista geométrico, dizer que uma funcao f é continua por partes em 1 é
equivalente a dizer que a representa¢do geométrica do seu grdfico tem um numero
finito de saltos, em cada intervalo (a,b) contido em 1.

3. Notemos também que se f, g € SC(I; R) (respectivamente, SC(I;C)) e x € R
(respectivamente, C) entdo (f+g), («f) € SC(I;,R) (respectivamente, SC(I; C)),
15to €,

SC(I; R) (respectivamente, SC(I; C))
é um espaco vetorial sobre R (respectivamente, sobre C), quando munido das
operagbes usuats de adi¢do de fungbes e multiplicacdo de niumero real (respecti-
vamente, complezo) por uma funcgdo.
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A seguir exibiremos alguns exemplos importantes de seccionalmente continuas definidas
em [ =R.
Exercicio 7.99 Considere a fung¢ao f: R — R dada por

1, para x € [0,m)
f(x) =< —1, para x € [—m,0)
f(x +2m) = f(x), para cada x € R

(7.100)

Mostre que a funcgdo f é seccionalmente continua (ou continua por partes) em R.

Resolucgao:
Notemos que os pontos de descontinuidade da fungdo f serdo somente os pontos da forma

x =km, paracada keZ.

Observemos que em cada um desse pontos a funcdo f tem um ponto de descotinuidade
de 1.¢ espécie pois, para cada k € Z, existem os limites laterais

lim f(x) e lim f(x).
x—(km)* x—(k7m)—

De fato, se k € Z for par, isto é,

k=2m ©paraalgum meZ,

teremos que:
lim f(x)= lim f(x)
x—(k7m)t x—(2mm)t
x€(2mm,2 (m+1)m), logo, (T0D) 1

li f(x) = f
XH%]{,I}I)_ (X) XH(%ITTI}T[)_ (X)

x€((2m—1) m,2mm), logo, (FID) 1

Por outro lado, se k € Z for impar, isto é,

k=2m+1 paraalgum meZ,

teremos que:
lim f(x) = lim f(x)
x—(k7m)t x—[(2m+1) )+
x€(2m+17,2(m+1)7), logo, (FT) 1
1

lim f(x) = lim f(x)
x—(k7m)— x—[(2m+1) )~

x€((2m)m,(2m+1) m), logo, (ET0D) 1
)
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mostrando que a funcdo f tem um ponto de descontinuidade de 1.“ espécie no ponto x =k,
para cada k € Z.

Logo em qualquer intervalo limitado [a, b], a fungdo f terd, no maximo, um nimero finito
de pontos de descotinuidade de 1.% espécie, pois em cada intevalo [a,b] existe, no méximo,

um numero finito de pontos do tipo x = km, para cada k € Z.
O

Observagao 7.101 A funcgdo f do Exemplo (C99), serd denominda onda quadrada.
A representagdo geométrica do grdfico da fungdo f do Ezemplo (@) € dada pela
figura abaizo.

= Y

-3t —2n =TT 4 27 37

Onda Quadrada

Outro exemplo importante é:

Exercicio 7.102 Considere a fungdo f: R — R, dada por

| x para x € [—7, )

f(x) = ’ . 7.103
(x) { f(x+2m) =f(x), para cada x € R ( )

Mostre que a fungdo f é seccionalmente continua (ou continua por partes) em R.

Resolucao:
Notemos que os pontos de descontinuidade da fungao f serdo somente os pontos da forma

x=(2k+1)m, paracada keZ.

Observemos que em cada um desse pontos a funcdo f tem um ponto de descotinuidade
de 1.¢ espécie pois, para cada k € Z, existem os limites laterais

lim f(x) e lim f(x).
x—[2k+1)w]* x—[2k+1)7]—
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Como a fungdo f é 2 t-periddica basta estudarmos os pontos de descontinuidade da fungao
no intervalo [—7, 71}, ou seja, nos pontos

—7 e 7.
Notemos que
se x€ (m,3m), segueque: f(x) = X—27 (7.104)
. (=)
se x€(=3m,—m), segueque: f(x) = x+2m (7.105)
Logo
lim f(x) XE(m3m), logo, (T) lim (x — 2 7)
X—7rt x—mt
= —7'[’
lim f(x) xelmmom), loge, (B0) .«
X—7T X—7T
= 7'[)
e
lim f(x) <R iy
x——T7t x——7t
e —7'(’
hm f(x) €T () (x4 27)
X——T0" X—TT
= 7'[,

mostrando que a fungdo f tem um ponto de descontinuidade de 1.% espécie no ponto x =
(2k + 1) 7, para cada k € Z.

Logo em qualquer intervalo limitado [a, b], a fungdo f terd, no maximo, um nimero finito
de pontos de descotinuidade de 1.% espécie, pois em cada intevalo [a, b] existe, no méximo,
um numero finito de pontos do tipo x = (2k + 1) 7, para cada k € Z.

OJ

Observagao 7.106 A funcdo f do Exemplo (1102), serd denominda onda dente de serra.

A representagdo geométrica do grdfico da fungdo f do Exemplo (I02) é dada pela
figura abaizo.
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Onda Dente de Serra

Temos também o:

Exercicio 7.107 Considere a fung¢do f: R — R, dada por

1—, para x € (0, 00)
flx) =4 © . (7.108)

0, paraxé€ (—o0,0]

Mostre que a fungdo f nao € seccionalmente continua (ou continua por partes) em
R.

Resolucao:
De fato, a fungdo f tem um, tinico ponto de descontinuidade, que é o ponto x = 0.
Notemos que no ponto x = 0 a fungdo f tem uma descotinuidade que nao é de 1.° espécie,
pois nao existe

1
lim f(x) = lim — (= +o0).
x—0+ x—0+ X

A figura abaixo nos fornece a representacao geométrica do grafico da fungao f.

Yoy

Observacao 7.109
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1. Notemos que, uma fun¢do seccionalmente continua em [a,b] nao precisa, neces-
sariamente, estar definida em todo o intervalo [a,b] mas apenas em uma reunido
finita, do tipo

N
(%5, %5-1)
j=0
onde x; € [a,b], para cada j €{0,1,--- ,NL
Além disso, para cada j €{1,2,--- ,N}, deverd ser uma fungdo continua no inter-

valo aberto (x;j,Xj_1) e existirem, e serem finitos, os limites laterats

lim f(x) e lim f(x).

x—x;+ X=X~

Essas observagdes serdo importantes para incluirmos as deriwvadas de fungdes (a
valores reais ou compleros), cujas representacdes geométricas dos grdficos sdo
formadas, por exemplo, por poligonazs.

A figura abaizo ilustra a situag¢do acima, para o caso da func¢do considerada, ser
a valores reais.

a = Xxo X1 X2 X3 X4 b = x5

2. Observemos também que, toda func¢do f seccionalmente continua em [a,b] € uma
fungdo limitada em [a,b], isto €, existe M € (0,00) tal que

If(x)] <M, para cada x € [a,b]. (7.110)

De fato, como a funcdo f € seccionalmente continua em [a,b] seque que existem,
no mdzimo, um numero finito de pontos x; € [a,b], para j € {0,1,2,--- N}, de
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N
modo que a fung¢do f € continua em U(XH ,Xj) e, além disso, existem, e sdo
=1

finitos, os limites laterais

lim f(x) e lim f(x),
x—x;+ X=X~

excetuando-se, eventualmente, se x, = a e xy = b que, neste caso, seriam consi-
derados, nos extremos do intervalo [a,bl, os limites laterias

lim+ f(x) e lirglf f(x)

serem finitos.
Assim, para cadaj € {1,2,---,N}, a restrigao da funcdo f a cada um dos intervalos

abertos (xj_1,%;), que denotaremos por

F=f

‘(x]-71 ,Xj) )

pode ser estendida a uma fungdo continua no intervalo [x;_1,%;], definido-se

F(xj-1) = lim+ f(x) e Flxp)= lim f(x),
X—Xj X—2Xj4+1

e portanto esta serd uma funcao limitada nesse intervalo, tmplicando que a funcgdo
f também serd uma funcdo limitada nesse intervalo.

Como temos somente N intervalos desse tipo, seque que a fungdo f serd uma

fungdo limitada em [a,b].

Notemos também que toda fungdo f: 1 C R — R (respectivamente, C) continua
em 1, serd uma funcdo seccionalmente continua em I, ou seja,

C(I; R) € SC(I; R) (respectivamente, C(I; C) C SC(I; C)).

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Para finalizar temos que toda fungdo f : [a,b] — R (respectivamente, C), que é
seccionalmente continua em [a,b], serd uma funcdo integrdvel em [a,b].

A verificagdo deste fato serd deizada como ezercicto para o leitor (visto em Cdlculo

1).

Definicao 7.111 Dadas as fungées f,g:[a,b] — R, seccionalmente continuas em [a,b]

(isto €, a valores reais), definiremos

(fy9) irf(X)g(X) dx € R, (7.112)

a
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ou seja,
(+,-) : SC(la,b]; R) x SC([a,b]; R) — R,

dada por (I132).
Se as fungées f,g : [a,b] — C sdo seccionalmente continuas em [a,b] (isto €, a
valores complezos), definiremos
b

(fy9) iJ f(x) g(x) dx € C, (7.113)

onde, se
ZL=A+iBeC,

com A,B € R, entdo definimos
Z=A—Bi, (7.114)

dito conjugado do niimero complexo Z, ou seja,

(-,-) : SC([la,b]; C) x SC([a,b]; C) = C,

dada por (I13).

Com isto temos as seguints propriedades de (-, -):
Proposigao 7.115 A fungdo (-,-) : SC(la,b]; R) x SC([a,b]; R) = R (respectivamente,
(+y:) : SC(la,b]; C) x SC([a,b]; C) — C) tem as sequintes propriedades:

Se f, g, h € SC([a, bl; R) (respectivamente, SC([a,b]; C)) e x € R (respectivamente,
C), temos que:

1. (x-f+g,h)=«a (f,h)+(g,h), (7.116)
2. (f,g) =(g,f) (respectivamente, (f,g) = (g,f)), (7.117)
3. (f,f) >0. (7.118)

Demonstracao:
Faremos a demonstragdo para o caso (-,-) : SC([a,b]; R) x SC([a,b]; R) — R.
O caso relacionado a fungdes a valores complexo, serd deixado como exercicio para o leitor.
De 1.
Notemos que:

— b
(- f+4g,h) = )J (af+ g) (x) hix) dx

a

b
:J [ocf(x) + g(x)] h(x)dx

a

b
propriedades da integral definida ~ J
a

(T3
= “<f>h>+<9)h> y
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mostrando a validade da identidade (ZT18).

Observmeos que

(f,g) =

b
propriedades de R J

== Jb f(x) g(x) dx

a

g(x) f(x) dx

(T3
= <g,f> y

mostrando a validade da identidade (IZTT72).

Notemos que:

b ) propriedades da integral definida
=1 f°(x) dx > 0,
@ —~—
>0

mostrando a validade da identidade (TTH), completando a demonstragédo do resultado.

O

Observacao 7.119

1. A funcao

(-y-) : SC(la,b]; R) x SC([a,b]; R) = R,

dada por (I1A) (respectivamente, (-,-) : SC([la,b]l; C) x SC([a,b]; C) — C, dada
por (I13) € quase um produto interno no espago vetorial real (respectivamente,
complezo) (SC([a,bl; R),+,-) (respectivamente, (SC([a,b]; C),+,-)), onde + de-
nota a operacao usual de adi¢do de funcgdes e - denota a operagdao multiplicagcao
de numero real (respectivamente, complezo) por uma fungdo.

Para a fungdo (-,-) ser um produto interno mo respectivo espago vetorial, ela
teria que satisfazer, além das propriedades da Proposi¢do (CI13) (ou seja, (111),
(C112) e (113)), também deveria satisfazer a seguinte propriedade:

se f € SC([a,b]; R), entdo (f,f)=0 se, e somentese, f=0,

(respectivamente, em SC([la,b]; C)).
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Mas essa propriedade nao vale em SC([a,b]; R) (respectivamente, SC([la,b]; C)),
como mostra o sequinte exemplo:

Considere a funcdo f:[0,1] —» R, dada por

f(x)z{o’ para x € (0,1 (7.120)

1, para x=0

Observemos que f € SC([0,1]; R) e

1
Cdlculo I

f2(x)dx ““=°70,

(Tm3) com a=0 e b=1
(£,0) e

0

mas
f£0.

Mesmo assim, a fungdo (-,-), dada por (CI12) (respectivamente, (I13)) desem-
penhard um papel inportante na determinag¢dao dos coeficientes

an € by, para me{0}JUN e neN,
que aparecem na expansdo (), assoctada d fungao f, como veremos mazis adiante.

2. Notemos que a fungdo (-,-), dada por (II2) (respectivamente, (I13)), satisfaz
a desiguladade de Cauchy-Schwartz, isto ¢,

Dadas f,g € SC([a,b]; R) (respectivamente, SC([a,b]; C)), seque que

[(Fy g L <[l gl (7.121)
onde || - || : SC([a,b]; R) — R (respectivamente, ||- | : SC([a,b]; C) = R), dada por
Il = V(£ ), (7.122)

para f € SC([a,b]; R) (respectivamente, f € SC([a,b]; C)) que serd denominada
semi-norma da funcao f, associada a fungao (-, -).

Faremos a demonstracao da desigualdade acima para o caso de fungdes a valores
reais, 1sto €, em SC([a,b]; R).

O caso relacionado a fungées a valores complezo, isto €, em SC([a,b]; C), serd
deizado com exercicio para o leitor.
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Notemos que, dada A € R\ {0}, sabemos que

(TI3)
0 < (A-f+g,A-f+g)

EINL N A9 A (g,f)  +(9,9)
N

(m):casoreal
=N (f,f)+2A (f,g)+(g,9)
(=)
= [IflI2A2+2(f,9) A+lgll % (7.123)

(f,9)

Logo o trinémio do 2.0 grau a direita deverd ser nao megativo, para todo A €
R\ {0}, para que isto acontega € mecessdrio e suficiente, que o discriminante, que
indicaremos por A, do trinémio do 2.0 grau a direita deverd ser nao positivo, isto
é

A<O0,

ou seja,

(=)

0>A 4 (f,9)" =4I *llgl,

que dwidindo por 4, implicard em
[(F 90 < IIfll gl
como queriamos demonstrar.

3. Como consequéncia de (LI20), temos que a fungdo || -| : SC([la,bl; R) = R (res-
pectivamente, ||-|| : SC(la,b]; C) — R) satisfaz a, assim denominada, desigualda-
de triangular, ou seja:

1T+ gll < lIf][ + 19l (7.124)
onde f,g € SC([a,b]; R) (respectivamente, SC([a,b]; C)).
De fato, notemos que

(=)
If+gl> =" (f+9g,f+9g)

(T3)

=" (f,H)+(f,99+ (9,f) +(9,9)
——

(=TT3) caso real

(f,9)
(T=273)

= Ifl12+2 (f,9) +llgll?
< |12+ 21(f, g)l + [lgll *

(zzm))
< [IF1*+ 210l ligll + llgll*
= (Ifll +llglD*
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mostrando que
1T+ all < IIfll + gl

como queriamos demonstrar.

4. Além disso 'uale o assitm denominado Teorema de Pitagoras, ou seja, se f,g €

SC(la,bl; R) (respectivamente, SC(la,b]; C)), entdo
(f,g) =0 se, e somente se, ||f+gl?=]f]*+]|g|? (7.125)
It + glI> = [If]* + llglI® (7.126)

De fato, notemos que

(=)
If+gl* = (f+g,9+9)

=0+ (F,9+  (9,f)  +(g,9)
~——

(E22)_caso reat
=061+ 2 4, 9) + gl (7.127)
Logo, de (CIZ3), seque que
(f,g) =0 se, e somente se, |[f+gl?=]f]*+]g|?
como queriamos demonstrar.

A segui exibiremos algumas propriedades gerais de integrais definidas de algumas classes
de funcbes especiais, que serdo importantes no calculo dos coeficientes

a, e b,, para me{0JUN e meN
na expressdo (3).

Observagao 7.128 Seja L € (0, 00) fizado.
Observemos que:

1. Se a funcgdo f: R — R (respectivamente, f: R — C) é 21— periddica, ou seja,

f(x+2L) =f(x), para cada x€R, (7.129)
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e € integrdvel em [—L,L], seque que

JZLf(x) dx = JLL f(x) dx.

0

Em geral, para cada x, € R fizado, temos:
Xo+L L
J f(x) dx:J f(x) dx.
-

De fato, notemos que

2L L

f(x) dx—!—J f(x)dx.

L 0
propriedades da wintegral definida
J f(x) dx =
—L 2L

—L

f(x) dx + L

Aplcando mudancga de varidveis na integral definida, obteremos:

y=x—2L, logo: dy=dx

L : L
asstm x =y +2L J‘
f(x) dx = = f 21)d
LL (x) dx x=2L, logo: y=20 0 (y+2L)dy
x =1L, logo: y=—L
-L
(:)J fly) dy
0
0
:_J fly) dy.
L

Substituindo (I33) em ([CI33), obteremos

JLL f(x)dx = JOL f(x)dx + JOZL f(x) dx — JOL f(x) dx

2L
= J f(x) dx,
0

mostrando a validade da identidade (ZI30).

(7.130)

(7.131)

(7.132)

(7.133)

(7.134)

A wverificagdo da identidade (CIZ0) serd detzada como exercicio para o leitor.

Suponhamos que a funcgdo f:[—L,L] = R (respectivamente, f:[—L,L] —» C) é uma

funcgdo par, isto é,
f(—x) = f(x), para cada x € [—L,L].

e wntegrdvel em [—L,L].

(7.135)
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Entao teremos . .
J f(x)dx =2 J f(x) dx. (7.136)
L

De fato, notemos que

f(x) dx + JL f(x) dx. (7.137)

L 0
propriedades da wintegral definida
J f(x) dx =
—L 0

-L
Mas, de uma mudancga de varidveis na integral definida, obteremos:

y=—x, logo :dy=—dx

0 : 0
assim : x = —y
f(x) dx = — | f(—y)(~a
JL (x) dx x— L. logo:y=L > L (—y) (—dy)

x=0, logo:y=0

0

=3

(:)_J fly) dy
L

L
propriedade da integral definida J

f(y) dy, (7.138)
0

ou seja,

0 L
J f(x)dx = J f(x) dx. (7.139)
-L

Portanto, substituindo ([CI39) em ([CI31), teremos

JLL f(x) dx = LL f(x) dx + LL f(x) dx

L
= ZL f(x) dx,

como queriamos demonstrar.

3. Suponhamos que a fungdo f: [—L,L] — R (respectivamente, f: [-L,L] — C) seja
uma funcao impar, isto €,

f(—x) = —f(x), para cada x € [-L,L], (7.140)

e integrdvel em [—L,L].
Entdo, teremos

JL f(x)dx =0. (7.141)
-1
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De fato, observemos que

f(x)dx + JL f(x) dx. (7.142)

L 0
propriedades da integral definida

J f(x) dx = J

—L 0

L
Mas, de uma mudancga de varidveis na integral definida, obteremos:

Yy =—x, logo: dy=—dx
0

0 assim: x =—Y
| ixax = < X o y 1 > = |t ey

x =0, logo: y=0
(lr:zcn)_JL

f(y) dy,

0
ou seja,

0 L
J f(x)dx = —J f(x) dx. (7.143)
L 0

Portanto, substituindo (C1Z3) em ([CIZA), teremos

JLL f(x)dx = —JL f(x) dx + LL f(x) dx

como queriamos demonstrar.

4. Lembremos que se f,g : [-L,L] — R (respectivamente, f,g : [-L,L] — C) séao
fungdbes pares, entdo as fungoes
f
f- 9, f+ g, f— 9, € a

(na dltima, onde ela estiver definida) também serdo fungdes pares.

Por outro lado, se as fung¢do f,g:[—L,L] — R (respectivamente, f,g:[—L,L] — C)
forem fung¢des impares, entdo as fungoes

(esta dltima, onde estiver definida) serdo fungdes pares e as fungées
f+9g e f—g

serao fungdbes impares.
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Por fim se a fungdo f:[—L,L] = R for uma fung¢do par e a fungdo g:[—L,L] > R
for uma funcao impar (respectivamente, f,g:[—L,L] — C) entdo as fung¢des

f-g e -
g
(esta dltima, onde estiver definida) serdo fungdes impares.

As demonstragdes destes fatos serdo deiwxadas como exercicio para o leitor.

5. No resultado que vem a seguir, precisaremos das sequintes relacdes trigonométricas:

cos(a+b) =cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b) (7.144)
cos(a —b) =cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b) (7.145)

Notemos que, somando-se (1Z4) com ([CIZ3), obteremos

cos(a) cos(b) = cos(a +b) —chos(a—b) (7.146)

e subtraindo-se (C1Z4) de ([C1Z3), teremos

~ cos(a—b) —cos(a+b)

sen(a) sen(b) = 3 . (7.147)

Além disso,
sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a) (7.148)
sen(a —b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a) (7.149)

Notemos que, somando-se (1Z3) com ([CIZ9), obteremos

sen(a) cos(b) = sen(a +b) ; sen(a—b)- (7.150)

A seguir definiremos duas familias de fung¢des que serdo muito importantes no estudo das
fungdes que podem ser expandidas em uma série de fungées do tipo (Z3).

Definicao 7.151 Para cada n € N, definiremos a fung¢do ¢, : R — R, dada por

bn(x) = sen (TLTW x) , para cada X € R, (7.152)

e para cada m € {0}UN, definiremos a fun¢do ¥, : R — R, dada por

P (x) = cos (%t x) , para cada X € R. (7.153)
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Estas duas familias de fungdes tém as seguintes propriedades:
Proposicao 7.154
1. Para cadan € N, as fungées P e ¢ sao %-pem’o’dicas.
Em particular, todas elas serao 2 L-periddicas;
2. Para cada n € N, a fungdos ¢ € uma fungdo impar,
3. Para cada m € N, a fungdo V., € uma fungdo par;

4. Valem as seguintes i1dentidades:

0, para k,m € {0}JUN, com k#m
(b, bm) =< L, para k=meN : (7.155)
2L, parak=m=0
(U, dn) =0, para me{0}JUN e neN; (7.156)
0, paran,jeN com n#j
(@n, by) {L, paran=j €N ( )
Demonstragao:
De @.:
Seja n € N e consideremos
2L
T, (7.158)
n
Para a fungdo ¢, teremos:
Para cada x € R, temos que
nm
On(x+T) =) sen [T (x + T)}

(T=3) {nn ( ZLH
="sen|— | x+—
L n

n7
=sen(—x+2m
L
sen é 2 m-periédica nm
= Sen T X

= pa(x).

Logo o niimero real T, dado por (158), € um periodo para a fungéo ¢,.
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Por outro lado, notemos que se T’ € (0, 0o) é um outro periodo para a fungéo ¢, entéo,
para cada x € R, deveremos ter

Gn(x +T') = dulx
de (ZI=2), teremos sen [ (x+T) ] en ( ) y

de ([1ZR), segue que sen ( ) < >
+ cos ( x) ( ) = sen (nTﬁ x) . (7.159)

Tomando-se

na identidade (Z159), obteremos:

sen (;) cos (nTﬂ T’) + cos (g) sen (TLLHT ) = sen (g) ,
=0 =1 =0
isto é, cos <nTﬂ T’) =1,

logo, nTT(T’ =2k,

para algum k € Z.

Portanto

ZL -y
T =k = =T,
n

para algum k € Z, mostrando que T, dado por (I53), é o perfodo fundamental da
fungdo ¢, para cada n € N.

Para a fungdo y,:

Para cada x € R, temos que

(=)

Pn(x+T) cos [M (x + T)]

L

r-ln: |:m7'[ < 2L):|
='cos|— [x+ —
L m

mri7t
=cos (——x +2n
cos é 2m-periédica mr7t
= (e{0)

T "

= P,
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Por outro lado se T’ € (0,00) é um outro periodo para a fungéo V., entéo, para cada
x € R, deveremos ter

U (X+T) Um(x)
de (I23), teremos  cos [ (x + T’)] ( ) ,

de ([CTZ3), segue que Cos ( x) oS < >
+ sen (Tﬂ x) sen (Tﬂ T’) = cos (%t x) . (7.160)
Tomando-se
L
X=—
m

na identidade (TE0), obteremos:

cos(7) cos (M T’) + sen(7) sen (M T’) = cos(m),
isto é, cos (% T’) =1,
logo, %T’:an,

para algum k € Z.

Portanto oL
T == T,
n

mostrando que T, dado por (ZIE3), é o periodo fundamental da fungédo {, para cada
n € N, completando a demonstragdo do item 0. .

Observemos que, para cada n € N e x € R, temos que:

Pu(—x) = sen [nTﬂ (—X)]
sen é uma f:ungéo fmpar sen <nT7T X>
=2
( = : —bn(x),

mostrando que a fungdo ¢, € uma fungdo impar, completando a demonstragdo do item
Q. .
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Observemos que, para cada m € N e x € R, temos que:

(=3) mr7t
(=) = cos [T ()]
cos éumaéungéo par <m7'( )
Ccos —L X

= (),

mostrando que a fungdo P, é uma fungdo par, completando a demonstragdo do item
a. .

De @.:

Notemos que, para k, m € N, teremos:

) (*
Wiy o) 0| Wrelx) W (x) dx

J—L

@) [ o (KT mn

= J_Lcos< i x) cos( 3 x) dx

(=) "] Cos kﬂx+mﬂx + cos kﬂx—mﬂx dx

o J1 2 L L L L

1 (t k k—
=5 J ) [cos (%x) + cos (ﬁx)] dx. (7.161)

Logo, se k # m, segue que:

L
(P, Yim) = % J_L [cos (m x> + cos (m{ x)] dx

L
Teorema Fundamental do Célculo 1 { sen |:(k + m) Tt :| L

2 L k+m)m

x=L
x=—L

{sen[(n +m) n] — sen[(k + m) (—m)]}

—L

{(k—m)ﬂ ] L
+ sen X (

L k—m)m

1
ZZ{(k+m)7r

+ ﬁ{sen[(k —m) ) — sen[(k —m) (—W)])}}

=0. (7.162)
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Se k =m € N, teremos:

L
(i) =5 | fcos (MX)HOS wr ||,

1 (* 2nm
=5 JL {cos (Tx> + 1} dx

Teorema Fundamental do Célculo 1 2 mrTt L
= = | s€
L 2mm

x=L

5 —I—x}

x=—L

= 1 L sen(2mm) +L — sen(—2mm) —L
-0 =0

=L.

Se k =m =0, teremos:

(c=3) 1 L
oy Yo = 3 24d
(o vthe) =3 [ 20x

=21,

com isto completamos a demonstragdo de (I55).

Por outro lado se n,j € N, teremos:

L
(P p) B )j ulx) y(x) dx

—L

2
=1 (02 (28]
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Se j =n € N, teremos:

=0

(0 ¢)(":E>1JL os | (mT T _COS(MX)
ny n 2 7L I__ L

~~
=1

=3 [ e ()

Teorema F‘undan_mntal do Ca’.lculol X — CO8 ZnTEX L =L
N 2 L 2nm| |
1 2nm L 2nm L
=5 { [L—cos( T L) ZnH} — [(—L) — cos (—(—L)) —Znﬂ}}
1 L L
==¢|L=cos(2nm) —| — [-L—cos(—2nmn) —
2 2nm ————2nT
=cos(2n )
1 L
= = L—cos(2nm) —— | — |-L—cos(—2nm) ——
2 —_——— 2nm —_——2nT
=1 =1
1 B L o L
2 2nm 2nm
=L

mostrando (IE3).

Por outro lado j # n, teremos:

L . .
o L (505 e (2505

=0.

A verificagdo da 1ltima igualdade acima é semelhante ao que fizemos em (I532) e assim,
deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
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Além disso, se n € {0}UN e m € N, segue que

(D)

L
(D s o) L D (x) o x) dx

L
(m);(m)J cos (—nﬂx) sen (—mﬂx) dx
1 L L
(=) JL 1 nm mm nm mmt
= —[sen(—x+—x>+sen<—x——x)] dx
12 L L

L L
= JL {sen {m x} + sen {w x} } dx. (7.164)
L L L

Se n # m, segue que:

(Uny dm) = %Jl { sen [mfm)ﬂ x} + sen [w x} } dx

N —

Teorema Fundamental do Calculo 1 oS (Tl + m) Tt X L x=t
B 2 L m+m)m | _
cos MmM—m)m N L =L
L m—m)m | _
Exegicio 0
e, finalmente, para n = m € N, teremos:
( =0
' ( ) ( g )
(W s ) J sen {M X} bosen | T g
1 L L
\
102 1 L 2
= )—J sen( nﬂx) dx
2 L
Teorema Fundamental do Célculo 1 2 nrw L =t
= —= 7.165
2°°S( L ) Inm| | (7.165)

Exercicio 0

)

mostrando (I5H) e completando do item B. e do resultado.

Observacao 7.166
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1. Suponhamos que a fung¢do f:[—L,L] — R pode ser representada por uma série de

fungdes do tipo

f(x) = % + ; [an cos (nTﬂ x) + b, sen <nTT[ x)] , (7.167)
para cada x € [—-L,L], que, de (I53) e (Ix2), é 0 mesmo que escrever
f(x) = )+ Z [an W (x) + by dn (x)] (7.168)
Formalmente, notemos que:
(=) [ ao =
<f l'l) > <7¢0+;[an¢n+bn¢n]>wo>
odo cuidado! ao
fode BB 20 (g +Z G (n s o) +ba {Or, o)
W—/
(=== >2L cf% =3,
a
=22
> L
—a,L, (7.169)
ou seja,
1
ao = < (F, o)
] L
ez _J £(x) Wy (x) dx
Ll
1 L
= —J f(x).dx (7.170)
L)y
De modo andlogo, se m # 0, temos:
ao =
<f)d)m> = <?1l)o + ; [anlbn + b d)n] »ll)m>
odo cuidado! Qo —
tod :d ! 7 <ll)o )1l)m> +Z an <ll)n»1|)m> +bn <¢nall)m>
~— e ~— ~—
(==3) com m;éOO O ,_;
(@==3) com im0 | V' sen#m
L, sen=m

(7.171)
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ou seja, para m € N, teremos

am = % <f»1l)m>
L
=1 jL () () dx
1 L
(=) T JL f(x) cos <m_L71 x) dx. (7.172)

Finalmente, para k € N, temos:

<f»d)k> = <%1\bo +Z [an Pn + by $ul )d)k>
n=1

o0

odo cuidado! Qo
tod :d 4 ,_ <¢0)¢k>+Z[an <1-|)n)d)k> +bn <¢n)d)k> ]
2 ~— - ~— ~—
=" =" == 0, sen#k
L, sen=k
=byL, (7.173)
ou seja, para k € N, teremos
) 1
bk( = i<f>¢k>
) 1 (*
L] 000l ax
-
1t k
=) —J f(x) sen (—ﬂ x> dx. (7.174)
L) L

Conclusdo, de (OItd), (I2) e (IA), segue que os coeficientes da série de
fungées (CI87) (ou, equivalentemente, da série de fungdes ([CIGR)) serdo dados
por:

L
A = fJ f(x) cos (m—Lﬂ x) dx, para cada me{0}UN (7.175)
L

o1t k7t
by = T f(x) sen Tx dx, para cada k€ N. (7.176)
L

2. A obtengdo de (CIE) e (CIZA) for formal, isto €, sem o rigor matemdtico ne-
cessdrio com relagdo a convergéncia das séries de fungbes envolvidas.

Na verdade precisariamos justificar o “"todo cuidado!” mos cdculos acima.



7.3. OS COEFICIENTES DE FOURIER E A TRANSFORMADA DE FOURIER 337

3. Dada uma fungdo f : [-L,L] — R que seja integrdvel em [—L,L], seque que os
coeficientes ([IM) e (I7d) existem, e podemos considerar a série de fungées,
que denotaremos por S[f]:

SIfl(x) = % +§ [an cos (%t x) + b, sen (nTﬁ xﬂ , (7.177)
ou ainda,
I = o + ;[an Wn + by Pul, (7.178)

onde, para cada m € {0} UN, o coeficitente a., serd dado por (CT13) e, para cada
k € N, o coeficiente by serd dado por (LIZ3), e assim podemos pensar em estudar
a convergéncia da serie de func¢bes (CIZ4) (ou, equivalentemente, da série de
fungées (CTA)).

A formulas (CI73) e (CI7d), que nos fornecem expressées para os coeficientes na
série de fungdes (CI7A) (ou, equiavelentemente, da série de fungbes (CIZR)), sdo
denominadas férmulas de Euler-Fourier.

Com isto podemos introduzir a:

Definigcao 7.179 Sejam L > 0 fizado e f: [—L,L] —» R uma func¢do integrdvel em [—L,L].
A série de fungdes (CT7A) (ou, equivalentemente, da série de fung¢bes (CIZ3)), onde
os coeficientes A, e by sdo dados por (CI@) e (T7d), respectivamente, serd denomi-
nada série de Fourier associada a fun-cao f.
Os coeficientes an e by, dados por (I73) e ([CI7H), respectivamente, serdo ditos
coeficientes de Fourier associados a funcao f.

A seguir faremos algumas observagdes sobre as nogoes introduzidas acima.
Observacao 7.180

1. Se f € SC([-L,L]; R), logo serd uma funcdo integrdvel em [—L,L].

Portanto, existem os coeficientes de Fourier associados a funcao f, ou seja, os
coeficientes an e by, para cada m € {0}UN e k € N, dados por (CT7H) e (CI1@),
respectivamente.

2. Do itemd. da Proposi¢do ([CI=4), seque que cada termo da série de fungdes ([CIZQ)
(ou, equivalentemente, da série de fungées (CIZ8)) serd uma fungdo 2 L-periddica.
Logo se a série de fungdes (CIZA) (ou, equivalentemente, da série de fungdes
(TR)) for convergente, ela serd convergente para uma fung¢do que deverd ser
2 L-periddica em R.
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Em particular, se a fun¢do f € SC([—L,L]; R) tem a propriedade
f(—L) # f(L), (7.181)

nao poderemos esperar que a série de Fourier associada a funcao f, ou seja, a
série de fungdes ([CIZA) (ou, equivalentemente, a série de fungdes (CI73)), venha
a convergir para a fungdo f, em [—L,L], pois a f deveria possuir uma extensdo
2L-periddica a R, que denotatemos por F: R — R, e esta deveria satisfazer

f(—]_) Feé e:ctegdo de f F(—L)

F ¢ ZL-%eriédica F(—L + ZL)
=F(L)

Fé e:ctegdo de f: f(L)

b

contrariando ([CIZT).

Portanto, € natural estudarmos as séries de Fourier associadas d fungoes que estao
definidas em R e que sejam 21 -periddicas, ou ainda, se a funcgdo f:[—L,L] — R,
entao deveremos ter

f(—L) = f(L) (7.182)

e assim, se a série de Fourier associada d funcdo f, ou seja, S[f], for convergente

para a funcdo f, em [—L,L], entdo a série de fung¢ées S[f] ird convergir para uma

fungdo F: R — R, de modo que a funcao F serd a extensao 2 L-periddica da fungao
f aR.

Observemos que se a funcdo f:[—L,L] - R é uma funcdo integrdvel em [—L,L] e
for uma funcdo par entdo, para cada m € {0}UN, temos que a fun¢do

x — f(x) cos (%[ x)

também serd uma fungdo par e, para cada k € N, a fungdo
k
x — f(x) sen (Tﬂ x)

Logo, dos itens B. e @. da Observag¢do ([CIZ3), para cada m € {0} UN, teremos:

serd uma fung¢ao impar.

‘] F‘]_
am( = I _Lf(X) cos (m—Lﬂx>j dx
fungdo par
c=m) 2 (" mm
=72 | f(x)cos (7 x) dx (7.183)
L Jo L
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e, para cada k € N, seque que

1 (* k
by () T J_L f(x) sen <Tﬂ x) dx
fungd;rfmpar
=y, (7.184)

4. Observemos que se a funcdo f:[—L,L] -5 R é uma funcdo integrdvel em [—L,L] e
for uma fun¢do impar entdo, para cada m € {0}UN, a fun¢do

x — f(x) cos (m—Lﬂ x)

serd uma funcao impar e, para cada k € N, a fungao
k7t
x — f(x) sen (T x)

serd uma fung¢do par.

Logo, dos itens B. e @. da Observagdo ([CIZ8), para cada m € {0} UN, teremos:

=1 [ m
am = 3 J_Lf(x) cos( 3 x) dx

~
fungdo impar

=y (7.185)

e, para cada k € N, seque que

) 1 (* k
bk( ) T th(x) sen (Tﬂx> dx
fungao par
rm) 2 [t k
= 2 f(x) sen <—7t x) dx. (7.186)
L J, L

Apliquemos os conceitos desenvolvidos acima aos seguintes exemplos:

Exemplo 7.187 Encontrar a série de Fourier, qua denotaremos por @, assoctada a
fungdo f:[—1,1] = R, dada por

(7.188)

flx) = —x, para cada x € [—1,0)
| x, para cada x€[0,1]

Resolucgao:
A representacdo geométrica do gréfico da fungdo f é dada pela figura abaixo.
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Onda Dente de Serra

Notemos que, neste caso, temos que

e a funcgdo f é continua e par em [—1,1].

Logo

Qo

(FTm@) com m=0 l

L
1
= J f(x) dx
—1

f é par, (EEE) comm—OZJ

0

x=1
x=0

Jl f(x) dx

1 f(x) dx

(zT=3) !
= ZJ x dx
0
2

Mo %

Teor. Fund. Calculo 2 [

Exercicio 1

(7.189)
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Por outro lado, m € N temos:

L
am( ) com mENJ f(x) cos (m—Lﬂx) dx
L

= J1 f(x) cos(mmx) dx
1

f(x) cos(m7x) dx

1
f e cos s&o pares, (IE23) com m € N ) J'

0
1

=, J x cos(m7rx) dx
0

<u£x,logo, du = dx >
. sen(mmx
dv = cos(mmx) dx, logo, v= %

x=1 1
sen(mmx) J sen(mmnmx)
=2 [x— — | —/—/——————— dx
mmt o Jo mrt
-0 -0
> N x=1
Teor. Fund. Céleulo sen(mmr) B sen(mm0) cos(mmx)
mam mam (mm? |

== 1

— ——
cos(mm) cos(mm0)

(mm)? (mm)?

2

—_4 para cada m impar
mi

= . (7.190)

0, paracada m par

e, para cada k € N, teremos

[T73) com L k
by () com keN J f(x) sen <T7t x) dx
-3

L=1

= J] f(x)sen(k7x) dx
—1

f é par e sen é impar - (ZIZ3)

0. (7.191)
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Portanto, de (CI29), (TU0) e (TUT), segue que

S[f](x) T = % + Y [an cos(nmx) + by sen(nmx)]

n=1

(ETE9) o () |

3 + ; a, cos(nmx)

(TZ=m) % _ % Z (ZTJ?)Z cos[(2n — 1)7mtx)]. (7.192)

Temos também o:

Exemplo 7.193 Encontrar a série de Fourier, que denotaremos por S[f], associada a
fungdo f: [—m,n] —» R, dada por

0, paracada x€[—m,0) ou x=m
f = ’ ) . 7.194
() { m, para cada x € [0,m) ( )

Resolucgao:

A representacdo geométrica do gréfico da fungdo f é dado pela figura abaixo.

Onda Quadrada

Notemos que, neste caso

L=m

e a fungdo f é seccionalmente continua em [—7t, 7], logo é uma fungdo integravel em [—7t, 7.
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Assim temos que

Teor. Fund. Calculo |:

X=TT
X ]
x=0

=Tt.

Por outro lado, para cada m € N, temos:

0

X_7T:|
x=0

0 s
= 1 U f(x) cos(mx) dx +J f(x) cos(mx) dx}
1

J 7t cos(mx) dx

Teor. Fund. Calculo Sen(m X)
Tm

Exercicio 0

343

(7.195)

(7.196)
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344
Finalmente, para cada k € N, teremos
[T73) com ] L k
bk( ) com kel L J f(x) sen <—ﬂx) dx
LJ L
L=m 1
= J f(x) sen(kx) dx
Tt —Tt

Jn f(x) sen(kx) dx}
0

] UO f(x) sen(kx) dx +

7
‘] U
(=) - J 7t sen(kx) dx

0
Teor. Fund. Calculo [ cos(kx)
N k

-

x=0

|
x

para cada k impar
(7.197)

)

0, paracada k par

, Segue que:

Portanto, de (E191), (ETU8) e (EZ12)

(I'(__.W) com L=m Clo

S[fl(x) Z a, cos(nx) + b, sen(nx)]
n=1

=2 So +Zb sen(nx)
(7.198)

e (EZI 7'[ 2
() e (F=m) ZZn—] sen[(2n — 1)x)].
0

Antes de prosseguirmos faremos algumas consideragoes que serdo importantes no estudo

da convergéncia de series de Fourier associadas a certas fungdes

Observacao 7.199
1. Utilizando varidveis complezas, vamos encontrar as expressoes para os coeficientes
de Fourter a,, e by, para m € {0}UN e k € N, dados por (I7H) e (I7H)

repectivamente, em uma forma diferente
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Para 1sto lembremos que

e'* =cos(x) +1isen(x), para cada x€R, (7.200)
onde i* = —1.
Logo
e = cos(—x) + 1 sen(—x)
=cos(x) —isen(x), para cada x€R. (7.201)

Somando-se (200) com (ZOT), obteremos

eix + e—ix

cos(x) = > ,

para cada x € R, (7.202)

e subtraindo-se (Z01) de ([ZOO), obteremos

eix o efix

sen(x) = ———,

para cada x € R. (7.203)

Em particular, para cada n € N, teremos:

nm et T X fe X
cos (TX>: - 2 - , para cada x € R, (7.204)

e, para cada k € N, seque que

—i& , Dpara cada x € R. (7.205)

Com 1sto, para cada x € R, temos que

Sif](x) = % + g [an cos <nT7T x) + b,, sen (n—Lﬂ x)}

e (=) A o0 ei“—fx_kefi%x .efi x_ei X
( ):( )70+Z |:an ‘I‘bnl :|
n=1

Qo Qn —iby jnr, an+iby _inx,
=7+;[Te CX g T et } (7.206)
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Defininamos a funcgdo f:Z— C, dada por
. Qo

f(0) = R (7.207)
3 n i bn

e f(n) =" 21 (7.208)
= n i bn
f(—m) = %, para cada n €N, (7.209)

seque, de ([20M), (207), (Z08) e (BEZIW), que

+i[ e 4 F (—n) e U]

n=

)+ Y [F ) e F (- e 1]

n=1

SIfl(x

—_

I
‘h>

o

Z er T, (7.210)

onde a ulttma série de fungbes considerada em ([CZIO), serd encarada como uma
série do tipo valor principal, isto €, para cada x € R, definimos

o) N
> f(m)e ™ = lim f (m)et"x. (7.211)
N—oo N

Para cada m € 7Z, o coeficiente f (m), dado por (Z07), (208) e (EZ2ZI0), serd de-
nominado m-ésimo coeficiente de Fourier na forma complexa, associados a fun-

cao f.

A série de fungdes (ZI0) serd denominada série de Fourier na forma complexa,

associada a funcao f.

. Estudar a convergéncia da série de Fourier associada da fung¢do f:[—L,L] -5 R na
forma (Z208) € equivalente a estudar a convergéncia da série de Fourier, na foma
comeza, isto €, na forma (Z2I0), associada d fungdo f (no sentido (Z2IM)).

3. Observemos que teremos:

=y (EZ) G
IT73) com m= ] L
(=8) co ° —J f(x) dx
L)y
1 L -:071
= EJ f(x) et T dx, (7.212)
L
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Além disso, para cada n € N, seque que:

~ | ramvanyz] an—ibn
fm) = 2
() e ) 1 (1 JL f(x) cos (n—nx> dx—il JL f(x) sen <n_7t X) dx
- 20T, [ L), L

(" nr . nm
=7 || 109 [eos (F77x) —oen ()
()i(m)i t ei%"_{_e*i%ﬂx el T X _ e i x
- ZLJ f(")[ 2 R } dx

—L

Tercicio 1 - -7 x
Bazerc ZJL f(x)e L dx) (7.213)
~ nt+1ib,
f (—Tl) (E'_E:I]) &
2
() e (M) 1 l JL f(x) cos (TL_H x) dx+il JL f(x) sen (n—ﬂ x) dx
- 2|l )., L L) L

:21_]_ JL f(x) [cos (nTﬂx> +1sen (%x)] dx
-1

(czm) e (czm) 1 JL () [eiTXJre‘iT"Jr. einf”‘—e‘i“fr"] »
—L

L
:cegzcw J f(X) el . de
—L

1 (* R
=57 L fx) et T * dx (7.214)

Portanto, de (BEZ14), (CZ13) e (ZI4), segue que

N ] L s mm
f(m)= EJ' f(x)e "'t *dx, para cada MmEZ. (7.215)
-L
4. Mesmo para fungdes a valores reats, isto €, fungées f : [-L,L] — R (que foi o

caso que estdvamos tratando no problema da condu¢do de calor mo fio no inicio
do capitulo), os coeficientes de Fourier, na forma compleza, associados d fungdo
f sdo, em geral, numeros complexos e nao reais, ercetuando-se o caso em que 0S

b, =0, para cada neN,

isto é, o caso que fungdo f € uma fungdo par (veja o item @. da Observagdo
(I=ED), ou ainda (CIZA)).
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7.4 Interpretacao Geométrica dos Coeficientes de Fou-
rier

Observemos que a maneira como obtivemos os coeficientes de Fourier associados a uma fungao
f:[-L,L] — R (isto é, an, para m € {0} UN e by, para k € N, dados por (I73) e (CT73),
respectivamente) é bastante natural olharmos os mesmos do modo que faremos a seguir.

Consideremos, no espago vetorial real (R™,+,-) (onde + é a operagdo de adigdo usual de
n-uplas e - é a mulplicagdo usual de niimero real por n-uplas), o produto interno usual, a
saber:

&0 =) %y, (7.216)
j=T1
onde os vetores i,V € R", sdo dados por:
X=(X1,X2,- " yXn) € Y=(Yr,Yz,- - yYn)- (7.217)
Para cadai€{1,2,---,n}, definamos o seguinte vetor de R™:

i-ésima posigao
— . l
ei:(o)...)(), 1 )O)...)O)_ (7.218)
Como foi visto na disciplina de Algebra Linear, temos que o conjunto

{61362)"' )én}

é uma base ortonormal do espago vetorial real (R™,+,-), relativamente ao produto interno

Tal base é denominada base canénica de (R",+,-), ou seja, para i,j € {1,2,---,n},
teremos:
Lo 1, se i=j
€ ,6) = R 7.219
(€, &) {O, sei#j ( )
Notemos que, se X € R" é dado por (ZI1), teremos:
_ (=2
X(:)(Xl)XZ)"')Xn)
:(X1>O)"'>O)+(O>X2,O)"')0)+"'+(O>>"'>O)Xn)

=% -(1,0,-+,0)+%-(0,1,0,-+-,0) 4+ +%xn-(0,---,0,1)

:x1-€1+x2-€2+--~+xn-€n

= x-¢. (7.220)
j=1
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Com isto, para cada i€ {1,2, .- ,n}, teremos:
L L (@) [ v Lo
<)i> = < Xj'ej>el>
j=1
ropriedades de produto interno = [
e = ZXj (€, ¢€i)
j=1
(EE) Xiy
ou seja, xi - € = (X, &) - €,
o que significa dizer que, geometricamente, para cada i € {1,2,---,n}, temos que o vetor

Xi'éi

é a projecdo ortogonal do vetor X, na direcdo do vetor (unitério) €;.
A figura abaixo ilustra a situagdo acima.

Eatt

o

xi - €
Apliquemos as ideias acima para o caso de séries de Fourier:

Observacgao 7.221

1. Notemos que
C([-L,L5 R),

o conjunto formado por todas as fungbes continuas, a valores reais, definidas em
[—L, L], € um espago vetorial sobre R, quando munido das operacées de soma de
fungdes, indicada por +, e multiplicagdo de numero real por func¢do, indicada por

A wverificagdo deste fato foi vista na disciplina de Algebra Linear e serd deizada

como ezxercicio para o leitor.

Com iso o espago vetorial real (C([-L,L]; R),+,-), poderd ser munido do sequinte

produto interno

L
(Fy0) = | g0 ax,

(7.222)
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onde f,g € C([-L,L]; R).

A verificagcao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Do item [. da Proposigdo (CI54), seque que o conjunto
[m; m € {0} UN}U {dhy; k € N} (7.223)

€ um subconjunto do espaco vetorial real (C([—L,L]; R),+,-), que € ortogonal,
relativamente ao produto interno (CZ22) (veja ([I23), (CI58) e (I57)).

Notemos que o conjunto (223) serd ortonormal, relativamente ao produto interno
(Z23), se
L=1,

ezcetuando-se o caso de m =0 (veja ([I53), (I53) e (CIB7)).

Embora o conjunto (C223) nao seja uma base para o espago vetorial real
C([_L)L];R)>+>'))

no sentido algébrico, se uma fung¢do f € C([—-L,L]; R) puder ser expandida em
série de Fourier (assoctada & mesma), se a série convergir para a fungdo f, em
[—L,L], e se a série de Fourier puder ser integrada, termo a termo, (por exemplo,
se a convergéncia da série de Fourier for uniforme, em [—L,L]), entdo podemos
justificar as contas formais (onde se vé: todo cuidado!) feitas na Observagdo
(CIER8), para obter as férmulas de Euler-Fourier (CI3), (CIZ3) .

z

Para ilustrar consideraremos o caso em que L =1, ou seja, o conjunto (C2ZZ3) €
um conjunto ortonormal, relativamente ao produto interno (C223), exceto quando
m=0.

Neste caso, para cada m € {0}UN e n € N, teremos:

() 1 t mm
An = LJ_Lf(x)cos< 3 x) dx

= 2 fL F(x) Y () dx

=1 J]
=, f(x) Wm(x) dx

(=)

= <f>1|)m>)
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1 L
bn( = )—J f(x)sen(Tﬂx> dx
L

L L

=) 1 *

= 1] o eaixax
L

L=1

1
= L () () dx

(=)

(fydn)
ou seja, para cada m € {0}UN e n € N, os vetores
Qm - 1~I)m € bn : d)n

serdo as projecbes ortogonats da funcgdo f, na diregGo dos vetores ., e ¢, (neste
caso, serdo unitdrios), respectivamente, relativamente ao produto interno (C222).

5. Observemos que se L # 1 entdo, para cada m € {0}UN e n € N, trocando-se as

funcgdes
Y e bn
pelas fungoes
Y. e @,
respectivamente, dadas por:
Yo (x) = Wn(x) D, (x) = Pn(x) , para cada xER, (7.224)
[ [l
onde, para cada f € C([—L,L]; R), defintmos
) [ [* 2
i1 = VIR = ([ r) (7.229)
-1

(que é uma norma no espago vetorial real (C([-L,L]; R),+,-)), entdo o conjunto
{Wn; me{0}UN}U{D,,; n € N} (7.226)

serd um conjunto ortonormal, relativamente ao produto interno ([CZZA), e pode-
remos aplicar as mesma ideias do item []. acima, utilizando o conjunto ([ZZZ8),
para concluir que, para cada m € {0}UN e n € N, os vetores

an - VY e by -0,

serdo as projegbes ortogonais da fungdo _f, na dire¢do dos vetores (unitdrios) V.,
e ©,, respectivamente, relativamente ao produto interno ([CZZ32).
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Notemos que, neste caso, teremos:

=1 [ m
an = LJLf(X) cos( 3 x) dx

e 1
(EE):(EED) E <f>¢m> )
] (fydm) (7.227)

L

== 1 m
b, = LJLf(X) sen( T x) dx

(CI53) e () |
= S, 0n) (7.228)
para cada m € {0}UN en € N.

Utilizaremos algumas das ideias acima para obter algumas propriedades da séries de Fou-
rier associada a uma f: [—L,L] — R, que é fungio integravel em [—L, L].

Consideraremos o espago vetorial real (SC([—-L,L]; R),+,-) em vez do espago vetorial
real (C([-L,L]; R),+,-) para o que faremos a seguir.

O primeiro resultado interessante é dado pela:

Proposicao 7.229 Para f € SC([-L,L]; R) consideremos a série de Fourier associada
a fungdo f, isto €, (CIA) (ou (CIA)).
Entdo para M € {0}UN e N € N fizados, se considerarmos

Cm,dn € R, para cada me{0,1,--- M} e ne{l,2,--- N} (7.230)

teremos:

M N M N
A, Co
f_[7¢o+n;am¢m+;bn¢n] S f_[?d)o'i‘n;cmd)m‘f—;dnd)n] )
(7.231)
onde as fungdes Y e ¢n sdo dadas por (IR3) e (LIRD), respectivamente.
Além disso, a ocorrerd tgualdade em ([C2Z30) se, e somente se,
Cn=0a, € dy=Db,, paracada me{0,1,--- ,M} e ne{l,2,--- N} (7.232)

Demonstracgao:

Dados M,N € N definamos o conjunto Syn, como sendo o seguinte subconjunto de
SC([-L,L]; R):

SmN i{ll)m;mG{O,] y oo )M}}U{d)n;ne{] )2»"' »N}} (7‘233)
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Observemos que o conjunto Syn € um conjunto finito de vetores de L.I., do espago vetorial
real (SC([-L,L]; R),+,-).

De fato, pois da Proposigdo (CT54) (veja (1=3), (I58) e (I57)), segue que o conjunto
Smn um conjunto ortogonal, relativamente ao produto interno (ZI12), e formado por vetores
ndo nulos.

Consideremos o subespago vetorial gerado pelo conjunto Syn, do espago vetorial real
(SC([-L,L]; R),+,-), que indicaremos por [Smn], isto é, o conjunto formado por todas as
combingdes lineares de elementos do conjunto Syn, do espago vetorial real (SC([—L,L]; R),+, ).

Mais precisamente:

[SMNH{ ¢O+Zcm¢m+zd Gn 5 Cmydn €R,

n=1

paracada me{0,1,--- M} ene{l,--- ,N}}. (7.234)

Definamos a funcdo g : [-L, L] — R, dada por:

g(x) =f(x) — [ Z A P (x Zb bnl(x ] (7.235)

para cada x € [—L,L].
Deste modo, teremos:

<9,ll)o>(':§3)< [ 1I)O+Zam1pm+Zb q;n] 1p>

n=1

N
item 1. da Proposicdo (T3 a,
B ) 2 (oybo) — Y an (b, o)
~—— 2 ————
(E223) com m=0, (ET53) com m=0 n=1 ==
= ao = 2L =0
M
+ ) b (Gm, o)
m=1
(=),
a
=La,— —=2L
o — 5

Por outro lado, para k € N fixado, teremos:

M N
<g)1bk> = <f_ [%wo‘f_zamll)m'i‘zbnd)n] )lbk>
m=1 n=1
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item 1. da Propos1gao (Tm3)

) Zam (W, )

2
(":“_””)La (E=3) com "7“0 e [0, se mA£ K
B L,sem=k
N
an <¢nall)k>
n=1

M N
<9>Cbk> = <f_ [%¢0+Zamwm+zbn¢n] )d)k>
m=1 n=1

item 1. da Proposigdo (IZI13)

M
(Fydi) == (boydi) — Y am (W, i)
~—— ~— —

2
=), =) com k1, (==,
N
+ bn n
; <Cl) )¢k>
= 0, sen#k
L,sen=k
=Lby—Lby
=0,

isto é, a fungdo g, dada por ([ZZZ3), ¢ ortogonal a cada um dos elementos do conjunto Sy.
Logo, como os elementos do conjunto Symn sdo geradores do subsepaco vetorial gerado

pelo vetores do conjunto Smn, segue que a fungdo g serd ortogonal a todos elementos do

subespago vetorial [Sywl (a ortogonalidade é relativa ao produto intermo ([ZI13)), ou seja,

g L [Smn]. (7.236)

Definamos a fungio h: [-L,L] — R, dada por

M N
R(x) = 222y (x) + Y (an —cn) Wnlx) + Y_(bn = dn) bulx), (7.237)
n=1

m=1
para cada x € [—L, L].
Notemos que a fungdo h é uma combinacdo linear dos elementos do conjunto Syn, ou
seja,
€ [Snml - (7.238)
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Logo, de (CZZ0) e (CZZ3), segue que a fungdo g serd ortogonal a fungéo h, relativamente
ao produto intermo ([CTT32), ou seja,

gLlh. (7.239)

Portanto, pelo Teorema de Pitdgoras (isto é, o item B. da Observagdo (ZTT9), ou ainda,
(1T=23)), segue que

M N
f— [%ll)o +Zcm¢m+zdn¢n]
m=1 n=1

2

M N
=|f— [%ll)o"i_zamlbm"f’zbnd)n +
m=I n=1

(==3)

c M N
- [;wo +Zcm¢m+Zdn¢n]
m=1 n=I1

M N
%tbﬁn;amwwr;bncbn

2

M N
Ao — Co
=9+ |75 "o+ )_(am—cn) b+ (bn—dn)bn
m=1 n=1
i =, i
= [lg +hJ*
Lhe (ZT@) ()
TUET gl P = gl (7.240)
~—~—
>0
2
(==3)

)

M N
f— [%ll)o +Z aml-pm"f’ anq)n]
m=1 n=1

isto é,

M N
T— [%11)0 +Zcm¢m+zdn¢n]
m=1 n=1

mostrando a desigualdade (—ZZT).
Observemos que se

2 2

M N
f— [%wo +Z aml-l)m"f’ and)n]
m=1 n=1

Cm=0an, € d,=b,, paracada me{0,1,---,M} e ne{l1,2,---,N}

entdo vale a igualdade em (ZZ0).
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Reciprocamente, se vale a igualdade em (230), de (*) em (2Z0), teremos:
Pitigoras vale a igualdade em (*)
gl + I 7= llg + h® = lgll*,
ou seja,
I* =0,

L
isto é, de (CT132), deveremos ter: J Ih(x)]? dx = 0. (7.241)
-1

Como a fungdo h é uma fungdo continua em [—L, L] (veja (Z230)) e
[h(x)] >0, paracada xe€[-L,L] e vale (BE2ZDO),

segue que que
h(x) =0, paracada x[-L,L],

que, de (Z37), é equivalente a:

M N
aozco¢o+;(am—cm)¢m+2(bn—dn)q)n:o, em [-L,L]. (7.242)

n=1
Como o conjunto Syn é um conjunto L.I. no espacgo vetorial real (SC([—L,L]; R),+,-),
segue que todos os coeficientes da combinagdo linear (Z2Z2) devem ser iguais a zero, ou seja,

Chn=0a, e dy=">b,,

parame{0,1,--- N}eme{l,2,---,M}, completando a demonstracio do resultado.
O

Observagao 7.243 A Proposi¢ao (CZZ9) acima, nos diz que a soma parcial da série de
Fourier de uma func¢do que pertence a SC([—L,L]; R), nos fornece a melhor aprozimacdo
possivel entre todas as aprorimacdes, por combinacdes lineares envolvendo senos e
cossenos, relativamente a norma que provém do produto interno (CI132).

Uma outra propriedade importante das séries de Fourier associada a uma fungdo "bem
comportada”, é dado pela:

Proposicao 7.244 (Desigualdade de Bessel, na forma real)

Seja f € SC([—L,L]; R) e consideremos a série de Fourier associada a fung¢do f, isto
¢, (CI) (ou (CTM)).

Entdo as séries numéricas

[e¢] o0
an’ e b,
1 n=1

m=
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sdo convergentes e além disso, vale

2 o0
A, 2 2 2
L( > +;bn ) < |f)1%, (7.245)
onde
L 3
Il = U ) dx] (7.246)
-1

€ a semi-norma que provém do ”quase” produto interno (CI13).

Demonstragao:
Notemos que, para cada M, N € N, teremos

2

0<

M N
- [%wo‘f_zamwm'i‘zbn(bn]
(IEI:ZZ) a, m:]M n:]]\l a, M N
= <f—7¢o—;amk—;bl¢h f—7wo—;amwm—;bn¢n>

M N
item 1. da Proposigdo (IZI13) a,
= <f)f> 5 <f)¢o> _Zam <f)1bm> _an <f)¢n>

2 — " —

(?)”f”2 (m) com m= OL 0 (m) com m;&OL am (?)Lb
a a,’ ", N oq
(o] (0] (0]
- 5 <1l)0»f> + <ll)0>1|)o> Z >y m> +Z _bn <1l)oa¢n>
(E=223) com m=0 (E=T=3) com k=m=0 m=1 (ET=9) com mA0 n=l1 (===3)
Lao 2L 0 =0
M M M
- W f) +Zak %o (s o) o) +) D aan (Wi, W)
k=1 (m) (u::a) K£0 k=1 m=1
Lax em 7% 0, sem#k
=)

L, sem=k

M N N M
+Zzakbn <11)k> > Zbl d)l) Z l%<¢l)¢o>+zzblam< l)ll)m>

k=1 n=1 (m) (m) 1=1 (==3) 1=1 m=1 (==3)
0 Lby =0 = 0
N N
+ZZblbn <d)1>d)n>

= 0,sen#1

L,sen=1
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M N M M
_ fZ_l_‘ Z_L Z_L bZ_L 2 E Z_L 2 L 2
NIRRT SRS L L STISIERE RIS 3

m=1 n=1 k=1 k=1

N N
—L) b’+L) b
1=1 1=1
M N
2 a,’ 2 2
=P =L 5+ _an®+ ) b, (7.247)
m=1 n=1

isto é,

2 M N
Qo
0< Hf||2—L< 3 +Zam2+anz>,

ou seja,

2 M N
Qo 2 2 ] 2
0< +m§_1 A +n§_1 ba? < ¢ 1%, (7.248)

para todo M, N € N fixado.
Assim, segue de ([CZZ3), que as sequéncias das somas parcias das séries numeéricas

iamz e ibnz, (7.249)
m=1 n=1

sdo limitadas em R.
Como
am’, by >0, paracada n,meN,

segue que as sequéncias das somas parcias das séries numéricas ([ZZZd) serdo crescentes em
R.

Logo as sequéncias das somas parcias das séries numéricas (—ZZd) serdo monétonas (cres-
centes) e limitadas em R, de um resultado de Andlise I, temos que elas serdo convergentes
em R.

Portanto podemos passar os limites, quando

M,N — o0,

em ([2ZR), e com isto obteremos a desigualdade (2ZH), completando a demosntragdo do
resultado.
0

Temos uma versdo na forma complexa para ao resultado acima, a saber:
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Corolario 7.250 (Desigualdade de Bessel, na forma complexo)
Suponhamos que f € SC([-L,L]; R) e

S[fl(x) = Z ?(n) e'T X, para cada x e [—L,L], (7.251)

onde, para cada n € Z, o niumero complexo f (n) é o n-ésimo coeficiente de Fourier na
forma compleza, dado por (ZZI3).

Entdo a série numeérica

serd convergente e vale

> . 2
go\f | < 57 I, (7.252)
onde
L 7
1] = U If(X)IZdX] (7.253)
-L

€ a semi-norma que provém do ”quase” produto interno (CI13).

Demonstragao:
Segue, de (T2Im1), (I2MH) e (EZIT), que:

—~ 2 2
‘f (0)‘ (":i”)aT", (7.254)
5 . 2
~ (czm) |a, —1by,
f ‘ =) |Gn o0
‘ (n) 2
1
= (@ +1Y) (7.255)
e
2 . 2
-~ (e=zm) [a, +1by,
(- ] =) |En T 100
‘ (=) 2

:
=7 (an®+1by?), paracada neN. (7.256)
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Logo, para cada N € N temos

N 2 2 N 2 N 2
S ‘F(n)] :\?(0)] +Z\?(—n)( +Z\?(n)]
n=—N n=1

N N
(c=3) (), (=) ao
—_— ZZ an +b Zz Cln +b

<Zan +Zb >
:% (az 2+Z]bn2>. (7.257)

Logo, de um critério da comparagdo, na versdo complexa e da Proposicdo (—ZZ4), segue
(0.0
- 2
que a série numeérica E ‘f (n)‘
n=—00

Lembremos que o sentido da convergéncia da série acima serd

o 2 N 2
Y [fmf =tim 3 [F )
n=—oo n=—N

Além disso, passando o limite, quando

é convergente em R.

em ([Z2=27), obteremos:

completando a demonstragao.

Observacao 7.258



7.4. INTERPRETACAO GEOMETRICA DOS COEFICIENTES DE FOURIER 361

1. Seja f € SC([-L,L]; R) entdo

Sen €N, teremos:

(=Zm3) m

fin) =

2
a,—1ib,

an,bn€R a, + 1bn

2
=IF ()

(CZm) Ay + 1by
e
a, +ib,
2
T +1ib,
2

an,bn€R an, — 1bn

f (—n)

ou seja,
f (n) = f (—m), para cada m e Z. (7.259)
2. Seja f € SC(R; R) uma fun¢do 2L-periddica e consideremos a fun¢do h: R — R,
dada por

h(x) = f(—x), para cada x € R. (7.260)

Entdo, teremos que h € SC(R; R) e também serd uma funcdo 2 L-periddica.
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Além disso, para n € Z, temos que:

A~ (m) 1 L N
h(n) = 71 J h(x)e™" T *dx
—L
raawvian 1 L s LT
(?) ﬁ JL f(—X) e_1 X dx

Yy = —x, logo: dy = —dx 1t .
< x=—L, logo: y=1 > ZZJ fly)e T Y (—dy)
x =1L, logo: y=—L -

=zm) ~
( = : f (—TL),
1sto €,
h(n)=f(—m), paracada neZ. (7.261)
3. As conclusées do Coroldrio () permanece vdlido se a fungdo f é a wvalores
complezos, isto €, se f € SC([—L,L]; C).
De fato, se f: [—L L] — (C € seccionalmente continua em [—L,L], entdo existem
fungées u,v € SC([— R), de modo que
f(x) =u(x)+1iv(x), para cada x € [-L,L]. (7.262)

Com 1isto, para n € 7, seque que:

f(n) = —J f(x)e " T *dx
20,
(EZE.'Z) ] L s T
= — J u(x) +iv(x)] et ¢ *dx
2L,
propriedade da integral definida l L ‘LL(X) e*i nTﬂ * dx 44 L L V(X) eii nTrr * dx
B 2L 2L
G ) +iv (). (7.263)

Logo, para cada n € Z, temos:
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E G m)T M +i6 (—n)v () =G (M)v (—n)] +9 (M) ()
—[A@MP+i[ () M) -0 M)V (=) + 5 M) . (7.264)

Portanto, para N € N, seque que

&)
2
<)
T
2
——

N N
Y o =Y i F )P+ i@ ) ) -
n=—N n=—N

N N

et 3 G P+ )P 41 Y [ ()Y () =8 ()9 (—n)]
n=—N n=—N
(*A)
N N N
= [EeP+ P mP]+1 T (—n)¥ ()= Y @)V (-n)
n=—N n=—N n=—N

N N N
m=-n, em (%) Z [|ﬁ (T‘L)|2+|{/\(Tl)|2} +1 U(—n)v(n)— Z U (—m)v (m)
n=—N n=—N m=—N
N
= > @+ mP] . (7.265)
n=—N

Como, u,v € SC([-L,L]; R), do Coroldrio (Z50), segue que as séries numeéricas

> mP e > WP

serdao convergentes.

Logo, deste fato e de ([CZEH), seque que a série numérica

> . 2
> [Fo]
€ convergente e, além disso:
s -~ 2 AN > —~ ~
S o[ =Y [w - w )P
(CZ=3) parauwev) ] 2 2
< (P R
1
=,
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ou seja, vale uma desigualdade de Bessel para o caso da fungdo f ser a valores

complezos, isto €, se f € SC([—L,L]; C), temos que:
é]f(n)) < 57 1P, (7.266)

Como consequéncia da desiguladade de Bessel temos o:

Coroldrio 7.267 (Lema de Riemann-Lebesgue, na forma real) Seja f € SC[-L,L]; R)
e consideremos a série de Fourier associada d funcgdo f, isto é, (CIZA) (ou ([CTZ3)).
Entao:
lim a, = lim b, =0, (7.268)

m—oo n—oo

onde, para cada m € {0}UN e n € N, os nimeros reais a, e bn, sdo dados por (CI73)
e ([CI1d), respectivamente.

Demonstracgao:
Notemos que, da Proposigdo ([Z224), segue que as séries numérica

sdo convergentes em R.
Logo, do critério da divergéncia para séries numeéricas, segue que
lim a,’ = lim b, =0,
m—oo n—oo
0 que implicard que:

lim a,, = lim b, =0,
m—oo n—oo

completando a demonstragao do resultado.

Na forma complexa o resultado acima torna-se-a:

Coroléario 7.269 (Lema de Riemann-Lebesgue, na forma complexa)
Seja f € SC([—L,L]; R) (respectivamete, f € SC([—L,L]; C)) e consideremos a série
de Fourier assoctada a fungdo f, na forma compleza, isto €, dados por ([CZ=0).

Entado
lim f (n)=0, (7.270)
n|—o0
ou seja,
lim F(n) = lim f (n)=0. (7.271)

n—oo n——oo
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Demonstracgao:
Observemos que, do Coroldrio (Z50) (ou do item B. da Observagdo (253)), temos que

as séries numérica
o0
> |
n=—oo

é convergente em R (respectivamente, C).
Logo, como consequéncia do critério da divergéncia para séries numéricas, visto em Andlise
I, segue que

‘2

lim ?(n) = lim ?(n) =0,

n—oo n——oo
como queriamos demonstrar.
O
Observacao 7.272
1. Definamos o conjunto
*(R) = {(an)neN; Y a’< oo} , (7.273)
n=I1

1sto €, o conjunto formado pelas sequéncias reais, cuja sé€rie numérica formada
pelos quadrados dos seus termos, seja convergente em R.

Com as operagbes usuais de soma de sequéncia numéricas, que denotaremos por
+, e multiplicagdo de numero real por uma sequéncia numérica, que denotaremos
por -, seque que (lz(R) ,+,-) € um espaco vetorial sobre R.

A demonstragdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

2. Além disso, a funcgdo
I e : P(R) = R,

dada por

| (an)neNle(R) = (7.274)

para (an)nen € (R), serd uma norma no espacgo vetorial real (IZ(R) s+, )
A demonstragdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

3. Na verdade a norma definida em ([CX4), provém do segquinte produto interno no
espago vetorial real (*(R),+,-):

Consideremos a fungdo
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dada por:

[e o]

<(an)n€N ) (bn)neN>12(R) = Z an by, (7.275)

n=1
bara cada (an)nEN ) (bn)neN € 12(R)

Notemos que a fung¢do acima bem definida no espago vetorial real (lz(R) ,+,-) e
€ realmente um produto interno no espacgo vetorial real (IZ(R) ,+,-).

A demonstracdo destes fatos serao deizadas como exercicio para o leitor.
Notemos que

(=Zm@)
||(an)n€N||12(R) =

(E:ZH) \/<(an)n€N) (an)n€N>12(R) ) (7'276)

para cada (ay)neny € L(R), ou seja, a morma, definida por (Z74), provém do
produto interno, definido por (CZA), no espago vetorial real (lz(R) ,+,~).

Na verdade podemos mostrar que o espago vetorial real, com produto interno

(lz(R),ﬁ—,.’( oy >12(R)> € um espaco de Hilbert, ou seja, € completo seqgundo a
métrica induzida pela norma || - |12 -
A verificagdo deste fato € um pouco mais delicada e serd tratada mo curso de

Andlise Funcional.

Podemos, de modo semelhante, considerar o conjunto

() = {(an)neN; i lanl? < oo} ; (7.277)
n=I1

1sto é, o conjunto formado pelas sequéncias complezxas, cuja série numérica for-
mada pelos mdédulos ao quadrado dos seus termos, seja convergente em C.

Com as operagdes usuais de soma de sequéncia numéricas, que denotaremos por
+, e multiplicagdo de numero complero por uma sequéncia numérica, que deno-
taremos por -, seque que (lz(C) ,+,-) € um espago vetorial sobre C.

Além disso, a funcao
I e : P(C) = R,

dada por

||(an)n€N“12(C) = (7.278)
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para (an)nen € ¥(C), serd uma morma no espago vetorial complezo (lz((C) ,+,-).

Na verdade a norma definida em (C2Z7R), provém do seguinte produto interno no
espaco vetorial complexo (IZ(C) ,+,-):

Consideremos a fungdo

dada por:

<(an)n€N) (bn)n€N>12(C) = Z anb_ny (7.279)

n=1
bara cada (an)neN ) (bn)neN € IZ(C)

Notemos que a fung¢do actma bem definida no espago vetorial complezo (lz((C) y Ty )
e um produto interno no espago vetorial complezo (1*(C),+,).

Notemos ainda, que

o0

> lanP?

n=1

[{an)nenllec) ~ =

(Eéﬂ) \/<(an)n€N> (an)n€N>12((C) ) (7-280)

para cada (ay)neny € L(C), ou seja, a norma, definida por (ZI3), provém do
produto interno, definido por ([CZMA), no espago vetorial complezo (12(C) ,—i—,-)
A demonstragdo dos fatos serd deizxada como ezercicio para o leitor.

6. Na verdade podemos mostrar que o espago vetorial real com produto interno

<12(C),.|_,.)< - >12((C)> € um espago de Hilbert, ou seja, é completo sequndo a
métrica induzida pela norma || - |iz(c).

A verificagdo deste fato é um pouco mais delicada e serd tratada mo curso de
Andlise Funcional.

7. Logo, com as notagdes acima segue, do Coroldrio (ZZ50), que a aplicagdo

AL SC(-L,U;R) — 13(C)

~

f —

estd bem definida.
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8. Observemos que se f,g € SC([-L,L]; R) e « € R entdo, para cada n € Z, teremos:

Y 1 L snm
(xfrg) ) 57| (gl e ax
2L,
1 (* nn
= ZJ_L [ef(x) +g(x)] et T *dx
propriedades da integral definida L JL f(X) e,inTnX dx| + L JL (X) efinTﬂX dx
- 20, 2L ) 9
= o0f () +g (), (7.281)

ou seja, a aplicagdo
~ o SC([-L,LI; R) — 1*(C)

é uma transformagdo linear de (SC([—L,L]; R),+,:) em (1,(C),+,-) (onde + e -
s@o as respectivas operagbes nos respectivos espagos vetoriais).

9. Notemos também que, se f,g € SC([—L,L]; R), entdo:

2 - 2
-~ ~ (=ZZT) com a=1 —
f — = Hf_
H 9 12(C) 9 12(C)
o) — | 2
=y -9 )
n=1
(z=3) 1 5
< L ||f_9||L2([_L,L],R)>
onde
L
[flle2(o ) = J () dx, (7.282)
-L

para cada f € SC([-L,L]; R).

Com 1isto, teremos

(7.283)

~ 1

f — < ——||f— 2(_L 11:R)-
[ =0, = 57 I~ ollerm
Logo, ([CZ2T) e (223), segue que a aplicacdo

~ o SC([-L,L1; R) — 1*C)

f —

€ uma transformacao linear que € continua do espaco vetorial real

(SC([_LyL];R)a"’_)')»
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no espago vetorial complezo
(IZ(C) y T ) )

munidos das normas (C222) e ([X78), respectivamente.
10. Notemos que, na verdade, (CZ22) nao € uma norma no espago vetorial real
(SC([_L>L] ) R) )+)') )

mas sim, uma Semi-norma.

A demonstragdo dos fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

11. Se conhecermos os espago vetorial real (respectivamente complezo) (Lz([—L JL; R) 4+, )
(respectivamente, (LZ([—L ,L; C) 4+, )), formado pelas ”funcées” definidas em
[—L, L], cujo mdédulo ao quadrado é Lebesgue integrdvel em [—L, L], munido do pro-
duto interno { -,- ) :*([-L,L]; R) x L*([-L,L]; R) — R (respectivamente, ( -,- ) :
[*([-L,L]; C) x L*([-L,L]; C) — C), dada por

L L
(f, 9>L2([—L,L};R) = J ) f(x) g(x) dx <7‘espectivamente, (f, g)LZ([fL,L};(C) = J f(x) g(x) dx)

-1
para cada f,g € L*([-L,L]; R) (respectivamente, L*([~L,L]; C) teremos que espago
vetorial real munido do produto interno (respectivamente complezo)

(L1, R) 4y, 5y )

(respectivamente, (L*([-L,L]; C),+,-,(-,-))) teremos que este serd Hilbert, ou
seja, completo e, além disso, como veremos mais adiante (veja a identidade de
Parseval, dada pelo Teorema (C373)) poderemos mostrar que a aplicagdo

~ o L([-L,Ll; R) ( respectivamente, C) — 1?(C)
f —

serd um isomorfismo e homeomorfismo.

7.5 Convergéncia Pontual da Série de Fourier

A seguir iniciaremos o estudo da convergéncia da série de Fourier associada a uma fungdo
f e SC([-L,L]; R).

Nesta secdo estudaremos a convergéncia pontual da série de Fourier e na préxima secao a
convergéncia uniforme.

Antes porém, vale observar que dada uma fungéo f € SC([—L,L]; R), que satisfaz



370 CAPITULO 7. SERIES DE FOURIER

podemos estendé-la a uma fungdo F: R — R, que é 2 L-periédica e que seja seccionalmente
continua em cada intervalo [a,b] C R, da seguinte forma:
Consideremos F: R — R dada por

F(x) = f(x — 2k L), (7.284)

onde
x—2kLe[-L,L],
para algum k € Z.

Dominio de f
A

—L x — 2kL L X

Com isto temos a:

Definicao 7.285 Definamos
SCper(2L) ={F:R — R; F € 2L-periddica e seccional/. continua em qualquer [a,b] C R}

e
Cper(2L) ={F: R — R; F é 2L-periddica e continua R}.

Observacao 7.286

1. Observemos que os conjunto
SCrer(2L) e Cper(2L)

tornam-se espagos vetorias sobre R, quando munido das operagdes usuais de soma
de fung¢des e multiplicacdo de numero real por uma funcao.

A verificagcdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

2. Se f € SCper(21), para cada x, € R, denotaremos por

f(xg)=lm f(x) e f(x;)= lm f(x). (7.287)

o T ol
X—Xg X—Xgo

3. Podemos indentificar de maneira natural, o espago vetorial SC([—-L,L]; R) com
SCrer(2L).

Para 1sto dado f € SC([—L,L]; R), redefinimos , se necessdrio,
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para que a fun¢do f assuma o mesmo valor nos extremos do intervalo [—L,L].

Com isto podemos considerar sua extensdo 2L-periddica a R, que pertencerd a
SCper(2L), como vimos em (CZZ4).

Analogamente, se F € SCp(2L), entdo sua restrigdo ao intervelo [—L,L], perten-

cerd a SC([-L,L]; R).

4. Se f € SCher(2L), entdo a série de Fourier de f estard bem definida (ou seja, 0s
coeficientes de Fourier estardo bem definidos).

Logo,
. Qo — nt nTw
SIfl(x) = > + ; an COS (T x) + b, sen <T x) , (7.288)
onde
1 (t nm
On = ¢ |, f(x) cos (T x) dx, (7.289)
e
1 (t nrm
b, = -] f(x)sen <— x) dx, para cada n €N, (7.290)
L), L
ou
SIfI(x) = Y f(n)e T, (7.291)
onde
~ 1 (t nn
f(n) = EJ f(x)e 't *dx, para cada neZ. (7.292)
L

Iniciaremos o nosso estudo da convergéncia pontual da série de Fourirer estabelecendo o
seguinte resultado:

Lema 7.293 Seja f € SCpe(2L), diferencidvel em [—L,L], exceto em um numero finito
de pontos, e de modo que que f' € SCper(21L).

Suponhamos também que a func¢do f seja continua em x =0 e que

£(0) =0. (7.294)

Entdo a série de Fourier associtada a fun¢ao f, converge para 0, no ponto x = 0, isto
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é, fazendo x =0 em ([CZ2A), respectivamente ([ZI0), teremos:
a oo
7°+Z]an:O:f(0),
e

respectivamente, Z f (n) =0="(0).

Demonstragao:

(7.295)

(7.296)

Demonstraremos a identidade para a forma complexa da série de Fourier, isto é, provare-

mos que

0o N
Z ?(n)zl\}i_r){)lo Z ?(n):O.

n=—N

Como consequéncia teremos que valerd o mesmo para a série de Fourier na forma real.

Para isto, consideremos a fungdo g : R — R, dada por

f(x)
et —1

Bl

()
—il_f (© ), para x =0
e

e de modo que

g(x+2L)=g(x), paracada xé€R.

Observemos que existem

De fato, pois:

g(0t) = lim g(x)
A0 e () f(x)

x—0T ei%x —1

10 =D . f(x) —f(0)

, para x € [-L,0) U (0, L]

= lim
x—0t X——O

(7.297)

(7.298)

(7.299)
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Notemos que

f(x) — (0) (==

. ) / -+ . s !/
XILI(I}+ — f'(0"), que existe pois f' € SC_,(2L)
e
lim 1 = 1
x—0+ elfx 1 - d |: i x :|
R e L

x—0 dx x=0
B L
Cim

Logo, de ([300), (Z500) e (293), segue que

, L
9(0") = '(0") —
——iliom
Tt

(=)

portanto existe g(0*) e é igual a g(0).
De modo semelhante, teremos:

_ —==12 .
g(0) = 1im g(x)
x—0
(rz=m)

lim g(x +21)

x—0~
x2le(-Ll) e (CZm) |, f(x + 2L)
- S GRG0 g
=f(x) .. f(x)
= lim

x0- et X el2m _ ]

isto é, existe g(07).

373

(7.300)

(7.301)
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Observemos que f € SCpr(2L) e a funcéo
X —etx—1

é continua e 2 L-periédica em R, e sé se anula em x = 0, no intervalo [—L, L].

Afirmamos que g € SCper(2L).

De fato pois, além dos pontos onde a fungdo f tem uma descontinuidade de 1.a espécie em
[—L, L] (que sdo, no maximo, um niimero de pontos do intervalo [—L, L]), o inico ” problema”
da fungéo g no intervalo [-L, L] seria x = 0, mas nesse ponto existem os limites laterais, como
vimos acima, assim o conjunto dos pontos de descontinuidade da fungdo g sera o conjunto
dos pontos de descontinuidade de 1.a espécie da fungdo f, juntamente, eventualmente, com os
pontos 2k L, onde k € Z (onde a fungdo g possui limites laterias pela direita e pela esquerda
finitos nesses pontos).

Logo, do Lema de Riemman-Lebesgue, na forma complexa, (isto é, do Corolario Z51))
segue que

lim g (n)= lim g (n)=0. (7.302)

n—oo n——oo

Por outro lado, para cada n € Z, temos que:

f(x) e T X dx

-~ (=) 1 L
fm ' =" —
(n ZLJ

—L

(= lJL g(x) ('t —1) et T *dx
i,

L L
propriedades da integral definida 1 _in=)m 1 _inm
e — gx)e ' T Xdx—— g(x)e T *dx
L —L

2L
(ZZ) com n—len

= gm—1)—gn). (7.303)

Logo, para cada N € N, teremos:

Y FM)=F (N +Ff =N+ 4+ F (N=1)+F(N)
n=—N
=G (N=1) =G (=N +[g (—N) =g (=N +1)] +---
+[g(N=2)—g(N=1)]+[g(N—=1)—g (N)]
=g (-N—-1)—g (N). (7.304)
Portanto,
o) N
> ?(n):]\}i_rgo ;N?(n)
= tim [ (—N—1)—g (N)] Z o,
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ou seja,
Y F=0"="+0).

Portanto a série de Fourier associada a fungdo f, em x = 0, converge para 0 = f(0), como
queriamos demonstrar.
O

Observacao 7.305

1. A demonstragdo do Lema (293) acima mostra, na verdade, que a convergéncia
(o]

da série de Fourier, na forma compleza E f (n), ocorre em um sentido mais
n=-—o00

forte, a saber,

M
lim Z f (n)=20
N—oo n=—N

M—o0

e nao apenas no sentido de valor principal, 1sto €,

N
I\EI&OZ f(n)=0.

n=—N

De fato, pelo que vimos da demonstragdo do Lema (CZ93) acima (veja a identidade
(Zm3) ) temos que:

N—oo
R R M—o0 )
=g(—N—-1)—gM) — 0, devido a (Z202). (7.306)

Portanto, de (C308), segue que

M

lim Y f(n)=0.

N—oco n=—N



376 CAPITULO 7. SERIES DE FOURIER

2. A soma ([304) ¢é dita soma telescépica.

Podemos agora tratar do resultado principal, a saber:

Teorema 7.307 Suponhamos que f € SC,(2L) € uma fungdo diferencidvel em [—L, L],
exceto em um numero finito de pontos, com f’' € SC,(2L) e x, € R.

+) 4 f (x—
Entdo a série de Fourier associada a fungdo f, em x,, converge, para ¢ ; () ,
15to €,
f(xXD)+f(xg) a0  w— nm nm
7 =5 + ; a, cos <T x0> + b, sen (T xo> , (7.308)
onde,
1t nm
a, =— | f(x) cos (— x> dx, (7.309)
L) L
e
1t nm
b, = T f(x) sen (T x) dx, para cada n €N, (7.310)
JoL
ou
Fx) +F(xg) _ & 2,y inax
5 =) fn)erx, (7.311)
onde,
~ 1 (* nn
f(n)= 71 J f(x)e '’ T *dx, paracada nezZ. (7.312)
-
Demonstracao:
Consideremos a transformacgio T : R> — R?, dada por
fxt)+f(x;
T(x,y) = (x—xo,y — (XO)—; (XO)) , paracada (x,y)e€R?. (7.313)
Observemos que
fxg) +1(x) = Fixg)+f(xg)  Flxg)+f(x;)
T Xo - Xo —Xoy -
2 2 2
=(0,0) e
f(x) + f(x;
T, 100) = (x =, ) - LT ))
Definamos a fungdo g: R — R, dada por
f(x) + f(x;
g(x) =f(x+x) — M para cada x € R. (7.314)

2 )
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Entdo os pontos do grafico da fungdo g, sdo da forma:

(0900 (5, 3q) = T T IO1)

i (o 1))

(=)

T(z, f(z))
TR T (x4 %o, X+ %0)), (7.315)

para cada x € R.
Observemos que

g(0") = lim g(x)

x—0F

=0 "o/ (7.316)

= ) %) (7.317)

(7.318)

Observemos que do fato que f,f’ € SC,.(2L) e de (ZZ13), segue que g,g’ € SC,er(2L).
A verificagdo destes fatos serdo deixados como exercicio para o leitor.
Definamos a fungdo h: R — R, dada por

g(x) + g(—x)

hx)={ 3 para x € [-L,0) U (0, L] ) (7.319)

0, para x =0
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h(x+2L) =h(x), paracada x€R.

Com isto teremos que h,h' € SCe(21).

A verificagdo destes fatos serdo deixados como exercicio para o leitor.
Notemos também que a fungdo h é continua em x = 0.

De fato, pois

x#0e (z=m) .. g(x)+ g(—x)

pht = T
_ 9(0") +9(07)
2
=) ,
= 1(0)
[§]
lim h(x) 7 T pipy 90+ 9()
x—0~ x—0~ 2
g(07) +g(0")
2
=) ,
= 1(0)
Logo
lin% h(x) =0
= o),

mostrando a continuidade da fungdo h em x = 0.
Aplicando o Lema ([CZ@3) para a fungdo h (notemos que a fungdo h satisfaz todas as
hipétese do Lema, verifique!), teremos que

0o N
; ﬂ(n):]\}ijIgo ZN?(n)

=0 = h(0). (7.320)
Mas, para cada n € Z, temos que:
h (n) (=) ¢ (250 § () +g () paracada neEZ. (7.321)

2 )
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Logo, para cada N € N, fixado, teremos

i R == i g(m)+g(=n)
n=—N n=—N 2
N~ N~
_ g (n) g (—n)
N n;N 2 i n;N 2

Por outro lado, para cada n € Z, segue que:

—~ 1 L s nT
g0 =51 | et Erax
L

2L
=) 1 [ )+ Fx) ] inay
= 37 JL {f(x#—xo) > e T tdx
ropriedades da integral definida 1 t 1 L f
propriedad d:tgldﬁd_LJ Flx +xg) e de_EJ' (x

Yy =x+X,, logo: dy = dx
= <na l.a integral fazendo: x = —L, logo: y=—L+x, >
x =1L, logo: y=L+x,

:ZL e 2L 2

y—f(y)e” i (y=xo) © é 2L-per, e (CI3D) 1

- ZJ fly)e et dy

T fxg) +f(x inm
. X + J' —1 =5 de
+

s 7T 1 L s M7 1 f(x_) L i N7
1— Xo —1==y o (] —1 ==X
=e T [—2 JL fly)e 't dy} — —2 —_— JL e T tdx

L 2
~ J— 1 f + f(x- L o
et L (xo); (x,) jLe—wdx

S [e—inn _ e+in7‘t]

=0,

L n 1 f(xg ) [
-L

paran =0

para n # 0

379

(7.322)

(7.323)

(7.324)
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Assim, para cada n € Z, de (323) e (324), segue que

~ f(xJ) + f(xy)
g ={ FO——"3  para =0 (7.325)
f(n)ec ™, para n # 0
Logo
N N + _ N R R N B
Z f(n) eiTxo——f(XO);—f(Xo) — Z f(n)ein—l_"xo _*_f(o)_f(xo)—;f(xo)
n=—N n=—N yN?éO (==3) com TL#OA(n) — " R
-0 R ()
== N
=Y gm
n=—N
== N
= Z h(n) =30, por (==m),
n=—N
ou seja:
o0 R . f + f —
Z f (Tl) el T Xo — _(XO) —; (Xo) ,
como queriamos demonstrar.
O

Observacao 7.326

1. A demonstragdo do Teorema ([Z302) acima é devido a P.R.Chernoff (1980).

2. O Teorema ([C304) actma, nos diz que nas hipdtese do Teorema ([Z301), a série de
Fourier associada a fungdo f, converge para a média do valor do salto da funcgdo
f, em cada ponto X,.

3. Se além de satisfazer as hipdteses do Teorema ([Z301) actma, a fungdo f for
continua em X,, entdo teremos que
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Logo, de ([Z30R), respectivamente, (C311), seque que

0  — n7m nm
f(xo) = 5 + ; a, cos <T x0> + b, sen (T xo) , (7.327)
ou
fxo) = Y f(n)ee. (7.328)
onde,
1 L
A = —J f(x) cos (Mx> dx, para cada me{0}UN, (7.329)
L) L
1t kT
b, = EJ f(x) sen (T x) dx, para cada k€N, (7.330)
L
ou
Fxg)+F (%) _ g 2,y inny
> :ggmeL°, (7.331)
onde,
~ 1 (t . nn
f(n)= 71 J f(x)e 't *dx, paracada neZ. (7.332)
L

4. Em particular, se f € C'(R; R) é uma fungdo 2L-periddica entdo, do Teorema
(=03) actma, a série de Fourier assoctada d fungdo f converge, pontualmente,
para a funcao f, em R, isto €, para cada x € R, teremos

f(x) = Loy 3 a, Cos M) + b, sen AN (7.333)
15" oo (354) e (54

ou
f(x) = i f(n)etx, (7.334)

onde, para cada m € {0}UN, k € N e n € Z, os coeficientes anm, by e ?(n), sdo
dados por (ZZ2), ([C320) e (C3332), respectivamente.

Aplicaremos, a seguir, as ideias e resultados acima a dois exemplos os quais jd foram
calculados os coeficientes de Fourier anteriormente.

Exemplo 7.335 Consideremos a fungdo f: R — R, dada por

f(x):{_x’ para x € [-1,0) (7.336)

x, para x €[0,1)
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satisfazendo
f(x +2) =f(x), para cada x€R. (7.337)

Estude a convergéncia da série de Fourier associada a funcgdo f.

Resolugao:
Neste caso, temos
L=1

f(x) =|x|, paracada xé&[—1,1]

e satisfaz (C3370).
A representagdo geométrica do grédfico da fungdo f, é dada pela figura abaixo.

y

l Onda Dente de Serra l

Vimos, no Exemplo (CTE7), para cada n € N, vimos que

(zz)

b, 0,
) |
ao( - ) §>
a2n(E:mu)O>
o (zmm) —4
2 2n+1727]

ou seja, a série de Fourier associada a funcao f serd dada por:

14 1
SIf10) =5 - > pr [(2n+1)7x] . (7.338)

n=0
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Observemos que f € Cper(2) e a fungdo f’ é seccionalmente continua em qualquer intervalo
[a,b] C R, pois, de (338), temos que

f'(x)=—1, paracada xe(—1,0) e f’(x)=1, paracada x¢€ (0,1).

Logo, do Teorema ([Z307) e do item 2. da Observagdo (328), segue que a série de Fourier
associada a fungdo f (isto é, (’2Z28)) converge para a funcio f, pontualmente em R, isto é,

T 4 & 1
f(x) = = — chos[Qn—H)ﬂx], para cada x € R. (7.339)

O

Observacao 7.340 Em particular, seque que

0 =" #(0)
()comx:O] 4 > 1
om0l _ 2y 1 s[2n+1)me
2 WZZO(ZTL—FUZ coslizn + 1m0
n= =1, para todo neN
4 00

ZE_FZ

n=0

TL
> 1 e
isto 6, Y ——— =—.
= (2n+1) 8

Exemplo 7.341 Consideremos a fungdo f: R — R, dada por

0 da xe€m,0 X=T
fx) = Parecacad [, 0) ou , (7.342)
T, para cada x € [0,m)
satisfazendo
f(x +2m) =f(x), para cada x€R. (7.343)

Estude a convergéncia da série de Fourier associada a funcgdo f.

Resolugao:
Neste caso, temos que
L=m.

A representagdo geométrica do grédfico da fungdo f, é dada pela figura abaixo.
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—2m —7t 7 27

Onda Quadrada

Vimos, no Eexemplo (ZT93), que a série de Fourier associada a fungdo f é dada por:

zgz

Observemos que f € SCp(27) e a fungdo f’ é seccionalmente continua em qualquer
intervalo [a,b] C R.
De fato, pois

sen[(2n+1)x)] . (7.344)

f'(x) =0, paracada x¢& (—m,0)U(0,n).

Logo, do Teorema ([Z307) e do item 3. da Observagdo ([C3Z8), segue que a série de Fourier
associada a fungdo f, converge para funcao f, pontualmente em R, exceto nos pontos da forma

x =km, paracada €7,

pois a fungdo f ndo é continua, somente, neste pontos de R, ou seja,

i 2 sen[(2n+1)x)], (7.345)

fbo) = ntl

Nl:l

para cada x € R com x # km, para cada k € Z.
Notemos que, do Teorema ([Z207), em x = O teremos:

TU (=z3) (0+) + f(O )

2 2

(=) e (=253 g ZO

sen Zn—H) 0]

=0, para todo neN

T
5
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Notemos que, do Teorema ([307), em x = 7 teremos:

T =z f () + ()

2 2
(=) « (=23 g Z

sen[(2n+ 1) 7]

=0, para todo neN

Notemos que, do Teorema ([Z307), em x = —7t teremos:

T ) f (=) +f (=)

2 2

(=03) o (e=2 72_t ZO

sen[(2n+ 1) (—m)]

=0, para todo neN

7T
3

g, pelo do Teorema ([Z307) e do item 3. da Observagio

- . . N ~ p T\ .
(328), temos que a série de Fourier associada a fungdo f serd convergente para f (E)’ isto

Como a fungdo f é continua em x =

€,

== (3

(=) o (Czm) T | o
-2t % 2

] sen [(2n+ 1) g)]

=(—1)", para todo neN

ou seja,

7.6 Convergéncia Uniforme da Série de Fourier

O objetivo desta secdo é apresentar um resultado que garanta a convergéncia uniforme da
série de Fourier associada a uma fungdo periédica "bem comportada”.
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Para a demonstragao desse resultado precisaremos de alguns outros, entre eles da:

Proposigao 7.346 Consideremos f € SCpe:(2L) que seja uma funcdo diferencidvel em
[-L, L], exceto em um nimero finito de pontos, e de modo que f’ € SCpe(2L).

Entdo os coeficientes de Fourier, na forma compleza, da fung¢do f e da fung¢do f’,
se relactonam da seguinte forma:

f'(n) = T%\ (n), para cada n € Z, (7.347)
ou seja, se
SIfl(x) = i f(n)etx (7.348)
entao
S (x) = nio %T f(n)et T, (7.349)

Em relagdo aos coeficientes de Fourier, na forma real, associtados & funcgao f, tere-
mos que:

ao/ =0,
s

an’ = nT b, (7.350)
nm

b, =——a,, paracada meEN, (7.351)

L

onde
a, >
S[ﬂ - 711)0 + ; anlbn + bn d)n

SIf'] =

a,’ >
> o+ D an/hn+ba’ b,
n=1

com, para cada m € {0}UN en € N, as fungbes \m, e ¢n, dadas por (CI53) e (CIE3),
respectivamente.

Demonstragao:
Observemos que se a identidade ([Z3Z7) ocorrer, entdo as identidades em (350), também
OCOITET&0.
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De fato, pois:

a’ =0 257 (0)
()2mn:0)2 (O?(O))
=0,
n/_.bn, e
Gn 70 BB 5T ()
2
(== iTLT[%\(n)
L
(zzm) in7m (a, —iby
N L 2
n—ﬂbn-l—in—ﬁan
L 5 L , paracada neN,
ou seja, o o
an’:Tbn e bn’:—Tan, para cada m €N,

isto é, vale as identidades em ([Z350).
Mostremos que a identidade (Z327) ocorre.
Para isto notemos que, para cada n € Z, teremos, por integracdo por partes para a integral
definida, que:
7 (==3)

1t (nn
f’(n) = HJ f/(x)e T *dx

—

3

u=e T logo: du=—i%Fe T dx
dv = f'(x) dx, logo: v =f(x)

como queriamos demonstrar.

Observacgao 7.352
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1. Observemos que a tdentidade (321), nos diz que quanto mais deriwadas a fungdo
f twer, mais rdpido a sequéncia dos coeficientes complexos de Fourier decat a
zero, quando |n|, tende a +oo.

Para ver isto, observemos que se a fungdo f: R — R for uma fung¢do 2 L-periddica
que € duas vezes diferencidvel, exceto em um numero finito de pontos do intervalo
[-L,L], e f” € SCper(2L) entdo, para cada n € Z, teremos:

7 (n) =(F)"’ (n)
(=m) inm

f/
T
. 2
= (%t) f(n), (7.353)
e, em termos dos coeficientes na forma real da fung¢do f, teremos:
a,” =2 o fu (0)
(==3) fmn:O] ) <O ' ?(O))
=0,
e, para cada n € N, seque que:
" (m) nm /
n =" — by,
“ L
(z==m) N7 (_TLT[ o >
L L
2,2
- __“L? s (7.354)
(==1) M
bn n = = Tl/
L
(== N7 <n7tb )
- L \L "
n?
=1 b, (7.355)

2. Se a funcdo f: R — R for uma fun¢do 2L-periddica que é trés vezes diferencidvel,
exceto em um numero finito de pontos do intervalo [—L,L], e f” € SCpe(2L)
entdo, para cada n € Z, teremos:

L
. 3
= (%t) fm), (7.356)
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e, em termos dos coeficientes na forma real da fung¢do f, teremos:

aO/// () Zf/’? (0)
(=z=3) gmn:O] P (O ) ?(O))
=0,
a,” (EZZEJ) nm b,,”
L
(C=3) N7 _nzrtz b
= 3 > n
s
_ _“LS by, (7.357)

b ///(Eiﬂ) _TL7Ta "
n L n
_ (= nﬂ( nzﬂza)
= N (T,

= —a,. (7.358)

3. Em geral, para k € N fizado, se a fun¢do f: R — R for uma fungao 2 L-periédica
é k-vezes diferencidvel e f¥) ¢ SCper(2L), podemos mostrar, por indugdo, que que

. K
fl) (n) = (%T) f(n), paracada nez. (7.359)

A wverificagcdo deste fato serd deirada como exercicio para o leitor.
Temos uma situacdo semelhante para os coeficientes reais de Fourier.

Dewzaremos a elaboragdo destas relagdes como exercicio para o leitor.

4. Observemos que se f,f’ € C,er(2L) e f” existe, exceto em um niumero finito de
pontos de [—L,L], e satisfaz " € SC,.(2L) entdo, podemos afirmar que a série de
Fourier assoctada a funcgdao f, converge uniformemente para a funcao f, em R.

De fato, do Lema de Riemann-Lebesgue (isto €, do Coroldrio ([Z2Z517)) aplicado a
funcdo f”, seque que

lim ﬁ(n) =0.

nj—oo
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Logo, de um resultado de Andlise I, seque que a sequéncia numeérica (ﬁ (n)) .
ne

serd limitada, ou seja, exite M > 0 tal que

—

f (n)‘ <M, paracada MEZ. (7.360)

Mas, para cada n € Z, com n # 0, temos que:

78112
(=) M 12 1
<

< 7 .2 para todo x € R. (7.361)
n

o0
Como a série numérica E — € convergente (visto na disciplina de Andlise 1))
n

n=I
segque, de (361) e do Teste M.de Weierstrass (visto na disciplina de Andlise II),

que a série de fungdes
[e.e]
E f(n)etTx
n=—00

(a série de Fourier, na forma compleza, associada d fungdo f) serd uniformemente
convergente, em R, para alguma funcao g: R — R.

Notemos que, do Teorema ([(327), segue que a série de Fourier associada d fungdo

z

_f converge pontualmente para a funcdo f, em R, pois a funcao f é continua em
R.

Portanto, das propriedades acima, seque que
fx)= > f(n)e' T, (7.362)

para x € R, onde a convergéncia da série de fungées (C362), serd a uniforme em

R, isto €,
N

Z f (n)e'T X Noee f(x), wunifomemente em R. (7.363)
n=—N

Na verdade temos um resultado um pouco mais geral, a saber:
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Teorema 7.364 Consideremos f € Cpe.(2L) que seja uma fungdo diferencidvel em [—L, L],
exceto em um numero finito de pontos deste intervalo, e satisfazendo f' € SC,.(2L).

Entdo a série de Fourier associada a funcao f, converge uniformemente para a
funcdo f, em R, isto é€,

N
lim {% + Z [an cos (TLTH x> + b, sen <n—7t x)} } = f(x), uniforme. em R, (7.365)
n=1

N—oo L

onde, para cada m € {0}UN e k € N, temos que:

1t ma 1t k7
Un = J_L f(x) cos <T x) dx, e by= T J_L f(x) sen (T x) dx, (7.366)
ou
N —~
I\}im Z f(n)et T *="f(x), uniformemente em R, (7.367)
Oon:fN

onde, para cada n € 7, temos que:

- 1 (*  nm
f(n)= 7T J_L f(x)e " T *dx. (7.368)
Demonstracgao:

Faremos a demonstragdo de (Z367).

A demonstragdo de (36H) é consequéncia da demonstragdo de (Z3E1), e os detalhes serdo
deixados como exercicio para o leitor.

Notemos que, para cada N € N, temos:

n=— 1<In<N
() - L =
=70+ ) | (n)‘
1<MI<N
li=1 ]~ L 1 =
= ‘f(O)’+T—[ > ol ()]
1<n|<N
(=T=23) L 1 : 2\’
= olE (2 ) (Z e
< \ (0)] + > e (n)
1<n|<N 1<In|<N

<fol+ | ¥ # (i ﬁ(n)mz

1<InJ<N
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Nl=

f’€SCper(2L) e Coroléario (IZ250) - veja (E253) | L 1 1
< O R D W B
1<mi<n

) ~ 1\}
S’f(o)‘-f-%(ZZF) )

:’ ‘ (i %)2 I£/]] - (7.369)

Como f' € SCper(2L) segue

"‘*)

Ie'] = (Jlf’(x) dx)z < o0. (7.370)

Logo, de ([3E9) e ([370) segue que a sequéncia das somas parciais

(L)

Como ela também é mondétona, de um resultado de Andlise 11, segue que serd convergente

em R, ou seja, existe
[e's) N
2 [Fef=Jim 5[]

0.9}

Como a série numérica E ‘f (n)‘ é convergente em R segue, do Teste M.de Weierstrass
n=—oo

(visto em Andlise II), que a série de fungbes

o0
gnmy
Z L

(a série de Fourier, na forma complexa, associada a fungéo f) serd uniformemente convergente
em R, para uma fungdo g: R — R.

Notemos que, do Teorema ([Z307), temos que a série de Fourier associada a fungdo f,
converge para a funcgdo f, pontualmente em R, pois a funcdo f é continua em R.

Portanto, das conclusdes acima, segue que

X) = Z ?(n) el T X, (7.371)

¢ limitada em R.
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para x € R, onde a convergéncia da série de fungbes (C37T), serd a uniforme em R, isto &,

N

~ s M7 N .
Z f(n)e!'T X =% f(x), uniformemente em R,
n=—N

completando a demonstragéo.
O

Observacao 7.372 Na demonstragdo do Teorema mostramos que se f € Cyer(21)
€ uma funcdo diferencidvel em [—L,L], exceto em um numero finito de pontos deste in-

(e @]
tervalo, e satisfazendo f' € SC,er(2L), entdo a série numérica Z ‘f (n)’ é convergente

n=—oo

em R.
Em particular, da relagdo (CZO3), seque que as séries numéricas

[e.e]

D laal e ) bl
n=I1

n=1
também serdo convergentes em R.
De fato, pois para cada n € N, temos que:
~ a, —1ib

|an _lbn|

/anZ +bn2
.’
b,

1 [ladl
2 | Ibn]
Logo, das desigualdades acima, obteremos:
> la=2) [fin)
n=1 n=1

<2, i ‘?(n)‘ < 00

n=—oo

>

N = N =N —

e, de modo semelhante, temos que

S b2 Y [fn] <o,
n=1 n=—oo

completando a demonstracao da afirmacao.
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Nas condigdes do Teorema (364), podemos mostrar que a desigualdade de Bessel, isto
é, (Z23) é, na verdade, uma igualdade, mais precisamante, temos o:

Teorema 7.373 Consideremos f,g € Cper(2L) duas funcées que sdo diferencidveis em
[—L,L], exceto em um mumero finito de pontos deste intevalo, satisfazendo f’,g’ €

SCper(2L).
Entao
1 >
o7 (F,9) = n;of (Mg (n). (7.374)
Em particular,
Ljr= Y [fof 7,375
o= 2 P (7.375)

que € conhecida como a Identidade de Parseval.

Demonstragao:
Notemos que, do Teorema (Z364), segue que as séries de Fourier associadas as fungdes f
e g, convergem uniformemente para a funcdo f e g, em R, respectivamente.

Em particular, teremos

fx)= Y f(n)e T (7.376)
e =
g(x) = Z g(n)etTx, (7.377)

para x € R.
Logo, de um resultado de Andlise II, segue que:
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& L
convergéncia uniforme de (Z=ZH) e o Anélise II 1 Z |:J ‘/f\
2L .

3

—00

00 L
Z [zl J e ¥g(x) dX}

1 (f——
{2— JLg(x)e L dx}

2t
oo [ L o |
Z L JL g(x)et ¥ dx‘

)
(=ER) com f=g Z -~
= f (n)
n—oo

"‘)

8

(n),

)

completando a demonstragdo da validade da identidade (=74).
Para obtermos a identidade (Z373), basta considerarmos g = f em (Z374) e obteremos a

mesma, completando a demonstragao do resultado.
O

Observagao 7.378

1. O Teorema ([LZ73) pode ser generalizado para situagbes mais gerais, como por
ezemplo, se f,g € SCper(2L), ou até f € L*([-L,L]; R), o conjunto formado pelas
fungées definidas em [—L, L], a valores reais (ou complezos) que tenham quadrado
Lebesgue-integrdvel em [—L, L].

2. Em termos dos coeficientes de Fourier, na forma real, assoctados a uam funcdao f
que satisfaga as hipdtese do Teorema ([CZ373), as relagdes (ZA) e (=ZA), tornar-

se-ao:
1 GWA, —
C(fg) = + ; (an A + by By) (7.379)
1 a,’
—|If||2 = =2 24 b,2 '
e lflIF== +b.7) (7.380)
onde

a, >
S[ﬂ - 711’0 + ; an ll)n + bnd)n

A, =
e S[g]—7¢o+;An¢n+Bn¢n)
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onde, para cada m € {0}UN e k € N, as fungdes P e ¢r, sdo dadas por (LI3) e

(CI22), respectivamente.

Para mostrar 1sso basta notar que, para:

-~ =~ (=Zm) Qo A,
n=0: fOF0O= 35
A ER Clvo.
= 1
= (=zm) a, —ib, A, —1B,
(m)g ) = 3 3
An ,Bn€R an_ibn An+1Bn
N 2 2

1
= Z [anAn+ann+i (aan_bnAn)] )

3
m
Z
—+)

N = N n 'bn An .Bn
neN: f(—n)g(—m) <z 4 —;1 —;l

AnBreR Qn +1bn Ay — 1By
2 2

1
=-[lanAn+baB+1i(—a B, +brAL)] .

4
Logo

4

(7.381)

(7.382)

(7.383)

N
| ra 20 L e | e | rd g | OAO 1 .
(2),(E) e (1) 5 . {aT+§ —[an Ap 4 by By + i (—ay By + by Ayl

n=1

N
1 :
+ ZZ[anAn+ann+1(aan—bnAn)]}

n=I1

a, A, )
= +]\}£r§o;(anAn+ann)

2

WA, |
= +Z(anAn+ann)>
n=1

2

como queriamos demonstrar.
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3. No caso real, a 1dentidade de Parseval, tornar-se-d:

2 o0
%||f||2 = az" + ) (@’ +by%) . (7.384)
n=1

4. A identidade de Parseval pode ser muito util, tanto na forma compleza, isto é,
(=2™), como na forma real, o seja, (C334), para, por exemplo, encontrarmos a
soma de certas séries numéricas que sabemos serem convergentes, como veremos
em alguns exemplos a segquair.

Apliquemos as ideias acima aos seguintes exemplos:

Exemplo 7.385 Consideremos a fun¢do f: R — R, dada por e

—X ara cada x € [—1,0
fx) =4 P =00 (7.386)
X, para cada x€[0,1)
satisfazendo
f(x+2) =f(x), para cada xé€R.
Estudar a convergéncia da série de Fourier associada a fungao f.
Resolugao:
Vimos no Exemplo ([Z335), que
f(x) =1 4 i _ cos[(2n+ 1) 7tx)] aracada x €R
272 & 2n) > P !
onde a conververgéncia da série de fungdes acima é pontual em R.
Em particular, para cada n € N, vimos que
bn r-ll 0,
a, =01,
azn (E:ED) O)
(zTm) —4
A2 141 (7.387)

2n+1)72m"

Como f € Cper(27) e f' € SCper(27) segue, do Teorema (Z3G4), que a convergéncia da
série de Fourier associada a funcgdo f, serd uniforme em R.
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Logo, da identidade de Parseval, para o caso real, (isto é, do item 2. da Observagéo
(321M)), segue que (com L =1):

00 2 )
(=z32) Qo 2 2
+Z{2n+1 ] P ECRLE

n=1 n=1

=62

1
J f(x)? dx
-1

3 . 1
fé furgao par 2 J f(X)Z dx

—1
1

(=9) 2 J x? dx

0
3 x=0

2
-3

)

ou seja,

y .7
— (2n+1)" 9%’

Exemplo 7.388 Consideremos a fung¢do f: R — R, dada por
f(x) = sen(10x) +5 cos(5x) — 2 sen(20x) — 4 cos(11x), (7.389)
para cada x € [—m,7), e satisfazendo
f(x +2m) =1f(x), para cada xé€R.
Estudar a série de Fourier associada a funcgao f.

Resolucao:
Observemos que, neste caso,
L=m.

Notemos que cada fungdes que sdo as parcelas da fungdo f tem 27 como um de seus
periodos.
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
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Com isto segue que
f(x) = sen(10x) 4+ 5 cos(5x) —2 sen(20x) —4 cos(11x), paracada x € R.

Logo teremos f € Cp¢,(27) e, do Teorema (IZ2E4), segue que a série de Fourier associada

a funcdo f ird convergir uniformemente para a funcdo f em R, isto é,

sen(10x) + 5 cos(5%) — 2 sen(20x) — 4 cos(11x) "= ()
(=E8) com L=nt A, >
= 5 + Z a, cos(nx) + b, sen(nx), (7.390)

n=1

para x € R, onde a convergéncia da série de fungdes acima é uniformemente em R.
Comparando, na identidade ([Z280), o lado direito como o lado esquerdo, observamos que:

b, =0 para n=# 10,20,
bio =1, by =—2,
a, =0, para n#5,11,
as =5, para a;; =—4,
isto é, S[f](x) = sen(10x) + 5 cos(5x) —2 sen(20x) —4 cos(11x),, paracada x € R,

ou seja, é a expresssdo da funcio f é a expansio da fungéo f em série de Fourier, em [—7t, 7.

OJ
Temos o seguinte exercicio resolvido:
Exercicio 7.391 Consideremos a fung¢do f: R — R, dada por
f(x) =x, para cada x € [—m,n), (7.392)

satisfazendo
f(x +2m) =f(x), para cada x€R.

Estude a série de Fourier associada a funcgao f.

Resolucgao:
Notemos que, neste caso,

L=m.

A representacdo geométrica do grafico da fungao f, no periodo fundamental, é dado pela
figura abaixo.
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irt

Notemos que f € SC,.(27) e a fungdo f ' é seccionalmente continua em qualquer intervalo
[a,b] C R.

Observemos que
f'(x) =1, paracada xe¢€ (—m,n).

Logo, teremos que f’ € SCper(27) e assim, do Teorema ([Z21), segue que a série de
Fourier associada a fungdo f, converge pontualmente, para

f(x™) +f(x7)
2 )
para cada x € R.

Notemos que a fungdo f é uma fungdo impar em (—m, 7).
Logo, do item 4. da Observagdo (I20) (veja ([CI2H)), segue que

a, =0, paracada n=€{0}JUN. (7.393)

Por outro lado, para cada n € N, teremos:

(ZI7m) com L=r 1_

bn Jﬂ f(x) sen (nx) dx
T J n

. P 2 ("
f é fungdo impar J

Tt

xsen(nx) dx
0

u=x, logo du = dx
cos(nx)

dv = sen(nx), logov=—
n

b _J”_cos(nx) dx}

x=0 0 n

2 { cos(nx)
= — —_X —
T n
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=(—1)" para cada neN =0 para todo neN
— — N
2 cos(n ) sen(nx)
= — —T7T + 3
T n n x=0
2
= (- =, (7.394)
n
Portanto, substituindo (W'?'le) em ([393), obteremos:
f(x™)+f(x = (=112
( Z sen(nx) , paracada xé€R.
=1

Observemos que se
X, # kT, paracada keZ,

entdo a funcdo f serd continua em x,.
Logo, nesses pontos, a série de Fourier associada a fungdo f, no ponto x,, convergira para
a f(x,), isto é

7.7 Notas Historicas

A seguir vamos fornecer um breve relato do desenvolvimento da teria associada as séries de
Fourier.

1. d’Almbert (1747) e Euler (1748) encontraram solugdo geral para a equagdo da onda em

R?:
0%u 0%u
W(t,x} F) —(t,x) =0, paracada (t,x)eR?, (7.395)
dada por:
u(t,x) =F(x+t)+G(x—t), paracada (t,x)eR?, (7.396)

onde F,G € C*(R; R).

2. D.Bernoulli (1753) afirmou que a equagdo da onda ([Z395), deveria ter solugdo da forma
(caso L =) :
u(t,x) = Z a, sen(nx) cos(nt), paracada (t,x)e€[0,00)x [0,7]. (7.397)

n=1
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3. Lagrange (1759) afirmou que a equagdo da onda em [0, 1] (caso L = 1), com dado inicial

dado pela fungdo f, e velocidade inicial dada pela fungdo g, deveria ser dada por:

1 o

u(t,x) = ZJO Z [ sen(nmy) sen(nmx) COS(TIT[’L)} f(y) dy
n=1

1 o
—l—ZJO Z] {% sen(nmy) sen(nmwx) sen(nﬂt)} g(y) dy, (7.398)

para cada (t,x) € [0,00) x [0, 1].

Ovservacgao:

Se fizermos t = 0 em (Z398) e trocarmos a integral com a série de fungdes (precisariamos
garantir que podemos fazer isso), obteremos:

=1, para todo neN
—

=0 em ([C=T3 1 X
f(x) =u(0,x) O em (=) 5 J Z sen(nmy) sen(nmx) cos(nmO) fly) dy
0 n=1
1 ©© 1
+2 J Z — sen(nmy) sen(nmtx) sen(nmoO) g(y) dy
0 n=1 n

=0, para todo neN,

1 o
=2 L Z [ sen(nmy) sen(nnx] f(y) dy

1 o0 0 ol
J Z = J’ ) 1
oy J sen(nmy) f(y) dy | sen(nmx),
n=1 0

E
I

n-ésimo coeficiente de Fourier.

para cada x € [0, 1].
Fourier (1811) obteve os coeficientes de Fourier associados & algumas fungdes e escreveu
as séries de senos e cossenos de vdrias fungoes.

Segundo consta, ele dizia que qualquer fungdo periddica poderia ser expressa por uma
tal série.

Mais tarde foi mostrado que isso, em geral, nao é verdade !

. Dirichlet (1829 e 1837) foi um dos primeiros a reconhecer que nem toda fungdo periédica

poderia ser representada por uma série de Fourier.

Produziu os primeiros critérios de convergéncia das séries de Fourier.
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6.

10.

11.

Riemann (século XIX) prop6s encontrar condigdes necessdrias e suficientes para que
uma fungdo pudesse ser representada por uma série de Fourier.

Como estas questdes estavam ligadas a integracdo de fungdes, neste instante, comeca o
desenvolvimento mais profundo da teoria de integracao de Riemann.

de Bois e Reymond (1876) construiram uma fungdo continua, cuja série de Fourier
divergia em um ponto.

Mais tarde, construiram uma outra para o qual a série de Fourier divergia num conjunto
denso de R.

Féjér (1909) exibiu exemplos, relacionados o problema acima, mais simples.

Dini (1880) obteve critérios para a convergéncia da série de Fourier, conhecido como
teste ou critério de Dini.

Jordan (1881) demonstrou outro critério de convergéncia da série de Fourier, denomi-
nado teste ou critério de Jordan.

Observacao: Todos estes trabalhos, e muitos outros, conduziram a uma melhor com-
preensdo das fungdes descontinuas e propiciaram os trabalhos de Harnack, Hankel, Borel
e Lebesgue, culminando com a introdugdo de um novo conceito de integracdo, a saber,
a integral de Lebesgue.

Assim comega a teoria moderna das séries de Fourier.

Riesz e Fischer (1907) mostraram a convergéncia da série de Fourier na norma || - ||2,
para fungdes, cujo médulo, ao quadrado, sdo Lebesgue-integraveis em [0, L].

Carleson (1966) mostrou que para uma fungdo, cujo médulo ao quadrado é Lebesgue-
integravel em [0,L], a série de Fourier associadada & mesma converge, exceto num
conjunto de medida de Lebesgue zero, para a prépria fungdo.

7.8 Exercicios
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Capitulo 8

Aplicacao de Série de Fourier as EDP’s

Faremos uso da teoria das séries de Fourier desenvolvida no capitulo anterior, para resolver
alguns problemas aplicados relacionados com algumas EDP’s importantes.

Na verdade trataremos de alguns problemas fisicos que envolvem EDP’s (Equagdes Dife-
renciais Parciais).

8.1 O Problema da Conducao do Calor em um Fio

O objetivo é encontrar a temperatura em cada ponto de um fio finito, cujo comprimento é
igual
Le(0,00),

os quais conhecemos a temperatura em cada ponto do mesmo no instante inicial t = 0, sendo
o que o fio estd isolado termicamente (imagine que o fio estd dentro de um isopor) e cujas
extremidades sdo mantidas a 0° C, ao longo de todo o processo.

Se imaginarmos que o fio é o intervalo

[0,L]CR

e que u = u(t,x), nos fornece a temperatura no ponto x do fio, no instante t, para cada
x €[0,L]ete[0,0), entdo, matematicamente, o problema acima corresponde a encontrar
uma fungao

u=mu(t,x), paracada (t,x)e[0,00)x[0,L],

que satisfaz:
Matematicamente, o problema acima corresponde a encontrar um fungéo

u=u(t,x), paracada (t,x)e€[0,00)x[0,L],

405
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que venha satisfazer o seguinte problema:

ou ,0%u

E(t,x) = W(t,x), para cada (t,x) € (0,00) x (0, L) (8.1)
u(0,x) =f(x), paracada xe€[0,L], (8.2)
u(t,0) =u(t,L) =0, paracada te€[0,00). (8.3)
ue C([0,00) x [0,L]; R) N C*((0,00) x (0,L); R). (8.4)

A condigdo (ETD) nos diz que, no instante inicial, isto é, t = 0, a temperatura no ponto
x € [0, L] do fio é igual a f(x)°C.

A condigdo (BEX) nos diz que a temperatura nos extremos do fio igual a 0°C, ao longo de
todo o processo, isto é, para t € [0, c0).

A Equagdo Diferencial Parcial (ET) é denominada Equagao do Calor.

A constante « € (0,00) estd relacionada com a condutibilidade térmica do fio, isto &,
depende do material que o fio é feito.

No nosso caso, vamos supor que

ax=1,

para facilitarmos as contas que iremos tratar.
Aplicando o método da separagao de varidveis desenvolvido no inicio do Capitulo anterior
(veja ([10)) obtemos que a fungdo u = u(t,x), deverd ter a seguinte forma (veja (IZZ17)):

>0 n? 2 7T
u(t,x) = Z boe 12 ‘sen (nT x) , (8.5)
n=I

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].
Fazendo t = 0 em (EX) e utilizando (E3), obteremos:

() = u(0,%)
(E™) com t=0 i nm
= b, sen (—x) , (8.6)
3w sen (7°)

para cada x € [0, L], isto é, precisamos saber expandir a fungdo f (o dado inicial) em uma
série de Fourier (em senos), em [0, L].

Observemos que o lado direito de (Ed) (ou seja, a série de Fourier), caso seja convergente,
definird uma fungdo impar e 2 L-periédica.

Logo, precisamos estender a fungdo f, de modo impar e 2 [-periédicamente, a R.

Notemos que para estender, de modo impar, a fungdo f ao intervalo [—L, L], basta consi-
derarmos a fungdo, que denotaremos por, F: [—L,L] — R, dada por:

Fix) = {f(x), para cada x € [0, L] - (8.7)

—f(—x), paracada xe€ [—L,0]
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Notemos que (condicées de compatibilidade):

70) = u(0,0

t=0 em (B3)

0

t=0 eg(E:i) LL(O ) L)
x=L em (B32)

f(L),

ou seja,

407

(8.8)

Logo como a funcédo f é continua em [0, L] e satisfaz (ER), temos que a extensdo impar
da mesma ao intervalo [—L, L], isto é, a fungédo F, dada por (B0), serd uma fungdo continua

em [—L,L].

A esquerda, na figura abaixo, temos ilustrado a representagdo geométrica do grafico da

fungdo f, e a direitatemos ilustrado a representacdo geométrica do gréafico da fungao F.

Yy
A

Notemos que

Logo

y = F(x)
—L
O > X X
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ou seja,
F(—L) =F(L) =0. (8.9)
Portanto, de (E), podemos considerar uma extensdo (na verdade, serd tinica) 2 L—periédica
da funcdo F a R, que indicaremos também por F, ou seja, F: R — R, serd dada por
F(x) =F(x+2kL), (8.10)
onde k € Z é escolhido de modo que

Xx+2kL e [-L,L]. (8.11)

Como f € C([0,L]; R) e satisfaz (EXR), entdo teremos que sua extensdo impar e 2L-
periédica a R, isto €, a fungédo F, definida por (ET) e (ETO), satisfaz F € Cp.(2L; R) e serd
uma fungdo impar.

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Logo a série de Fourier associada a fungdo F (e portanto da fungdo f) terd a seguinte
forma:

aQ w— nm nm
SIfl(x) = 5 + ; a, Cos <T x) + b, sen (T x) , (8.12)
onde
a, =0, paracada me{0JUN,

pois a fungdo F é uma fungdo impar (veja o item 4. da Observagédo ([ZI20), ou ainda, (I54)
e, para cada n € N, teremos:

=1 [ nm
b, = JL F(x) sen( 3 x) dx

L
1 L
:EJ e F(x) sen (%x) dx
T
é impar

N
serd par

item 4. da servagio ou ainda 2 L Tt
tem 4. da Observagdo (CT0), da, (ZT=3) EJ F(x) sen (n ) dx
0

"

@2 [ nm
= J f(x) sen( i x> dx,

L
ou seja,
an =0, paracada me{0}JUN, (8.13)
b, = % JOL f(x) sen (nTﬂ x) dx, paracada meN (8.14)
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Logo, substituindo (BET3) em (ETJ), segue que a série de Fourier, associada a fungéo f,
terd a seguinte forma:

il nm
SIfl(x) = ; b, sen (T x) , (8.15)

onde, para cada n € N, temos que o coeficientes b, serd dado por (ETI3).

Portanto, voltando a (EX), segue que, uma candidata a solugdo do problema (ET), (E2),
(E3), (BA), serd dada por:

u(t,x) = ; bne 2 'sen (nTT( x) , (8.16)
para cada (t,x) € [0,00) x [0, L], onde, para cada n € N, temos que

b, = % LL f(x) sen (nTﬂ x) dx. (8.17)

Para completar precisamos mostrar que a fungdo u = u(t, x), dada por (ETd), é realmente
solugdo do problema (ET), (E3), (B3), (EF), isto é:

i. a série de fungbes (EIH) converge, para cada (t,x) € [0,00) x [0,L] ;

ii. a série de fungdes (ETIH) pode ser derivada, termo a termo, duas vezes em relagdo a x e
uma vez, relagdo a t, em (0,00) x (0,L) ;

iii. a funcdo u =u(t,x), dada por (BTIH), satisfaz (E), (E2), (B) e (EA).
Na verdade mostraremos que
u € C([0,00) x [0,L]; R) N C™((0,00) x [0,L]; R)

e que a série de fungdes (BETd), pode ser derivada, termo a termo, quantas vezes precisarmos,
tanto em relagdo a t, quanto em relagdo a x, em

(0,00) x [0,L],

se f € C([0,L)]; R) satisfaz (ER), é diferencidvel em [0, L], exceto em um nimero finito de
pontos de [0, L], de modo que f’ € SC([0,L]; R).

Notemos que, neste caso, a extensdo impar e 2 [-periédica da fungado f, a R, isto é, fungao
F, dada por (ET) e (ETD), ird satisfazer as seguintes condigdes: F € Cp..(2L) é diferencidvel
em R, exceto um nimero finito de pontos de [a,b] C R, e F' € SC,,(2L).

Mais especificamente, provaremos o seguinte resultado:
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Teorema 8.18 Suponhamos que f € C([0,L)]; R), satisfaz (BER), é diferencidvel em
[0,L], exceto um numero finito de pontos de [0,L], e f' € SC([0,L]; R).

Entao a série de fungées (BEH), converge uniformemente em [0, 00) x [0, L], para uma
fung¢do u, de modo que

ue C([0,00) x [0,L]; R)NC*((0,00) x [0,L]; R), (8.19)

e é solugdo de (ED), (EX), (EQ)) onde, para cadan € N, o coeficiente by, serd dado por
(B13)), ou seja,

s 22 nrm
u(t,x)—;bne 12 tsen(Tx) ,
ou ainda,
(t,x) 2 i JLf( ) se (TLT[ )d e " e <n7r ) (8.20)
u(t,x) = — nl— L nl{—x )
) L — 0 y L y y L b
Demonstracao:

Mostremos, primeiramente que a série de fungbes (BE1H) (ou (E=Z0)) converge uniforme-
mente em [0, 00) x [0, L].

Para isto, observemos que, do Teorema ([Z364), segue que a série de Fourier associada
a fungdo f (na verdade, a sua extensdo impar e 2L-periddica a R), converge uniformemente
para a funcdo f, isto &,

> T
f(x) = Z b, sen (nT x) ,  uniformemente em R,
n=I1

onde, para cada n € N, o coeficiente b, é dados por (ETI2).
Logo, fazendo t = 0 em (BETIH), segue que a série de fungdes (ETH) (ou (E=20)) converge
uniformemente para a fungdo f em R, em particular,

u(0,x) =f(x), paracada xe€[0,L],

ou seja, a funcdo u, dada por (ETH) (ou (E=M)), satisfaz (E3).
Notemos também que, do Lema de Riemann-Lebesgue (isto é, do Coroldrio (-261)) segue
que
lim b, =0.

n—oo
Em particular, de Andlise I, segue que a sequéncia numérica (b, )nen serd limitada, isto
é, existe M € R tal que
bl <M, paracada meN. (8.21)
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Mostremos agora que a série de fungdes (BE18) (ou (BEZ20)), converge uniformemente em
[0,00) x [0,L].

De fato, notemos que, para cadan € N, e (t,x) € [0,00) x [0, L], teremos:

_n2n? nm _n2n? nmw
bp,e 2 tsen(Tx> <oy e 2t ’sen(Tx)‘
—_
v <1
<1, pois t>0 =
< |bal.

e}

Como a série numérica E |b,| é convergente em R (veja a Observagdo (C373)) segue, do
n=1

teste M.de Weierstrass de Andlise II, segue que a série de fungdes (E1d) (ou (E=Z0)), converge
uniformemente em
[0,00) x [0,L].

Notemos que, para cada n € N, a fungdo

(t,x) — bpe 2 'sen (nTﬂ x)
é continua em [0, 00) x [0, L].
Logo, de Andlise 11, segue que
ue C([0,00) x [0,L]; R), (8.22)

Afirmamos que
ue C*((0,00) x [0,L]; R)

e que a série de fungdes (EH) (ou (B=20)), pode ser derivada parcialmente (a qualquer ordem),
em relacdo a t ou, em relagdo a x, termo a termo, em

(0,00) x [0,L].

Para isto, para t, € (0, c0) fixado, e para cada n € N, definamos a fungio u, : [t,,00) X
[0,L] — R, dada por

2 2
Un(t,x) =bre "7 'sen (“T”x> , (8.23)

para cada (t,x) € [t,,00) x [0, L].
Com isto temos que, para cada n € N, segue que

Un € COO([to>OO) X [O,L],R)



412 CAPITULO 8. APLICACAO DE SERIE DE FOURIER AS EDP’S

Observemos também que:

= —T bn eiLizt sen (T X) y (824)

para cada (t,x) € [t,,00) x [0, L].
Logo, para cada n € N fixado, e (t,x) € [t,,00) x [0, L], teremos:

ou, ) | NP il nm
F( y X) = |— 2 b,e T sen T X
n? b _nlaly <n7t )\
= e L sen | —X
L2 \;1./ " L
(=) _n2aZ —
<M Z<e L2 , para todo t€[t, ,00) <1, para todo x€R
22 2 2
n- 17t _nmt oy
<M ¢ 2 =5, (8.25)

sh =M ¢ [ER (8.26)

Notemos que
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L’Hépital, caso 22: M 7'[2 .
= 5— lim

L x—oo d [
e

2
L

d 4
a[x}
=5

2
to]

dx

L'Hépital, caso 2: 3 M |

Zto X—00 d x27'r2 to
X

3IML? . 1

= m
272 t,2 xoo eszﬂ to

Exercicio 0

[e.e]

Como a série numérica E — € convergente segue, do critério da razdo por limites, para
n
. . . n:] . . . . .
séries numeéricas cujos termos sdo ndo negativos, visto em Andlise I, que série numérica

o [e3) 2

EZ3 n 7'[2 _n2A?
E Sn(:)g M 2 e 1z o
n=1 n=1

(8.27)

é convergente em R.
Logo, de (EZ23), (EZ7) e do teste M.de Weierstrass visto em Andlise II, segue que a série

de funcdes
oo oo 2
ou, (Ez3) nfmwt w22, nm
—(t,x) = Z——ane 2~ " sen (—x)
n=1 ot n=I1 L L
converge uniformemente em

[to)oo) X [O)L]-

Como a série de fungdes

u,(t,x) = bn e 2 'sen n—ﬂx
L
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converge em cada ponto de [0,00) x [0, L] segue, de um resultado de Anadlise II, que a série
de fungdes (ET1A) (ou (E=Z0)), pode ser derivada parcialmente, em relagdo a t, termo a termo,
em [t,,00) x [0, L], ou seja:

ou Em) 0 | w— _n?x nm
a(t,x) = —t[ane 2 sen(Tx>]

™ = 22 U
=1 an b,e 2 'sen (nT x) , (8.28)

para cada (t,x) € [t,,00) x [0, L].
ou
Em particular, notemos que, (EZ28), implicard que a fungio m é continua em [t,,00) X
[0, L], para cada t, € (0,00), ou seja,

aa—Lt‘ € C((0,00) x [0,1]; R). (8.29)

De modo semelhante, para cada n € N fixado e (t,x) € [t,,00) x [0, L], temos que

a a n2 2
un(tm) = 2 {bn e 12 'sen (n—ﬂ x)}

0x 0x L
n7 n? 2 ni7t
=b (—) e 12 'cos <—x)
"L ] L
nm _n?n? nm
= e oos (x) (8:30)
assim
0 nm _n?n? nm
o] S e e (1)
nm n? 2 nm
=— |ba]l e 2 ' |cos (—x)‘
- =) -2l -
< M <e 2 ° <1, para todo x€R
Mnn _n2n?
<——e ¢© o =1, (8.31)
onde, para cada n € N, definimos
Mmn _n2a2
= e T2 to (8.32)
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Mas

Exercicio
= = O
o0
Como a série numérica E — € convergente segue, do critério da razdo por limites, para
n

n=1
séries numéricas cujos termos sdo ndo negativos, segue que série numeérica

é convergente em R.
Logo, do teste M.de Weierstrass, de Andlise II, segue que a série de fungdes
2 D un ED) w— N7, _nlx? (nn )

—(t,x) "= ——bpe 2 'cos(—x
— 0x — L L
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converge uniformemente em

[ty ,00) x [0,L].
Como a série de funcgdes
s = _n2n?, nm
;un(t,x) = ;bne 12 sen(Tx)

converge em [0, 00) x [0, L] segue, de um resultado de Andlise II, que a série de fungdes (EIH)
(ou (EZO)), pode ser derivada parcial, em relagdo a x , termo a termo, em [t,,00) x [0, L],
ou seja:

> Tt _nfnt 7T
= Z My e "t cos <n_ x) , (8.33)

para cada (t,x) € (t,,00) x [0, L].
ou
Em particular, notemos que, (E=3), implicard que a fungio I é continua em [t,,00) X

[0, L], para cada t, € (0,00), ou seja,
— e C((0,00) x [0,L]; R). (8.34)

Logo, de (BET2M), (E=) e (BZ3) , segue que

ue C([0,00) x [0,L]; R)NC'((0,00) x [0,L]: R) (8.35)

e que a série de fungbes (ETH) (ou (BZM)), pode ser derivada parcialmente, em relagdo a t
ou, em relagdo a x, termo a termo, em

(0,00) x [0,L].
De modo andlogo mostra-se que
u € C([0,00) x [0,L]; R) N C*((0,00) x [0,L]; R)

e que a série de fungbes (ETH) (ou (BZM)), pode ser derivada parcialmente, em relagdo a t
ou, em relagdo a x, a qualquer ordem, termo a termo, em

(0,00) x [0, L],
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isto é:

oMy E&m) 0 MU | — _n2n2 nm
—(t,x) = ane 2 ts.en(Tx>

otk xm otk xm | &=
> Jk+m n2n2 nm
at X {bne_ ¢ sen (TX)y
n=I

para (t,x) € (0,00) x [0,L] e k,m € N.
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Finalmente, para cada (t,x) € (0,00) x [0, L], temos que:

=—= Z banle 2 'sen (nTn x) . (8.36)
Utilizando-se (EZZ8) e (BE=28), obteremos:

0 il e S, g
9= 3260 T 5 5 bonte W sen (T x)

para cada (t,x) € (0,00) x [0, L], isto é, a fungdo u: [0,00) x [0,L] — R, dada por (ETH)
(ou (BE=M)), satisfaz a EDP (E), em (0, 00) x [0, L].
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Além disso, para cada t € [0, 00), temos:
com X=| > _n?A? nr7
U(t ) O) (m)): = Z bn e U2 ¢ sen <T O)
n=1 ~————

=0
— Z bye 2 ' sen (n_n L)
n=I1

(ET8)) com x=L

u(t, L),

isto é, a funcdo u = u(t,x), dada por (BE18) (ou (BE=20)), satisfaz a condigdo (E3)).
Conclusao: A fungdo u:[0,00) x [0,L] — R, dada por:

u(t,x) = an e 12 'sen (nTﬂ x) , paracada (t,x)e€[0,00) x [0,L] (8.37)
n=1

é uma solucdo do problema (ET), (EX), (B3) e, além disso,
u € C([0,00) x [0,L]; R) N C*((0,00) x [0,L]; R),

onde os coeficientes
b,, paracada neN,

sdo os coeficientes de Fourier da expansdo impar e 2 L-periédica da fungdo f a R, ou seja,

b, = % JOL f(x) sen (nTﬂ x) dx. (8.38)

OJ
Observacao 8.39

1. Pode-se mostrar que a solugdo, dada por (BEX3D), € a unica solugdo do problema
na classe (EQ).

2. De modo semelhante podemos tratar do problema de encontrar a temperatura em
cada ponto de um fio finito, de comprimento

Le(0,00),

0s quatls conhecemos a temperatura em cada ponto do mesmo, no instante inicial,
1sto €, quando t = 0, supondo que as extremidades do mesmo nao trocam calor
com o meio ambiente, ao longo de todo o processo.
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Se 1maginarmos que o fio € o intervalo [0,L] C R e que a fungdo u = u(t,x) nos
fornece a temperatura no ponto x do fio, no instante t € (0,00) entdo, matemati-
camente, o problema acima corresponde a encontrar uma funcdo u = u(t,x), para
(t,x) € [0,00) x [0,L], que satisfaca:

ou 5,0

a(t,x) = W(t,x), para cada (tx) € (0,00) x (0,L), (8.40)
u(0,x) =f(x), para cada xe€[0,L], (8.41)
ou ou

a(t,O)—a(t,L)—O, para cada te€[0,00), (8.42)
ue C'([0,00) x [0,L]; R) N C?((0,00) x (0,L); R). (8.43)

A condicdo (BEZT) nos diz que a temperatura no ponto x € [0,L] do fio é igual a
f(x)° C.

A condigcao (BEZQ) nos diz que os extremos ndo trocam calor com o meio ambiente.
A verificagcao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.
No nosso caso, vamos supor que
ax=1,
para facilitarmos as contas.

Aplicando o método da separagdo de varidvets (como fizemos no item 2. da Ob-
servagdo ([CZ3) - veja ([C20)), podemos mostrar que uma candidata a solugdo do
problema acima € a func¢do u:[0,00) x [0,L] — R, dada por
n?n? nm )

2 ' cos <—x

- (8.44)

. a = _
u(t,x)zjo+ E an e
n=1

para cada (t,x) € [0,00) x [0,L], onde
a,, paracada ne{0JUN

sao os coeficientes da extensao par, 2L-periddica da funcao f a R.

Neste caso, para cada n € {0} UN, teremos (veja o item 2 da Observacdo (CI20),
ou ainda, (CIZ3)):

an = % LL f(x) cos (nTﬂ x) dx. (8.45)

Com 1sto podemos provar o seguinte resultado, cuja demosntracdo € andloga ao
caso tratado acima e serd deixada como ezxercicio para o leitor.
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Teorema 8.46 Suponhamos que f € C([0,L)]; R) € uma fung¢do diferencidvel, exceto um
numero finito de pontos [0,L], e além disso f' € SC([0,L]; R).
Entao a série de fungdes (BEZ4)) converge uniformemente em

[0,00) x [0, L]
para uma funcao

u € C([0,00) x [0,L}; R) N C*((0,00) x [0,L]; R)

que € solugdo de (EZ0)), (BEZD), (EZD)), onde os coeficientes
a,, paracada N eE{0JUN,

s@o dados por (BEZH)).

Observacao 8.47 Pode-se mostrar que, como no caso anterior, que a solugdo (BEZ4A) é
unica.

A seguir aplicaremos as ideias acima a um exemplo onde a temperatura inicial no fio, f,
é dada.

Exemplo 8.48 Determine uma solugdo u = u(t,x) do problema:

2
aa—ltl(t,x):%;(t,x), (t,x) € (0,00) x (0,7), (8.49)
u(0,x) =f(x), para cada xe€l[0,m, (8.50)
u(t,0) =u(t,n) =0, para cada te€l[0,00), (8.51)
ue C([0,00) x [0,7]; R) N C3((0,00) x (0,7); R), (8.52)

onde f:[0,n] - R € dada por

X, para cada X € [O,g]
f(x) = : (8.53)

s
m—X, para cada XG(E,W}

Resolucao:
Neste caso temos que
L=m.

A representagdo geométrica do gréfico da fungdo f é dada pela figura abaixo.
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[NE

[NE}
3
®

Consideremos a fungdo F: R — R, como sendo a extensdo impar, 2 rt-peridédica da fungao
faR.

Como

das observagdes feitas anteriormente (veja (BE) e o que segue a esta) segue que a fungdo F
serd continua R.

Observemos que a fungdo F: R — R, serd dada por:

( Tt
—Xx —Tm, paracada x € [—7’(,—5}

—x, paracada x € [_§’0>
F(x) = (8.54)

X, para cada XE[O,Q

s
mT—X, paracada XE[E,T[>
\

e satisfazendo F(x + 27t) = F(x) para cada x € R.

A representacio geométrica do grafico da funcéo F, no periodo fundamental [7t, 7t], é dada
pela figura abaixo.
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Yoy

[NE

[N}

|
N

Como vimos anteriormente (veja (E317)), uma candidata a solugdo a fungdo u : [0, 00) X

[0,L] —» R, dada por:

n=1
’ (8.55)

[0, L] onde, para cada n € N, temos que:

para cada (t,x) € [0,00) X

() 2 L nm
b, = LJ f(x)sen( 3 x) dx

T% L f(x) sen <n?ﬂ x) dx

= E J f(x) sen(nx) dx
s

’ f(x) sen(nx) dx]

NIR

%
[ ) sen(nx dx+J

7I(7t —x) sen(nx) dx]

NIA

us

(8.56)

A

8:532[ J
= — x sen(nx)dx +
7T

7

-2l

x sen(mnx dx+7TJ sen(nx) dx—J x sen(nx) dx] .

| | N
Sk}
Sk}

o
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Notemos que, para cada n € N, temos que:

integragio por partes = 1 cdu=d
JX Sen(nX) dx o =7 t Lo e e - cos(nx)
dv = sen(nx)dx, logo: v=—">"=
cos(nx) J cos(nx)
= x—— | 2
n n
cos(nx) sen(nx)
=—x + . (8.57)
n n

Logo, do Teorema fundamental do Célculo, segue que:

TU U

2
b, (E=9) - Uz x sen(nx) dx + 7 J sen(nx) dx — J x sen(nx) dx]
0 2 3
] x:% X=Tt
(=) 2 { [—x cos(mn x) N sen(;lx)] N {—7{ cos(nx)}
Tt n n n x=1

cos(nx) n sen(nx)

+ [—x
n n

Tt T
:% _g cos <:§> . senT(:§> B {—O cos:t()) n senT(;LO)}
. cos(nm) cos (“ E)
n n

. Cos(T1117t) senT(;wr) B _72_r cos <:_) N sen <T21 E)
_2 o cos(n ) _COS <n72_f> __cos(nm)
== - - -
= % {—2 (—=1)" + cos <n g)} . (8.58)

—1)2 ara cada mn par
cos <n E) = =P P . (8.59)
0, paracada mn impar
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Assim, para cada n € N, de (E53) e (ER9), segue que

ban = - [-2 — (=1)"]

SIa3

Dot = (8.60)

Com isto, segue que uma candidata a solugdo do problema (BZJ), (BE=0), (EXTD) e (ER2),
serd:

u(t,x) = Z bre ™t sen(nx) (8.61)
n=1

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L], onde os coeficientes b,, sdo dados por (EX&D).
Observemos que f € C([0,7]; R) é uam fungdo diferencidvel, exceto um nimero finito de
pontos de [0,L] e que f’ € SC([0,7]; R), pois
1, paracada xE¢& (O , E)
, 2
f'(ix) = .
—1, paracada xé€ <§ ,O)

f(0) = f(mr) =0.
Logo, do Teorema (E1R)), segue que a fungdo u = u(t,x), dada por (EED), serd a (1nica)
solugdo do problema (EZ3), (EX0), (EXD) e (EB3).
0
Temos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 8.62 Determine uma fucdo u : [0,00) x [0,71] — R que seja solu¢do do pro-
blema:

ou o*u
a(t,x) = W(t,x), para cada (t,x) € (0,00) x (0,7), (8.63)
u(0,x) =x, para cada x€[0,m], (8.64)
a—u(t,O):a—u(t,ﬂ)zo, para cada te€[0,00), (8.65)
0x 0x
ue C'([0,00) x [0,71]; R) N C3((0,00) x (0,7); R). (8.66)

Resolucgao:
Neste caso, temos que
L=m.

Notemos que o dado incial (veja (E64), serd a fungdo f: [0, 7] — R dada por
f(x) =x, paracada x € [0,n]. (8.67)

A representagdo geométrica do gréfico da fungdo f é dada pela figura abaixo.
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Consideremos a funcao F: R — R como sendo a extensao par, 2 7t-periédica da funcao f a
R.

Logo, das observagdes feitas anteriormente (veja (BZ) e o que segue a esta) segue que a
funcgdo F serd continua R.

Observemos que a fungao F: R — R, serd dada por:

F(x) =|x|, paracada xé€ [—m,n], (8.68)

satisfazendo
F(x +2m) =F(x), paracada xe€R.

A representacido geométrica do grafico da funcéo F, no periodo fundamental [7t, 7t], é dada
pela figura abaixo.

Como vimos anteriormente (veja (EZ4)), uma candidata a solugdo a fungdo u : [0, 00) X
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[0,L] — R, dada por:

G n?n? nm
u(t,x) ?Jr;ane 12 cos(Tx)
L;”%+Zane w2 tcos(—x)
n=I1
Qo - —n?t
=5 + Z an e cos(nx), (8.69)

para cada (t,x) € [0,00) x [0,71], onde, para cada n € {0} UN, a, é o n-ésimo coeficiente da
extensdo par, 2 m-periddica da fungdo f a R, ou seja, da fungdo F.

Logo para cada n € {0} UN, teremos:

2 L
an (=) I Jo f(x) cos <nTT[ x) dx
—
= —J f(x) cos (—ﬁx> dx
T Jo
2 s
= 2 J x cos(nx) dx. (8.70)
T Jo
Notemos que, para cada n € {0} UN, segue que:
integragio por partes = 1 cdu=d
Jx cos(nx) dx fegragag por part t=x, foger aut * sen(n x)
dv = cos(nx) dx, logo: v ==
sen(nx) J sen(nx)
=X — X
n n
_, sen nx) N cos(TZLx) ‘ (8.71)

n n
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Logo, de (BZM), (EZ71) e do Teorema Fundamental do Cdlculo, teremos:

us

als
o

a, = x cos(nx) dx
&) 2 [ sen(nx) cos(nx)] [
= —_ X + 3
T n n x=0
=0 para todo ne{0}UN =0 para todo ne{0}UN =1 para todo ne{0}UN
— —— —
2 sen(n ) cos(n ) sen(n0) cos(n0)
=—qT + s— — |0 + 5
s n n n n

—
_ E cos(nm) B 1
B n? n?
2[(—1)" 1]
= 8.72
n?m (8.72)
Substituindo (BEZ72) em (ETEY), obteremos
0, paran par e —2, para n impar
——
2 (=)™ =1
2
u(t,x) = e ™ cos(nx
(t,x) ; yp (nx)
= i _ e @Mt cos[(2m 4+ 1) %], (8.73)
2m+1)*n

3
X

para cada (t,x) € [0,00) x [0, 7].
Observemos que f € C([0,7]; R) é uma fungdo diferenciavel em (0, 7t), pois

f'(x) =1, paracada xe€ (0,7,

logo f’ € SC([0,7]; R).
Logo, do Teorema (BTH)), segue que a fungdo u: [0,00) x [0,71] — R, dada por (BZ3) é
a (dnica) solugdo do nosso problema (EE2), (E54), (BEE3) e (EED).
Na verdade
u e C([0,00) x [0,L]; R)NC*((0,00) x [0,1]; R),

como afirma (EIR).
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8.2 O Problema da Corda Vibrante

Consideraremos dois problemas associados as vibragdes de uma corda finita num plano, a
saber:

8.2.0.1 Corda Vibrante com as Extremidades Fixas

Trataremos a seguir do problema de encontrar a posigdo, em cada instante, de cada ponto
de uma corda de comprimento L, que vibra num plano, cujas extremidades da mesma estao
presas.

Denotemos a amplitude da vibragdo em cada instante, t € [0,00), em cada ponto, x €
[0, L], da corda por u = u(t,x).

A figura abaixo ilustra a situagdo acima.

Y

A

Perfil da Corda no Instante t > 0

Entdo, um modelo matemaéatico que estd associado a esse problema serd o de encontrar
uma fungdo w: [0,00) x [0, L] — R que satisfaca:

o*u , 0%u

W(t,x) =c W(t,x), para cada (t,x) € (0,00) x [0,L], (8.74)
u(0,x) =f(x), paracada xe€[0,L], (8.75)
0

a—li(o,x) =g¢(x), paracada xe€[0,L], (8.76)
u(t,0) =u(t,L) =0, paracada te[0,00), (8.77)
ue C([0,00) x [0,Li]; R) N C*((0,00) x (0,L); R), (8.78)

onde a constante c?, é uma constante que estd relacionada com a tensdo e a densidade da
corda.

A condicdo (BE73) nos diz que, no instante inicial, isto é, t =0, o deslocamento do ponto
x € [0, L] do fio é igual a f(x).

A condigdo (B778) nos diz que, no instante inicial, isto é, t = 0, a velocidade do desloca-
mento do ponto x € [0, L] do fio é igual a g(x).
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A condicdo (EZ77) nos diz que as extremidades do fio igual estdo presas, ao longo de todo
0 processo, isto é, para t € [0, 00).

A Equagdo Diferencial Parcial (B74)) é denominada Equag¢ao da Onda.

Esta equacao é um exemplo importante de uma classe de EDP’s do tipo hiperbdlica.

Para simplificarmos as contas, consideraremos o caso em que
c=1.

O caso geral serd deixado como exercicio para o leitor.

Aplicaremos o método da separagdo de varidveis ao problema (B774)), (BZ3)), (B=M)),
(BE3)) e (BTA), isto é, tentaremos solugdes de (E7A)), (E2@)), (BEZ@)) e (E)) e (BEZ™), do
tipo

u(t,x) =9P(t) dp(x), paracada (t,x)e[0,00) x [0,L], (8.79)

onde P:[0,00) 2 Red:[0,L] - R.
Notemos que, supondo que as fungbes 1 e ¢ sdo duas vezes diferencidveis em (0,00) e
(0, L), respectivamente, entdo, para cada (t,x) € (0,00) x (0, L), teremos:

ou (em) 0
S0 ) S () )
— (1) $(x), (8.80)
0’u fx) — 0 [ou )
W( yX) = ot {a( »X)}
=) 0
= ;W 1) o]
— (1) $(x), (8.81)
(0 = L i) o)
X ox
—P(t) (), (8.82)
0’u 0 |ou
Thitx =2 [&“”‘J]
= 2 1) ¢
X
=P(t) ¢ "(x), (8.83)
Substituindo (E=1) e (E23) em (ET4)), obteremos:
02 02
0= =5 (t,x) = 55 (t,%)

(E52) ¢ (£53)

V() dx) —b(t) d "(x), (8.84)
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para cada (t,x) € (0,00) x (0,L).
Supondo que
u#0,

ou seja, a solugdo trivial ndo nos interessard, deveremos ter

Y(t), d(x) #0,

para algum (t,x) € (0,00) x (0,L).
Logo, dividindo (E=Z4), por

obteremos:

Portanto, deveremos ter:

para cada (t,x) € (0,00) x (0,L), ou seja, teremos:

P’ (t) = —AYP(t), paracada te (0,00),

¢"(x) =—-Ad(x), paracada x € (0,L).

Notemos que, para cada t € [0, o), de (EZ2)), segue:

W(t) ¢(0) = u(t,0)

(8.85)
(8.86)

(8.87)

Como P (t) # 0, para algum t € [0, 00) (pois caso contrério, teriamos u(t,x) = 0, para
todo (t,x) € [0,00)x € [0,L]), dividindo ambos os membros da identidade (B=7), por {(t),

obteremos

$(0) =0=d(L).

(8.88)
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Portanto, de (EZ8) e (EZ3), segue quea fungdo ¢, deverd satisfazer o seguinte problema
(dito problema de valor de contorno):

¢"(x) =—-Ad(x), paracada xe (0,L) (8.89)
$(0) = ¢(L) =0, (8.90)
¢ € C([0,L]; R)n C*((0,L); R), (8.91)

que ja foi tratado anteriormente (veja (C22)), (C23)) e (24))).
Vimos que, para cada n € N,

2
A=A, = "sz
e que
$(x) = dn(x) = sen (nTﬂ X> , (8.92)

para cada x € [0, L].
2

Temos também que, a solugdo geral da EDO (E=H)) (com A = A, =
por:

3 ). serd dada
T e
Pn(t) = Acos (nT t) + B sen (nT t) (8.93)

para cada t € [0, c0).

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor (veja (ZZ8), com x =t
e A como acima).

Assim, do método da separagdo de varidveis, para cada n € N, , de (E3) e (EZ22), temos
que a fungdo u, : [0,00) x [0,L] — R, dada por

Un(t,x) =Un(t) dnlx),

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L] serd da forma:
Un(t,x) =P (t) dn(x)

(=) 2 (B9) [bf1 cos (nTﬁ t) + BJ sen (nTﬂ t)} sen (nTﬂ x)

=b' cos (nTT[ t> sen <nT7t x) + BY sen <nT7t t) sen (nTﬂ x) , (8.94)
para cada (t,x) € [0,00) x [0, L], serd um solugdo de (E74)) e (B=2)).
Logo, formalmente, temos que a fungdo w: [0,00) x [0,L] — R, dada por:

= i [bf1 cos <nT7t t) sen (nTn X> + B} sen (nTﬁ t) sen (nTﬂ X)} y (8.95)
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para cada (t,x) € [0,00) x [0,L], serd uma candidata a solugdo para o problema (E74),
(B3), (Em), (B72) e (B3).

Para que a fungdo u, dada por (EXH), seja solugdo do problema, ela deverd satisfazer a
condigdo (EZA)), ou seja:

f(x) =u(0,x)
=1, para todo neN =0, para todo neN
10 em (£3) i b’ cos (n—ﬂ O) sen <n_7'r x) + B¢ sen (n—ﬂ O) sen (n—ﬁ x)
— " L L " L L
= b sen (“T” x> , (8.96)
n=1

para cada x € [0, L], isto é, a fungdo f (ou melhor, sua extensdo impar e 2 L-periédica a R)
deverd possuir uma expansdo em série de Fourier (no caso, uma série em senos), ou seja:

L

pr =D EJ

T f(x) sen (%r x) dx, paracada neN. (8.97)
0

Por outro lado, para a fungdo u, dada por (EH), satisfazer (EZ78)) (supondo que possamos
derivar parcialmente, a série de fungdes, termo a termo, em relagdo a t), deveremos ter:

(Em) ou
- ot

{3 oo (70) s (7)o e (1) s ()]

n=1

cuidadot 3= 0 [y (B0 sen (%) + B3 sen (27 1) sen (“7x)]
= Zat[bncos Lt sen Lx-l—anen Lt sen (X

n=1

{[phsen () "] sem () 88 [eos (70) 7| sen (7))

g(x) (0,x)

o 2|

()

(V]

t=0

t=0

M

1

=
Il

=0, para todo neN =1, para todo neN
—i bl sen (nﬂ0> nn sen (nﬂx) 4+ BY cos <n710> nn sen (nﬂx>
o " L L L " L L L

= i (B?1 nTﬂ> sen (nTﬂ X) ) (8.98)

para cada x € [0, L], isto é, a funcdo g (ou melhor, sua extensdo impar e 2 L-periédica a R)
deverd possuir uma expansdo em série de Fourier (no caso, uma série em senos), ou seja, para
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cada n € N, deveremos ter:

nm
By — =b¥
n L n
(Cm=m) 5 (L -
= — | g(x)sen|{—x) dx 8.99
7 J, 900 sem () o, (359
ou seja,
2L [t nrm
9 — — —
BY Trm L g(x) sen< 3 x> dx
2t nm
= . g(x) sen <TX> dx, (8.100)

para cadan € N
Portanto uma candidata u: [0, c0) x [0, L] — R, a solugdo do problema dado inicialmente,
sera:

M

u(t,x) = [bf1 cos (nTﬂ t> sen <nT7T X) + B} sen (nTﬂ t) sen (nTT[ x)] (8.101)

{ [bi cos <nTﬂ t) + BY sen <TLT7T t)} sen (nTﬁ x>} , (8.102)

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L] onde, para cada n € N, temos que os coeficientes % e BY,
sdo dados por:

1

3
Il

M

1

3
Il

2 L
by = = L f(x) sen (“T” x> dx . (8.103)
(™) L
BY = —bY (8.104)
nm
= LJL (x) sen (n—ﬂ x) dx (8.105)
- onm), g L ’ '

onde, para cadan € N, b, denota o seguinte n-ésimo coeficiente de Fourier associado a fungéo
g, ou seja,

2 L
bd = I J g(x) sen (nTn x) dx. (8.106)
0

Com isto podemos enunciar e demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 8.107 Suponhamos que f € C*([0,L];R) € tal que a funcdo f" seja dife-
rencidvel, exceto em um niumero finito de pontos de [0,L], com f"” € SC([0,L];R) e
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g € C'([0,L]; R) € tal que a fungdo g’ seja diferencidvel, exceto em um niumero finito
de pontos de [0,L], com g” € SC([0,L]; R)

£(0) = f(L) =f"(0) =f"(L) = g(0) = g(L) = 0. (8.108)

Entao a série de fungbes (BEII2), converge uniformemente em [0, 00) %[0, L] para uma
fungdo u:[0,00) x [0,L] = R, que € solugdo de (BEZ4), (BZ™), (B=M@), (B=CQ) onde, para
cada n € N, os coeficientes b_fl e BR, sdo dados por (ETO3) e (ET0H), respectivamente .

Demonstracgao:

Mostremos, primeiramente que a série de fungdes (ETIO2) converge uniformemente em
[0,00) x [0, L].

Para isto, como f € C%([0,]; R), do Teorema (Z354), segue que a série de Fourier associ-
ada a fungdo f (na verdade, a sua extensdo impar e 2 L-periddica a R), converge uniformemente
para a funcdo f, isto é,

= U
f(x) = Z bl cos (nT x) ,  uniformemente em R, (8.109)
n=I

onde, para cada n € N, o coeficiente b_,f1 é dado por (BETO3).

Observacgao 8.110 Observemos que, a fungdo f tendo uma extensdo impar e 2 L-periddica
a R e sua ertensao tiver derivada, entdao esta serd uma funcao par e 21-periddica, e se
extensdo da fungdo f, for duas vezes deriwvdvel, sua derivada segunda serd uma fung¢do
impar, dai porque precisamos das condigoes:

£(0) = (L) = "(0) = f"(L) = 0.

Logo, fazendo t = 0 na série de fungbes (ETT0J), teremos:

=1 =0
(ETm) . nmn . nmw .\ nm
u(0,x) " = Z b,, cos (T O) +BJ sen <T O) sen (T x)
n=1

= nm
= Z b! sen (— x>
n=1 L
(Emm)

f(x), (8.111)

para cada x € [0, L], ou seja, a série de fungbes (ET02), em t = 0, converge uniformemente
para a funcdo f em R, em particular,

u(0,x) =f(x), paracada xe€[0,L],
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ou seja, a fungdo u, dada por (BEI2), satisfaz (B773).

Afirmamos que a série de fungbes (ETT0J), converge uniformemente em
[0,00) x [0,L].
Para isso, observemos que para
(t,x) €[0,00) x [0,L] e neN,

teremos:

‘ [bfl cos (%t t) +B¢ sen (nTﬂ t) } sen (%T x)‘ <

|sen ()
L X

bl cos (nTﬂ t) + B¢ sen (%t t)‘

IA

o4

Ccos (nTn t) ‘ + B2 | sen (nTﬂ t)‘ ‘ sen (nTﬂ x)‘

<1 <1 <1

< [oy|+BYI. (8.112)

Como f” € SC([0,L]; R) e g” € SC([0,L]; R) dos itens B. e B. da Observagdo ([322),
aplicados a fungdo f e g, respectivamente, segue que, para cada n € N, teremos:

n3
L3

(==7)
fm <

< b,

n

3.3
== vl

ou seja,
L3
n’
bo) == 1 _nir
n

22
:n |bg|)
L2 "

byl < al” (8.113)

n

e

ou seja,
2

Repes

bl < 2" (8.114)
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onde, para cada n € N e x € [0, L], temos:

f(x) = i _afL cos <nTT[ x) + bf sen (nTﬂ x)] ,
f'(x) = i :aﬁl’ cos (nTT[ x) + bl sen <TLT7T x)} ,
f/(x) = i :afl” cos (TLTTC x) + bl " sen (TLTT[ x)]
f7(x) = i :afl’” cos (nTﬂ x) +b!” sen <nTT[ x)] ,

g(x) = i _aTgl cos (nTﬂx) + b sen (nTﬂxﬂ ,
g'(x) = i :aﬂ’ cos (nTﬂ x) + b9’ sen <nTTt x)} ,

g”(x) = Z _af_{” cos (TLTN x> + b?"” sen (nTﬂ x)} ,

Além disso, como f”,g"” € SC([0,L]; R), do Lema de Riemann-Lebesgue (isto é, do
Corolério (CZ57)), segue que

lim a/” = lim b3” =0,
n—oo n—oo

em particular, as sequéncias numérica (aj,” )n oy € (bR"), oy serfio limitadas, ou seja, existe

M, K € (0,00) de modo que

|a)”| <M, (8.115)

n

b9" <K, (8.116)

para todo n € N.
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Portanto, de (E113), (E113) e (ET14) e (E1H), segue que

(8:53) L3

- n7

(Erm) 3

< n3n3M’ (8.117)
1

By =

fm
n

o4

la

~h
nb“

1
= — b3
n

(ETI3) 2
=1 e
n \ n?m?

=) 2
—5K, (8.118)

para cada n € N.

Para todo (t,x) € [0,00) x [0, L], como consequéncia de (EI17), (ET18) e (EI12), segue
que:

(1)
) [bi cos <nT7t t) + BY sen (nTﬂ tﬂ sen (nTT[ x)’ < [of|+[BY

(eTma),(e1mm) [3 L2
= n3 7 M+ n3 7 K
*M  L[?K\ 1

constante

para cada n € N.

[e.e]

Como a série numérica E —; € convergente em R, segue do teste M.de Weierstrass (de
n=1

Andlise II), segue que a série de fungdes (ETI2), converge uniformemente em
[0,00) x [0,1].
Notemos que, para cada n € N, a fungao
(t,x) — [bfn cos (nTﬂ t> + BY sen (T%t t)] sen <nTﬂ x) :

é continua em [0, 00) x [0, L].

Como a convergéncia da série de fungdes (EI02) é uniforme em [0, 00) x [0, L], de um
resutado de Andlise II, segue que

we C([0,00) x [0,L]; R). (8.120)
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Afirmamos que
ue CH([0,00) x [0,L]; R)

e que a série de fungdes (ETI2) pode ser derivada parcialmente, em relagdo a t ou, em relagéo
a x, termo a termo, até a 2.a ordem, em

[0,00) x [0,L].

Para para n € N, definamos a fungdo u, : [0,00) x [0,L] — R, dada por
U, (t,x) = [bf cos (nLn > + BY sen (nTﬂ t)] sen (nTﬂ x) : (8.121)

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].
Com isto temos que, para cada n € N, segue que

u, € C*([0,00) x [0,L]; R).

Observemos também que:

aa—LJLtn(t,x) =) % { [bf cos <nTT[ t) + BY sen (nTﬂtﬂ sen <nT7tx>}

[ bl sen (nTTc t) nTT[ + BJ cos (nTﬂ t) nTﬁ] sen (nTﬂ x) (8.122)

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].
Logo, para cada n € N fixado, (t,x) € [0,00) x [0, L], teremos:

ou, (ET=) P nmT \ N7 o nm \ N7 nm
ot (t,x)‘ = H bnsen< 3 t) +B cos( t) L] sen( 3 x)‘

< b,| |sen (n—ﬂt>‘+! cos (n—ﬂt> ‘sen (n—ﬂxﬂ
- " L L L
%/_/ ~ / ~ /
<1 <1 <1
nm
< T Hbm + ’B%H
(=23 (=) n {MI} N KLT
- L [n’r i
(M+K)L? 1
T (8.123)
T n
>

Como a série numérica E — € convergente em R, segue do teste M.de Weierstrass (de
n=1 n
Andlise II), que a série de funges

S0 = 5 [k () T e () ] ()

n=
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converge uniformemente em

[0, 00) x [0,L]. (8.124)

Como a série de funcgdes

iwx i{{bfcos( )+ B sen (27 1)] sen (27) )

n=1

converge em cada ponto de [0, 00) x [0, L] segue, de um resultado de Anadlise II, que a série
de fungbes (BT2), pode ser derivada parcialmente, em relagdo a t, termo a termo, em
[0,00) x [0, L], ou seja:

%(t,x) =) % {i [bf1 cos (nTT[ t) + BY sen (nTﬂ t)] sen <nT7tx)}

s §* 2 { i b cos (274) + B sen (27 4)] sen (“T“X)}

:;{[ bl sen (%t) TLTﬂJng cos( T t) nTﬂ} sen (%x)} (8.125)

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].
Como, para cada n € N, a fungdo
n7mT .\ N7’ n7 n7

(t,x) — [ bl sen(Tt) T+B9 cos( T t) —} sen(—x)
é continua em [0,00) x [0,L], e a convergéncia da série de fungdes (ET2H) é uniforme em
[0,00) %[0, L] (veja (ET24)), de um resultado de Analise II, segue que a fungédo 6—1: é continua
em [0,00) x [0, L], ou seja,

aa—tt € C([0,00) x [0,L]; R). (8.126)

Observemos também que, para cada n € N, teremos:

%(t’x) = % { [bf1 cos <nT7t t) + B} sen (nTﬂtﬂ

)

a
= [bf1 cos (nTﬂ t) + Bj sen <nTT[ t)] cos (nLﬂx> nT (8.127)

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].
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Logo, para cada n € N fixado, e (t,x) € [t,,00) x [0, L], teremos:

oun, ET) |[,¢ <TL’7'[ ) g <n7r ﬂ <n7t ) nﬂ‘
‘W(t,x)' = ancos Tt + B; sen Tt cos TX 3
<— by, COS(—t)‘—i—l sen(Tt>’ ’cos(n—r_ﬂx)‘
— ~- 450
<1 <1 <1
nm
< T [|br] + 1BY]
(m),(m)nn{mﬁ KLT
< — | == =
- L 72 nirn
M+K)L?1
_MrRr 1 (8.128)
T n

[e.e]

Como a série numérica E — € convergente em R, segue do teste M.de Weierstrass (de
n=1 n
Andlise II), segue que a série de funcgdes

aun E:IZZ) s nT nmT \ N7
t, B sen (7 1) con (%) )
- o x) Z{[ cos( >+ sen T cos LX T
converge uniformemente em
[0,00) x [0, L]. (8.129)
Como a série de fungdes

M

> walt) = 3 { o con (771) B s (F770)] son (7))

converge em cada ponto de [0, o)

n=1

x [0, L] segue, de um resultado de Anaélise II, que a série

de fungdes (BI), pode ser derivada parcialmente, em relagdo a x, termo a termo, em
[0,00) x [0, L], ou seja:

g—i(t,x) = % {i [bf1 cos (nTﬂt) + B3 sen (nTT[ t)] sen (nTﬂX>}
Teor. de Andlie 11 g ai {i [ cos <nTT( t> + B} sen (nTﬂ t)] sen (nTﬂ x)}
= i { [bfL cos <nTTt t) + B} sen (nTﬂtﬂ cos <n—ﬂx> T17t}

L") L

x

(8.130)
para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].
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Como, para cada n € N, a fungao

(t,x) — [bf1 cos (nTﬂ t) + BY sen (nTﬂ t)] cos (nTﬂx> TTC

é continua em [0,00) x [0,L], e a convergéncia da série de fungdes (EZTZT) é uniforme em

[0,00) %[0, L] (veja (BET29)), de um resultado de Analise II, segue que a fungdo 2 ¢ continua

0x
em [0,00) x [0, L], ou seja,
ou
I € C([0,00) x [0,L]; R). (8.131)
Portanto de (ET20), (BETI28) e (BEIZ0) segue que
ue C'([0,00) x [0,L]; R). (8.132)

Notemos que:

O = (o cos (B 1) + B sen (271 sen (27

= i (g s (70 Bt (7] e (79}

3 o () T () 7] ()
TL

= {—bi cos (nLﬂ t) > — B9 sen (T%T t) nzT] sen (TLTTC x) (8.133)

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].
Logo, para cada n € N fixado, e (t,x) € [0,00) x [0, L], teremos:

azun(t,x)‘ = H bf cos <n—7tt> 2T[Z—Bg sen( ) nzﬂz] sen (n—ﬂx>

ot? L 12

<1

n | T N\ nm n
< T by ‘cos (Tt>’—|—| 4 sen(TtM ‘sen( x)‘
2
< ol + 14
(eTm),(eTm@) n? 2 [ L3 ot 2
T bg//
< [ e
_E fm gl/ l;
= — [lan"| +1b3"l] — = Dn. (8.134)

o0

Afirmamos que a série numérica E D, € convergente em R.

n=1
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Para mostramos isto, lembremos que f” € SC([0,L]; R) logo da desigualdade Bessel,
para o caso real (veja a Proposigdo ([C2Z4)), segue que

o0

S Jal P < )2 < oo. (8.135)

n
n=1

Logo, para cada N € N segue, da desigualdade de Cauchy-Schwartz, que
1 1
N 1 N 1 2 N 5 2
_ fm < o f o
TlZ(n ’a“ ) = Zn2> (Zlan )

1

N|=

o0

S Jal? . (8.136)

n=1 n=1

IA
M8
=

convergente convergente, por (EI3H)

o0
. . 1
Logo a série numérica E —= {— |a;”’|| é convergente em R.
T |n
n=I1
De modo semelhante, utilizando o fato que g” € C([0,L]; R) (na verdade a Proposigédo
o0
. ) 1
(ZZ7)), mostra-se que a série numérica E — |b¥’| é convergente em R.
n=I1 n
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
o0

Portanto a série numeérica é E D,, é convergente em R e assim, de (EI34) e do teste M.

n=1
de Weierstrass, de Anadlise II, segue que a série de fungdes

= 9%u, (D) — p nm \ n’m nm \ n’m nm
Zn = — - — BY ) = -
2 T (t,x) ng_] {[ b, cos( 3 t> 2 B sen( 3 t) 2 sen< 3 x)
converge uniformemente em
[0,00) x [0,L]. (8.137)

Como a série de fungdes
= Ou, = . nm o\ nm nm nm \ nm
> St =3 { ol cos (1) T Basen (S0) | een ()

converge em cada ponto de [0, 0c0) x [0, L] segue, de Andlise II, que a série de fungdes (ET0),
pode ser derivada parcialmente a segunda ordem, em relagdo a t, termo a termo, em [0, 0o0) X
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[0, L], ou seja:

?;TLZL(’L (EL2) :tzz {; [bf cos < ) + BY sen <nL7t t)] sen (nTﬂ x)}
Andlie II ; o {; [bfL cos (nTn t) + BY sen (nTﬂ t)} sen (nTT[ x)}

o0

=3 {[oren (3T M B sen (W) “;“2] sen ("73)} (8139

n=1

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].

Como, para cada n € N, a fungao
2

n7tt> n? B9 sen (nnt> n? sen (TLTEX)
L L2 n L L2 L

é continua em [0,00) x [0,L], e a convergéncia da série de fungdes (ETI37) é uniforme em
az

(t,x) — {—bi cos <

[0,00) x [0,L] (veja (EET2A)), de um resultado de Analise II, segue que a funcgéo a—LZL é
continua em [0, 00) x [0, L], ou seja,
U
WEC([O,OO) x [0,L]; R). (8.139)
Observemos também que:
0%uy, (Emm) 07 ] nm nm
W(t,x) = ﬁ{[b cos( 3 >+B?1 sen (Ttﬂ sen (TX>}
:ai{ai bf cos Tt> + BY sen (nTtﬂ sen <nT7Tx }}
= g b o (77 4) B sen (77 4) 7 con (T7)
= [of con (2 4) ¢ B sen (25 0)] [sen (B0N)] B, (s140)

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].
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Logo, para cada n € N fixado, e (t,x) € [0,00) x [0, L], teremos:

0%uy, erz
a::z (t,x)‘ &= Hbf cos( ) +BY sen( t)} [ sen (nL
<1 <1 <1
<n27t2 |by,| |cos <n—t>‘—|—| sen(n—ﬂt)‘ —sen (n_ )‘
R E " L " L L
27’[2
< (o] + B3]
(E:IIZ J(ETm@) 12
e
TL[Haf,,,‘Jr,b?lu”%iDn, (8.141)

o0
Como vimos em | *| (logo depois de (BET34)) a série numérica E D,, é convergente em R.

n=1
o0

Portanto a série numeérica é E D,, é convergente em R e assim, de (EZIZ1) e do teste M.
. . . n:] .
de Weierstrass visto em Andlise II, segue que a série de fungdes

2 5 con (30) 82 (30 [ ()]

n—= n=

converge uniformemente em
[0,00) x [0, L]. (8.142)

Como a série de fungdes
o0 a o0
5 0005 (oo (370) 5 e (370) 57 (354) )

converge em cada ponto de [0, 00) x [0, L] segue, de um resultado de Anadlise II, que a série
de fungbes (BT0), pode ser derivada parcialmente de segunda ordem, em relagdo a x, termo
a termo, em [0, 0c0) x [0, L], ou seja:

gi):;(t,x) =) aa_;z {i [bi Ccos (nTﬁ t) + BJ sen (nTﬂtﬂ sen (%x)}

n=1

Teor. de Analie II 02 - f nm nt nm
200 5 S 2 on (70) o i on ()] sen ()}
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para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].

Como, para cada n € N, a fungao

(t,x) — [—bf1 cos (% t) ni?z — BY sen (TLTﬂ t) ﬁ} sen (n—7T x>

é continua em [0, 00) x [0, L], e a convergéncia da série de fungdes (ETZ3) em [0, 00) x [0, L] é
uniforme em [0, 0c0) x [0, L] (veja (ET=24)), de um resultado de Analfse II, segue que a funcgéo
aZ

a—XLzL é continua em [0, 00) x [0, L], ou seja,

2
271; € C([0,00) x [0,1]; R). (8.144)

Portanto de (EI20), (E2A), (EI31), (BT29) e (BTZ4) segue que

ue C*[0,00) x [0,L];: R), (8.145)

e a série de fungdes (CIT20) pode ser deirvada parcialemente ate 4 2.a ordem, em relagdo a t
e em relagdo a x em [0, 00) x [0, L].

Para finalizar, observemos que:

== 5 o cos (B70) M e () P sen () )

5 e () e (V)] [roen (2] )

=0, (8.146)

para (t,x) € [0,00) x [0, L].
Temos também, por (BEZTID)

LL(O,X) = (X) y
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para cadat € [0, 00) e

0 1
00 ——
gi:(o,x) = Z —b! sen (nTﬂ 0) Lo BY cos (_71 : O) nTﬂ sen (nTﬂ x)

para cada x € [0, L].

Conclusdo, a fungdo u: [0, 00) x [0, L] — R, dada por (ETJ), é uma solugdo do problema
(@), (EH), (BT8), (BE71) e (ER).
[

Observacao 8.147

1. Pode-se mostrar que a solugdo, dada por (BEII2), acima € Unica na classe (BEZZQ).

2. Nas hipétese do Teorema (EIID) (sobre as fungbes f e g) pedimos mais que nas
hipdteses do Teorema (EIEd).

8.2.0.2 Corda Vibrante com as Extremidades num Trilho Vertical

Podemos tratar, de modo semelhante, o problema de encontrar a posigdo, em cada instante,
de uma corda de comprimento L, que vibra num plano, cujas extremidades estdo variando
em um trilho vertical.

A figura abaixo ilustra a situagdo descrita acima.
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l Corda Vibrante com as Extremidades sobre um Trilho Vertical l

| N

A

V.
i

Se denotarmos a amplitude da vibragdo em cada instante t € [0,00), em cada ponto
x € [0,L] da corda pela fungdo u : [0,00) x [0,L] — R (veja a figura aciam), entdo um
modelo matemadatico que estd associado a esse problema é que a fungdo u que satisfaca as
seguinte condigoes:

o%u o%u

w(t,x) = c? W(t,x) , paracada [0,00) x [0,L], (8.148)
u(0,x) =f(x), paracada xe€[0,L], (8.149)
%(O,x) =g(x), paracada xe€[0,L], (8.150)
g—::(t,O) = g—;L(t,L) =0, paracada te[0,00), (8.151)
u e C([0,00) x [0,7]; R) N C3((0,00) x (0,7); R), (8.152)

onde ¢? é uma constante que estd relacionada com a tensdo e a densidade da corda.

A condicdo (BTZ9) nos diz que, no instante inicial, isto é, t = 0, o deslocamento do ponto
x € [0, L] do fio é igual a f(x).

A condigdo (BETTR0) nos diz que, no instante inicial, isto é, t = 0, a velocidade do desloca-
mento do ponto x € [0, L] do fio é igual a g(x).

A condigdo (ETIR) nos diz que as extremidades do fio igual estdo variando em um trilho
vertical, ao longo de todo o processo, isto é, para t € [0, 00).

Trataremos, como anteriormente, o caso em que

c=1.

O caso geral serd deixado como exercicio pra o leitor.

Aplicaremos o método da separagdo de varidveis ao problema (BETZd), (BETZ4), (ET=D),
(BEIRD) e (BEIR2), isto €, tentaremos solugbes de (ETZR), (ETZ4), (ETR0) e (EIRD) e (BIR2),
do tipo

u(t,x) =9P(t)d(x), paracada (t,x)e[0,00) x [0,L], (8.153)
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onde P:[0,00) 2 Red:[0,L] = R.

Notemos que, supondo que as fungbes | e ¢ sdo duas vezes diferencidveis em (0,00) e
(0, L), respectivamente, entdo, para cada (t,x) € (0,00) x (0,L), teremos:

ou (=) 0

6% = S (1) o))
— (1) b(x), (8.154)
Qu 0 [ou
S = 5| Fe0)]
(em=3) 0
=) S (o)
= "(1) b(x), (8.155)
R0 = 2 i) i)
X 0x
= (1) ' (x), (8.156)
o’u ¢ x) = 0 [ou .
M= {a( ,x)]
= 2 (1) ¢ ()
X
=P(t) ¢ "(x), (8.157)
Substituindo (BT=H) e (BEI21) em (ETZ3), obteremos:
0? 02
0= =5 (t,x) = 55 (t,%)
E=2E= ) dx) —v(1) b 7(x), (8.158)

para cada (t,x) € (0,00) x (0,L).
Supondo que

u#0,

ou seja, a solugdo trivial ndo nos interessard, deveremos ter

B(t), d(x) #0,

para algum (t,x) € (0,00) x (0, L).
Logo, dividindo (ETI=8), por
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obteremos:
P (1) d(x) —(t)  "(x) -
P(t) d(x)
ou seja V() ¢"(x) 0
P(t) d(x) ’
: V7(t)  $"(x)
ou ainda, o0 o)

Portanto, deveremos ter:

V) )

para cada (t,x) € (0,00) x (0,L), ou seja, teremos:

VY, 9T

P (t) = —AYP(t), paracada te (0,00),
¢"(x) =—Ad(x), paracada xe€ (0,L).

Notemos que, para cada t € [0, 00), de (ETI53), segue:

120 a

b 610 =" Z2(t,0)
=)
(ET=T) 0U
= (1)
=owen).
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(8.159)
(8.160)

(8.161)

Como P (t) # 0, para algum t € [0, 00), (pois caso contrario, terfamos u(t,x) = 0, para
todo (t,x) € [0,00)x € [0,L]), dividindo ambos os membros da identidade (ETTET), por P (t),

obteremos

$'(0)=0=¢'(L),

ou seja, ¢ : [0,L] — R, devera satisfazer o seguinte problema de valor de contorno:

$"(x) = —Ad(
$'(0)=¢'(L) =
d>€C([O,L];RMCZ((O,L);R)-

cuja solugdo serd, para cada n € {0} UN, dada por (teremos A = A, = =5

$(x) = dn(x)

= cos <n—ﬂx) , paracada xe€[0,L].

L

x) paracada x € (0,L)

(8.162)
(8.163)
(8.164)

(8.165)
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A verificagdo destes fatos serd diexada como exercicio para o leitor.
Como no caso anterior (veja (EX3)), a solugdo geral da EDO (ETT59) serd :

Pn(t) = A cos (nTn t) + B sen (nTﬂ t) (8.166)
para cada t € [0, 00).
Assim, para cada n € N, temos que a fungdo u, : [0,00) x [0L] — R, dada por
Un(t, %) =P (t)Pnlx)

(E=) < (=) a’ cos <nTT[ t) cos (nTﬂ x) + A? sen (nTn t) cos (nTﬂ x) , (8.167)
para cada (t,x) € [0,00) x [0L], serd uam solugdo de (BETZR) e (EI=D).

Logo, formalmente, a funcdo u:[0,00) x [0L] — R, dada por

W0 =Y unlton)
n=I1
= Z ll)n(t) d)n(x)
n=1

(EE) = (B=58) Z [af1 cos (nTrc t) cos (nTn x)

n=

+AJ sen (nTﬂ t> cos (nTﬂ x)] , (8.168)

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L], serd a candidata a solugio para o problema dado inicial-
mente.

Suponnhamos que a série de fungGes em (BETIER) seja convergente, ou seja, que a fungdo
u, dada por (ETE3), esteja bem definida.

Para que a fungdo u, dada por (BEIER), seja solugdo do problema dado inicialmente, ela
deverd satisfazer (EZTZ3), ou seja:

(ETzm

f(x) = ) u(0,x)
=1, para todo neN =0, para todo neN
t=0 em (ETEH) — nm N\ nm TN\ nm
= Z a, cos (T O) cos (T x) +A] sen (T 0) cos (T x)

n=I1

:Zaflcos(Tx>, para cada x € [0,L],

isto é, a funcdo f (ou melhor, sua extensdo par e 2 L-periédica a R) deverd possuir uma
expansdo em série de Fourier (no caso, uma série em cossenos), ou seja:

2 L
r () 2 J f(x) cos (nTT[ x) dx, paracada me€N. (8.169)

a
n
L Jo
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Por outro lado, para que a fungdo u, dada por (ETEH), satisfaga a condigdo (BT=D),
deveremos ter (derivando parcialmente a série de fungdes , termo a termo, em relagédo a t):

t=0

0 {5 [k (B con () A s (V1) e ()
cuidade! i a% { [af1 cos <nTT[ t) cos (nTﬂ x) + A9 sen (TLTﬂ t) cos (T%t xﬂ }

=0, para todo neN =1, para todo neN

:i —af sen(nTﬂ0> nTT( cos (TITT(x)—i—A?L cos(nTTcO) nTT( cos(nTTtx)

t=0

:ZA%nﬂcos(nTﬂx), para cada x € [0,L],

isto é, a funcdo g (ou melhor, sua extensdo par e 2L-periédica a R) deverd possuir uma

expansdo em série de Fourier (no caso, uma série em cossenos), ou seja, para cada n € N,
deveremos ter:

nm =) 2 (" (nn )
g -0 2 iy
Al 3 T Jo g(x) cos T x dx,

isto é,

Lnm J,
_2 JL (x) cos (Tit x> dx (8.170)
Conm g L '
1
= _— a9 171
—af, (8.171)

onde, para cada n € N, a¥ denota um dos n-ésimos coeficientes de Fourier associada a fungao
g (ou melhor, sua extensdo par e 2 L-periddica a R).
Portanto, uma candidata a solugdo do problema serd a fungdo u, dada por:

s nm nm nm nm
u(t,x) = ; [afL cos (T t) cos (T x) + A} sen (T t) cos (T x)} (8.172)
para cada (t,x) € [0,00) x [0, L] onde, para cada n € N, os coeficientes a_f1 e Aj serdo dados
por (BTIEY) e (BI7O), respectivamente.
Com isto podemos enunciar o seguinte resultado, cuja demonstracdo serd deixada como
exercicio para o leitor:
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Teorema 8.173 Suponhamos que f € C*([0,L];R) € tal que a funcdo f” seja dife-
rencidvel, exceto em um niumero finito de pontos de [0,L], com f"” € SC([0,L];R) e
g € C'([0,L]; R) € tal que a fungdo g’ seja diferencidvel, exceto em um nimero finito
de pontos de [0,L], com g” € SC([0,L]; R), satisfacam:

f'0)=f"(L)=f"(0) =1"(L) =g(0) =g(L) =0. (8.174)

Entdo a série de fungdes (BETA) converge uniformemente em [0,00) x [0,L], para
uma fungdo u € C*([0,00) x [0,L]; R) que € solucdo de (E1ZH), (E1ZU), (EIm0), (EIRD)
onde, para cada n € N, os coeficientes a, e AJ serdo dados por (EIBd) e (EIM),
respectivamente. -

Observacao 8.175 Pode-se mostrar que a solu¢do, dada por (BEIZ32), € unica na classe
C2([0,00) x [0,L]; R).

Para ilustrar, temos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 8.176 Determine uma funcdo u : [0,00) x [0,711 — R, que seja solugdo do
problema:

E:th(t,x) = %(t,x), para cada (0,00) x [0, 7], (8.177)

u(0,x) =x, para cada x€[0,7], (8.178)

E;—E{L(O,x) =cos(3x) —cos(5x) +cos(6x), para cada x € [0,mn], (8.179)

g—i(t,O):g—z(t,ﬂ)zo, para cada te[0,00), (8.180)

ue C'([0,00) x [0,71]; R) N C?((0,00) x (0,7); R), (8.181)
Resolugao:

Observemos que
L=m.

Neste caso, temos que as funcdes f, g : [0, 7] — R serdo dadas por

f(x) =x, (8.182)
x € [0,m]. (8.183)

Como no Exemplo (BE2), considerando a fungdo F: R — R, a extensdo par 2 m-periddica
da funcdo f a R, teremos que a fungad F serd continua em R, mas nao serd diferencidvel nos
pontos

x =km, paracada keZ.



8.2. O PROBLEMA DA CORDA VIBRANTE 453
Como vimos em (BER), a funcéo F, serd dada por:
F(x) =|x|, paracada xé€ [—m,n], (8.184)

satisfazendo

F(x +2m) =F(x), paracada xe€R.

A representacdo geométrica do gréfico da fungdo F é dada pela figura abaixo.

Observemos que a extensdo par, 27-periédica da fungdo g a R, serd a fungdo G: R — R,
dada por

G(x) =cos(3x) —cos(5x) +cos(6x), paracada x € R. (8.185)

Notemos que € a mesma expressdo que define a fungdo g.
Uma candidata a solugdo do problema acima, serd dada por (BEIZ3), ou seja:

u(t,x) = i [af1 cos (nTT( t) cos (nTﬂ x) + A sen (nTﬂ t) cos (nTﬁ x)}
n=1

P nm nm nr nm
[an cos <— t) cos (— x) + A sen (— t) cos (— x)}
T s s s

[af cos(nt) cos(nx)+ A sen(nt) cos(nx)] (8.186)

—

M8

=TT

1

Il
M -

1

3
Il

para cada (t,x) € [0,00) x [0, 7] onde, para cada n € N, os coeficientes a_f1 e A, sdo dados
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por (ETIEQ) e (BET7O), respectivamente, ou seja:

(8.187)

Ay D L
n nm n
(1
§-1, paracada n =3
1
Lm e (ETE3) 5-(—1), paracada n=>5
1
6-1, paracada n =6
(0, paracada n#3,5,6
.
1
3 paracada n =3
1
_ 1—5, paracada n=>5 (8.188)
& paracada n =6
0, paracada n#3,5,6

pois a extensdo impar, 2 -periédica da fungdo g ja estéd representada por sua série de Fourier,
com L =
Portanto, a candidata a solugdo do problema serd dada por:

=) [a], cos(nt) cos(nx)+ A sen(nt) cos(nx)]

u(t,x) =

M8

1

e 2

(ETE7) e (ETEA)
I

2= =1 cos(nt) cos(nx)
sen(3t) cos(3x) — lse11(5 t) cos(bx) + c sen(6t) cos(6x)

1

+

W —
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= 4
= ; Iniin cos[(Zn+ T)nt] cos[(2n+ 1)nx]
+ %sen(S t) cos(3x) — %sen(S t) cos(5x) + % sen(6t) cos(6x), (5.189)

para cada (t,x) € [0,00) x [0, 7]
([l

Observacao 8.190 Pode-se mostrar que a fungdo u, dada por (BEIE9), satisfaz nmosso
problema, exceto sobre os segmentos de retas:

x+t=0 e x—t=nmr.

Ao longo desses segmentos de retas a fungdo u, dada por (EIEJ), nao serd dife-
rencidvel.

A verificagdo destes fatos serd deixada como exercigio para o leitor.

Vale observar que nao podemos aplicar o Teorema (BETZ3), pots a fungdo f mdo
satisfaz as hipdtese (ela ndo é duas vezes continuamente diferencidvel em [0, 7] ).

8.3 A Equacao de Laplace

O tultimo problema que trataremos estara associado a Equagdo de Laplace.
Trataremos de dois problemas relacionados a Equagdo de Laplace, a saber: o problema
de Dirichlet em um retdngulo e em um circulo.

8.3.0.3 O Problema de Dirichlet num Retangulo

Esse problema consiste em encontrar uma fungdo u = u(x,y), para cada (x,y) € Q =
la,A] x [b,B], que satisfaz

U (X, Y) +Uyy(x,y) =0, para (x,y) € Q= (a,A)x (b,B),

u(A,y)="fi(y), paracada y € [b,B],

e

e

(

(a,y) =f2(y), paracada y € [b,B],
(x,b) =f3(x), paracada x € [a,A]
u(x,B) =f4(x), paracada xe€[a,A]
ue C([la,A] x [b,B]: R)NnC?*((a,A) x (b,B); R).

)

A regido que estaremos trabalhando é o retangulo
Q= (a,A) x (b,B), (8.197)

contida no plano xOy (veja a figura abaixo).
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fq

2 1

f3

Consideraremos o caso em que
a=b=0. (8.198)

O caso geral serd deixado como exercicio para o leitor (basta fazermos translagdes apro-
priadas).

Além disso, trataremos de encontrar uma fungdo u; = uy(x,y) que seja solugdo do pro-
blema de Cauchy (ET4m), (ET2), (ET93), (ET94), (E19H) na classe (ETUd), para o caso

que:

f3(x) = f4(x) =0, paracada xe€[0,A] (8.199)

fa(x) =0, paracada y € [0,B], (8.200)

que corresponde, geometricamente, a seguinte situagao:

Solug8o uq(x,y):

fa(x)=0

fa(y) =0 1

Observacao 8.201 Se soubermos resolver o problema de Cauchy (ET90), (BET92), (ET93),
(ET93), (ETU9H) na classe (BET98), com dado de fronteria satisfazendo (BET9R) e (EZZ0J),
poderemos obter a solug¢do do problema que iniciamos (com a = b = 0) somando-se
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cada uma das solugées de cada um dos problemas de Cauchy (ET9D), (ET32), (ET93),

(E193), (ET98) na classe (BETUd), cujos dados de fronteria sdo de cada um dos tipos
abaizo:

Solugdo ujy (x,y):

Yy
fa(x) =0
B
f2 f1(y) =0
f3(x) =0 A x
Solugdo usz(x,y):
Yy A
fq(x) =0
B
faly) =0 fi(y) =0
3 A x

Solugdo wy (x,y):

fa

Il
=3

fa(y) fi(y) =0

ou seja, obteremos uma solugdo para o problema Cauchy (BET9D), (ET92), (ET93),
(ET@), (BEI9H) na classe (ET90), da seguinte forma:

LL(X,y) = U (X)y) +u2(xyy) +u3(x)y) +u4(x,y), (8'202)
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onde (x,y) € [0,A] x [0,B] e, para cada j € {1,2,3,4}, a fungdo u; = uj(x,y) € a
corresponde solu¢do de cada um dos problemas de Cauchy (ET9D), (E192), (ET93),
(BT94), (BET99) na classe (BET98), com condigbes de fronteria da correspondente situagdo
acima.

Assim basta, essencialmente, tratar do problema de encontrar uma funcdo u =
u(x,y), defintda em [0, A] x [0,B], que satisfaz o sequinte problema de Cauchy:

We(X,Y) +uyy(x,y) =0, para (x,y) € (0,A)x (0,B),
u(0,y) =0, para cada y€[0,B],
(A
(x,
(x,

:

yYy) = (y), para cada y € [0,B],
u(x,0) = para cada x € [0,A],
u(x,B) = para cada x € [0,A],

ue C([O,A] x [0,B]; R) N C*((0,A) x (0,B); R),

15to €,
U (X,Y) +LLyy(x,y) =0, para (x,y)e(0,A)x(0,B), (8.203)
u(0,y) =0, para cada y € [0,B], (8.204)
u(A,y) ="~f(y), paracada x€[0,A], (8.205)
u(x,0) =u(x,B) =0, para cada xe€[0,A], (8.206)
ue C([0,A] x [0,B]; R)nC*((0,A) x (0,B); R). (8.207)

Observemos que, de (BE2) (comy =0ey = B) e (BE2A) (com x =0 e x = A), segue
que a funcdo f deverd satisfazer a seguintes condigbes de compatibilidade:

£(0) T EBYE_ (A, 0)
(EZ0) com x=A
e
f(B) L™V (A, B)
(EZ) com x=A 0,
ou seja, deveremos ter
f(A) = f(B) = 0. (8.208)

Tentaremos solugbes de (BEZ03), (E2M4) e (BEZMH) do tipo varidveis separadas (isto é,
utilizando o Método da Separagdo de Varidveis), ou seja tentaremos encontrar solugdes do
tipo:

u(x,y) =v(x) d(y), paracada (x,y)e€[0,A]x[0,B]. (8.209)
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Vale observar que estamos procurando solugdes ndo nulas, isto é,
u(x,y) #0,
logo deveremos ter
P(x),d(y) #0, paraalgum (x,y) € [0,A] x[0,B]. (8.210)

Notemos que, supondo que as fungdes | e ¢ sdo duas vezes diferencidveis em (0,A) e
(0, B), respectivamente, entdo, para cada (x,y) € (0,A) x (0, B), teremos:

ou (ezm) 0
00U = 5 ) oy)]

=1 '(x) bly), (8.211)
o’u _ 0 [ou
S = 5 | 5eix,v)

Ezm) 0

= 5, o)

=1 "(x) dly), (8.212)
ou (Ezm) O
oy oY) = o (%) y)]

=) d'(y), (8.213)
o’u 0 [ou

(Ezm) O /

= W(x) ¢ (y)]

=b(x)d"(y), (8.214)

Substituindo (EZZTJ) e (E214) na EDP (B=3) obtemos, para cada (x,y) € (0,A) x (0, B),
que :

B
ou seja, P (%)
W

de (BE=Z1D), segue que: =— = constante =A.

ou seja, teremos as seguintes duas EDO’s:

¢"(y) =-Ad(y), paracada ye€ (0,B), (8.215)
P’ (x) =AP(x), paracada xec (0,A). (8.216)
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Notemos que:

de (BEZZ10), segue que: P(0) =0
0 =9 u(x,0)

( zawine )

=" ¥(x) $(0),
de (BEZZ10), segue que: ¢(0) =0,

o =2 u(x,B)
(ezmm)

de (BEZ10), segue que: ¢(B) =0.

(8.217)

(8.218)

(8.219)

Logo, de (EZ1H), (EZ1H), (BE217), (EZ17), (EZI), obteremos os seguintes problemas

associados as respectivas EDQO’s:

d)//(y) = _Ad)(y)y para y € (O)B)>
¢ € C([0,B]; R) N C*((0,B); R)
ll)”(X) :}\ll)(x)) para X € (O)A)

P (0) =0,
P € C([0,A]; R)NC*(0,A); R).

(8.220)
(8.221)
(8.222)

(8.223)
(8.224)
(8.225)

O problema de contorno (BE=220),(B=2Z1), (BE222) j4 foi tratado anteriormente (ver (Z22),

(3), (=23)) e a solugdo, para cada n € N, teremos:

A=A,

d(y) = dn(y) = sen (nn

e, devido a (E222H), o problema (E223), (E2X), (EZ2ZH) tornar-se-a:

2,2
w”(x)anz (x), para ye(0,A),
P € C([0,A]; R) N CX((0,A); R).

y)) para cada y € [0, B]

(8.226)

(8.227)

(8.228)

(8.229)
(8.230)



8.3. A EQUACAO DE LAPLACE 461

Para cada n € N, a solugédo geral da EDO (EZ22R) acima, serd dada por (visto na disciplina
de Equagdes Diferenciais Ordindrias):

Pn(x) =CeT*+De ®*, paracada xe€ (0,A). (8.231)
Mas
(Ezzm)
0" ="9(0)
= ¢+,
assim, segue que, D =—-C. (8.232)

Substituindo (BE232) em (BE=231), obteremos:

Pn(x) =CeB*—Ce ®*
nmn
= 2C senh <?x> , paracada x€[0,A],

ou seja, para cada n € N, podemos considerar como solugdo do problema (BE223), (E=22),
(B222M), a fungdo Y, : [0,A] — R, dada por:

Pn(x) = senh (%x) , paracada xe€[0,A]. (8.233)

Logo, de (BEZ3), (BE221) e (B233), segue que, para cada n € N, teremos

(ezm)

Un(x,y) =" Pn(x) dnl(y)

L senh (ngx> sen (%) , (8.234)

para cada (x,y) € [0,A] x [0, B].
Tomaremos, formalmente, uma solugdo do problema (EZ3), (EZd), (E2H), (E20H),
(B=2m2), da forma:

u(x,y) = Zun(xay)
n=1

Y Yalx) daly)

n=1

=) i A, senh (nTm> sen <%> ) (8.235)
n=1

para cada (x,y) € [0,A] x [0, B].
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Impondo a condigdo (EZ20H), deveremos ter

fly) =2 u(A,v)

- A
=y Ay sean (“52) sen (7Y
n=I1

deverd ser o n-ésimo coeficiente de Fourier associado a f

para cada y € [0, B], ou seja, a extensdo, que indicaremos por F, impar e 2 B-periddica da
funcéo f, deverd possuir uma representacdo em série de Fourier (no caso uma série de Fourier
em senos), ou seja, para cada n € N, deveremos ter:

A, senh (m};A) =B,

(@) >

= B J f(x) sen <nl73tx> dx, (8.236)
0

ou ainda,

Bn

nmA\
h -
sen ( B )

Portanto, substituindo (B=228) em (B=Z3H), obteremos uma candidata a solugdo do pro-
blema (EZ3), (E204), (E24), (BE20H), (E201), a saber:

An =

(8.237)

o0 senh(
u(x,y) = Z Bn

B
nmA
n=1 h|l ——
sen ( B )
para cada (x,y) € [0,A] x [0, B].
Com isto podemos enunciar o seguinte resultado, cuja demonstracao serd exibida a seguir:

TLT[X)

sen (ﬂgg) , (8.238)

z

Teorema 8.239 Suponhamos que f € C([0,B]; R), €
jJunto finito de pontos de [0,B], com f' € SC([ ,BI;R) e

diferencidvel, exceto em um con-

f(0) =f(B) =0. (8.240)

Entdo a série de fungbes (EZ38) converge uniformemente, em [0,A] x [0,B], para
uma fung¢ao
ue C([0,A] x [0,B]; R) nC>([0,A) x [0,B]; R)
que serd uma solugdo do problema (EZ03), (E204), (EZ0H) e (EZ0H), onde, para cada
n € N, os coeficientes B,, serdo dados por (EZZE).
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Antes de inciarmos a demonstracdo do resultado acima, faremos algumas observagoes.
Observacao 8.241

1. Como a fungdo seno-hiperbdlico é estritamente crescente em R (a representacdo
geométrica do seu grdfico parece com a representagdo geométrica do grdfico da
fungdo f: R — R dada por f(x) =%, para x € R), seque que

o< senh (nﬁx>

B

- nmTA
h_
wnn (VA

para cada x € [0,A] e para cada n € N.

<1, (8.242)

2. Como vimos anteriormente (veja a Observagao (3732)), pelas hipcdtese do Teo-
rema (BZ2d) actma, como f € C([0,B]; R) e f’ € SC([0,B]; R), segue que a série
numeérica

D Bul < oo, (8.243)
n=1

onde, para cada n € N, o nidmero real B, é dado por (EZ2Z3).

Notemos que, para cadan € N e (x,y) € [0,A] x [0,B], teremos:

senh <n7'cx> senh <n7'tx>
B. B sen <n7ty> = |B,| B ‘sen (nﬂyﬂ
b nmTA B b nmTA B
sen 5 sen B >
(=)
< 1
< [Bul, (8.244)

Logo, de (BE2Z4), de (BEZZ3) e do Teste M. de Weierstrass, segue que a série em
(BEZ228) converge uniformemente em [0,A] x [0, B].

Em particular, da convergéncia uniforme e do fato que, para cadan € N, a fung¢do

senh <

B
nmTA
h_
Ly

€ continua em [0,A] x [0, B], seque que

T‘LTEX)

(x,y) — By

we C(0,A] x [0,B]; R) (8.245)
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3. A convergéncia uniforme da série das derivadas parciais de 2.a ordem, em relagdo
ax e em relagdo ay, termo a termo, da série de fungdes (E2ZZ8) em [0,A] x [0, B]
€ muito mais delicada.

Para 1sto precisariamos, em principio, de musitas derivadas da fungdo f.

4. Para tentar evitar isto escreveremos a série de fungdes (EZZ38) de um modo dife-
rente, a saber:

)y X t senh <n7tx>
Curdado! n77 B y
L f(t) B ; sen( B > . (TLT[A) sen( ) dt (8.247)
B
B
:Lf()K( u,td (8.248)

onde a fun¢do K:[0,A] x [0,B] x [0,B] — R, € dada por:

2 o senh( B nmt nmy
K(x,y,1) _E Z] - <n7TA> sen( B ) sen <T>’ (8.249)

T17TX)

B

para cada (x,y,t) € [0,A] x [0,B] x [0,B], se a série de fungées envolvida em
(BEZZ23), for convergente [0,A] x [0,B] x [0, B].

5. Notemos que podemos considerar a fun¢cdo K definida, por exemplo, em
0,A] x R xR,
se a série de fungbes envolvida em (BE2Z1), for convergente [0,A] x R x R.

6. A demonstracdo do Teorema (B231) utilizard a func¢do candidata a solugdo, ou
seja, da fungdo u = u(x,y), na forma da erpressGo (BE2ZR) acima, em vez da
expressao (BEZZ33), como veremos.

Temos as seguintes propriedades da fungdo K:



8.3. A EQUACAO DE LAPLACE 465

Lema 8.250 Afirmamos que K € C* ([0,A) x R*; R).
Além disso,

K (x,y,t) + Kyy(x,y,t) =0, (8.251)

para cada (x,y,t) € [0,A) x R2.

Demonstragao:
Para cada n € N, definamos a funcio K, : [0, A] x R? — R, dada por:

2 senh (T”TX>
.2z B nmt (ﬂﬂg)

Kn(x,y,t) = B (TLT(A) sen <—B ) sen (—5= ), (8.252)

senh | ——

B
para cada (x,y,t) € [0,A] x R2.
Deste modo teremos

X,Y,1t) ZK x,y,t), paracada (x,y,t)e[0,A]xR?, (8.253)

se a série de fungdes envolvida acima for convergente em [0, A] x R2.
Notemos que, do método da separagao de varidveis aplicado ao problema dado inicialmente
(veja (E2Z34)), segue que, para cada (x,y,t) € [0,A] x R e n € N, segue que

0°K 2

n 0°Ky
W(X&J)t)"‘a—yz(x)y)t):o- (8.254)

Observemos também que, para cada n € N, temos que
Ky € C*([0,A] x R*; R) .

Mostremos que, para cada
€ (0,A)

fixado, a série de fungbes (E2Zd) (ou (E=Z53)) converge uniformemente em
[0,A—¢] x R?.

De fato, para x € [0, A — ¢], teremos que
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e assim, segue que

definigdo de senh B —e B
N el G e g
enT 1—emE
= A 27A
enE 1 —e " E
TTX
—n(ZA_nx) 1—e?™%
= e B B
1 — e*Z“%
—_—
(%) X
<1, pois x€[0,A—¢]C[0,A]
A X
< efn(% %)
= ei%ﬁ(Aix)

(8.255)
Demonstragdo de (*): se x € [0,A —¢] C [0, A], teremos

In X senh é estritamente crescente In A
B

e < e’
— ues _ A
logo, e*"B >e "B
. _ ued _ A
assim, —e "B < —e "
—2n &Xx _ A
logo, 1—e?"® <1—e?"5
1—e?"%
portanto, — <1,
1_6—2113

obtendo-se (*).
Logo, para cada x € [0, A — ¢], teremos:

Zm3) | £ B nmnt nmny
|Kn(x)y )t)| — B <TL7TA> sen (—B ) sen <—B )
senh

nmx
2 senh( ) nmt ’ <n7ty>)
5 (TleA) sen | — sen (—
senh | —— | V—ouo ¥ —
> e

< e B (8.256)
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o0
Como a série numérica Z e B ¢é convergente (para cada ¢ € (0, A) fixado, verifique!),
n=1

de (E258) e do Teste M. de Weierstrass, segue que a série de fungdes (BE2Z9) converge uni-
formemente em

0,A —¢] xR,

Como, paracadan € N, a fungdo K,, € C ([0, A] x R?; R) segue, da convergéncia uniforme
da série de fungbes (visto em Andlise II), que

KeC([0,A—¢] xR*; R),
para cada ¢ € (0, A), ou seja,

KeC([0,A)xR;R) .

Analisemos a convergéncia série de fungdes formada pelas derivadas parciais, em relagdo
a x, termo a termos, da série (E22Z), ou seja, da série de fungdes

2 9K,

K(X)y)t)a para (X,y,t)E[O,A)XRZ.
n=1

(8.257)
Notemos que, para (x,y,t) € [0,A] x R?, temos que:

% =) 3 |2 senh <n7tx>

nnt nmy
ox by, t) ox | B (TlﬂA) sen( B ) sen( B )
senh B

n nmt (nﬂy> (8.258)
7 <n7-[A) Ssen B Ssen B . .
senh 5

Observemos que, para cada x € [0, A], teremos:

h n7mx
cos nx x
B definig&o de cosh e senh e"s +e "s
senh (nﬂA T —e
B
2
e"s 1+e ™ TH
en% 2nA
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<2
(o) e
N ‘1 e_zn%‘
—_——
(*2*) ]—672M
2 — A 8.259
< oA © (8.259)
)1 —e B
Demonstragdo de (**):
e2n 5 > ez%)
TA TA
logo, e ?hE <e?7H
: _opmA _ymA
assim, —e " > 2%,
. _onmA _ymA
ouseja, T—e?™® >1—e?% >0,
TTA TTA
portanto, ‘1 —e "B | > ‘1 —e 2B |,
(8.260)

obtendo-se (**).

Logo, paracadan €N, e € (0,A) e (x,y,t) € [0,A — ¢] x R?, teremos

aK( ol = 2n  cosh (n§X> nmt (TLTEy)
ox MY P (A B B
n —_—
B
nmx
2m COSh( B e nmt ‘se (ﬂﬂy)‘
n(—— n
2 senh nmTA B B
- N —_—
B <1 <1
2 cosh< gx)
<—=n
B? senh nmA
B
(B==3) o . W Y N
S
)=
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se x€[0,A—¢], entdo e<A—x e como em (EZ2ED) 47 nn
< ne ¥, (8.261)

27‘[/\

Bz)l—e_ B

(o)

o s _nne .
Como a série numeérica E ne ® ¢ convergente (para cada ¢ € (0,A) fixado, verifi-
n=I1

que!), de (BE2E0) e do Teste M. de Weierstrass, segue que a série de fungbes (BEZ517) converge
uniformemente em [0, A — ¢] x R?.

oK, .
Como, para cada n € N, temos que 5 € C([0,A] x R*; R) segue, da convergéncia

uniforme da série de funcGes considerada (visto em Andlise II), que

oK
aEC([O,A—S]XRZ;R),
para cada € € (0,A), ou seja,
oK
— € C([0,A) xR*; R

e a série de fungdes (B2Z9), pode ser derivada parcialmente, em relagdo a x, termo a termo,
em [0,A) x R?.
Podemos aplicar um argumento semelhante para mostrar que
oK oK

2.
2y ot e C([0,A) x R*; R)

e que a série de fungdes (E2Z9), pode ser derivada parcialmente, em relagdo a y e em relagdo
a t, termo a termo, em [0,A) x R2.

Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.

Na verdade, para cada ¢ € (0,A), se (x,y,t) € [0,A —¢] x R? e k,m,l € Z*, pode-se
mostrar que:

ok ™K, ktml R
W(x,y,t) <Cn e B°, paracada neN. (8.262)
Esta deosoigualdade implicard, via o Teste M. de Weierstrass (e a convergéncia da série
numérica Z nm+le=%5%)  aplicado ao conjunto
n=1
0,A —¢] x R?,
para cada € € (0,A), que
kM K

W S C([O,A) XRZ;R) y
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ou seja,
K e C*([0,A) x R:ZR),
e a série de fungdes (E2ZU) pode ser derivada parcialmente, em relagdo a x, y e t, termo a
termo, a qualquer ordem em
0,A) x R%.

A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, deste fato, de (EZ53) e de (E224), segue que

Kxx(x,y,t) +Kyy(x>y>t) :O)

para cada (x,y,t) € [0,A) x R? completando a demonstragio.

Temos também o:

Lema 8.263 Consideremos f € C([0,B]; R), uma funcdo diferencidvel, exceto em um
conjunto finito de pontos de [0,B], de modo que f' € SC([0,B]; R) e

£(0) = f(B) = 0. (8.264)

Entdo a série de fungdes (BZZR) converge unifomemente em [0,A] x [0,B] e, além

disso, teremos:
B

u(x,y) = L f(t) K(x,y,t)dt, (8.265)

para cada (x,y) € [0,A) x [0, B].

Demonstracao:

Consideremos a fungdo F: R — R como sendo a extensdo impar e 2 B-periédica da fungdo
faR.

Entdo, das hipéteses sobre a funcdo f segue que

FECpr(2B) e F’€SCper(2B). (8.266)

Para cada n € N, indicaremos os coeficientes (reais) de Fourier, associados a fungédo F por
An e Bn.
Notemos que
A, =0, paracada n e NU{0},

pois a funcédo F é impar, ou seja, para cada y € [0, B], teremos:

= i B, sen (ﬂgg) . (8.267)
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Notemos que, do item B. da Observagdo (BE2Z1) segue que a série de fungbes (E23R)
converge unifomemente em [0, A] x [0, B], ou seja, a fungdo u: [0, A] x [0, B] — R, dada por

© 5 (B n senh <n_7'rx>
u(x,y):Z—J f(t) sen (—) dt nEA
senh <T>

para cada (x,y) € [0,A] x [0, B], estd bem definida e, além disso, da convergéncia uniforme
em [0,A] x [0, B], segue que

nr7
sen (“27)

u e C([0,A] x [0,B]; R).

Passemos agora a demonstragdo da identidade (BEZEH).
Para isto notemos que, para cada x, € [0, A) fixado, considerando-se

S (O>A_X0)>

pela demonstragdo do Lema (BEZ2E0), temos que a série de fungdes em (BEZZZH), convergird
uniformemente em
[0,A —¢] x R?. (8.268)

Logo, a convergéncia uniforme da série de fungdes (E2Z08), no conjunto (E26R), juntamente
com um resultado de Andlise II, podemos trocar a integral definida em relagdo a t, de t =0
a t = B, na férmula (B2Z8), pela série de funges (BZZ1), ou seja, para cada (x,y) €
[0,A) x [0, B] fixado, e assim teremos:

> 1o (B senh <nﬂx0>
nmnt nm
u(x,y) — )Z {ﬁ L f(t) sen (T) dt} nEcA sen( By)
n=1 senh (—)
B
n7TX,

B oo senh
conv. unforme de (E2Z12) J 2 nmnt (
= f(t) | = E sen ( )

0 B n=1 B senh (n

) en (27|

A) B

A |

w ‘

(EZZ3) B
= J f(t) K(Xay)t) dt,
0

como queriamos demonstrar.
O
A seguir mostraremos que podemos derivar parcialmente, duas vezes, em relacdo a x e em
relagéo a y, sob o sinal da integral (EZEH), em [0,A) x [0, B].
Na verdade temos um resultado geral que garante, sob certas condigdes, que podemos
derivar sob o sinal de integracdo, mais precisamente, temos a:
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0
Proposicao 8.269 Sejam I C R um intervalo e G € C([a,b] x I; R) tal que a—f €
C(la,b] x I; R), onde G = G(s,1t).
Considere a funcdo g:1 — R dada por

b
g(t) iJ G(s,t)ds, para cada s€l. (8.270)

Entdo g € C'(I; R) e, além disso, temos

b
g'(t) :J %(s,t) ds, para cada yel. (8.271)
Demonstragao:
Deixaremos a demonstracdo deste resultado como exercicio para o leitor.
O
Como vimos na demosntragdo do Lema (EZE3), a fungdo u = u(x,y), dada por (EZ3R)
ou por (BEZ6H), satisfaz:
ue C([0,A] x [0,B]; R).

Pelo Lema (BEZ250), temos que

K e C®([0,A) x R?; R)

Kw(Xx,y,t) + Kyy(x,y,t) =0, para (x,y,t)c[0,A)x R?. (8.272)

Aplicando a Proposigdo (EZE3) a fungdo u = u(x,y), dada por (EZEH), e indugdo sobre
a ordem da derivagdo parcial em relagdo a x e em relagdo a y, teremos que

ue C*([0,A) x [0,B;R).

Além disso, para cada (x,y) € [0,A) x [0, B], teremos:

az

B 62 B
6, 0) ) = o || KOy 0] ke

0

Prop. (EZ5d) 2 vezes em X € 2 vezes em Y

B
= Jf(t) KX, 4y, t) + Kyy(x,y, 1) | dt
0 ~~

=),

=0,
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Além disso, de (EZ5J), segue que, para cadan € N e (x,y,t) € [0,A] x R?, temos que

=0

/_/%
sen nm-0
B

senh nmx

(ET2) com y=0 2 ( ) nmt

Ka(x,0,8) == 5 RAY S (T)
senh (—)

B
= O)
wenh — =sen(nm)=0
com y=B 2 < ) t B
Kn(X)B)t) (m): Y BE TlE[A sen (—n];[ ) sen <—ng >
senh (—)
B
= O’

ou seja,
K(x,0,t) =K(x,B,t) =K(0,y,t) =0, (8.273)
para cada (x,y,t) € [0,A] x R2.
Portanto, para cada (x,y) € [0,A] x [0, B], de (BE273) e (BE2EX), segue que

=),
B
u(x,B) (EE”J f(t) K(x,B,t) dt
0
=0,
=),
B —_—
(0, y) “‘23] f(t) K(xyy,0) dt
0
=0,

ou seja, a fungdo u = u(x,y), dada por (EZER), satisfaz as condigbes de contorno (E2IM) e
(EZmm).
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Para finalizar, como a série de Fourier associada a funcdo f (ou seja, a fungédo F que é a
sua extensdo impar e 2 B-periddica), converge unifomemente para a fungéo f, em [0, AJ, segue
que, para cada y € [0, B], teremos:

nmTA
(EZ3) com x=A senh( B ) nmy
u(A,y) = ZB“ — sen (—B >
n=1 senh (—)

B
ngn sen (ﬂgg)

(Ez2)

fly),

mostrando que a fungdo u = u(x,y), dada por (EZZ8) ou (EZEH), é uma solugdo do pro-
blema (EZM3), (E2M), (E2mH), (B20d), (B204) dado inicialmente e assim completamos a
demonstragdo do Teorema (EZZ39).

O

Observacao 8.274 O problema que resolvemos acima € um caso particular do problema
de Dirichlet

Au(x,y)=0, para (x,y)€Q, (8.275)
u,, =f, (8.276)
ue C(Q;R)NCHQ;R), (8.277)

onde f € C(0Q); R), para o caso que
Q=(0,A) x(0,B),
ou, mais geralmente,

Q= (a,A) x (b,B).

8.3.0.4 O Problema de Dirichlet num Circulo

Esse problema consiste em encontrar uma fungdo u : QO — R, que satisfaga o seguinte

problema:
U (X, Yy) +uyy(x,y) =0, para (x,y)e€Q, (8.278)
Uso = f € C(2Q)), (8.279)
ue C(Q;R)NCHQ;R), (8.280)
onde

Q= {(x,y) €e R} x* +y* < R*},
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para R € (0, 00) fixado, isto é, o interior de uma circunferéncia de centro no ponto (0,0) e
raio R e
00 = {(x,y) e R*; x* +y* =R*} |

ou seja, a fronteira de Q, isto é, a circunferéncia de centro no ponto (0,0) e raio R (veja a
figura abaixo).

90

Vamos considerar o caso que
R=1.

O caso geral, isto é, R # 1, pode ser resolvido de modo semelhante.
Para tando, basta considerar uma mudancga de varidveis, do tipo homotetia, conveniente.
Os detalhes deste caso serdao deixados como exercicio para o leitor.

Observacao 8.281 Nao podemos aplicar o método da separacao de varidveis ao pro-
blema (EZ7R), (EZ7), (EZE0) acima pois a regido Q nao é um retdngulo, cujos os lados
sao paralelos aos eixos coordenados.

Devido a este fato precisaremos transformar o problema acima, por meio de uma
mudanca de varidveis, em problema equivalente, que esteja definido em um retangulo,
cujos os lados sdo paralelos aos eiros coordenados, para 0s quais possamos tentar apli-
car o método da separacdo de varidveis.

Notemos que, neste caso podemos descrever a regido Q (ou seja, o circulo unitério centrado
na origem) em coordenadas polares, considerando a seguinte transformagdo:

x =x(r,0) =1 cos(0), (8.282)
y =y(r,0) =rsen(0), (8.283)

para (r,0) € [0,1] x [0, 27).
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Yy A 2

Neste caso, teremos:

= /X 4+, (8.284)

o arctg(%), se x#0,

T (8.285)
= se x=0
Faremos a mudanca de varidveis (BE282), (E223) na equagdo Laplace (BEZ73).
Para tanto, consideremos a fungdo v: [0, 1] x R — R, dada por
v(r,0) =ulx(r,0),y(r,0)], (8.286)
para cada (r,0) € [0, 1] x R, ou ainda,
u(x,y) =vir(x,y),0(x,y)l, (8.287)

para cada (x,y) € Q.
Logo, para cada (r,0) € [0,1) x R, da regra da cadeia para fungdes a valores reais, de
duas varidveis reais, segue que: que:

= )cos(e) = )sen(e)

(Ez=3) —— —
Ve(1,0) "= uy [X(T>9)>U(T,9)] Xr(1,0) Ty [X(T‘,@),Q(T,e)] Y. (r,0)
= cos(0) u, [x(r,0),y(r,0)] + sen(8) u, [x(r,0),y(r,0)]

abreviadamente

= cos(0) u, + sen(0) uy, (8.288)

(=2

= ):fr sen(0) (

= )T‘COS
= r,cos(6)
ve(r,60) =ux [x(r,0),y(r,0)]  xe(r,0) +uyx(r,0),y(r,0)] ye(r,6)

,0)]
= —rsen(0)u, [x(r,0),y(r,0)] +r cos(0) uy [x(r,0),y(r,0)]

abrev1adamente

—71 sen(0) uy, + 7 cos(0) uy, (8.289)
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v (1,0) = 2 (cos(0) w, [x(r, 0),, y(r, ) + sen(8) uy [x(r, 0), y(r, )]

= )cos(e) = sen(0)

regra da cadeia N A~
- Cos ( 0 ) yx Xr +uxy Yr

+ sen(0) [uyy ";cr\ Flyy Yr

= c0s(0) [u, cos(0) + u,y sen(0)] + sen(0) [uyy cos(0) + u,, sen(6)]

Teor. Schwars Uyx=tixy cos?(0) 1y + 2sen(0) cos(0) 1y, + sen?(0) uyy , (8.290)
0
vao(r,8) = (v sen(8) , [x(r, 0), y(r, 0)] + 7 cos(8) , x(r,0) , y(r,6))

) (m]—r sen(0) (?)r cos(0) 1

regra d;cadem - COS(e) u, + sen(e) Une ,;e\ +1ny /ye\
. i
= —r sen(0) (E—E)T cos(0) )

+ | —sen(0) uy + cos(0) | wyx ";ce\ +uyy ’ﬂe\

=1 {—[cos(0) u, + sen(0) [—r sen(0) w, + 1 cos(0) Uy]]
+[—sen(0) uy + cos(0) [—rsen(0) uyx + 1 cos(0) uyyll}
= —1 cos(0) u, — 1 sen(0) uy, + % sen?(0) wy — 12 sen(0) cos(0) Uy
— 12 cos(0) sen(0) Uyy + % cos?(8) Uyy
= —1 cos(0) u, —r sen(0) uy + % sen?(0) Uy
— 217 sen(0) cos(0) Uy + % cos?(0) Uyy - (8.291)
Portanto a fungdo u = u(x,y) é solugio da equagédo de Laplace (EZ78) em Q se, e somente
se, a fungdo v =v(r,0), dada por (BEZ220), satisfaz a seguinte EDP, em Q' = (0,1) x R:

Vir + %vr + %vee (E=ze0) (Z2m), (=) [cosz(e) Uy + 2 sen(0) cos(0) 1L, + sen’(0) Uyy |
1
+ = [cos(0) uy + sen(0) uy]
1

+ 3 [—r cos(0) u, —r sen(0) u, + 7 sen’(0) Uy

—271% sen(0) cos(0) Uy, + 1° cos*(6) wyy ]

= uXX —'—%y (E:ZE) O
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ou, equivalentemente,
vV (1,0) + 1y (r,0) +voe(r,0) =0, para (r,0)€[0,1) xR. (8.292)
Definindo-se a fungdo g : R — R, dada por
g(0) = flcos(0), sen(0)], paracada 6 € R, (8.293)
segue que, a condigdo (BE27M), tornar-se-a:

v(1,0) "=V ulx(1,0),y(1,0)]

(=59 < (5259 | [cos(0) , sen(8)]

[cos(0) ,sen(GLEBQ e (EZ) f[COS(e) ’ sen(@)]

= 'g(0), paracada 0€R. (8.294)
Observemos também que:
v(r,0+2m) =) ulx(r,0 4+ 2m),y(r,0 + 2m)]
(E=3) e (EZ23)

ul(r cos(0 +27),r sen(0 + 2 7))
= u[(r cos(0),r sen(0)]
[x(r,0),y(r,0)]
(£Z9) v(r,0), paracada (r,0)e[0,1] xR, (8.295)

(=) e (£2=3)

ou seja, para cada r € [0, 1] a fungéo
0 — v(r,0)

devera ser 2 mt-periddica.
Portanto, de (EZ92), (E2UH), (E244), segue que a fungdo v = v(r,0) deverd ser solugéo
do seguinte problema:

v (1,0) + 1. (1,0) + veo(r,0) =0, para (r,0)€[0,1) xR, (8.296)
v(r,0+2mn) =v(r,0), paracada (r,0)ec[0,1] xR, (8.297)
v(1,0) =g(0), paracada 0 €R, (8.298)
ve C(0,1 xR;R)NC3[0,1) xR; R), (8.299)

onde (veja (EZ93) e (EZ7))

g€ Cper(27). (8.300)
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Tentaremos solugdo ndo triviais do problema acima, isto é,
v(r,0) #0, paracada (r,0)e[0,1] xR. (8.301)

Aplicaremos o método da separagdo de varidveis para obter uma candidata v(r,0) a
solugdo envolvendo, inicialmente, (EZU8), (BZU1) e (BEZUH), ou seja, uma solugdo do tipo

v(r,0) = d(r)(0), paracada (r,0) e [0,1] xR. (8.302)
Notemos que, de (BE=2301), deveremos ter

d(r),h(6) #0, (8.303)

para algum (r,0) € [0,1] x R.
Notemos que, supondo que as fungdes ) e ¢ sdo duas vezes diferencidveis em [0,1) e R,
respectivamente, entdo, para cada (r,0) € [0,1) x R, teremos:

ov =m) 0

= (r,0) = = () ¢(0)]
T T

— (1) (0), (8.304)
0% 0 [ov
e =5 |5

=2 1) ol0)

— (1) $(6), (8.305)
ov (e=m) 0
=5 (r,0) = () ¢(0)

—P(r) b (6), (8.306)
o%v 0 [ov
@(T,e) ~ 20 [%(ﬁe)}

(e=m) 0 /

= 25 () o (0)]
— (1) $"(8), (8.307)

Sustituindo (B=30H), (E302) e (B=301) em (BE2Ud) obteremos, para cada (r,0) € [0,1) x R,
segue que:

0= TszT(T,e) +T‘VT(T,9) +\)99(T,e)
EREDET 2o (1) 9(0) + 10 /(1) W(0) + & (r) ¥ "(0).
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Dividindo a identidade acima por ¢(r) VP (0) # 0, obteremos:
2" (1) P(8) + 1 () Y(6) + ()P ”(8)

=0
$(r)h(6) ’
ou ainda,
2 4 ! "
T (Td))(t;d) () = _llil)((ee)) = constante = A,
isto é, teremos que resolver os seguintes problemas:
P (0) +AP(0) =0, para 0€cR, (8.308)
P(O+27m) =P(0), paracada O €R, (8.309)
P € C}R; R) (8.310)
e
e (r)+rd/(r) —Ad(r) =0, para rel0,1), (8.311)
¢ € C([0,1]; R)NC*([0,1); R). (8.312)

Observemos que se a fungao
P =19(0), paracada 0 €R,

for solugdo (eventualmente complexa) de (BZ308) entdo, utilizando integragdo por partes para
a integral definida, obteremos:

27 27
AJ W(t)P dtzxj B0 B dt
0 0

27
=L AD(0) DD dt

_ rﬂ W /(t)]* dt > 0. (8.313)
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Com isto, segue que A € R, ou ainda,

481

A>0. (8.314)

Notemos que, se
A=0,

entdo, da identidade (E=13) acima, temos que

27
0 :J WO dt,

0

e como a fungdo 1\’ é continua em R (veja (E31M)), segue que
P'(t) =0, paratodo teR,

ou seja,

P(0) = constante, paratodo 0 € R. (8.315)

Por outro lado, se
A>0,

entdo a solugdo geral da EDO (EZ=0R) serd dada por

P(0) = A, cos (\/XG) + B, sen (ﬁ@) , paracada O €R. (8.316)

Mas, de (E309), segue que devemos ter:

A, coS (ﬁe) + B, sen (ﬁe) &= y(0)
=) po+2n)
=9 A, cos [\ﬁ\(e +2n)] + B, sen [\Fx(e +2n)]
— A, COS (x/Xe + \/X2w)> + By sen (x/Xe + \/X2w>
= Ay [cos (VA0) cos (VA27) — sen (VA®) sen (VA27)]
+By [sen (VA0) cos (VA27) + cos (VAB) sen (VA27)]

= [AA cos (\/X27r> + B, sen (\/XZWH cos <\/X9>

+ [BA cos (\/X27r> — A, sen (\/X27T>] sen <\/X6> . (8.317)

Notemos que, fazendo:

0 =0, em (BZ=T7), oteremos: A, = A, cos (\/XZT[) + B, sen (\/XZT[) , (8.318)

0=—""_ em (B33117), oteremos: B, = B, cos (\/X27t> — A, sen (\/XZT[) . (8.319)

2V
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Multiplicando-se (EZIH) por A,, (EZ19) por B, e somando-se os resutados obtidor, tere-
mos:

A

-~

A% cos (\/X27E> + A, B, sen <\/X271) +By? cos (\/XZW) — By A, sen (\/XZTE) = A;\2+B;\2,

~\~

= (A\* 4 By?) cos <\/X2 7'c>

ou seja
oS (\/XZ 71) =1,
ou ainda, VA2 = 2km, paracada keN,
equivalentemente, VA = k, para cada k € N
ou seja,

A=k?, paracada kecN. (8.320)
Logo, subsituindo (E=20) em (E=T1H), obteremos:

P(0) (=9 A, cos (ﬁ@) + B, sen (\/X9>

()

Ay cos(k0) + By sen(k9)
ou seja,
Py (0) = Ay cos(kO) + By sen(k0), para 0 €R, (8.321)

para cada k € N,
Observemos que o caso k = 0 daré origem a solugdo constante que ja foi tratada no caso
A =0 (veja (EZ1T)).
Por outro lado, para cada k € N, substituindo-se (E2320) na EDO (E=T), teremos:
0 =120 (1) + 16 (1) — A r)
&= e (r)+rd’(r) —k*P(r), paracada re[0,1),
ou seja,
e (r)+rd'(r) —k*P(r) =0, paracada rel0,1), (8.322)

que € a conhecida equagao de Euler de 2.¢ ordem .
Para resolvé-la, procuraremos solugdes da forma

o(r) =1, (8.323)
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para algum « € R.
Supondo que a fungéo ¢ é duas vezes diferencidel em [0,1) (veja (EZI2)), para cada
r € [0,1), teremos:
o'(r) = Ly
dr
=oar™!, (8.324)

&"(1) = = [b (1]

=) d [,
©dr [ocr }

=a(ax—1)r%72. (8.325)

Para cada v € [0, 1), substituindo (E=Z23), (E324), (E32H) na equagdo de Euler (E323),
obtemos:

E=23)

0 =g () + 1 (1) — K o(r)
(=) (EZ(E=) 2 [ (= 1) %72 41 [ar™ '] — K™
= [a(ax—1)+a—K] 1™
=[a?—K*] r*, para T€[0,1),
assim, se r € (0, 1), segue que: [‘XZ _kz} =0,
x =

ou seja, +k, paracada keN.

Portanto, para cada k € N, uma solugdo da equagdo de Euler (BEZ322), serd a fungdo
¢ :10,1) — R, dada por

Gi(r) = C ¥+ Dyr*, paracada T€[0,1). (8.326)

Como estamos procurando fungdes que satisfagam (B=312), as solugdes da equagdo de Euler
(B3322) deverdo ser fungdes continuas definidas em [0, 1], em particular, deverdo ser continuas
em

r=0,

deveremos ter
Dy =0, paracada ke N. (8.327)

Logo, para cada k € N, de (EZ2Z8) e (E3Z7), as solugdes da equagdo de Euler (E3Z2) que
nos interessardo, serdao dadas por:

Gi(r) = Ce*, paracada rel[0,1). (8.328)
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Assim, para cada k € Z*, definiremos a fungdo vy : [0, 1] x R — R, dada por

ie(r,0) = P (1) i (6)
(E20) & (E2m)

™ [Ay cos(k©) + By sen(k0)] , (8.329)
para cada (r,0) € [0,1] xR

Logo tentaremos uma solugdo (formal) de (EZUR), (E2U7), (E2U8), (E2U9) da forma:

=) Zrk [Ay cos(k0) + By sen(k0)] , (8.330)

para cada (r,0) € [0,1] x R.
Notemos que, para cada k € N, teremos:
eik® | o—iko eik0 _ o—iko

e sen(k0) ¢

para cada 0 € R.

Para cada (r,0) € [0, 1] x R, substuindo (E=33T) e (E=30), obteremos:

[e o]

v(r,0) = Zrk [Ax cos(k0) + By sen(k0)]
k=0
% pik0 | o—iko iko _ ,—iko
-y { e i, L}
21
k=0
irk { — 1By eiko | Ax + 1By e—ik6:|
2
k=0
= A, —1iB = A +1iBy
:Z x — 1By 1kerk+Z k‘zl K oil—k)0 Lk
k=0
_ Z eind pnl (8.332)
onde, para cada k € N, definimos:
Ao
Co = —
2
A,—1B
Cn -~ n n
2
A, +1B,
C..=
2
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Impodo a condigéo inicial, isto é, (E298), obteremos:

g(0) =" v(1,0)

o0

= =1 .

(=5 com s E Cy e*®, paracada 0cR.
K=—

Logo, para cada k € Z, o ntimero real Cy deverd ser o k-ésimo coeficiente de Fourier (na
forma complexa), associado a funcgéo g, ou seja,

Cr =19(k)

1T (" .
=) e J g(t)e ***dt, paracada k€ Z. (8.333)

Sustituindo (EZ333) em (BZ=3J) podemos obter, formalmente, uma candidata a solugdo
para o problema (EZ29R), (E297), (EZU8), (BZU4), a saber,

v(r,0) = Z Cy etk OrM
k=—00
= 1 i Uﬁ g(t) e ikt dt} etk /K (8.334)
2n — )« ’ '
para cada (r,0) € [0,1] x R.
Pode-se mostrar que a série de fungdes (E334) acima, converge uniformemente, em [0, 1] x
R, que pode ser derivada parcialmente, termo a termo, duas vezes em relagdo a r e em relagao
af,em [0,1) xR, e satisfaz (E293), (E291), (E93), (E2Z9).
A verificagdo desses fatos serd feita na demonstragdo do Teorema (B=33H), a seguir.
Com isto a funcdo u: Q — R, dada por:

u(x,y) =v(r(x,y),0(x,y)),
onde r = r(x,y) e 6 = 0(x,y), sdo dadas por (E224) e (BEZ5H), respectivamente, serd uma
solugdo de (EX7H), (BEXM) e (E220), com
Q={(x,y) eR;x*+y* <1},
como afirma o:

Teorema 8.335 Sejam
Q={(x,y) eR;x*+y* <1} (8.336)
e f€ C(0Q;R).
Se a funcgdo
v=v(r,0), paracada (r,0)€[0,1] xR
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¢ dada por (E=34) entdo a funcdo u:Q — R dada por:

L) vIr(x,y),0(x,y)],  para (x,y) €Q,
u(x,y) —{ — para (x.y) €00 (8.337)

serd uma solugdo de (BE27R), (BE27A), (E220), onde v = r(x,y) e 6 = 0(x,y), sdo dadas
por (EZ224) e (BEZEH), respectivamente.

Para a demonstracdo do resultado acima precisaremos de alguns resultados que serdo
apresentados a seguir.
Notemos que, de (E334), temos:

ro-gz 2 [0

—ikt dt:| eike le\

Cuid:ado' Z_J <Z e —ikt 1k9 kl) dt
1 (" .
= EJ g(t) (Z et 0y r'k) dt, (8.338)
- k=—o0

para cada (r,0) € [0,1] x R.
Para cada r € [0, 1), definamos a fungdo P, : R — C, dada por:

= Z etftrk para teR, (8.339)

que serd denominado nicleo de Poison (no disco unitario).
Substituindo (EZ329) em (EZ333), obteremos:

%T [ g(t) Po(0 — ) dt, (8.340)

V(T‘,e) =

para cada (r,0) € [0,1) xR
Notemos que, para cada (r,t) € [0,1) x R, teremos:

) = 3 e
k=—00

:1+ielkt k+ Z elkt k

—00
o0

:1+Zelkt k_l_Zel T‘
k=1

=1+ (e + Y (rety). (8.341)
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Para cada (r,t) € [0,1) x R fixado, cada uma das duas series numéricas em (EZ3ZT), sdo

séries geométricas de razdes (complexas)

rett e re 't
respectivamente.
Notemos também que
[rett| =|re |
rel0,1)
=r < 1.

Logo, pelo Teste M. de Weiertras, as duas séries de fungdes em (B=3ZT), serdo uniforme-
mente convergentes em [0,1) x R e suas somas (por serem séries geométricas), para cada

(r,t) € [0,1) x R, serdo dadas por:

00 00
Z Tk ikt — Z (r eit)k
k=1 k=1
soma da série geométrica de razfo v ett TE€
B 1—reit’
00 00
Z Tk eikt — Z (r efit)k
k=1 k=1
soma da série geométrica de razéo r et T e it
B 1—reit’

(8.342)

(8.343)

Logo, para cada (r,t) € [0,1) x R, susbtituindo (E=22) e (E323) em (E=3Z1), obteremos:

Notemos também que, para cada (r,t) € [0,1) x R, temos que:

Te 't eit_cos(t)—isen(t) T cOS(t) —Ti sen(t)

1 —reit 1 —r cos(t) + risen(t)
rcos(t) —irsen(t) [1—rcos(t)]—1ir sen(t)

_ (
~ [1—rcos(t)] +ir sen(t) [1 —r cos(t)] —ir sen(t)

Exercicio T COS(t) — iT‘Sen(T‘) —1?
1 — 27 cos(t) + 12

(8.344)

(8.345)



488 CAPITULO 8. APLICACAO DE SERIE DE FOURIER AS EDP’S

re't  elt—cos(t)+isen(t) T COS(t)+T1isen(t)
1 —reit N 1 —1cos(t) —ri sen(t)
r cos(t) +1irsen(t) [1 —r71 cos(t)] +1ir sen(t)
[T —r cos(t)] —irsen(t) [T —r cos(t)] +ir sen(t)
Exercicio T COS(t) 4+ 17 sen(r) — 12
N 1—27 cos(t) + 12

(8.346)

Logo, para cada (r,t) € [0, 1) x R, substituindo-se (E=323) (E=328) em (B3Z4) , segue que:

Tett re it
T—rett " T—reit
(E=23) « (M) 14 rcos(t) —irsen(r) —r* 7rcos(t)+irsen(r)—r

1—2rcos(t) +1° 1—2rcos(t) +1°

P(t) =01+

2 2

2
Exercicio 1—r

. 8.347
1—27cos(t) +1° ( )

Observagao 8.348 Definimos convergéncia uniforme apenas para sequéncias e séries

de funcgoes.
Para o que vird a sequir, precisaremos introduzir a:

Definicao 8.349 Na situacdo acima, diremos que
V(T‘, ) — 9

uniformemente em R, quando r — 17, se dado € > 0, podemos encontrar & = (¢) > 0,

de modo que,
se re(1—=0,1), implicar em: |v(r,0)—g(0)|<e,
para todo O € R.
Para demonstrarmos o Teorema (B=32H) precisaremos de algumas propriedades da funcgéo
P.(t) edafungdo v=v(r,0),

dadas por (B32Z1) e (B=3Z0), respectivamente, que serdo fornecidas pelos lemas abaixo.

Lema 8.350 Consideremos a fun¢do P:[0,1) x R — C, dada por
P(r,t) =P.(t), para cada (r,t)€[0,1) xR, (8.351)

onde P.(t) é dada por (EZZ1).
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Entdo, para cada v € [0,1) fizado, temos que a fungdo P. = P(r,-) € par e 2m-

periddica.
Temos também que
PeC>([0,1) xR; R)

e satisfaz a seguinte EDP:

0P oP 0P
2 _
T ﬁ(r,t)‘i‘rah’,t)‘kwh',t) —O,
para (r,t) € [0,1) x R.
Na verdade, temos
Pe C®([0,1) xR; (0,00)).

Demonstragao:
Observemos que, para cada (r,t) € [0,1) x R, temos que:

Pr,t) =0 p(t)

€ 1-r
 1—2rcos(t)+ 7’

donde podemos concluir que a fungdo
P.=P(r,:) é uma fungio par e 27-periédica.
Além disso, para cada r € [0, 1), teremos:

[1—27 cos(t) +°| = |(1+ 1) — 27 cos(t)|

la+b|>]al—[b] )
> 14+ 17— 271 |cos(t)]
—
<1
>1412—2r
=(1-1% >0.

Logo, de (B=328) e (B=354), podemos concluir que
P e C*([0,1) xR; (0,00)).

Assim podemos mostrar que (E=352) ocorre em [0, 1) x R.

(8.352)

(8.353)

(8.354)

(8.355)

(8.356)

A demonstracdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor, completando a

demonstracdo do lema.

Podemos agora demonstrar o:

O
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Lema 8.357 A fungdo v =v(r,0), dada por (E320), satisfaz

veC®(0,1) xR; R)

2 azv

0°v ov
S5 (,0) +1 (1, 0) + =5 (1,0) =0, (8.358)

para (r,0) € [0,1) x R,

Demonstracgao:
Do Lema (EZ350) temos que

Pe C®([0,1) xR; (0,00)).

Da continuidade da fungdo g e da Proposigdo (EZEY) (verifique as hipéteses da mesma),
podemos derivar parcialmente, sob o sinal de integragdo na expressdo (E320), em relagdo a r
ou em relagdo a 8, a qualquer ordem, e assim teremos que

ve C*(0,1) xR; R).

Além disso, para cada (r,0) € [0,1) x R, teremos:

0%v ov 0%v 02 1 T
rzﬁ(r,B)Jrrg(r,e)Jrﬁ(r,e)( = )TZW [ﬂ J g(t)P.(0 —1) dt]
o1 (T
TS, [ﬁ J_ng(t) P.(6 —t) dt]
+ . r (t) P+(6 —t) dt
002 |27 ﬂg r
Proposigéo (EZ2E3) L ) g aZ Pr B
- LﬂT Jﬂg(t) Sz (0—t)dt
1 " 0P,
+ {ﬁf Lg(t) (01 dt}
1T (" 0% P,
+ {ﬁ J'_ﬂg(t)w(e—t) dt}
(" , 07 0P
_ﬂjng(t) r MO0 -+ S (r 0 -1 | dt
=
=0,

completando a demonstracdo do resultado.
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A seguir mostraremos que
V“) ) — 9,

uniformemente em R, quando r — 1°.

Antes precisaremos do:
Lema 8.359 Para cada (v,0,t) € [0,1) x R?, teremos:
1— 2
P(r,6—t) = —rz
|T‘ 616 o elt|

para cada t € R.
Temos também (como vimos anteriormente) que
P(r,t) >0, para cada (r,t)€[0,1)xR.

Além disso, para cada (v,0) € [0,1) x R, teremos:

lj P(r,0 —t)dt = J P(r,t)dt
27 | .

2 |,

Demonstragao:
Notemos que, para cada (r,0,t) € [0,1) x R?, segue que:

ret® _ eit‘z _ (r el _ eit) (ret® —eit)

reER_ —e 1O —e it
=r
= (T ele — elt) T ele - elt

_ (r el _ eit) (r et _ e—it)

et(0-0) _pi-0_7 et (0—1) —et(0—t)  _gi(t—t)_pi0_q
2 10 —i0 10 —it it _—i0 it _—it
=1 eve " —refe 't —rete+ e ttet
_ 2 i(6—t) —i(6—t)
=1"—7 e + e +1
N N—
=cos(0—t)+1 sen(6—t) =cos(6—t)—1i sen(6—t)

=12 —1 [cos(0 —t) +1sen(® —t)+cos(0 —t) —1isen(®0—t)] +1

—1—2rcos(0 —t) + 1.
Logo, para cada (r,0,t) € [0,1) x R, teremos:

R 317 1— 2
Pr,0—t) =" i ;
1—2rcos(0—t)+r
= 1—1°

o |Teie . eit|2 ’
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(8.360)

(8.361)

(8.362)

(8.363)
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mostrando a identidade (B=3E0).

Observacao 8.364 Notemos que, para cada (r,t) € [0,1) x R, de (B=3&0), segue que
P(r,t) >0,
ou seja, vale (BE3ED), que é uma prova alternativa a feita no Lema (BEZ3E0).

Observemos também que, para cada (r,t) € [0,1) x R, teremos:

€R, por (E=ED)

| o
— § et kt le\
k:

——0Q

[e o]

=Re( > g ¥

k=—00 cos(kt)+1i sen(kt)

= Re ( i cos(kt) 1™ +1 i sen(kt) rk'>
K S

=—00

= Z cos(kt) v
k=—o00
1

Zcos (kt) AL R Zcos (kt)r I

k=—00

/

~~

nekem[1] ¢ | S i
= Zcos(—nt)r +1 —I—Zcos(kt)r
n=1 k=1

00 00
cosseno é uma fungdo par
= E cos(nt)r™+1+ E cos(kt) r¥
n=1 k=1

=142 Zcos(kt)rk. (8.365)

k=1

Observemos que, para cada (r,t) € [0,1) x R, teremos

|cos(kt) r¥| < r*. (8.366)

o0

Notemos que a série numérica E ™ é convergente em R, pois r € [0, 1).
k=1
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Logo, de (E=361), (B36H) e do Teste M de Weierstrass (generalizado), segue que a série de
funcdes (E3EH) serd uniformemente convergente em [0, R] x R, para cada R € [0, 1) fixado.
Assim, para r € [0, R], podemos integrar a série de fungdes (BE36H), termo a termo e além

disso, como a fungdo P(r,-) é 2 -periédica (veja (E353)), obteremos:

s=0—1t, logo: ds =—dt
<t:—7t, logo:s=0+m >
1

1 (" t=m, logo:s=0—m 0—n
=— J P(r,0 —1t)dt = =— J P(r,s) (—ds)
2m —7t 27 0+m
P(r,.) é 2m-periédica e o item 1. da Observagéo (IZT23) 1 T
P = ¢ E{J_WP(T',S) ds

e 1 (7 > 5
- 1+2 k
= J < + kE_1 cos(ks)r ) ds

—TT

o0

Conv. uniforme da szie de fungdes (E3EH) Z (%{ J (] + 2 COS(kS) 1,k) dS)

k=1
0

1 v [
=1 +; Zr J_ncos(ks) ds.

k=1

Notemos que, para cada k € N, temos que:

J cos(ks)ds = ]E sen(ks)
=0.

S=—TT

Logo, para cada (r,0) € [0,1) x R, subtituindo (EZ=368) e (EZ3E1), obteremos

1 7t
E{ J_HP(r,G—t) dt = 1,

ou seja, a identidade (EZE2), completando a demonstragdo do resultado.

Por fim, temos o:
Lema 8.369 Na situacdo acima temos que ,
v(r,:) =g, quando r— 1,
uniformemente em R.

Demonstragao:
Deveremos mostrar que, dado ¢ > 0, podemos encontrar n > 0, de modo que

se re(l—mn,1), teremos: [v(r,0)—g(0)<ce,

(8.367)

(8.368)

(8.370)
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para todo 0 € R.

Notemos que, para cada (r,0) € [0,1) x R, segue que:

r,0) = 9(6) = [ gy de- (o)
o= | stmie-var—g@) 5 | Pio-tar
(é’).l
1 i
= LI [g(t) — g(0)] P,(6 — 1) dt. (8.371)

Logo, para cada (r,0) € [0,1) x R, teremos:

vir,8) —g(0) = | |ttt —g(on po—1) dt'
‘I TC
<3| lott—gle)l Po—t) &
Ep,(0-1)>0

s=0—t, logo: ds = —dt
<t:—7t, logo: s=0+m >

t=m, logo:s=0—m 1 (o
= 3 | l9(0 =)= g(@)] Pifs) [~y

0+7
T

1g(0 —s) — g(8)| P.(s)ds. (8.372)

P(r,.) é 2m-per. e o item 0. da Obs. (ZT23) 1 J

= ﬁ_ﬁ

Como a fungdo g é continua em [—7, 7] e 2 7-periédica (veja (E=00)) , segue que ela serd

uma fungdo uniformemente continua em R.

s
Logo, podemos encontrar 6 € (O , §> tal que, se

0,0’ €¢ R, satisfazem, |0 —0'| <5,

segue que: [g(0) —g(0')| < % (8.373)

Além disso, a fungdo g é limitada em R, ou seja, podemos encontrar M > 0, de modo que

Ig(0)] <M, paratodo 6 ¢€R. (8.374)
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Com isto, para cada (r,0) € [0,1) x R, teremos:

o= B I
M8 = 9O = 5 | 190~ s)— glo)l Puls)ds

—T
=4

:%TJ 19(8 —s) — g(s)| Py(s) ds

—Tt

+1
27

1
+ 3 | o051~ g5l P as. (5.375)

)
J 19(0 —5) — g(s)] Py(s) ds

Mas, para cada (r,0) € [0,1) x R, segue que:

-5 =
J Ig(0 —s) —g(s)| Pr(s)ds <2M J P.(s) ds

—TT

t =—s, logo: dt = —ds
<s:—7r, logo: t = >
s =—0, logo: t =29 5
= 2M J P.(—t) (—dt)

us

7T

P; é fungéo par (veja (EZEH)) M J P, ( ) dt, (8.376)
)
o

b £
L 1908 — 5) — g(s)] Pr(s)ds < ZJ P.(s) ds

=

s€(—56,0) e (B=13)
< 2

r(S)>0 £ T
< EJ P.(s)ds =me, (8.377)
N
=on
J Ig(0—s) —g(s)|P.(s)ds <2M J P.(s)ds. (8.378)
5 — 5
< M

Logo, para cada (r,0) € [0,1) x R, substituindo-se (E=78), (E371) e (E373) em (B=73),
obteremos

2M

|V(T>9)—9(e)| < +T

N o™

Jﬂ P.(s) ds. (8.379)
5
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Notemos que, para

se (6,m],
segue que: cos(s) < cos(d),

ouseja, 1—2rcos(s)+12>1—2rcos(8)+1°>0. (8.380)

Logo, para s € (6, 7], teremos:

P, (s) =V o
' 1—27r cos(s) + 12
(E=zm) 1—12

1—2rcos(d) +1°
P.(8) . (8.381)

(=)

Portanto, para cada (r,0) € [0,1) x R, segue que:

(E=73)

e 2M (™
0) —g(o —+— P,
M0 —glo)l = 3+ | Plslds
(E=E7) 2M (™
< 5+—J P.(5) ds
2 T Js
2M
<&M (i_5) P(s). (8.382)
2 s
Por fim, quando r — 17, segue que:
]_ 2
P.(8) = L —
1—2rcos(d)+

r—1—

— 2—2 cos(8)#£0, pois 5>0

Notemos que & > 0, nao depende de 0 (veja (B=2373)).
Logo, existird n > 0, de modo que

TG(]—T],]),
T
: P.(d — €. )
teremos (0) < IM 7 0) € (8.383)
Portanto, para
TE(1_n)]))
zmcozer) 2M
segue que: v(r,0) —g(e)!( < )§+7 (t—6) P.(0)
(E==3) £+ZM T .
2 mw 4M(m—05)
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para todo 6 € R, mostrando (E370) e completando a demonstragéo do resultado.
O
Podemos agora fazer a demonstragdo do Teorema (BE=333).
Basta para isto notar que, pelos Lemas (EZ3517), (E=35) e o fato que, para cada r € [0, 1),
a fungdo P(r,-) é 2m-periddica, teremos que a fungdo v dada por (BEZ3ZT) serd solugdo do
nosso problema, se definirmos

v(1,0) =g(0), paracada 6 €R.
Observacao 8.384
1. Do Teorema (BE33H) e do Lema (BE3ED), segue que

ue C*(Q;R).

Na verdade pode-se mostrar que
ue C’Q;R),
mais precisamente, a funcdo u € a parte real de uma fung¢do
F:QOCR’~C—C,

que € holomorfa em Q, ou seja, sua série de Taylor, em cada ponto P, € ), na
forma complezxa, é convergente para a fungdo F, em alguma vizinhanc¢a do ponto
P, contida em Q, onde Q € o wnterior do circulo unitdrio centrado na origem.

8.4 Exercicios
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Capitulo 9

Convolucao, nucleo de Dirichlet, nticleo
de Féjer, nicleo de Poison

Neste capitulo trataremos da operagao de convolugdo para fungdes periédicas e suas aplicagdes
no estudo da convergéncia uniforme da série de Fourier associada a uma fungdo peridédica
"bem comportada”.

9.1 Convolucao

Antes de introduzir o conceito de concolugdo para fungdes periédicas daremos o

Definicao 9.1 Seja I C R um intervalo.
Diremos que a fungdo f: 1 — R € uniformemente continua em I se, dado ¢ > 0,

podemos encontrar & = 6(e) > 0, de modo que
para |x—y|<d, com x,yel, temhamos [f(x)—f(y)l<ce. (9.2)

Observacao 9.3 Vale observarmos que se a fung¢do f: 1 — R é uniformemente continua
em 1, entdo ela serd continua em 1.

A reciproca deste fato é falsa, ou seja, existem fungdes f: 1 — R que sdo continuas
em 1 mas nao sdo uniformemente continuas em 1.

Como exempl,o temos a fungdo f: R — R dada por

f(x) =x*, para cada x € R.

A fungdo f € continua em R, mas nao € uniformemente continua em R.
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Temos o seguinte resultado:

499
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Proposigao 9.4 Se a fungdo f:[a,b] — R € continua em [a,b], entdo ela serd unifor-
memente continua em [a,b].

Demonstragao:
A demonstragao foi vista em Anadlise I.

Observacao 9.5

1. Além da funcdo f ser continua, a propriedade que o dominio da fungdo f deve
satisfazer, para valer a conclusdo da Proposi¢do (E4) acima, € que ele dever ser
um subconjunto compacto de R.

Tal conceito € estudado em Andlise I.

2. Vimos anteriormente que o conjunto Cpe(2L) pode ser identificado, de modo na-
tural, com o conjunto

{f € C([-L,L}; R); f(~=L) =f(L)} .

Como consequéncia da Proposi¢do (E4) acima, temos o:

Corolario 9.6 Se f € C,.(2L), entdo a funcdo f serd uniformemente continua em R.

Podemos agora introduzir a

Definigao 9.7 Sejam f,g € SCper(21L).
Definimos a convolugao da fungao f com a fungao g, indicada por f * g, como sendo
a fungdo fxg:R — R, dada por

1

L
(f+9)(x) = 57 Lf(y)g(x—y)dy- (9.8)

Observagao 9.9 Como f,g € Cper(2L) segue que, para cada x, € R fizado, a fungdo

y — f(y) glxe —y)

serd uma fung¢do continua por partes em R, ma verdade esta fun¢cdo pertencerd a
SCper(2L) (isto €, tambem serd 2L-periddica).

Logo existird a integral da mesma no intervalo [—L, L], mostrando que (f*g)(x) estd
bem definida, para cada x € R.

Com isto temos a:

Proposicao 9.10 Sejam f,g,h € SC,.(2L) e x € R. Entdo
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~

. fxge Cper(2L) ;

2. (fxg)xh="fx(gxh);

3. frg=gxf

4. (f+g)xh=fxh+gxh;,
5 (a-f)xg=a-(fxg).

Demonstracgao:
De [.:
Observemos que, de (E2), segue que a fungéo f * g é 2 L-periédica.
De fato, pois, para cada x € R, temos que:

(Fxg)(x +2L) (“3)2‘—Lf fly)  glx+20) -yl dy
- =gllx—y)+2 L];,é PG (xy)
1 L
- 31 | ety ay
= (fxg)(x). (9.11)

Mostremos agora que a fungdo f x g € uma fungdo continua em R, ou seja, € continua em
X, € R.

Para isto notemos que, como as fungdes f e g sdo seccionalmente continuas e 2 L-periédicas,
segue que elas deverdo ser limitadas em R, ou seja, existem M, N > 0, tais que

If(y)l <M e lg(y)] < N, paracada ye€R. (9.12)

Consideremos uma partigdo P, do intervalo [—L, L], isto é,

’Pi{yoi_l—)"')yj)"')ynil—}a (9'13)
de modo que, para cada j € {1,2,---,n}, as fungdes
y — fy),
Yy g(x —y), paracada yE€ (yj-1,Y;) (9.14)

sejam fungdes continuas em
(Yj-1,Yj)

e existam os seus respectivos limites laterais,

quando y — Yy, equando y—vy; .
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A existéncia de tal partigdo do intevalor [-L,L], decorre do fato que as fungdes f e g sdo
continuas por partes em qualquer intervalo [a,b] C R.
Dado ¢ > 0, consideremos 1 > 0, de modo que

Yi —Yj

n<T, paracada je€{1,2,---,n}, (9.15)
<L (9.16)
T=4mMN ‘
Para cada j € {1,2,---,n}, consideremos o intervalo
Ij = [xo —YjrXo _y]'—1] (917)

e a funcdo g; : I; — R. dada por

g(X) y bara cada x € (Xo —YjyXo — yjf1) )
gi(x) = { W, 9ly), para x=xo —yj, : (9.18)

lim  g(y), para x=X,—Yj
y—(xo—Yj—1)"
Com isto, para cada j € {1,2,---,n}, da definicdo da funcéo g; (ou seja, (EIH)) segue
que
g; € C(I) 'R).

Logo, para cada j € {1,2,---,n}, pela Proposicdo (E4), segue que a fungdo 9 sera
uniformemente continua em ;.
Logo, para cada j € {1,2,---,n}, podemos encontrar §; > 0, de modo que

se y,zc€lj, satisfaz |y —z| <,
3
teremos: lg;(y) — g;(2)] < M (9.19)
Seja
d =min{n, &;j{1,2,---,n}}. (9.20)

Assim, para cada j €{1,2,---,n}, de (ECIH), segue que

Yj1 +2n <vy;,
ou seja, Y1 +tn<y;—n.
Além disso, para y € [yi—1+n,y;—m] e |h/ <9, (9.21)
) 3 M (2) (3) ., )
isto é, —Yji1—mn>—-y>n—-y; e &>h>-9H, (9.22)

teremos:
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(i) Afirmamos que

Xo+h—y¢€ Ij .
De fato, pois
(4) em (E23) (2) em (E23)
> =y —Yj
~ = =
Xo + h —Y > X, —d —y
> X, =0 +M—Yy;
(=)
>0
> Xo i
(3) em (?)6 (1) em (m)_n_yi—l
A~
Xo + h —Y <X,+0 —y
< Xo+0—1—Yj
L=
<0
S Xo y]—]
Logo (E=24) e (E=23) implicardo que
(23) (=3)

Xo_yj S Xo+h_y S Xo_yij)

que, de (EC17), é o mesmo que: X, +h—y € Ij.

(ii) Temos que

Xo —Y € Ij .
De fato, pois
xo—y T
- Y
>0
> Xo — yj )
(1) em (E2)
Xo — Y < Xo:l—yj—1
<0
S Xo —Yj—1.
Logo (B27) e (E23), implicardo que
(e=22) (=3)

Xo—VYj < Xo—Y < Xo—Yji,

que, de (ECI7), é o mesmo que: X, —Yy € Ij.

503

(9.23)

(9.24)

(9.25)

(9.26)

(9.27)

(9.28)
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(iii) Temos a seguinte desigualdade:

’(Xo +h_y) - (Xo _y)‘ = ‘h’
(=)

<
(e=m)
5 . (9.29)
Logo se |h| < 3, segue que:
@ | 1 ( 1 (t
[(f*xg)(xo) = (fxg)(xo + M) =" |5= | fly)lgxo—yldy—s+ | f(y)glxo +h—y)dy
2L ), 2L ),
1 L
< —J f(y) [g(% —y) — g(xo + h —y)] dy
2L
1 (F
<— | Klglxo—y)—glxo +h—y)ll dy
2L J ¢
1 L
== | [fWllgxe —y) —glxo +h—y)ldy
ZL -A*[_W_/
(3)
< M
M (t
<= | lg(xo —y) —glxoc +h—y)ldy
2L J
EE) M — (Y
< — —y)— — . .
< ZL;L” 9(xo —Y) — g(x%o + h —y)l dy (9.30)
ZA;
Notemos que, para cada j € {1,2,---,n}, teremos:
Yj
AJ:J lg(xo —Yy) — g(x, + h—y)ldy
Yj—1
Uijl""T] Y-
:J lg(xo —y) — g(xo + h —y)| dy+J | g(xe—Yy) — glxo+h—y) |dy
91 () Y1 (ii) o (T3 (i) o (T3
<lgxo—y)l+lg(xo+h—y)l < N+N el )gj(xofy) el )gj(Xo+h*y)
[Yj
+ lg(xo —Yy) — g(xo + h—y)| dy
i e (=3)
<lg(xo—y)[+lg(xo+h—y)| < N+N
fYi—1+n Yj—n Yj
<2N ay+ [ lgtn -y gl n-ylay+2N [ ay
JYj—1 Yj—14M yj—
Y;j—
SZN(yj—1+n—yj—1)+J 19i(x0 —y) — gj(xo + h —y)| dy + 2N (y; —y; +n)

Yj—1-+1M
(==3) e (EET)
S €

2M
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Y
§4Nn+—J dy =4Nn+ (Y —n—yj-1 —1J

=Yj—Yj—1—2N<Y;j—Yj1

2L
j=1
2MN = £ w—
=1 L ZLFHZ(U]_UH)
e ! =1
S amMne 20
2MNn L €
— 2L
=TT aamNETaL
e, ¢
202
=¢

mostrando que a fungdo f * g é continua em x, € R.

Portanto
fxge Crer(2L),

completando a demonstragdo do item . .
De B.:
Notemos que, para cada x € R, temos:

L
(gl x hix) = 51 [ (F e g)(w)htx -] dy

—L

L L
= ;—L JL U—L JLf(y) gy —z) dZ} h(x —y) dy

Teor. Fubini em SCper(21) 1

B 2L 2L
t=y—z, logo: dt=dy,

<y:—l_,logo: t:—l_—z,>
y=1~L, logo: t=L—z

-I L ] L—2
ZEJJW)ZI J¥29mhh—t—ﬂdt

g,h séio 2L-per. e o item M. da Obs. (u::s)IL g(t) h(x t Z) dt
= .y —t—

505

(9.31)

L 1 L
—J f(y) {—J g(y —z)h(x—y)dz| dy
—L —L
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1 [t 1T ("
:ﬁJLf(y) ZJLg(t)h(x—t—z)dt dy

~~

S (gin)(x—y)

2L

) s (gx)(x),

L
:l—jfmngwum—yMy
L

completando a demonstragao de o item O. .
De B.:
Notemos que, para cada x € R, temos

1 L
(fxg)(x) 2 7T JLf(y) g(x —y) dy

z=x—Y, logo: dz = —dy,
<y:—L,logo:t:x+L, >
y=L, logo:t=x—L

x—L
30 | =2 g (e

x+L
:21_1_ J_L f(x —z) g(z) dz

g,h séo 2L-per. e o item @. da Obs. (u:zs)J.L g(z) f(x—z) dz
= L _

L
= 21_1_ J_L g(z)f(x —z)dz

= (g*f)(x),

completando a demonstragao do item B. .
De B.:
Observemos que, para cada x € R, temos

completando a demonstragdo do item B. .
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De H.:
Para cada x € R, temos

[(oc- f)gl(x) = (ac-f)(y) g(x —y) dy

completando a demonstragdo do item B. e do resultado.

O
Outra propriedade importante da convolugdo é dada pela:
Proposicao 9.32 Sejam f,g € SC,..(2L). Entdo
(f*/\g) (n) = ?(n) g(n), paracada nez. (9.33)

Resolucgao:

Notemos que, da Proposigdo (ECI0) acima, segue que
(fxg) e Cper(2L).

Logo podemos calcular os coeficientes de Fourier (complexos) associados a fungéo f * g.
Além disso, para cada n € Z, temos:

(f* 9)( (v:zm J (f % g)(x) e+ X dx
2L
@ L J { J )g(x—y)dy} e dx

Teor. Fubini em SCper(21) 1 L L _jnmy
=7 3 J U fly)glx—yle "t dX} dy
L
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z=x—Y, logo: dz = dx,
<x:—L,logo:z:—L—y,>
x=1L, logo:z=L—y
1 t —inTy 1 ty —inTy
~|3c | e 57 glz) e dz| dy

L —L—y
2L—per. e o item 0. da Obs. (I23)

- 15"y | -1 ="z
51 JLf(y)e L 2LJ'Lg(z)e L *dz| dy
=

1 L
- Ly

37 | e ay g

=50

=f(n)gm), (9.34)

como queriamos demonstrar.

O
Observacao 9.35
1. A Proposi¢do (EI0) nos diz que a transformagdo
%1 SCper(2L) X SCper(2L) = Cper(2L)
€ bilinear e simétrica.
2. A Proposigdo (BE32) acima, nos diz que a tranformada de Fourier ” ~ 7, leva a

convolugcdo de duas fungdes periddicas sectonalmente continuas, no produto das
respectivas transformadas de Fourier de cada uma das fungbes envolvidas.

9.2 Nucleo de Dirichlet

Temos as seguintes observagoes:

Observacao 9.36
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1. Com a operagdo de convolugdo entre duas fungbes de SCper(2L), definida em (E3),
podemos escrever os Teoremas sobre a convergéncia da série de Fourier, estudados
nas se¢oes [7.3 e [7.4, de um modo diferente, como veremos adiante.

Antes de fazer isto, para simplificar, observamos que a mudanga de varidveis

[-L,L] — [-m,n]
X oy =
Y=

leva, 1sometricamente (e bijetivamente), o intervalo, [—L, L] no intervalo [—m,m].

Desta forma podemos considerar, sem perda de generalidade,
L=m,

nas séries de Fourier a seguir.

Em particular, a série de Fourier de uma fungdo f € SCper(27), na forma com-
plexa, tornar-se-d:

SIfI(x) = ) f(n)e™

N
= ]\}ExgonZNf(n) e, (9.37)
onde, para cada n € Z, temos
fn) = 1 Jﬂ f(x) e ™" dx (9.38)
2 ) ' '
2. Seja f € SCper(27).
Para cada N € Z*, denotemos por
S[f; NJ(x)

a N-éstma soma parcial da série de Fourier, associada & fung¢do f, ma forma
compleza, 1sto é

N
SIFsNI(x) = > f(n)el™. (9.39)
n=—N
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Notemos que, para cada N € Z*, teremos que

N
SIFsNI(x) = > f(n)e ™"
n=—N

N

(EEE) 1 " in —inx
= H_ZN {ﬁ J_n fly)em™Y dy} e
edade da integral definida 1 [ "
proprieaaae ai'n eqgra eftniaa -Ln(xf )
v - Jn f(y) L;N ety ] dy, (9.40)

para cada x € [—m, 7] .

Com isto podemos introduzir a:

Definicao 9.41 Para cada N € Z", definamos a fun¢do Dy : R — C, dada por

N
Dn(x) = Z e'™, para cada x €R, (9.42)
n=—N

que serd denominada nicleo de Dirichlet de ordem N.

Observacao 9.43

1. Deste modo, para cada N € Z*, de (EZ0) e (EZ32), seque que a tdentidade (E33),
tornar-se-d:

S[f;N](x):%TJ f(y)Dn(x—y)dy, para cada x€R, (9.44)

ou seja,

S[f; N](x) = (f*Dn)(x), para cada x€R. (9.45)

<

2. Afirmamos que, para cada N € Z", a fun¢do Dy : R — R, isto €,
Dn(x) € R, para cada x € R, (9.46)

ou ainda, o niucleo de Dirichlet de ordem N é uma fung¢do a valores reais.
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De fato, pois, para cada x € R, teremos

N
) inx
Da(x) = Z e
n=—N

k=—n
/_/A :e():]
- ~~ &
_ § elTLX+ el0x + § elnx
n=—N n=1
N N

Z e—ikx +14+ Z einx
k=1 n=1

N
=1+ Z e—inx + einx
~——

n=I1

=[cos(nx)—isen(n x)]+[cos(nx)+isen(nx)]=2 cos(nx)

N
=1+2 Zcos(nx) € R, (9.47)

n=1
mostrando, em particular, que (EZZ8) ocorre.
Com 1isto o Teorema da convergéncia pontual da séria de Fourier (isto €, o Teo-
rema ([Z301)) pode ser escrito na seguinte forma:

Seja f € SCper(27) uma fungdo diferencidvel em (—m,m), exceto em um numero
finto de pontos em (—m,m), de modo que f' € SCpe(27).

Entao, para cada x, € R, teremos:

(f * Dn) (%) — quando N — co. (9.48)

. De modo semelhante, o Teorema da convergéncia uniforma da séria de Fourier

(isto €, o Teorema ([C3B4)) pode ser escrito na segquinte forma:

Seja f € Cper(27) uma funcdo diferencidvel em (—m,m), exceto em um numero
finto de pontos em (—m,m), de modo que f' € SCpe(27).

Entao, para cada x € R teremos:
(f*Dn)(x) — f(x), quando N — oo, (9.49)

uniformemente em R.
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9.3 Convergéncia da série de Fourier no sentido de Cesaro
e o nucleo de Fejér

A seguir trataremos de outros modos de convergéncia da série de Fourier associada a uma
funcdo periddica.

Como foi mencionado anteriormente, existem fungdes continuas 2 rt-periédicas, cuja série
de Fourier diverge em um conjunto enumeravel contido em [—7t, 7.

No entanto podemos introduzir outros modos de estudar a convergéncia para uma série
de fungdes de modo que uma série de funcdes que ndo era convergente em um ”certo modo”,
podera ser convergente, relativamente a um ”outro modo”.

Um desses modos é dado pela seguinte:

Definigao 9.50 Dada a série de Fourier associada a uma fungdo f € SCper(2L), diremos
que esta é convergente (ou somavel) no sentido de Césaro em x, € R, se para cada
N € Z*, considerando-se a funcdo oy : R — C, dada por

N
onl[f; NI( Z , para cada x€R, (9.51)
j=0
onde, para cada j € N, temos que a fumg¢do SIf;jl(x) é dada por (E29) (ou (EZ3A), ou
ainda (EZ3)), existir o limate
lim off; N](x,) - (9.52)

N—oo

Observacao 9.53

1. Notemos que, para cada N € Z' e x € R,

off; NI(x)
nada mais € que a média aritmética das somas parciais

S[f,O](X), SH»”(X)) Ty S[f)N](X)

2. Observemos também que, para cada N € Z" e x € R, teremos
N
olf; N](x) Z [f5 51
1
1
= G Da)(x) + (£ D)) + -+ (% Dy ()

itens @. e @. da Proposi¢do (EID) <f
— %

— (F 5 Kn) (X)), (9.54)
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onde a fun¢do Ky :R — C € definida por:
] N
Kn(x) = NTT ]ZO D;(x), para cada x€R, (9.55)

que serd denominado nicleo de Féjer de ordem N.

3. Notemos que o nicleo de Fejér de ordem N, é a média aritmética dos nicleos de
Dirichlet.

4. Afirmamos que, para cada N € Z*, teremos:

Kn(x) = Z <1 — NL—l—|1> e'™, para cada x €R. (9.56)

n=—

A demonstrag¢do desta identidade serd feita por inducdo sobre N € 7.

Notemos que

e A identidade (TZA) é verdadeira para N = 0 pois, para cada x € R, temos

que:
(e=3) N=0 1 0
o omi= D:
Ko(x) 51 2O
— DO(X’)
0
— Z einx
=] ,
e
- n|
> (1gr)em=n
ou seja,

0

o |TL| inx
=3 (15t e

n=—0

~

o

=
I

mostrando que a identidade (E5B) vale para N = 0.
e Suponhamos que a tdentidade ([TZ28) seja verdadeira para

N=M-1,
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1sto €,
(e=8) com N=M—1 |TL| .
K B — ‘] . inx
v 09 U( (M—1)+1)e

= le (1 — ’—]\T:l|> e™, (9.57)

para cada x € R.

Mostremos que a identidade (E28) vale para

N =M.

Para 1sto, notemos que, para cada x € R, teremos:

k) = 1 S by
M = j
M+1 &
1 M—1
— Dj(x) + Dm(x)
M+ |5
1 1 M-1
=W M MZDj(X) + Dm(x)
j=0
%—/
(=3)
i = Km-1(x) i
1
= M Knm1(x) + Dm(x)]
E=2) e (emm) | M ¥ 1 Y gine e
T M+ 2 M re
n=—M-+I1 n=-M ,
_
1 M-1 |Tl’ M1
. o inx —iMx inx iMx
P e
n=—M-+1 2 N n=—M-+1 |
i =M—n|
1 [ M-1
_ S (M1 —lnf)el™ e tMx 4 gt
M+1 Ln=—M+1
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1 - 1 1
— M 1— 1nx —1Mx iMx
M+ 1 ZM ; e M€
¥ [—MI MY
_ Z (M—i—] —|TL| lTLX ( ) 1(—M)x+ (] . ) elMX
M+l L M+ 1
1 M
= > M+T—mn)) e
M +1 Nt
M
_ Z 1— n| inx
=, M +1 ’

completando a prova da vdlidade da identidade (E5R).

5. Como mo caso do nicleo de Dirichlet, para cada N € Z*, temos que a funcdo
Ky :R — R dada por (E23) (ou (EEH)), ou seja,

Kn(x) € R, para cada x €R, (9.58)

ou ainda, o niucleo de Féjer de ordem N é uma fung¢do a valores reais.

A verificagdo deste fato é simples e serd deixada como exercicio para o leitor.

Com isto podemos enunciar o seguinte resultado, cuja demonstragdo serd omitida:

Teorema 9.59 Seja f € Cyer(27).
Entdo sua série de Fourier é uniformemente convergente, no sentido de Césaro,
para a funcao f em R, isto €,

on[f; Nl — f,  gquando N — oo, (9.60)
uniformemente em R.
Vamos introduzir a:

Definicao 9.61 Um polinémio trigonométrico é uma combinagdo linear finita, com
coefictentes complezxos, das fungdes

O, (x) =e'™™, paracada x€ER e ncZ. (9.62)



516 CAPITULO 9. CONVOLUGCAO E OUTROS

Observagao 9.63 Com a nomenclatura acima, para cada x € R, temos que

(=)

olf; NI(x) (f % Kn) (%)

N j
_ NLH Y Y ) o), (9.64)

ou seja, a funcgdo o[f; N] € um polinémio trigonométrico.

Portanto, nesta configuragdo, o Teorema (E5d) implicard no famoso Teorema de aproxi-

macao de Weierstrass, a saber:

Corolario 9.65 Toda funcao continua e 2m-periddica pode ser aprozimada, uniforme-
mente, por um polinémio trigonométrico.

9.4 Convergéncia no sentido de Abel e niicleo de Poison

Nesta segdo trataremos um ”outro modo” de convergéncia da série de Fourier, associada a
bl
uma fungdo periédica "bem comportada”.
Como vimos na segao anterior, existem ”outros modos” de estudar a convergéncia da série
de Fourier, associada a uma funcgdo periédica ”"bem comportada”.
"Outro modo” de estudar a convergéncia da série de Fourier, associada a uma fungao
periddica é dado pela:

Definigao 9.66 Seja f € SCp,(27).
Diremos que a série de Fourier, associada a uma fungdo f, é convergente (ou soméavel)

no sentido de Abel para cada r € [0,1), a fun¢do P, : R — R, dada por

0.9}

P[f; 1](x) = Z fin)r™ e para cada x €R. (9.67)
estiver bem definida, ou seja, a série de fungdes (ECBEAD) for convergente, para cada
r € [0,1), onde, para cada n € Z, temos que

~ 1 & )
f(n) = 7 J f(x)e *"*dx, para cada neZ. (9.68)

—TT
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Observacao 9.69

517

1. Notemos que, para cada v € [0,1) fizado, (EEED) nos fornece a média geométrica

da série de Fourier, associada a uma fungdo f.

2. Notemos que, para cada x € R, teremos:

P ) Z 1: \nl einx

() PN {ﬂ Jn f(y) ety dy] il ginx

widado! | " - n| in(x—
Cddlzﬂj y)lzre (y)]dy
= (f*P;)(x),

onde, para cada r € [0,1), a fun¢cdo P, : R — C € dada por

(e .o]
x) = Z e para cada x € R,

(9.70)

(9.71)

que serd denominado nicleo de Poison de ordem r, que foi estudado no Capitulo

anterior (veja (B3232d) o que se segue).

3. Na resolugdo da equagdo de Laplace no disco unitdrio obtivemos (veja (E333)),

para cada (r,0) € [0,1) xR

T & .
v(r,0) 5:3_33)2_ Z U ikt dt} etk Oyl

oo
C’uzﬂzdo/ g Z |T’ dt

k=0

27
() J ) dt
P;)(®

v(1,0) =g(0), para cada B eR.

9.5 Exercicios

(9.72)
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Capitulo 10

As identidades de Green e a equacao
de Laplace

Neste capitulo inciaremo o estudo da unicidade do problema da unicidade de solugdes do
problema de Dirichlet

Au=f, em Q, (10.1)
u=g, em 0Q, (10.2)
ue C*(Q;R), (10.3)

onde O é um um subconjunto aberto "bem comportado” de R™ e
gc C*(dQ; R). (10.4)

Os resultados que apresentaremos a seguir valem em R".
Porém, restringiremos os enunciados e demonstragdes para o caso

n=2.

10.1 O Teorema de Green e da divergéncia

Comegaremos lembrando alguns conceitos importantes estudados anteriormente no curso de
Espagos Métricos, a saber:

Definicao 10.5 Seja S um subconjunto nao vazio de R™.

1. Diremos que A C S é um subconjunto aberto em S, se existir um subconjunto
A1, que seja um subconjunto aberto em (R",dgn), de modo que

A=A;NS,

519
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onde dgn € a métrica induzida pela norma usual, que serd indicada por | - ||, do
espago vetorial real (R™,+,-), como + e - as opergdes usuais de adigGo de n-uplas
e multiplicacdo de numero real por uma n-upla, respectivamente.

Diremos que F C S € um subconjunto fechado em S, se existir um conjunto Fy,
que seja subconjunto fechado em (R",dgrn), tal que

A=FHnNS.

Diremos que o conjunto S é um subconjunto conexo em (R", dr~), se 0 conjunto
S nao puder estar contido na reuniao disjunta de dois subconjuntos abertos de
(R™, drn) e ndo vazios.

z

Pode-se mostrar que o conjunto S é um subconjunto conezxo em (R"™,dgrn) se,
e somente se, se A C S é um subconjunto aberto e fechado em S, implicar,
necessariamente, gque

A=S ou A=0.
A demonstragdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Diremos que o conjunto S é um subconjunto limitado em (R",dgn), se existir
R > 0, de modo que

SCB (6, R> ,
onde
B(0;R) =fx e R x| <R},
e ||-|| demota a norma usual do espago vetorial real (R™,+,-).

Definicao 10.6 Seja D um subconjunto, ndo vazio, de R".

1.

Diremos que o conjunto D € um dominio em (R",dgn), se o conjunto D € um
subconjunto aberto e conexo em (R™, dgn).

Diremos que D C R? é um conjunto simplemente conexo (R?,dg:), se ele ndo

possue “buracos”, ou seja, qualquer curva fechada que estd contida em D, delimita
um regiao que também estd contida em D.

A defini¢do precisa deste conceito envolve conceitos mais delicados as quats nao
serdo tratados meste contexto (a saber, a no¢do de curva contrdtil, homotopia e
outras).

Para o que segue, QO um subconjunto aberto, ndo vazio, de (R",dgn), m € {2,3,---} e
ke Z.
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Definicao 10.7 Diremos que a fungdo u € C*(Q;R) é uma funcao harmoénica em Q,

se
Au(x) =0, para cada x € Q, (10.8)

onde

0? 0?

A= — 4 ...

0x;? Tt 0Xp?

n az

=1 ")

Seja
{él )62)"’ )En}

a base canénica do espago vetorial real (R™,+,-), ou seja, para cada j € {1,2,---n}, temos
que

& =(0,---, 0,---0).

1
—~—

j-ésima posigdo
Definicao 10.10

1. Diremos que uma funcao F:Q 5 R™ é um campo vetorial real em Q.

Neste caso, para cada j € {1,2,--- ,m}, existe uma funcdo F; : QO — R, de modo
que

F(x) = (F1(x),Fa(x), -+, Fu(x))

=F(x)-€ +Fx)-€&+ - +Fnlx) €, para cada x€Q. (10.11)
Para cadaj€{1,2,---,m}, a fungdo
F:Q—R (10.12)

serd dita j-ésima componente do campo vetorial F.

2. Diremos que um campo vetorial F:Q 5 R™ pertence a classe C*(Q); R™), ou seja,

Fe CYQ;R™), (10.13)
se cada uma de suas funcdes componentes pertencem a C*(Q; R), ou seja, se
F € C¥(Q;,R), (10.14)

para cada j €{1,2,--- ,m}
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Definicao 10.15 Consideremos f € C'(Q; R).
Definimos o campo gradiente associado a funcao f, indicado por V£, como sendo
o campo vetorial Vf: () — R", dado por

VH(x) = (ﬁ(x) LA ﬁ(x))

ox; 0%y " 0%y
of of of
= 3 (x)- € + Y (x)-€&+---+ W(X) €., para cada x€ Q. (10.16)
1 2 m

Também denotaremos, eventualmente, o campo gradiente associado a uma funcao
f por grad(f).

Definicao 10.17 Diremos que um campo vetorial F:Q 5 R™ provém de um potencial

em Q, se existir uma funcgdo f € C'(Q; R) tal que

Vif(x) = T?(x), para cada x € Q, (10.18)
isto €, para cada j €{1,2,---,m}, deveremos ter

of

a—xj(x) =F(x), paracada x€Q, (10.19)

onde o campo vetorial F é dado por (IILIT).

Definicao 10.20 Consideremos um campo vetorial Fe C'(Q:;R™).
Definimos a divergéncia do campo vetorial F, em Q, indicado por V e F, como sendo

a funcgao VeF:Q —R dada por

= F
Z a— (x), para cada xe€Q, (10.21)

onde o campo vetorial F é dado por (IILI).

=

Também denotaremos o divergente de um campo vetorial E por div <F)

Observacao 10.22
1. Notemos que se f € C*(Q; R) entdo, para cada x € Q, teremos:

div [grad(f)] (x) = V e [Vf] (x)
(mm) e () — 0 [Of
B Z] 0 [axi] ™)
Z

) Af(x). (10.23)

—
O)
‘-‘N
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Por 1sto utilizaremos, eventualmente, a sequinte notagdo:

Vi=A. (10.24)

2. Em vdrias situagdes que se apresentardo a frente, serd conveniente estendermos
as defini¢ées acima para subconjuntos fechados de (R™, dgn).

Por ezemplo, diremos que f € C' (Q; R) se, e somente se, f € C(Q; R) e ezistem

fungdes
giy,' - »On € C(E,R)
tais que, para cada j € {1,2,---,n}, temos que:
of
gj(x) = a(x), para cada x € Q. (10.25)
j

3. Podemos estender alguns dos conceitos acima para fungées (ou campo vetoriais)
a valores complezos.

Dewzaremos a elaboracdo dos mesmos como exercicio para o leitor.
Defini¢ao 10.26 Sejam v :[a,b] — Q uma curva parametrizada e k € Z* U {oo}.

1. Defimimos o trago da curva parametrizada y, como sendo o comjunto imagem
v ([a,bl) C Q, isto é,

v (la,b]) ={y(t); t € [a,b]}. (10.27)

2. Diremos que a curva parametrizada vy : [a,b] — Q pertence a classe C*([a,b]; Q),
ou seja,
vy € C¥([a,b]; Q).

se para cada j €{1,2,--- ,n}, aj-ésima fungdo componente da fungdo vy pertencer
a classe C*([a,b]; Q), ou seja,

v; € C¥(la,b]; R).

3. Diremos que a curva parametrizada vy : [a,b] — Q € suave, em Q se, para cada
m € N, temos

v € C™([a, b]; Q),

ou seja,
v € C*([a,b]; Q). (10.28)
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4. Diremos que a curva parametrizada suave vy : [a,b] — Q € regular, em Q, se o
vetor tangente a curva parametrizada Y nao se anular nunca, ou seja,

v'(t)#0, paracada tE€ [a,b]. (10.29)

5. Diremos que a curva parametrizada vy : [a,b] — Q € fechada em Q, se

v(a) =v(b). (10.30)

6. Diremos que a curva parametrizada vy : [a,b] — Q ¢ simples, em Q, se para
t,s € [a,b] tal que t # s, teremos:

v(t) #v(s). (10.31)

7. Diremos que a curva parametrizada 7y : [a,b] — Q € fechada e simples, em Q) se
para t,s € (a,b), tal que t # s, tenhamos

Y(t) #v(s) e vy(a)=vy(b). (10.32)

Definicao 10.33 Seja Q um dominio limitado de (R™, dgrn), de modo que sua fronteria,
denotada por 0Q), é o traco da curva parametrizada suave, fechada e simples, em Q
(veja a figura abaizo), ou seja, existey: [a,b] — Q curva parametrizada suave, fechada
e stmples, em Q) tal que

v(la,bl) =0Q.

Diremos que 0Q) estd orientada positivamente pela curva parametrizada vy, se ao

percorrer o trago da curva y, o dominio Q fica & "esquerda” da mesma (veja figura
abaizo).
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Observacao 10.34

1. O conceito de orientacdo da fronteria, definido acima, pode ser melhor estabele-
cido.

Dewzaremos a elaboragdo deste como ezxercicio para o leitor.

2. Podemos estender todas defini¢ées acima para curvas parametrizadas suaves por
partes, em Q, ou seja, para curvas parametrizadas vy : [a,b] — Q, de modo que
erista uma particdo do intervalo [a,b], de modo que a restricdo da funcdo y
a cada um dos sub-intervalos abertos definidos pela partigcdo, seja uma curva
parametrizada suave.

Podemos agora introduzir a:

Definicao 10.35 Sejam v : [a,b] — Q wuma curva parametrizada continua e dife-
rencitdvel em [a,b], exceto em um numero finito de pontos de [a,b], e F:Q > R"
um campo vetorial continuo em Q.

Definimos a integral de linha do campo vetorial E, ao longo da curva parametri-

zada vy, indicada porJ Fe dr, como sendo:
Y

b
J Feo d?ij Fry(t)] ey '(t) dt. (10.36)
Y a
Observacao 10.37 Na situagdo da Definigdo (I33) acima, se as componentes do campo
vetorial F sdo as fungées Fj: O — R, para cada j € {1,2,---,n}, entdo denotatemos a
integral de linha (38) acima por:

J (Frdxy 4+ Fy) dxn. (10.38)
y

Com as defini¢bes e notagdes a acima, podemos enunciar o seguinte resultado importante,
cuja demonstracdo foi vista na disciplina de Célculo II e, portanto, serd omitida:

Teorema 10.39 (de Green) Sejam Q uma dominio limitado de (R?,dp:) e P,Q €
C(Q; R).
Suponhamos que:

1. a fronteira do conjunto Q, ou seja, 0Q, € o traco de uma curva parametrizada
fechada, simples, regular por partes, que indicaremos por vy :[a,b] — R?, que estd
orientada positivamente, relativamente a Q;

oP 0Q

2. existem e sdao limitadas as derivadas parciais % By em Q;
x Jy
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3. existem as integrais duplas

0Q oP
—(x,y)dxdy e J —(x,y)dxdy.
JQ 0x J ) o 0y J Y

Entdo existe a integral de linha J Pdx 4+ Qdy e além disso
Y

0 0
L {a—g(x,y)—a—:(x,y)} dxdy:Jdex+Qdy. (10.40)

Faremos algumas consideragdes relacionadas com o resultado acima na:

Observacao 10.41

1. Notemos que o campo vetorial que utilizamos no lado direito da identidade ([CTIID)
acima é F: Q — R?, dado por:

—

F(x,y) =P(x,y) -1 +Q(x,y) €&, para cada (x,y) € Q, (10.42)

onde
67:(1>O) € e_i:(o)])

2. No caso em que o conjunto Q, na hipétese do Teorema de Green (isto €, o Teorema
(=3) ), tem um numero finito de "buracos” podemos, em algumas situagdes,
reduzi-lo ao Teorema ([I33) actma, usando curvas auziliares como, por exemplo,
na figura abairo, como visto na disciplina de Cdlculo II.

Neste caso a integral dupla sobre Q) poderd ser decomposta em um niumero finito de
integrais duplas sobre dominios sem “buracos”, cujas fronteiras de cada um desses
subconjuntos, das partes da decomposi¢cao, sdo orientadas de modo conveniente
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(isto €, positivamente) de modo a obter a mesma conclusGo que o Teorema de
Green (isto é, o Teorema (II39)).

Conclusao: vale o Teorema de Green (isto €, o Teorema ([II39) ) para um dominio

limitado Q de (Rz,dRz), que possua um numero finito de "buracos” e de modo
que, cada parte da fronteira de Q, satisfaca a condi¢cao 0. do Teorema de Green
(isto €, o Teorema ([39)).

O Teorema de Green (isto é, o Teorema ([II29)) permanece vdlido para fungées

z

a valores complezos, isto €, se as funcdes P,Q : QO — C sdo tais que
PP, +iP;, e Q=Q;+iQ,, em Q (10.43)

e cada um dos pares de fungdes P1,Q;: Q — R e P,,Q;: Q —, a valores reais,
satisfazem as condigbesB. ed. do Teorema de Green (isto €, do Teorema ([I33))
entdo:

d d
L {a—g(x,y)—a—j(x,y)} dx dy zLPdXJery, (10.44)
ou seja,
d d d d
|, [%(x,y)—a—’;(x,y)] dxdy +1 {L [%(x,y)—a—?(x,y)] dxdy}
:J Prdx+ Qidy +1i (J Prdx + Q; dy) : (10.45)

Suponhamos que o conjunto Q e a curva parametrizada vy : [a,b] — Q, dada por:
v(t) = (x(t),y(t)), para cada tE€ [a,b], (10.46)

satisfagam as condi¢ées do Teorema de Green (isto €, do Teorema (II39)).
Consideremos Q C R?, como um subconjunto de R3.

Isto pode ser feito, por exemplo, olhando o conjunto O como estando contido no
plano xOvy, 1sto é€,
Q ={(x,y,0); (x,y) € Q}.

De maneira semelhante como fizemos com o conjunto Q, podemos considerar a
curva parametrizada v : [a,b] = Q C R?, em R3, ou seja, v : [a,b] — Q serd dada
por:

v(t) = (x(t),y(t),0), para cada t€ la,b]. (10.47)

Notemos que a fungao y tem todas as propriedades da fungdo y, em particular,
de (OZA), segue que

v'(t) = (x'(t),y'(t),0), para cada tea,b]. (10.48)
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Com isto podemos definir a funcdo vetorial i : [a,b] — R?, dada por

. v/t x

f(t) =
EOR

, para cada t€[a,b], (10.49)

L&

onde X denota o produto vetorial usual de R> e

—

K=(0,0,1)=¢;. (10.50)

Notemos que, da definicdo do produto vetorial, seque que, para cada t € [a,b], o
vetor M(t) serd um vetor unitdrio e ortogonal aos vetores

K e v'(t).

Como a curva parametrizada v : [a,b] — R® estd orientada positivamente (relati-
vamente a ()) seque (pela regra da mdo direita) que, para cada t € [a,b], o vetor
n =1(t), serd um vetor normal unitdrio ao plano que contém o trago da curvay
(ou seja, o plano xOy) e "aponta” para o exterior da curva vy, isto €, de Q (veja
a figura abaizo).

v(t)
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Com 1sto, para cada t € [a,b], teremos:

—

—e

i
x 2T )y
0o 0

=y/(t)-T—x"(t)-]. (10.51)

v'(t)

- O =

Logo, para cada t € [a,b], teremos:

(cezm) v () X

n(t) —E
Hy () x K
)

: (10.52)

que demominaremos de vetor normal unitirio & curva vy, no instante t € [a,b].

Como vimos, no caso da curva parmetrizada vy : [a,b] — Q ser uma curva fechada
e orientada positivamente, para cada t € [a,b], o vetor ni(t) serd o vetor normal,
unitdrio e exterior ao trago da curva parametrizada y.

Observemos que se y:[a,b] — QO € uma curva parametrizada suave por partes,
entdo podemos definir, para cada t € [a,b], o vetor ni(t), a menos de um nidmero
finito de pontos de 000 = y([a,b]).

Lembremos também que uma curva parametrizada reqular vy : [a,b] — Q pode
ser sempre reparametrizada, pelo comprimento de arco, isto €, podemos encontrar
uma reparametrizacdo 3 : ] — Q do trago da curvay, de modo que

IB'(s)] =1, paracada se]. (10.53)

De fato, como
v'(t) #0, para cada t € [a,b],

entdo, definido-se a func¢do s:[a,b] —» R, dada por:

t
s(t) iJ |lvy'(r)|| dr, para cada t€ [a,b], (10.54)

seque que a fung¢do s = s(t) € continuamente diferencidvel em [a,b] e como

s'(t) =|v'(t)]| >0, para cada t€ la,b]. (10.55)
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Logo, a fungdo s:[a,b] — R € injetora, logo serd bijetora sobre sua imagem.
Como a funcgdo s € continua em [a,b], seque que

) =Y

J =s(la,b] [0,L]

b
(onde L iJ' |y '(r)]| dr) serd wm intervalo fechado e limitado de (R, dg).

Novamente, como
'(t) #0, para cada te€a,b],

seque, do Teorema da diferenciag¢do da funcao inversa, visto na disciplina de
Andlise I, que a funcgdo inversa s~' : s([a,b]) — [a,b] serd diferencidvel em | =
s([a,b]) e além disso, se

para cada s = s(t) € J, teremos:

ds™! dt
i (s) = ds( s)
Teor. da derwada da fungdo inversa 1
- ds
E(S)
|ll-.'1: ]
= — 10.56
)] (10.56)
Logo considerando 3 :] — Q dada por

B(s) =vlt(s)], para cada se€], (10.57)

segue que a curva parametrizada [3 serd uma curva parametrizada regular que tem
0 mesmo traco da curva parametrizaday (ou seja, uma reparametriza¢do do trago
da curva parametrizada v) e, aldm disso, para cada s € |, teremos:

dp
/
Bls) = So(s)
Regra da cadeia em (III5d) d’Y dt
- Lt
riUENO
(=3) / 1
= v'(t) (10.58)
Iy /(t
I:I:DZEE
togo: 18(5)] )H il
=1
(10.59)

ou seja, (IR3) ocorre.
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8. Dada f € C(Q; R), definimos a integral da fungao f, ao longo da curva y, em

relacao ao comprimento de arco, indicada por J fds, como sendo:
Y

a

b
J fds = J fly(0)] [l /(1)]| dt

= rf[ﬁ(s)] ds, (10.60)

C

onde B : [c,d] — Q € uma reparametrizacdo do tragco da curva parametrizada
reqular v : la,b] — Q, pelo comprimento de arco.

Com a nomenclatura acima podemos enunciar o Teorema da divergéncia, cuja demons-
tracdo foi vista na disciplina Célculo II, a saber:

Teorema 10.61 (da Divergéncia) Seja Q um dominio limitado de (Rz,dRz), cwja
fronteira é uma reunido finita de curvas parametrizadas, requlares e orientadas positi-
vamente.

Suponhamos que o campo vetorial F € C! (Q; R?).
Entdo

J Vo?dxdy:J Fewds, (10.62)
Q

20
onde, para cada s € |, o vetor

n=r(s),

€ um vetor normal unitario exterior a fronteira de Q.

Observacao 10.63 O Teorema da divergéncia vale no R™.

10.2 As identidades de Green - Unicidade do problema
de Dirichlet

A seguir faremos aplicagées do Teorema de Green (isto é, o Teorema ([39)) para ober as
importantes identidades de Green.
Comegaremos pelo:

Teorema 10.64 (1.a e 2.a identidades de Green) Sejam Q um dominio limitado de

(R?,dg:), onde vale o Teorema da Dwergéncia (isto é, o Teorema (IIEID)) e u,v €
C2 (Q; R).
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Entao teremos:

0
J (vAu+ VvVu) dxdy = J Vv —EL ds, (10.65)
Q o0 OM
L (VAu—uAv) dxdy = LQ (v 2—2 — ug—;> ds, (10.66)

onde — denota a derivada direcional, na dire¢do do vetor unitdrio exterior a fronteira

n
de Q, wsto €, do vetor M =1(s), para cada s € J.

Demonstracao:
Para mostrar a identidade ([IIEH) consideramos o campo vetorial F: QO — R? dado por

?évVu, em Q. (10.67)

Deste, pelas hipétese, temos que o campo vetorial F € C? (Q; R?) e, além disso,

Vel "= Ve (vvu)
Exegicio VveVu-+v (V ° VLL)
(=) VveVu+vAu, em Q. (10.68)

Logo, do Teorema da Divergéncia (isto é, o Teorema ([IE1)), segue que:
J Vol?dxdy(m:m)J Fefids
0 00

(F=2) J (vVu) etids
20

% Vuen ds
J'aQ ( )
propriedades do gradiente ou
on
ou
= v—ds,
20 OM

que, juntamente com ([T13), mostra a identidade ([IEH).
Para mostrar a identidade ([I&A), notemos que:

(vAu+ VvVu) dxdy—J (WAV + Vv Vu) dxdy

J (vAu—vAu) dxdy =J
Q Q

Q

0 0
(EZE)J v—ttds—J u—\jds
d o0 OM
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mostrando a validade da identidade (ITIEH) e completando a demonstragdo do resultado.

Como consequéncia temos o:

O

Corolario 10.69 Suponhamos que as hipdtese do Teorema da Divergéncia (isto €, o

Teorema (IIEL)) estejam satisfeitas e u € C* (Q; R) € tal que
Au =0, em Q.

Entdo temos as sequintes i1dentidades:

2 ou
dxdy = —d
| rvupr axay =] wgzas,

J auds:().
d

0 01
Demonstracao:
Considerando-se a fungdo v: Q — R, dada por

v=1u,

na 1l.a identidade de Green ([ EH), obteremos:

au |l|l=1:
et — A
Lﬂu 7 ds J;) u A +VuvVuy | dxdy
@@=, —|vu?
— | Ivul? axay,
Q

ou seja, ([ZD).
Considerando-se a fungéo v: Q — R, dada por

v=1,

na 2.a identidade de Green ([05d), obteremos:

ou 01
1- Au —u Al dx d :J 1. —u — | ds

om =
(o=s) =0 " @/
=0 5
ou
= — ds y
LQ on

obtendo-se a validade de (A), completando a demosntragéo.

Como aplicagdo dos resultados acima temos o:

(10.70)

(10.71)

(10.72)
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Corolario 10.73 Sejam Q um dominio de (Rz , dRz), onde vale o Teorema da Dwergéncia
(isto €, o Teorema ([IED)),

feC(Q;R) e geC*0Q;R). (10.74)

Entdo o problema de Dirichlet

Au=f, em Q, (10.75)
u=g, em 0Q, (10.76)
ue C’(Q;R) (10.77)
tem, no mdzimo, uma solugao.
Demonstragao:
Suponhamos que as fungdes
u,v:Q— R

sdo duas solugdes do problema ([73), (@), ([I77) acima.
Consideremos a fungdo w : Q — R dada por

w=u—v, em Q. (10.78)

Entdo, como a EDP (IO7H) é linear e as fungdes u e v a satisfazem, é facil ver que a
funcdo w satisfaz o seguinte problema

Aw =) Alu—v)

(Tm)

= f—f

=0, em Q, (10.79)
w = u—v

(Cm) g—g

=0, em 0Q, (10.80)
weCH(Q;R). (10.81)

Logo, do Coroldrio ([IIEY), segue que

2 () ow
LHVWH dxdy = L \v/v_/Tds
(=)
=0,

0 que implicard que



10.3. SOLUCAO FUNDAMENTAL 535

pois Vw é uma funcio continua em Q.
Como o conjunto Q ¢ conexo em (R?,dg:) e a fungdio w é continua em Q, segue que a

fungdo w devera ser constante em Q.
Mas

Portanto

o que implicard, por ([ZA), que
u=v, em Q,

mostrando que, se existir, a solugdo do problema ([7H), (-7H), ([O—74) acima ela deverd
ser Unica, completando a demonstragao.

0

Observacao 10.82

1. O Coroldrio (Z3) actma garante a unicidade da solugdo problema de Dirichlet,
associado a4 equac¢do de Laplace, nao homogénea e com dado de contorno ndao
homogéneo.

2. Mas adiante mostraremos que o Coroldrio (I'Z3) permanece vdlido para (compare
com ([O74)):
feClQ;R) e geC(0Q;R).

10.3 3.a identidade Green - Solucao fundamental para o
Laplaciano

Lembremos que a equagao de Laplace é dada por:
Au =0 (10.83)

onde Q é um subconjunto aberto de (R",dgn) e u € C2(Q; R)
Comecaremos com a:

Definicao 10.84 A funcdo F:R*\{(0,0)} — R, dada por:

F(&) = 5 In(€])

1
=5~ In (\/ 2+ &22) ,  para cada &= (&;,&) € R*\{(0,0)}, (10.85)

T

serd denominada solugao fundamental da equagao de Laplace (IIZ3) em R\ {(0,0)}.
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Para n > 3, temos a:
Definicao 10.86 A funcdo F:R"\ {O} —» R, dada por:

. ] 2-n n
F(&) = m IEIIT™, para cada & € R"\{O}, (10.87)

onde w, denota a drea da esfera unitdria
ST Z{EeRY; &) =11, (10.88)

serd denominada solugao fundamental da equacao de Laplace (IIZ3) em R™" \ {O}.

Com isto temos as seguintes consideragdes:
Observacao 10.89

1. As fungées F: R"\{O} — R, wntroduzidas nas Definigdes (II24) e (IEH) acima,
satisfazem as sequinte propriedades:

Fe C*(R"\{O}; R)

AF=0, em R"\{O}. (10.90)
A wverificagcdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

2. Paran =1, a solugdo fundamental da equagdo Laplace

d*u

i 0, para xé€R\{0}, (10.91)

serd a funcdo F: R\ {0} - R dada por

0, para xé€ (—0,0)

F(x) = { . (10.92)

x, para x € (0,00)

3. No caso n =2, a solugdo fundamental da equagdo de Laplace

0%u 0%u 5
W(X»U) + a_gz(x’y) =0, para cada (x,y) € R"\{(0,0)}, (10.93)

serd a funcdo F:R2\{(0,0)} = R, dada por:

F(x,y) = %T In (\/xz +y2) . para cada (x,y) € R*\{(0,0)}. (10.94)
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4. Para n > 3 temos que a solugdo fundamental da equacdo de Laplace serd dada
por ([IIZ7).
Para cada & € R™ fizado, denotaremos por F¢ : R*\{&} — R, a fung¢do dada por:
F:m) =F&—n), para cada me€R"\{E}. (10.95)

Para cada & € R" fizado, como consequéncia do item 0. acima, temos que

Fe e C* R\ {&}; R)

e, além disso,, teremos:
AF =0, em R"\({E}. (10.96)

Dewzaremos como ezxercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

Lembremos que a drea da esfera unitdria S™', serd dada por:
(10.97)

27

)
2
onde, para cada x € (0,00), I'(x) dentota o valor funcao gama calculada em x, ou

(10.98)

o0

ainda,
para cada x € (0,00).

r(x) ij e vyt dy,

0
Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

8. Em geral, a drea da esfera de rato R >0 em R"™ é dada por
(10.99)

w, RV,

Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

Com as notagdes e observagdes acima podemos enunciar e demonstrar o:

Teorema 10.100 (3.a identidade de Green) Sejam Q um dominio de (R?,dg:), onde
vale o Teorema da Divergéncia (isto é, o Teorema (IIED)) e u € C* (Q; R).

Entao, para cada & € Q fizado, temos que:

u(é) = L F:(m) Au(n) dn +LQ (u% — % FE) ds. (10.101)

.
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Antes de exibir uma demonstragdo do Teorema ([IT00) acima, faremos algumas consi-
deragdes sobre o mesmo.

Observagao 10.102

1. A 1.a dificuldade na demonstragdo do Teorema (III0O) acima € fazer sentido a
integral sobre Q, ou seja, , em (OTOD).

Isto porque, de (II™A) e ([IEH), teremos, para cada & € Q, que:

(=)
Fem) ="FE&—m)
1
= I In(||E—n]|) = —o0, gquando n — &, (10.103)
e com 1sto teremos que tomar muito cutdado para definir a referida integral em ()
(, ou seja, , pois esta serd, na verdade, uma integral do tipo integral impropria.

2. Por outro lado, observemos que para a integral sobre 0Q) mdo teremos nenhum
problema pois, se

EeQ e mneoaQ,
teremos que a fungdo Fy (veja (IIUH) e ([I=H)) estard bem definida e, além disso,
serd uma funcao continua em 0Q).

3. Notemos que no Teorema (I100) acima, se a fungdo uw=u(&) for harménica em

Q, 1sto €,
Au=0 em Q, (10.104)
seque que:
(co=ma)
~— oF ou
wle) = | ol Bulm dn+ | (wiE - G R as
oF: 0
= J (u—f — —ELFg) ds, para cada &€ Q, (10.105)
20 on  on

ou seja, o valor da funcdo u no conjunto Q depende, a grosso modo, somente dos
valores da fungdo u e da fungdo Fy (dada por (IIHH) e (IIEH)) no conjunto Q.

4. Dado R >0 e & € R?, denotaremos por
B(&; R) = {neR* |E—n|| <R}, (10.106)
B(&;R) = {neR* |E—n|| <R}. (10.107)

A seguir passaremos a demonstragdo do Teorema ([T00) acima.
Para isto precisaremos dos seguintes lemas:
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Lema 10.108 Sejam & € R, R > 0 fizados e consideremos a funcdo g: B(&; R) — R.

Suponhamos que a fungdo g € limitada em B(&; R) e que a fungdo F:-g (onde F;
dada por (II3) e (IIZ3)) € integrdvel, em relacdo ao comprimento dcho, ao long_o
de qualquer circunferéncia centrada no ponto & e rato r, para cada v € (0,R).

Entao

lim J F:gds =0. (10.109)
dB(&;)

r—0+

Demonstracgao:

Notemos que, como a fungédo g é limitada em B(&; R), existe M > 0 tal que

lgm)l <M, para neB(&;R). (10.110)

Logo, para cada r € (0, R), teremos:

J FanS(EEE)J F(£— 1) g(n) ds(n)
0B(&;7) &=
TEBEEW%
—N—
In | [|& =
(=m)
= gm) ds(m)
£ —nl|=r 2m
_In(7)
=5 J||£n_rg(n)ds(n). (10.111)
Logo
() | In (1)
[ regas =0 gmiastn
B(E;T) T J|jg—n|=r
In(r)
< 7 J lg(m)| ds(n)

lE—nll=r =
<M

x J
== ds(n)
270 Jjenij=r
—_——

=27r

= Mr|ln(r)], (10.112)

para cada r € (0, R) fixado.



540 CAPITULO 10. IDENTIDADES DE GREEN

Observemos que:

—1
lim [r|{ln(r)]] = lim n(r)
r—0t r—0t !
T
d
>, logo L’Hoszital, implicaréa: i _a [ln(r)]
- o d 1
dr |7
1
- _— lim T
=~
2
= limr=0 (10.113)
r—0+
Portanto, de ([IT12) e ([IT13), segue que
lim J F:gds =0,
=07 Jop(e;m)
completando a demonstragao.
O
Temos também o:
Lema 10.114 Sejam & € R?, R > 0 fizados e g € C (B(E,; R); R).
Entao
limJ OFe 145 = (€) (10.115)
r—0t+ aB(E,;T) aﬁ g _9 ’ '

0 . S . G .
onde — denota a deriwada direcional, na direcao do vetor normal unitdrio exterior a

n
0B(&; 1), para cada v € (0,R].

Demonstragao:
Consideremos a seguinte notagdo:
&E=(a,b) e n=(x,y). (10.116)
Com isto, para cada n € 0B(§; r), teremos:
(Tm) e (Cm=m) |
Fe(n) = = In(||& —ml|) (10.117)

(=) %T In (\/(x —a)’ +(y— b)z) : (10.118)
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Com isto, para cada n € 0B(&; 1), de (IT1R), segue que:

0 FE( ) Exercicio 1 X—a

- = —— 10.119
ox ! 2nfE—nl? (10.119)
aFa Exercicio 1 Yy —-b
90 () Breeicto Y70 10.120
oy 2xlE—n[? (10-120)
ou seja,
oF, . OF
F —
vretn) = (e, e
(IITT9) & (CoTom) (L x—a 1 y-b )
27 [[E —n|?’ 27 |E —n]?
I n-¢
10.121
“2nfe—n (10121)

Além disso, para cada 1 € 9B(&; r), temos que o vetor normal unitdrio, no ponto ¢
exterior a 0B(&; ), serd dada por (veja a figura abaixo):
n—y¢
n— &l 7= =g

fi(n) = (10.122)

Logo, das consideragdes acima, teremos:

oF -
| Shgas=| VR e gmast
oB(g;r) 9T B(&;7)

g(n)ds(n)

(MMM)J [1 n-¢& n-¢
oB(esn) L270 IE—m[]Z  [In— &

1 J 1
=—o— nen| g(n)dsm)
27 Jopigm | 16— ﬂ”
~—— =),
nEdB(E; T)T

— 5| gmast. (10.123)
0B(&;7)
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Observacao 10.124 Notemos que a ultima integral (ITZ3) € conhecida como o valor
médio da fungdo g, na circunferéncia de centro ma origem e raio igual a 1.

Como a fungéo g é continua em B(&; R), que € um subconjunto compacto, segue que ela

serd uniformemente continua em B(¢; R), ou seja, dado ¢ > 0, podemos encontrar
d=205(¢) >0,

de modo que,

se  1m,n" €B(&;R),

satisfazendo, In—n'l| <8,
segue que: lgm) —gm’)l < e. (10.125)
Portanto, para cada
r e (0,9) (10.126)
fixado, teremos:
0Fe ) | ]
S 9as—ale) = | gl ast - (&)
JaB(a;r) on 27T Jop(e;n) ~~
: J ds(n) g(e)
=5 g
2707 Jan(e;n)
e

27r
7o |
= lg(n) — g(&)| ds(n)
27T Jope:r) AL A s
por (€3, poisln—t "0 RLE T T
< €
<5 | ast)
27y 0B(&;1)
=27r
g 8)

mostrando (OTTH) e completando a demonstragéo.

Temos também o:
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Lema 10.127 Dado & € Q, seja R > 0 tal que B(&; R) C Q, onde Q é como no Teorema
(Tmm). Para cada v € (0,R) fizado, consideremos (veja a figura abaizo)

Q,=Q\B(&; 7). (10.128)

Se g € C(Q; R), entdo eziste o limite

r—0+t

lim Ll F:(n) g(n)dn. (10.129)

Demonstracao:
Consideremos a fungdo I: (0,R) — R, dada por

I(r) ij F:(m)g(n)dn, paracada re€ (0,R). (10.130)

Para cada r € (0, R), e integral ([IIT30) acima existe, pois F; g € C (E; R).

Para ver isto, basta notar que a fungdo F;, dada por ([™3) e (II=EH), s6 tem problema
quando n = &, e este ponto pertence a Q \ B_(E,; R).

Como g € C (Q; R) e Q é fechado e limitado em (R?, dg:)) (logo um subconjunto com-
pacto em (R?, dg:)), segue que a fungio g é limitada em Q, ou seja, existe M > 0 tal que

lgm)| <M, paracada neQ. (10.131)

Notemos que, para
0<s<t<R, (10.132)

de (IT23) (veja a figura abaixo), segue que

Q. C Q, (10.133)
e OQN\NQi={neR*s<|n—¢<t}. (10.134)
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Qs \ Q¢ |

Logo, para ([IT33), teremos que:

() — 1(s)] == j Fe(n) g(n) dn — J Fa(n)g(n)dn‘
QO s
—J Fa(n)g(n)dn—J Fa(n)g(n)dn’
Q¢ s
(IJ:!T_I:33)

J Fa(n)g(n)dn‘
Os\Q¢
sj Fe(m)! lgn)] dn

= J Fem)l lgm)| dn
s<||Em|<t —~

(C=1)
< M

< 5 J In([|& =)l dn. (10.135)
T Js<emll<t

Para calcular a tltima integral em (IOT33) acima, utilizaremos mudanga de coordenadas
cartesianas para coordenadas polares, isto é, consideremos:

&E—mn=(rcos(0),rsen(0)), paracada 0 € [0,2m). (10.136)

Com isto teremos, utilizando-se o Teorema de Mudanga de Varidveis na integral multipla
(visto em Cdlculo II), teremos:

< I —nll = |rcos(0),  sen(0)] = r >
j(r,0)=r J

t p27
J n(]|& —n|)| dn = J |1n(r)| T dO dr
s<[|Eml|<t

:ZWJtlln(r)lrdr. (10.137)

S
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Observemos que

1
lim [rIn(r)] = lim =
r—0+ r—0* 1
T
2 logo, por_L’Hospital:
- )
em particular,
existe N € (0, c0), tal que: Irln(r)] <N, para re(0,1), (10.138)
Dado ¢ > 0, seja
J— (10.139)
MN .

Consideremos uma sequéncia mumeérica (Tn)n iny, de modo que

T € (0,7), paracada n €N,

™ — 0, quando M — oo,

Em particular, a sequéncia mumeérica (1), iny Serd um sequéncia numérica de Cauchy em
(R ) dR)
Logo podemos encontrar N, € N, de modo:

se m,n>N,, teremos: |r,—Tn <3d. (10.140)

Logo, de (nn I-H), (nn Hn), para

m?n Z NO)
teremos:
M Tm
() — I(ry)| En== 2 o J r|In(r)| dr
27 n S—~—
(=3)
< N
< MN |r, — 1l
()
<MN 5
(=)
M N
=, (10.141)

ou seja, a sequéncia numérica {I(r,)}nen € uma sequéncia de Cauchy em (R, dg).
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Logo a sequéncia numérica {I(r,)}wen serd convergente em (R, dr), ou seja, existe

lim I(r,).

n—oo
Como (R, dr) é um espago métrico, segue que existird o limite

lim I(r),
r—0+

ou ainda, existird o limite (IT=29), completando a demonstragao.
O

Observacao 10.142 Com o Lema ([ITZA) acima, podemos dar sentido a integral ,
sobre Q, em (IIIIZD), a saber:

J F:(n) Au(n) dn = lim J F:(n) Au(n) dn. (10.143)
Q =0t Jo,
Para isto basta, no Lema (OI27), definir a fungdo g :Q = R, dada por

gm) =Au(n), paracada MmeQ (10.144)

e assim teremos g € C(Q;R), pois u € C*(Q;R) (veja as hipdtese do Teorema

Podemos agora demonstrar a 3.a identidade de Green ([IITOO), ou seja, o Teorema
Seja & € Q) e consideremos R > 0, tal que

B(&; R) C Q.

Para cada r € (0, R] fixado, definamos

Q, =Q\B(&;7).

Observemos que

00, =9QUIB(E; ) (10.145)
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e a orientemos de modo positivo, relativamente a Q. (veja a figura abaixo).

Notemos que esta orientagdo de 0Q),, coincide com a orientacdo positiva de 00 e com

a orientagdo negativa de 9B(&; ) (a orientagdo de uma circunferéncia é a do sentido anti-
hordrio), ou seja, se o vetor 11, denota o vetor normal unitario exterior a 0Q, e o vetor m,

denota o vetor normal unitdrio exterior a 0B(&; r) deveremos ter:

m=-n, em 0B(&;r), (10.146)
para cada r € (0, R].
Do item B. da Observagdo (II=E9) (veja (ITH)), segue que:
(10.147)

AF:(n) =0, paracada neQ,,

para cada v € (0, R].
Aplicando a 2.a identidade de Green (isto é, o Teorema (IIEd)) em Q,, para a fungdo

(10.148)

v:Q, — R dada por
ViFg,

obteremos
(oz7)
J Fe Audn “"=" ° J (F¢ Au— wAF;) dn

(ITE3) ou oF¢
p— F _— e
S ( om ¢ aﬁ) @

(Corz3) ou oF¢ J
= Feeo—uZt)a Feos —u—— ) d
LQ ( fon Yon ) T e Uton T om) ¢

ou aFE) ds, (10.149)

au aFa
- Froe —u—— ) ds— [
Lg<aaﬁ “aﬁ) ’ Lw@anﬁ “om

para cada r € (0, R].
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Como o conjunto Q é fechado e limitado em (Rz , dRz) (ou seja, é um subconjunto com-
pacto em (R?,dg:)) e a fungéo

— =Vuem, em B(&;r), (10.150)

é uma fungdo continua em B(&; 1), segue que ela serd uma fungio limitada em B(§; r), para
cada r € (0, R].
Logo, do Lema (II10R) (ou ainda, (T09)), onde a fungdo g: B(&; R) — R é dada por:

ou

gm) = ﬁ(n), para cada n € B(&; R), (10.151)
segue que
lim J Q% g6 . (10.152)
r—0+t dB(&1) om

Por outro lado, como u € C (Q; R), pelo Lema (III14) (ou ainda, (IIIIH)), conside-
rando a fungdo g: B(&; R) — R, dada por

gm) =ufm), paracada neB(E;R), (10.153)
segue que
lim J u% ds =u(§) (10.154)
r—0+ OB(E: 1) an_fl ) .

para cada r € (0, R].
Notemos também, que, do fato que u € C? (ﬁ; ]R), assim , pelo Lema (IOT27) (ou ainda,
(IT=3)), aplicado a fungdo g : B(&; R) — R, dada por:

gm) =Au(n), paracada ne€B(&;R), (10.155)
segue que existe o limite
lim J F:(m) Au(n) dn. (10.156)
r—0+ o

Utilizaremos a seguinte notagao para simplifcar:

J F:(n) Au(n) dn = lim J Fe(n) Au(n) dn. (10.157)

a =0t Jg,

Logo podemos passar o limite em ([1Z9), quando v — 0 e, utilizando-se (I1=2) e
(I1=3), obter a seguinte identidade:

L Fe(n) Au(n) dn = L
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ou seja,

oF 0
u(é) = JQ F:() Au(n) dn + LQ <ua—ﬁ‘E — a—;j Fg) ds,

mostrando a validade da identidade (III01), ou ainda, do Teorema ([I00) .
0J

Observacao 10.158 As trés identidades de Green, ou seja, ([IE3), ([IEd), ([OTOD),
sdo vdlidas em R™.

A demonstragdo que das duas primeiras, ou seja, (IBH) e ([IED), sdo idénticas ao
caso n =2, bastando utilizar o Teorema de divergéncia em R™.

Para n > 3, a demonstracao da 3.a identidade € diferente do caso n = 2, pois a

solugdo fundamental tem uma forma diferente para n > 3 (veja o Teorema 2.2, na
pdgina 256, de [@]).

10.4 Exercicios
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Capitulo 11

Principios do Maximo e do Minimo -
Unicidade de Solucoes

Comegaremos trantando da unicidade para o problema da distribuicdo de calor no fio finito
(ou seja, relacionado com a equagédo do calor) depois trataremos da unicidade do problema
de Dirichlet em um conjunto Q, que é um subconjunto aberto e limitado em (R?, dg2) (ou
seja, relacionado com a equagdo de Laplace) e finalmente do problema da unicidade da corda
finita vibrante (ou seja, relacionado com a equagdo da onda).

11.1 Principio do maximo (e do minimo) para a equagao
do calor - unicidade para o problema do fio aquecido
O objetivo desta secdo é mostrar a unicidade de solugdes dos problemas relacionados a equagao

do calor, a uma dimensdo espacial, utilizando um principio do méaximo.
Para isto, temos o seguinte resultado:

Lema 11.1 Consideremos a € R fizado, Q um subconjunto aberto de (R*,dp:) e a
transforme¢do linear L: C2(Q; R) — C(Q; R), dada por:

’u  du
- 2 2 .
L(u) =« 32 ap Para cada uwe C(Q;R). (11.2)
Suponhamos que a funcao
ue CHQ;R), (11.3)
satisfaz a desigualdade
[L(wl(t,x) >0, paratodo (t,x)eQ, (11.4)

entdo a fung¢do uw=u(t,x) ndo terd mdzrimo global em Q.

551
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Demonstracao:
Suponhamos, por absurdo, que a fungdo u = u(t,x) assume um valor maximo global em
Q, isto é, podemos encontrar (t,,x,) € Q, de modo que

u(t,x) <u(ty,x,), paratodo (t,x)e Q. (11.5)

Como, por hipétese, a fungdo u é diferencidvel em (t,,%,) € Q (veja (TT3)) e o conjunto
Q é um subconjunto aberto de (R?, dg:) segue que, o ponto (t,,X,) devera ser ponto critico
da fungdo u (visto em Célculo II), ou seja, deveremos ter

Vu(te,x,) =0. (11.6)
Em particular, segue que

ou

a_t(t0>xo) =0. (11'7)

Notemos também que, neste caso, a fungao
x — u(ty, x)

deverd ter um méximo local em x = x,.
Como u € C*(Q; R), segue que a fungio

X = u(x,ty)

serd duas vezes continuamente diferencidvel em uma vizinhanga de x, e assim (pelo teste da
2.a derivada do Célculo I) segue

o%u
W(to,xo) SO (118)
Portanto
) 5 0%u
H—(u)] (to )Xo) - OCZ W(to )Xo) - a_(toa Xo)
(%)o “‘::;)o
<0

contrariando ([TA).
Logo, podemos concluir que a fungdo u = u(t,x) ndo terd maximo global em ), comple-

tando a demonstragéo.
O

Temos um resultado semelhante para o minimo global, a saber:
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Corolario 11.9 Com as mesmas hipétese do Lema ([CIT) sobre o conjunto Q e a trans-
formagdo linear L (dado por (ITI3)), se a fungdo v € C*(Q; R) satisfaz

[L(V)](t,x) <0, paratodo (t,x)e€Q, (11.10)
entdo a fung¢do v =v(t,x) ndo terd minimo global em Q.

Demonstragao:
Consideremos a fungdo u: ) — R, dada por:

u(t,x) =—v(t,x), paracada (t,x)e Q. (11.11)

Logo a fungdo u = u(t,x) satisfaz as hipdteses do Lema ([TT) e, para cada (t,x) € Q,
temos que:

Lawl(t,x) = L=v)(t, x)
R L )](t, %)

()

> 0. (11.12)
Logo, do Lema ([I), segue que a fungdo u ndo possui maximo global em Q que, por

(1), é equivalente a dizer que a fungdo v ndo possui minimo global em Q, completando a

demonstragao.

0
Como uma outra consequéncia do Lema (I[T) acima, temos o:
Corolario 11.13 Sejam Q um subconjunto aberto, conezo, limitado de (R?,dg:) e
ue C(Q;R)NC*HQ;R) (11.14)
satisfazendo
[L(wl(t,x) >0, paratodo (t,x)eQ, (11.15)

onde L € dado por ([172).
Entdo o valor mdzimo global da fun¢do uw em Q) deverd, nmecessariamente, ocorrer
em 00.

Demonstracgao:

Notemos que, como a funcdo u é continua em Q e este é um subconjunto limitado e
fechado de (R?, dg:) (isto é, um subconjunto compacto de (R?, dg:)), segue que a fungdo u
assume seu valor maximo global em Q.

Do Lema ([TT), segue que o valor mdximo global da fungdo u ndo poderd ocorrer em Q.

Portanto o mesmo sé podera ocorrer em 0Q), completando a demonstragao.

O
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Observacao 11.16 Temos um resultado andlogo ao Coroldrio (II13) acima, para o
caso de minimo global, a saber: se o conjunto O e a fung¢do v satisfazem as hipdteses
do Coroldrio ([I13) e, além disso,

[L(V)](t,x) <0, para todo (t,x)eQ, (11.17)

onde L € dado por (I13).
Entdo o valor minimo global da funcdo v = u(t,x) em Q deverd, necessariamente,
ocorre em 0Q).

Para a demonstragdo deste resulado basta aplicar o Coroldrio (ITI3) a fungdo u :
Q — R dada por

u(t,x) =—v(t,x), para cada (t,x)e€ Q.

Dewzaremos os detalhes como ezercicio para o leitor.

Com isto temos o:

Teorema 11.18 (Principio do maximo para a transformacao L) Sejam (veja a figura

abaizo)
Q=(0,T) x (a,b), (11.19)
I ={(t,a); para tel[0,T]}
= [0, T] x {a}, (11.20)
n={0,x); para x € [a,b]}
= {0} x [a, b, (11.21)
I3={(t,b); para te[0,T]}
= [0, T] x {b}, (11.22)
Iy ={(T,x); para x € [a,bl}
={T} x [a,b]. (11.23)
Suponhamos que
ueC(Q:R)NC}(QNL; R) (11.24)
e satisfaz
[L(w](t,x) >0, wparatodo (t,x)e QUTIy, (11.25)

onde L € dado por ([12).
Entdo o mdzimo da funcdo u em Q ocorrerd (veja a figura abaizo), em

MURLUT;. (11.26)
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I3

r Q

T

Ty

Demonstragao:

555

Como a fungéo u é continua em Q, que é um subconjunto fechado e limitado de (Rz , dRz)
(logo um subconjunto compacto de (R?, dg2)) segue que a fungdo u tem maximo global em

o]

Notemos também que o conjunto (IT2H) também é fechado e limitado de (R?, dg2) (logo
um subconjunto compacto de (R?, dg:)), assim a fungdo u assume seu valor maximo global

no conjunto ([TZH), isto é, existe:

m = max{u(t,x); (t,x) e UL UT3}.

(11.27)

Suponhamos, por absurdo, que o maximo da fungdo u em Q, n&o ocorra no conjunto

MULUTS,

isto é, se definirmos:
M = max {u(t,x); (t,x) € Q},

teremos:
m<M.

Logo, poderemos encontrar
(to )Xo) € QU r4:5\ [r1 U r2 U r3])

onde 5
r4£ {T} X ((l,b) )

de modo que
u(ty,xo) =M.

(11.28)

(11.29)

(11.30)

(11.31)



556 CAPITULO 11. UNICIDADE DE SOLUCOES

Consideremos as fungdes w,v: Q — R, dadas por:

M — _
wit,x) = Z(b—m)z (x —x,)?, paracada (t,x)eQ, (11.32)
—a
v(t,x) =u(t,x) +w(t,x), paracada (t,x)eQ, (11.33)
como isto teremos:

ow . M—m
a—x(t,x) = m (x —x,), paracada (t,x)eQ, (11.34)
0? M —
a;:(t,x) = b0’ para cada (t,x) € Q, (11.35)
ow
E(t,x) =0, paracada (t,x)eQ. (11.36)

Notemos que, para cada (t,x) € Q, segue que:

@) ,o*w ow
[L(W)] (t,X) = W(t,X)—E(t,X)
=) =) o Mom (11.37)
(b—a)
Como
weC(Q;R)NC®(Q;R) e ueC(Q;R)NCHQ;R),
de (CT=3), segue que
ve C(Q;R)NCHQ;R). (11.38)
Além disso, para cada (t,x) € Q C Q U Ty, teremos:
Lt = L+ wl(t, %)
FOZE ILWI(E, x) +HILW)I(t,X)
—_—
(?)O em QU
> [Lw)](t,x)
(=)
> 0
—
= ,M—m
= X —
(b—a)?
> 0. (11.39)

Logo, do Corolédrio (IT13), segue que o maximo da fungdo v no conjunto compacto Q,
serd atingido somente em
00=NIHuhulzuly. (11.40)
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Por outro lado, se

teremos:

ou seja,

para todo

(t,X) el Urzurg,

v(t,x) (=) u(t,x) +w(t,x)

(=) (=) M —m )
< m+ -— (x —%,)
2(b—a)
(x0T (bma)? M—m
< b 2
< m+2(b_a)2( a)
=m-+ M-—m
o 2
B M+m
o 2
= M +M
2
= Lt %0)
(=32)
8L =0 (%) + Wt Xo)
(=3
= V(tO)XO))

v(t,x) <V(to,%o)

(t,X) elhulUIT3.

557

(11.41)

Portanto, de (ICZT), segue que o maximo da fungdo v em Q, que ocorrerd em 0Q), serd

atingido somente no conjunto

M= {T} x (a,b)

(veja (IT=Z0)) ou seja, podemos encontrar (veja (II23) e a figura acima)

de modo que

X, € (a,b),

v(T,X,) = max{v(t,x); (t,x) € Q}.

Logo, devido a ([TZ3), a fungédo g : [a,b] — R, dada por

g(x) =v(T,x), para x€ la,b],

(11.42)

(11.43)

(11.44)
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terd seu médximo global no conjunto [a, b], ocorrendo em
X, € (a,b).
Como a funcgéo v satisfaz (IT=33), segue que
g € C([a,b]; R)NC*((a,b); R).

Além disso, deveremos ter (via o teste da derivada 2.a do Célculo I)

az
52T, X) = g"(x) <o. (11.45)
Logo,
(T Xo)eQUIy e (IT=3)
<L, Xo)
=) zaz ov
I “ (T, X) - 57 (T X,
ov % v
isto € T,X T,X
1sto €, at( )<a62( J)
(T3)
< 0
0
ousia, ST <o. "

Por outro lado, temos que a fungdo h: [0, T] — R, dada por
h(t) =v(t,X,), paracada te€[0,T] (11.47)

é uma fungdo ndo decrescente em [0, T], pois ela possui um mdaximo global em t = T (veja
Como a funcéo v satisfaz ([T=33), segue que

he C([0,T]; R) N C*((0,T); R)

e assim, como ela é ndo decrescente em [0, T], deveremos ter:

ov

5T %) 20, (11.48)

o que contradiz (ITZH), mostrando que o méaximo da fungio u em Q, deverd ocorrer em
HUuhburls,

completando a demonstragao.

Como consequéncia temos o:
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Corolario 11.49 Sejam
Q, ﬂ y rz y rg e F4

como no Teorema ([II3) acima e
ueC(Q;R)NCHQUTL; R).
Suponhamos que
L(wl(t,x) <0, para (t,x)eQUT,. (11.50)
Entdo o minimo global da fungdo u em Q, ocorrerd em
HULUT;.
Em particular, se
[L(w](t,x) =0, mpara (t,x)eQUIy, (11.51)
entdo o mdzimo e o minimo globais da funcdo u em Q ocorrerd em
HULUTs.

Demonstracgao:
Para tanto, basta aplicar o Teorema ([TI8) acima para a fungdo —u no lugar da funcgéo

u.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
O
Com isto podemos enunciar e demonstrar o:
Teorema 11.52 Sejam
fe C(la,bl;R), A,BeC(0,00);R) e geC'((0,00)x(a,b);R)
funcgdbes dadas.
Entdo existe, no mdzrimo, uma solucdo do problema
w(t,x) = a®un(t,x), para (t,x) € (0,00) % (a,b), (11.53)
u(t,a) = A(t), (11.54)
u(t,b) =B(t), para cada tel[0,o00), (11.55)
u(0,x) =f(x), para cada x€ [a,b], (11.56)
ue C([0,00) x [a,b]: R)NC?*((0,00) x (a,b); R). (11.57)
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Demonstracao:

Suponhamos que as fungdes u,v: [0,00) X [a,b] — R s&o solugdes do problema ([T=3),
(IT33), (IT=3), ((T=8), (T=12) acima.

Consideremos a fungdo w: [0, 00) X [a,b] — R, dada por:

w(t,x) =u(t,x) —v(t,x), paracada (t,x)e€[0,00) % [a,b]. (11.58)
Notemos que, de ([T57) e ([IT53), segue que
w e C([0,00) x [a,b]; R) N C?((0,00) % (a,b); R). (11.59)
Além disso, para cada (t,x) € (0,00) x (a,b), teremos:

wilt, ) = % e ) vt x)
(%) — il x)

(BP0t %) — o vt %)

aZ
=’ w [u(t,x) —v(t,x)]
= 0 (t,%) . (11.60)
Para cada t € [0, c0), segue que:
wit,a) =2 ult,a) —v(t, a)
(=3) parauey A(t) —A(t)
—0, (11.61)

wi(t,b) = u(t,b) — v(t,b)
(IT=3) para u e v

B(t) — B(t)
=0. (11.62)

Finalmente, para cada x € [a, b], segue que:

w(0,x) (=) u(0,x) —v(0,x)

(CT=3) p:aragey f(X) B f(X)

=0. (11.63)
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Logo, de (ITHEN), (THED), (TE2) e (CTH3), segue que a fungdo w serd uma solugdo do
seguinte problema:

:(szxx(t>x)> para (t,X)E(0,00)X(a,b),

)
w(t,a) =w(t,b) =0, paracada te[0,00),
)=0, paracada x € [a,b],
w e C([0,00) x [a,b]; R) N C*((0,00) x (a,b); R) .,

Seja T > 0 fixado.
Do Teorema (IT1H) e do Coroldrio (ITZd) acima, segue que o maximo e minimo globais
da fungdo w em
Qr =[0,T] x [a,b] (11.68)

serdo atingidos em (veja a figura abaixo)

NMuhUuls.

K}

T QT T4

T

Notemos que, de (I[TE3) e ([TEA) (veja a figura acima), segue que

w=0, em [TUILUI3,
ou seja, 0 maximo e o minimo da fungdo w em ()t serdo iguais a zero, ou ainda,
w=0, em [0,T]x [a,b],

para cada T > 0, ou seja,
w=0, em [0,00) X [a,Db]. (11.69)

Portanto, de (IT23) e ([ITEJ) segue que

u=v, em [0,00) X [a,b],
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mostrando que o problema ([T23), ([IT54), ([IT=3), ((T=d), ((T57) tem, no maximo, uma
solucdo, completando a demonstragdo do resultado.

O
Temos também o:
Teorema 11.70 Sejam
fe CR;R) e geC((0,00) xR;R)
funcgdes dadas.
Entao existe, no mdzimo, uma solugdao do problema
w(t,x) = P un(t,x) +g(t,x), para (t,x) € (0,00) xR, (11.71)
u(0,x) =f(x), para cada x€R, (11.72)
ue C([0,00) x R: R)NC*((0,00) x R; R) e u € funcdo limitada., (11.73)

Demonstracgao:

Suponhamos que as fungdes u,v : [0,00) x R — R sdo solugdes do problema (I[T—Z0),
(CTA) e (T3) acima.

Consideremos a funcdo w: [0,00) x R — R dada por:

w(t,x) =u(t,x) —v(t,x), paracada (t,x)e€[0,00)xR. (11.74)

Notemos que, de ([T—73) e ([T—Z4), segue que
we C([0,00) x R; R)NC3((0,00) x R; R) ew é funcdo limitada. (11.75)
Além disso, para cada (t,x) € (0,00) x R, teremos:

) 0
Wt(tax)( = ) a

= w(t,x) —wi(t,x]
(=)

[u(t,x) —v(t,x]]

el
B~

rauev

o Wee(t, %) + g(t,x) — [e vix(t, %) + g(t,%)]
2

(@)]

P [u(t,x) — v(t,x)]

X2
Wi (t,X) . (11.76)

(@]

)

Para cada x € R, segue que:

w(0,x) = u(0,x) —v(0,x)

(=2) p:aragey f(X) B f(X)

=0. (11.77)
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Portanto, de ([T—), (T—4), (I—7A) e ([I-74), segue que a fungdo w serd solugdo do
seguinte problema:

wi(t,x) = o Wy (t,x), paracada (t,x)e (0,00) xR, (11.78)
w(0,x) =0, paracada x€R, (11.79)
w e C([0,00) x R; R) N C*((0,00) x R; R) w é uma fungdo limitada.  (11.80)

Seja M > 0, tal que
w(t,x)] <M, paracada (t,x)e€[0,00)xR. (11.81)
Fixados T, a > 0, consideremos a fungdo z: [0, 00) x R — R dada por:
z(t,x) =w(t,x) —h(t,x), paracada (t,x)e€[0,00)xR. (11.82)

onde a fungdo h:[0,00) x R — R é dada por

2M o

5 —Tt, para cada (t,x) € [0,00) x R. (11.83)

Notemos que h € C* ([0,00) x R; R) e, para cada (t,x) € [0,00) X R, teremos:

(=) ZM

hy(t,x) % (11.84)
R (t,x) = za—lz/l , (11.85)
ho(t,x) = 2 Mzo‘z . (11.86)
a
Consideremos (veja a figura abaixo)
Qr=(0,T) x (—a,a) (11.87)

e denotemos por

r] y rz y rg e r4 y
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os quatro segmentos de reta que compde a fronteira de Oy, como na figura abaixo.

x
A

[}

r QT Ty

T

Notemos que, de (IT=20) e ([T53), temos que
zeC(Qr; R)NCH(QrUT; R).
Além disso, para cada
(t,X) e QruU F4,
teremos:

LI, x) = [Liw—h)(t,x)

bédpexr [L(w)](t,x) —[L(h)It,x)
—_—
oz 2y (1 -3 (00 =0

(=) ,0%h oh

= W(tax) a(tﬂ()
e ,2M 2Mo

R e =
a a

=0.

Do Teorema (IT13) e do Corolério (ITZ9) acima, segue que 0 maximo e o minimo globais
da funcdo z em Qry, deverd ocorrer em

MUlUls.
Notemos que, para (veja a figura acima)

(t,x) e U =([0,T] x{=a}) U([0,T] x{a}),
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teremos:
2(t,%x) =" wit,x) —h(t,x)
W—/
(===)
< M
M 2M &?
Sy Me ZMe
< ——
x=—aoux=a_M 2__ M tel0,T]
oZ < 0
<M-M
=0.
Por outro lado, para
(t,x) € T = {0} x [~a, al,
teremos:
2(0,%) "= w(0,x) —h(0,x)
H,—/
(=3)
=
<0
= M, 2Mo?
= X =G0
a a
=0
<0

Como o méaximo e o minimo da fungdo z em (), deverd ocorrer em

ULbUT;

e, de (IT=27) e ([T==21), deveremos ter
ZSO, em ﬂUFzUFg,

segue que a
z<0, em Q.

Logo, para cada (t,x) € Qt (=) [0,T] x [—a, al], teremos:

w(t,x) =z(t,x) +h(t,x)

~——
<0
= M , 2Md?
S —2X + 5 t.
a

a

565

(11.88)

(11.89)

(11.90)

(11.91)
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Logo, para cada T > 0, tomando-se o limite, quando a — oo, na desigualdade ([T—9D)
acima, obteremos:

= /M, 2Md&’
w(t,x) < lim [ —Sx"+ t

=0, (11.92)
para cada (t,x) € [0, T] x R, o que implicard que
w(t,x) <0, em [0,00)xR. (11.93)
De modo semelhante, se considerarmos a fungio z; : [0,00) x R — R, dada por:

M 2Mo?
zi(t,x) = —w(t,x) — = x* — zoc t, paracada (t,x)€[0,00) xR, (11.94)
a

o2
utilizando-se as mesmas ideias acima, para cada T, a > 0, podemos mostrar que
[L(z1)](t,x) =0, paracada (t,x)e€ QrUTly,

onde Qy é dado por ([TED).
Do Teorema (IT13) e do Corolério (ITZ9) acima, segue que 0 maximo e o minimo globais
da fungdo z; em g, deverd ocorrer em

NMNuhuls.
e assim podemos mostrar (semelhante ao caso acima) que
z1(t,x) <0, paracada (t,x)eQr,

o que implicard (semelhante ao caso acima)

(=) M -, 2M o
wt,x) = —zi(t,x) +—=x"+ >—t
—— a a
>0
M 2Mod

> zxz—l—Tt, para cada (t,x) € Q7 =[0,T] x [—a,a].

o)

Logo, para cada T > 0 fixado, tomando-se o limite quando a — oo, na desigualdade acima,
obteremos:

. (M, 2M?
w(t,x) > lim { 5 x"+ s—t
a a

=0, paracada (t,x)e[0,T] xR, (11.95)
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para cada T > 0 fixado, o que implicard que
w(t,x) >0, em [0,00)xR. (11.96)

Logo, segue de ([1T93) e ([TUA), que

w(t,x) =0, paracada (t,x)e€[0,00)xR.
Portano, de (IT—4) teremos

u(t,x) =v(t,x), paracada (t,x)e[0,00) xR,

mostrando a existéncia de, no mdximo, uma solugdo do problema ([—71), (IT—22) e (T—23) e
completando a demonstragao.
U

Observacgao 11.97 Vale uma principio do méximo (e do minimo) em R" para a tran-
formagdo linear L: C*((0,00) x R*; R) — C((0,00) x R™; R), dada por

Lu=o’Au—0du, paracada (t,x)e (0,00)xR"

onde u € C%([0,00) x R™; R).
Deizaremos o enunciado e a demonstra¢cdo do mesmo como ezxercicio para o leitor.

‘Até aqui para a 2.a Prova, Prova Substitutiva e Prova de Recuperagéo‘

11.2 Principio do maximo (e do minimo) para fungoes
harmonicas

Nesta secdo apresentaremos algumas propriedades de fungdes harmoénicas que permitirdo

demonstrar resultados relacionados com a unicidade de solugdes do problema de Dirichlet em

um conjunto Q, que é um subconjunto aberto e limitado em (Rz , dRz).
Comegaremos pelo:

Teorema 11.98 (do valor médio para fung¢ées harménicas) Consideremos Q um sub-
conjunto aberto e limitado em (Rz,dRz), onde vale a 3.a identidade de Green (veja o
Teorema (1)), e u € C*(Q; R) uma func¢do harménica em Q, isto €,

Au=0, em Q. (11.99)
Entdo, dados & € Q e R >0, de modo que
B(&; R) C Q,

teremos:

u(g) = uds. (11.100)

=)
27R Jop(e;R)
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Demonstracao:
Apliquemos a 3.a identidade de Green ([IITOT) (ou seja, o Teorema ([T00)), para

Q =B(&;R)

e assim obteremos:

[imammeni]
we) = | ) suln) dn+ | A .-
B(&:R) —~ 3B(E;R) n n
C=N
F
oB(g;R) \ O 0T
Notemos que, para cada
n € 0B(&; R), (11.102)
teremos:
(co=m) (rem) |
F = — 1 —
el S (& =)
Je=n) S=R ]
M= 5~ 1n(R), (11.103)
oF
5 () = VFn) e
(@)e=) 1 &—m &
27 [n—E[ - |n— &
] 1
27 |[& =]
JenlS=Tr 1
= —. 11.104
27mtR ( )
Substituindo ([TT3) e ((TI04) em ([ITI01), obteremos:
1 ou 1
= "= IR d
ulé) LB(E;R) (uzmz or 2m )> °
_ ] J wds— - I(R) J U 4 (11.105)
27tR Jope:r) in oB(eiR) O '
Como a fungdo u é harmoénica em Q, do Coroldrio (III5Y) (mais especificamente (I72)),
segue que
J OU 45— o. (11.106)
aB(z;R) OTL

Logo, ([IT103) e (IT10d) implicardo em

1
u(é) =-—— J uds,
27R Jopier)
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ou seja, vale a identidade (IT100O), completando a demonstragdo.

Observacao 11.107

P

1. Vale a reciprova do Teorema ([T93) acima, isto €, se o conjunto Q é um subcon-
junto aberto de (R?,dg2) e u € C*(Q; R) satisfaz a identidade (IITIOD), entdo a
fung¢do u serd uma fungdo harménica em Q, isto é€,

Au=0, em Q.

A demonstragdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

2. Como consequéncia do fato acima, podemos mostrar que toda fung¢do harmoénica
em Q (onde vale o Teorema ([II00)), serd analitica em Q.

3. Lembremos, da disciplina de Andlise I, que se A CR"™ e f: A — R é uma fungdo
continua em A entdo, se o conjunto F € um subconjunto fechado em (R, dgr), entdo
o conjunto
f1(F) ={x e A; f(x) € F},

serd um subconjunto fechado em (A, dgn) .

Podemos enunciar e demonstrar o:

Teorema 11.108 (Principio do maximo para fungoes harmoénicas) Consideremos Q
um subconjunto aberto, conexo e limitado de (Rz,dRz) onde vale a 3.a i1dentidade de
Green (veja o Teorema (IOII)) e u € C2(Q; R) uma fungdo harménica em Q.

Suponhamos que o mdximo da funcdo u em Q, ocorra em Q, isto é, existe &, € Q)
tal que

u(&) <u(é&,), paratodo &ecQ. (11.109)

Entdo a fungdo u deve ser constante em Q.
Demonstracgao:

Como a fungdo u é continua em (), que é um subconjunto fechado e limitado de (R?, dg:)
(logo um subconjunto compacto de (R?, dg:)), segue que a fungdo u atinge seu valor maximo
global (e seu valor minimo global) em Q.

Suponhamos que exista &, € (O, de modo que

u(&) =M =max {u(&); £ € Q}, (11.110)

o maximo global da fungio u em Q é assumido em Q.
Consideremos o seguinte conjunto

S={£cQ:ull)=M}CQ. (11.111)
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Segue de ([T1d) que
S#0,

pois &, € S.

Como
S=u'({M}),

o conjunto {M} é um subconjunto fechado em (R,Tr) e a fungio u é continua em Q
segue, do item B. da Observagdo ([I107) acima, que o conjunto S é um subconjunto
fechado em (Q, dg:).

Afirmamos que o conjunto S é um subconjunto aberto em (5, an).

De fato, dado
£eScQ, (11.112)

como o conjunto Q é um subconjunto aberto de (R?, dg:), existe R > 0, de modo que

B(§;R)C Q. (11.113)

Como a fungdo u é harmdnica em 3, do Teorema do valor médio para fungdes harménicas,
isto é, do Teorema ([TUR) aplicado a

B(&; 1) CB(&;R) CQ,

para cada r € (0,R) (na verdade, da identidade (IT-T00)), segue que

M S u(g)
1
— )—J wds. (11.114)
2707 Jop(esm)
Afirmamos que
B(&;R)CS. (11.115)

De fato, suponhamos, por absurdo, que exista

ne€B(E;R)\S. (11.116)

Com isto deveremos ter

55 (8). (11.117)
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Como a fungdo u é continua em B(§; R) C ), podemos encontrar ¢ > 0, de modo que

(=) 3
n € B(&;R), que é aberto

B(n; ¢) - B(&; R) (11.118)
u(z) <M, paratodo z€ B(n;e). (11.119)

Consideremos, (veja figura abaixo):

) (=)
T:Hti—ﬂH € (O>R)>
N =B(n; e)NoB(&; r) C B(n; ¢). (11.120)

Notemos que, de (ITI20) e (| q) , segue que

u(z) <M, paratodo zeN. (11.121)
Com isto teremos
i( € )S
M~ = “u(§)
( = )LJ uds
27 Jo(eim)
= J
= — u  ds+ — ds
2 —~— ~—
T dB(E T)\N(H:I:I:I:n) 27nr N(m)
< M M
M M
<_J ds + —- J ds
27'(7’ AB(E;1)\N 27TT N

M
= — (J ds + J ds>
27T \Jop(e;m\N N
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M
L J ds
27y 0B(2;7)
—

comprimento da circunferéncia 2y

=M,
ou seja,M < M,

0 que é um absurdo.
Logo deveremos ter (ITI13), mostrando que o conjunto S é um subconjunto aberto em

@, dga).

Como o conjunto Q é um subconjunto conexo de (R?,dg:), segue da disciplina Analise
II, que
S=0Q

pois S # 0.
Logo, deste fato e de (L), segue que

u(é) =M, paracada &€ Q,

mostrando que a fungdo u devera ser constante em (), como queriamos demonstrar.

Observacao 11.122

1. Vale a reciproca do Teorema ([II08) acima.

A verificagdo deste fato é imediata.

2. O Teorema ([TI03) acima nos diz que o mdzimo global de uma fungcdo harménica
em um subconjunto aberto, cujo fecho € um subconjunto conexo e limitado de
(R?,dg:), onde vale a 3.a identidade de Green (veja o Teorema (III)), devera
ocorrer, necessariamente, em 0Q).

3. Vale o Principio do minimo para fung¢oes harmoénicas , isto €, com as mesmas
hipétese do Teorema ([ITIO8) acima, seque que se a fung¢do u atingir seu minimo
global em Q, entao ela deverd ser constante em Q.

Para mostrar esse resultado basta aplicar o Teorema ([I108) actma d fungdo —u.

Dewxaremos os detalhes do enunciado e da demonstragdo deste resultado como
exercicio para o leitor.
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4. O Teorema ([ITI08) acima pode ser estendido, mo segquinte sentido: € possivel
demonstrar que se uma func¢do u € harmoénica em um dominio Q de (R™,dgn)
e tem uma mdzimo local (ou minimo local) em Q, entdo a funcdo deverd ser
constante em Q.

Tal resultado é conhecido como Principio forte do maximo (minimo) para fun-

¢oes harmonicas.

Podemos agora provar um resultado relacionado a unicidade de solugdes do problema de
Dirichlet em um dominio limitado Q de (R?, dg:), mais precisamente:

Corolario 11.123 Sejam Q um subconjunto aberto, conezo, limitado de (Rz , dRz) onde
vale a 3.a tdentidade de Green (veja o Teorema (ITO)), f € C(QQ; R) e g € C(0Q; R).
Entdo exite, no mdzimo, uma solucdo do problema

Au(x,y) = f(X>y)> para (X)U) €Q, (11'124)
u(x,y) =g(x,y), para cada (x,y) € 0Q, (11.125)
ue C(Q;R)NCHQ;R). (11.126)

Demonstracgao:

Consideremos as fungdes u,v : QO — R, duas solugbes do problema ([T124), (ITI23) e
(ITT=23) acima

Definamos a fungdo w : Q — R, dada por:

w(x,y) =u(x,y) —v(x,y), paracada (x,y)€ Q. (11.127)
Notemos que
weC(Q;R)NCHAQ;R), (11.128)
Aw(x,y) = Au—v)(x,y)

= Au(x,y) - AV(X)U)

(=3

= f(x,y) — f(x,y)
=0, para (x,y)e€Q, (11.129)

wix,y) "= ulx,y) —v(x,y)

(r=m3)

= 9(x,y) —glx,y)
=0, paracada (x,y)€0Q, (11.130)
ou seja, a funcdo w = w(x,y) serd solucdo do seguinte problema:
Aw(x,y) =0, para (x,y)e€Q, (11.131)
w(x,y) =0, paracada (x,y)€0Q, (11.132)

weC(Q;R)NCHA;R). (11.133)
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Como a fungio w é uma fungio continua em Q (veja (CTI=3)), que é um subconjunto
compacto de (R?,dg:), segue ela tem mdaximo global em Q.

Por outro lado, como w é uma fungdo hamonica em Q (veja (CIT—L21)) e este é um sub-
conjunto aberto, conexo, limitado de (R?, dg:) onde vale a 3.a identidade de Green (veja o
Teorema ([I100)), segue, do Principio do médximo e do minimo (isto é, do Teorema ([TI0R)
e do item B. da Observagdo ([TTZJ), que a fungdo w atingird seu maximo e seu minimo
globais em 9Q que, de ([ITI32), € 0 mesmo que:

w=0, em Q. (11.134)

Portanto, de (IT127) e (IITT34), segue que

u=v, em Q,

mostrando que existe, no mdximo, uma solugdo do problema ([TT24), (IIT1=24) e ([TI=Z3),

completando a demonstragao.
O

11.3 Integrais de energia - unicidade para a equacao da
onda

Nesta segdo trataremos da unicidade de solugdes do problema da corda vibrante, ou seja,
para problemas de Cauchy associado a equagdo da onda.
A demonstragdo da unicidade, neste caso, pode ser feita de trés modos diferentes, a saber:

1. Através da mudanga de varidveis, na equagao da onde:

E=x+ct
n=x—ct

2. por meio de um principio do méximo (e do minimo);

3. por meio de integrais de energia.

Observacao 11.135
1. Vale notar que o primeiro processo nao se estende para dimensdoes maiores que
um.

A elaboragdo do mesmo, para o caso n = 1, serd deixada como exercicio para o
lestor.
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2. A elaboragdo do seqgundo método serd deixzado como exercicio para o leitor.

3. Abordaremos, a sequir, o terceiro processo, ou seja, via as denominadas integrais
de energia.

Consideremos o problema de Cauchy:

utt(t>x) = Cz uxx(t>x) ) para (t,X) € Rz) (11136)
u(0,x) =f(x), paracada x€R, (11.137)
u(0,x) =g(x), paracada x€R, (11.138)
( )

onde

Com istos temos as:
Observacao 11.140

1. Afirmamos que basta mostrar a unicidade de solugées do problema de Cauchy
acima, para

te (0,00).
De fato, o problema em
(—OO ) O)
pode ser reduzido ao caso em
(0,00),

por meto da mundanc¢a de varidveis
s=—t
{ _ : (11.141)

Notemos que a equacg@o da onda é tnvariante por essa mudanga de varidveis (o
mesmo nao ocorre com a equag¢do do calor).

Dewzaremos a verificacao deste fato como exercicio para o leitor.

Conclusao: se provarmos a unicidade de solugbes para o problema de Cauchy
acima em

[0,00) X R,
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utilizando-se a mundanga de varidveis ([ITIZ1) actma, obteremos a unicidade de
solugdes para o problema de Cauchy acima em

(—00,0] x R

e assim teremos a unicidade de solugbes para o problema de Cauchy acima em
RZ.

2. Lembremos que as curvas caracteristicas associadas d equa¢do da onda ([ITI3R)
sao dadas por :
x + ¢t = constante.

Notemos que, as curvas caracteristicas associtadas a equagdo da onda, que passam
pelo ponto
(to,%o) € (0,00) X R

serao da forma:
X+ct=%x,+ct, e x—ct=x%x,—ct,,

ou ainda,
(x—%xo) =—c(t—t,) e (X_Xo)zc(t_to))

o que tmplicard, multiplicando as duas equacgdes, que

(X - Xo) (X - Xo) - [_C (t - to)] [C (t - to)] )
ou seja, (x—x,)>—c’(t—t,)2=0. (11.142)
Podemos agora introduzir a:
Definicao 11.143 Sejam
I=[a,b] CR,

T>0 e uma fungdo u: (0,00) x [a,b] = R tal que
u(T, ) € C¥(I; R).

Definamos

E(u;T,I) = % J {[ut(T,X)]2+CZ [ux(T,x)]z} dx, (11.144)
I

que serd denominada integral de energia da fungao u no intervalo [, no instante T.
Observemos que

E(u;T,I)>0. (11.145)

Podemos agora enunciar e demonstrar o seguinte resultado:
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Teorema 11.146 Sejam (t,,%,) € (0,00) xR e T> 0.
Definamos (veja a figura abaizo):

Q= {(t,x) € (0,00) x R; (x —%,)* —c (t—t,)* < 0}, (11.147)
Ibh =[xXo —Cty,Xo +Ctol (11.148)
Ir=kxk—c(to—T)yxo+c(to —T)] . (11.149)
Suponhamos que u € C? (ﬁ; R) é uma solugdo da equagdo da onda ([ITI28) em Q.
Entao
E(u;T,Iy) <E(u;0,I,). (11.150)
X y IT
e X —ct =xpo — cto
T t; -
Demonstragao:

Como u € C? (5; R), para cada (t,x) € Q, da regra da cadeia, teremos:

O [(we)?] (t,%) = Rupued (t,%) (11.151)
€
2¢® [ ud (t,x) = 2¢2 {0, e ud — 2upe wed (t,%)
=2¢* {0, [weud — 3¢ [(w)?] } (£, %) . (11.152)

Logo, para cada (t,x) € Q, teremos:

(C=2)
E= Jw?] =2 dxlue un] -0 [(ux)?]
—— —
[2 Ut (utt —c? uxx)} (t,x) = 2ui g — 2¢° Ut Uxx (t,x)

= {at [(ut)z} —2¢? Oy [uu,] + 0y [(ux)z]} (t,x)
{0 [(we)® + ¢ (w)?] — 2% Oy (we ) } (t, %) (11.153)
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Para cada T > 0 fixado, consideremos (veja a figura abaixo)

Qr ={(t,x) eQ;te (0,T)}, (11.154)
00T =N UNLUGUTY, (11.155)

onde, [}, para i € {1,2,3,4}, sdo dados pela figura abaixo.

X )

Yo teto \

Xo

It

x —ct =x%xo9 —cto

Qt

Xo — cto . X 4 ct = xo + cto

Definamos o campo vetorial F : Q7 — R?, dada por:

F(t,x) = ([(w)? + 2 (w)?] (t,%), [-2cww] (t,%)), (11.156)
para cada (t,x) € Qr.

Como u € C?(Q;R) segue que F € C' (Qr; R) e além disso, para cada (t,x) € O,
teremos:

(Ve F)(t,x) "= 0, [(w)? + & (w)?] + 8, [-22w ]
= 20w — )] (£,X) (11.157)

Podemos aplicar o Teorema da Divergéncia ao campo vetorial F em Qr (veja o Teorema
(ED)) e assim obteremos:

=0
, - - /_/H
u é solugdo da equagdo da onda
0 = W | W — 2wy (t,x)dtdx

Qr

= J [V o?] (t,x) dt dx
Qr

Teor. Divergétgia ou (EU:EZ)J ]—:’.ﬁds
00T
(== )J foﬁderJ foﬁderJ foﬁds+J Ferids (11.158)
I 2 I3 Iy
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onde, para cada (t,x) € 0Q), o vetor . = 1fi(t,x), é o vetor normal unitdrio a

00t =N ululs3Uly,

apontando para o exterior de Qr, onde (veja a figura abaixo):

(
rzi{(t)Ct—’_Xo_Cto);te [O)T]}»)
G={(T,x);x€xo—cto+cT,xo+ct,—cTl} =Iy,
Iy ={(t,—ct+x,+cty,);te[0,T]}.

Para cada i€ {1,2,3,4}, denotemos por

—

= 1(t,x)

579

o correspondente vetor normal unitario correspondente a I3, ou seja, (veja a figura abaixo)

—

n=n, em ;.

)

s

B

X —ct =1%o —cto

X+ ct =xo +cto

T

Para cada i € {1,2,3,4}, calculemos cada uma das integrais J

Observemos que (veja a figura acima)

ﬁ1(t,X) = (_] )O))

it ) = — (e, 1),

2 +1
ﬁg,(t,X) = (1 >O)>

ﬁ4(tvx) :2—((:»1))
c"+1

(11.163)

(11.164)

(11.165)

(11.166)
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onde, em cada um dos casos acima, (t,x) pertencerd ao correspondente I}, parai € {1,2,3,4}.

Com isto teremos:

Forty] (6,0 55 — ([ + e (w)] (8,9, [22 2w (¢,%) o (=1,0)
=— [(ut)z + c? (LLX)Z} (t,x), paracada (t,x)ely, (11.167)
Feria] (£,0 T8 — ([w)? + ¢ ()] (6,%), [22cww] (£,%) o < ﬁjj (c,—n>
- e+ 42 ()] (£, %)
c 41
_ \/% e +cud?(t,x) >0, paracada (t,x)eTl, (11.168)
C
Foiiy] (b0 TET — ([u)? + ¢ (W) (6,%), [~2e*waw] (£,%) o (1,0
= [(w)® +c* (uy)?] (t,x), paracada (t,x) €T3, (11.169)
F o] (t,%) LT ([ + ¢ (w)?] (1,%), [F2ePww] (t,%)) o ( j (c,n)
L | c”+1
L e fu)? + ¢ (w)? = 2¢ (wew)] ()
¢+ 1
= f 1 [w, — cuJ?(t,x) >0, paracada (t,x)€Ty. (11.170)
¢+
Portanto
- () (rrsm) et 2, 202
Jr [Fom} ds = J — [(ut) + ¢ (uy) ] (0,r)dr
= 2k (u:0,1,), (11.171)
= (TT=3)
J [Foﬁz] > 0, (11.172)
)]
J‘r ?.ﬁ3i| s EELE) L [(w)? — ¢ (w)?] (T,7) dr
= 2E(w: T, 1), (11.173)

= ()
J Fera| > 0. (11.174)
Iy
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Portanto, de (n | IHN) e (n 1 /||), (n 1 /')1), (n 1 /«1), (n 1 /41), segue que

C2E(u:0,1,) + 2E(w; T, Iy) AR J {ﬁ.ﬁ@ +J {ﬁ.ﬁg]
I I3

implicando que
E(LL,T, IT) S E(u;O)Io))
ou seja, (CITI=0), completando a demonstragao.
O
Com este resultado podemos obter um resultado de unidade para o problema de Cauchy
para equagdo da onda, ([TT3d), ([ITI37), (T133), (IT=29) dado inicialmente.
Na verdade temos um resultado mais geral, a saber:

Teorema 11.175 Sejam
feC’R;R), geC'(R;R) e heC*(R;R).

Entao existe, no mdzximo, uma solugcdao do problema

U (t, %) = ug(t,x) + h(t,x), para (t,x)e€R?, (11.176)
u(0,x) =f(x), para cada x€R, (11.177)

u (0 x) =g(x), para cada xé€R, (11.178)

€ C*(R*; R) . (11.179)

Demonstracgao:

De fato, suponhamos que as fungdes u,v : R? — R sejam solugdes do problema (ITI7H),
(ITTm), (ITTA), ([ITI7™) acima.

Consideremos a fungio w : R? — R, dada por:

w(t,x) =u(t,x) —v(t,x), paracada (t,x)ecR?. (11.180)

Entéo é facil ver que a funcdo w : R? — R ser4 solucio do seguinte problema:

wi(t,x) = c?wy(t,x), para (t,x) e R?, (11.181)
w(0,x) =0, paracada x€R (11.182)
wi(0,x) =0, paracada x €R (11.183)
w e C* (R*; R) (11.184)
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Aplicando-se o Teorema ([IT1ZH) acima para a fungdo w, para cada

(to,Xo) € (0,00) xR e Te(0,t),

obteremos:
(=)
(=)
< Ew;0,L)
) |
=0 {0,002 + ¢ 0,00} x
Iy
w(0,) =0 em 1, TE(0,) xElxo ¢ to X0t tol)
= 0,
ou seja,
E(w;T,Iy) =0, paracada Te€ (0,00). (11.185)
Mas
0=V E(w; T, Iy)
o (mxza) 1 x+c (to—T)
(o L) J ( {7 + ¢ (T, 01} dx, (11.186)
x—c (to—T) _

'

>0

paracada T € (0,t,).
Como as fungdes wy e W, sdo continuas em R? (veja (ITI24)), da disiciplina de Analise
I1, segue que
wy=w, =0, (t,x) € (0,00)xR. (11.187)

Mas o conjunto
(0,00) xR

é conexo em (Rz , dRz), o que implicard que a fungdo w deverd ser constante em (0,00) x R.
Como
w(0,x) (= )O, paracada x € R,

assim segue que
w=0, em [0,00) xR

que, de (TT=0) implicard que

u=v, em [0,00XxR,

mostrando que existe, no mdximo, uma solugdo do problema ([TI7H), ([TT77), ([TI71),
(CTT™) em [0, 00) x R.
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Um raciocinio andlogo pode ser aplicado para

(—00,0] x R.

583

Deixaremos a verificagdo do mesmo como exercicio para o leitor, completando com isto a

demonstracgao.

O

No caso do problema da corda finita vibrante a integral energia ([T_124) serd constante,

como mostra o:

Teorema 11.188 Suponhamos que
ue C'([0,00) x [a,b]; R) N C*((0,00) x [a,b]; R)
satisfaz o sequinte problema:

w(t,x) = cun(t,x), para (t,x) € (0,00) x [a,b],
u(t,a) =u(t,b) =0, paracada te€[0,00).

Entao

E(t) =E(0), para cada te€[0,0c0),

onde, para cada t € [0,00), definimos

Demonstracgao:

(11.189)
(11.190)

(11.191)

(11.192)

Podemos aplicar o resultado que garante a derivagdo sob o sinal de integragdo (ou seja, a
Proposigdo (EZ2E1)) e assim teremos que a fungdo E : [0,00) — [0, 00) serd diferencidvel em

[0,00) e além disso, para cada t € (0, c0), teremos:

b
B0 = g1 | | [+ ¢ ] 1, 0) ax

(11.193)
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Notemos que, para cada t € (0, 0c0), teremos:

b
O = J Ut (utt - Czu'xx) (t ) X) dX
%,_/

a

J { 2+ ¢ (uy )}—ZCzax(utux)}](t,X) dx
1 (o > 9
_\EJ a—[( w)?+c(u )} dx—c La(utux)(t,x)dx
ﬂ:l:m)E " Teor. Fund. Calealo(  vee by (1, )(t,a)
=E/(t) — c® [u(t,b)uy(t,b) —u(t, a)uy(t,a)l . (11.194)

Como u € C'([0,00) x [a,b]; R), podemos derivar a equagdo (ITIU0), em relagdo a t, e
assim obter:
u(t,a) =u(t,b) =0, paracada te[0,o00). (11.195)

Logo, subtituindo ([TTU3) em ([T=204), obteremos
E'(t)=0, paracada te[0,o00)

e como [0, 00) é conexo em (R, dg), segue que a funcio E deverd ser constante em [0, co0), ou
seja,
E(t) =E(0), paracada te[0,00),

como queriamos demonstrar.
O

Com isto podemos enunciar e demonstrar o seguinte resultado relacionado com a unicidade
de solugdo do problema da corda finita vibrante:

Teorema 11.196 Sejam
A,B € C'([0,00); R) N C*((0,00); R),
fe C*(la,b];R), geC'(la,b];R) e heC*(0,00)x(a,b);R).

Entao existe, no mdzrimo, uma solucao do problema

we(t,x) = c2un(t,x) + h(t,x), para (t,x) e (0,00) % (a,b), (11.197)
u(t,a) =A(t), para cada te[0,00), (11.198)
u(t,b) =B(t), para cada tel[0,o00), (11.199)
u(0,x) =f(x), para cada x € [a,b], (11.200)
w(0,x) =g(x), para cada x € [a,b], (11.201)

ue C([0,00) x [a,b]: R)NC?*((0,00) X (a,b): R). (11.202)
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Demonstracgao:

De fato, suponhamos que as fungdes u,v: [0,00) X [a,b] — R sdo solugdes do problema
([ITTu2), ([IT1U98), ([IT199), ([IT=0), ([IT=01), ([IT=202) acima.

Consideremos a fungdo w: [0, 00) X [a,b] — R, dada por:

w(t,x) =u(t,x)—v(t,x), paracada (t,x)e€ [0,00) % [a,Db]. (11.203)

Entdo segue que a fungdo w satisfaz as condigdes do Teorema (I[TI23) acima.
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
Notemo também que, para cada x € [a, b], teremos:

wi(0,%) =2 1,00, %) — v, (0, %)

(IT=Zm) para u e v

= fl(x) —f'(x)
=0, (11.204)

wi(0,x) T= (0, %) — v (0, %)

(=) para u e v

= g(x) —g'(x)
=0. (11.205)

Logo, para cada t € (0,00), do Teorema ([TI28) (na verdade de ([T—T4T)), segue que

E(t) =V g(0)
~—
b
=) 1J welt, X e wilt, X1 & dx
2 a | SY——" —
>0 >0
] b
=3 | {0, 0 + e bwsto, 2} ax
2 J,
(=) & (T28)
- )
ou seja,
b
J [we (t, %)% 4 ¢ [wy (t,x)]* dx =0, (11.206)

para cada t € [0, 00), 0 que implicarad que

wi(t,x) =w,(t,x) =0, para (t,x)e[0,00) x [a,b],
ou seja, Vw(t,x) =0, para (t,x)e[0,00) % [a,Db].

Como o conjunto [a,b] é conexo em (R, dg), segue que a fungdo w deverd ser constante
em [0,00) x [a,b].
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Mas, para t € [0, 00), teremos:

wi(t,a) "= ult,a) —v(t, a)
(m)iarageyA(t) —A(t)
=0, (11.207)

donde podemos concluir que

que, de (TZ03), implicard que
u=v, em [0,00) X [a,b]

mostrando que problema ([T1U7), ([T1U98), ([T199), ([IT=200), ([IT=201), (T=202) possui, no
mdaximo, uma solugdo, completando a demonstragdo.

O

Observacao 11.208
1. No Capitulo anterior mostramos a unicidade do problema acima, no caso que

h=0, em [0,00) x [0, L]

A=B=0, em [0,L],

para
u e C([0,00) x [0,L]; R) N C((0,00) x (0,L); R),

de modo que ezista o limaite

0(0,x) = lim X)) —ul0,%)

am o ,  para cada x € [0,L].

2. Os resultados acima podem ser estendidos para
RxR" ou [0,00) X [a,Db]
e as respectivas demonstragdes sao andlogas as que exibimos acima.
3. Lembremos que, no caso de R", a equacdo da onda tornar-se-d:

ue(t,x) =c*Au(t,x), para cada (t,x) € R xR".

A verificagcdo destes fatos serdo deixados como exercicio para o leitor.

11.4 Exercicios



Capitulo 12

Equacao do calor, da onda nao
homogéneas e/ou com condigoes de
contorno nao homogeéneas

Neste capitulo exibiremos uma solugdo para os problemas do calor, da onda e da equagdo de
Laplace ndo homogéneas ou com condi¢des de contorno ndo homogéneas.

12.1 Equacao do calor homogénea, com dados de con-
torno nao homogéneos

Nesta secdo encontraremos que uma solugdo do problema da distribuicdo do calor no fio
finito cujas extremidades sdo mantidas a temperaturas que dependerdo do tempo (condigdes
de contorno ndo-homogénas) e temperatura inicial conhecidas, mais precisamente, trataremos
de encontrar uma fungdo a valores reais u : [0,00) x [0,[] — R, que satisfaz as seguintes

condigdes:

w(t,x) = 0 uw(t,x), para (t,x) € (0,00) x (0,L), (12.1)

u(0,x) =f(x), paracada xe€[0,L], paracada te[0,00), (12.2)

u(t ) O) = ho(t) ) (123)

u(t,L) =hy(t), paracada te[0,o00), (12.4)

ue C([0,00) x [0,L]; R) N C*((0,00) x [0,L]: R) (12.5)

Vamos supor que

fe C(0,L]; R) étalque f’'eSC([0,L];R). (12.6)

Observemos que a EDP ([2XT) acima é homogéna.

587
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Notemos que (condigdes de compatibilidade)

£(0) ™ 222 (0, 0)

= com =0y, (0), (12.7)
(L) e o,

B com =0y (1) (12.8)

Observacao 12.9 Fisicamente, o problema acima ([Z)- (IZ3) descreve a distribuicdo
da temperatura no fio finito de comprimento igual a L, onde uma extremidade é mantida
a uma certa temperatura (ou seja, (Z3) mo caso a funcgdo h, : [0,L] — R), a outra
extremidade é mantida a uma outra temperatura (ou seja, (Z4), mo caso, afungdo
hy : [0,L] — R) que dependerdo do tempo e temperatura inicial dada (no caso, a fungdo

f:[0,L] = R).

A idéia é reduzir o problema ([T), (IZ3), ([23), (Z4), (Z3H) acima, a um problema
equivalente, que tenha condigdes de contorno zero (isto é, condigdes de contorno homogéneas).
Deste modo poderemos aplicar as técnicas desenvolvidas na segdo (BETl) do Capitulo 8,

para encontrar uma solugdo do problema equivalente e depois obter uma solugdo do problema
([Z7), ([22), (r23), (TZ3), (TZ5).

Suponhamos que as
he,hi € C*([0,L]; R). (12.10)

Para isto, suponhamos que v € C*([0,00) x [0,L]; R) seja uma fungdo que satisfaz

v(t,0) = he(t), (12.11)
v(t,L) =h(t), paracada te[0,c0). (12.12)

Notemos que se a fungdo u: [0, 00) x [0, L] — R é uma solugdo do problema (=), (CZ2),
(23A), (23F), (Z3) entdo, definindo-se a fungdo w: [0, 00) x [0, L] — R, por:

w(t,x) =u(t,x) —v(t,x), paracada (t,x)e[0,00) x [0,L], (12.13)
segue, de ([2H) e (ZTO) que

w € C([0,00) x [0,L]; R) N C*((0,00) x [0,L]; R)
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e, para (t,x) € (0,00) x (0,L), teremos

= 3. ult, x) — v(t,x)]

= LLt(t,X) _vt(tax)
)

=1
D 0w (t,x) — wie(t, %)

2D 02 1 (£, %) — 0 v (t, %) + 2 Vi (1, X) — vy (t, %)

- 0(2 [ X(t,X) _Vxx(tyx)] + [(xzvxx(t>x) —\)t(t,X)]

(EEB) OCZWxX(t,X) + [(szxx(t)x) —Vt(t,X)]

(D)

wi(t,x)

W(t,O) U.(t,O) —\)(t,O)

EDE) 1 () — ho(t)

—0,

(D)

W(tal—) u(tyl—) _V(t)l—)

(1) -y
=0, paracada te[0,00)
w(0,%) "= w0, x) —v(0,x)
=" f(x)—v(0,x), paracada x € [0,L],

ou seja, a fungdo w: [0,00) x [0,L] — R, serd uma solugdo do problema

wi(t, %) = a® Wy (t,x) + g(t,x) (12.14)
w(t,0) =0, paracada te€l[0,00), (12.15)
w(t,L) =0, paracada te[0,00), (12.16)
w(0,x) =f(x) —v(0,x), paracada xe€[0,L], (12.17)
ue C([0,00) x [0,L]; R) N C*((0,00) x [0,L]; R), (12.18)
onde a funcdo g: (0,00) x [0,L] — R é dada por:
g(t,x) = o®ve(t,x) —v(t,x), paracada (t,x)€ (0,00) x[0,L]. (12.19)

Observacao 12.20 Notemos que se existir uma fung¢do
v e CH[0,00) x [0,L]; R)
satisfazendo a equagdo do calor e ([Z1A), de ([Z1A) entdo teremos
g(t,x) =0, para cada (t,x)€ (0,00) x [0,L]

e, neste caso, o problema ([Z13), (X13), (X11), (XI7), (ZIA) foi tratado na se¢do
(E), do Capitulo B, com condi¢bes de contorno homogéneas.
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Exemplificaremos as discussOes acima no seguinte exemplo:

Exemplo 12.21 Encontre uma solugdo para o problema (), ([232), (23), (C=Z3A),
(23@), onde

ho(t) = (12.22)
hi(t) =v, para cada te€0,00), (12.23)

onde 3,y € R estdao fizas.

Resolucao:
Estamos supondo que

fe C([0,L]; R) étalque f’'eSC([0,L];R)
e satisfaz as condigdes de compatibilidade:
f(0) =he(0) =B e f(L)=h(L)=7y.

Observemos que a fungdo v: [0,00) x [0,L] — R, dada por:

v(t,x)iy—l—ﬁzyx, para cada x € [0,L], (12.24)
satisfaz
ve(t,x) —a? v (t,x) =0, para (t,x) e (0,00) x[0,L], (12.25)
—— ——
=), =2,

v(t,0) = L BTy

L
=Y, (12.26)
v(t, L) ()Y—FB%YL
=pB, paracada te[0,o00). (12.27)

Logo, se considerarmos a fungdo w: [0,00) x [0, L] — R, dada por:
w(t,x) =u(t,x) —v(t,x), paracada (t,x)e€[0,00) x [0,L], (12.28)

segue, do desenvolvimento feito anetriormente, que a fungdo w = w(t,x) serd uma solugdo



12.1. EQUACAO DO CALOR 591

do problema
we(t,x) = oczwxx(t,x), para (t,x) € [0,00) x [0, L],

wit,0) 2 ut,0) —v(t,0)

=3),(==3
=)

=0, paracada tel[0,L],
W(taL) (u:im) u(tvL) _V(taL)

e
=0, paracada te[0,00),
w(0,x) = u(0,x)— v(0,x)
~—— ~——
i) E Oy by
E2DE e —y + B Ey x, paracada xe€[0,L],

w € C([0,00) x [0,L]; R) N C*((0,00) x [0,L]; R),

ou seja, a fungdo w: [0,00) x [0, L] — R devera satisfazer o seguinte problemas:

we(t,x) = o? wy(t,x), para (t,x) € [0,00)x [0,L], (12.29)
w(t,0) =0, paracada tel[0,L], (12.30)
w(t,L) =0, paracada te[0,00), (12.31)
w(0,x) +f(x)—v+ B—Iyx, para cada x € [0,L], (12.32)

w e C([0,00) x [0,L]; R) N C?((0,00) x [0,L]; R). (12.33)

Como vimos na a segdo (ETl) do Capitulo 8 (veja (E220)), uma solugdo do problema acima
serd dada por

> 22 o2
wit,x) = Y bye i tsen(nIT_[X>, para cada (t,x) € [0,00) x [0,L], (12.34)
n=1

onde, para cada n € N, temos que

b, = % JL {f(x) — (y-l— b Iyxﬂ sen (n;_'tx> dx. (12.35)

0

Logo a fungdo uw: [0,00) x [0,L] — R, dada por:
(z=m)
u(t,x) = w(t,x)+v(t,x)

2.2 2

EEUED S pe 7 L sen <nfx> PV ik ) (12.36)
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para cada (t,x) € [0,00) x [0, L], serd uma solugdo do problema original, com ([Z=22) (2=23).
O

Observacao 12.37 Notemos que a fungdo u, dada por (Z=Z4), satisfaz
ue C*((0,00) x [0,L]; R),
po1s
hO)hL € COO([O)L]) R)

A verificacao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

12.2 Equacao do calor nao homogénea, com condicoes
de contorno homogéneas

Nesta segdo encontraremos que uma solugdo do problema da distribuicdo do calor no fio finito
com extremidades mantidas a temperaturas zero graus, ao longo do tempo (condigdes de
contorno homogénas) e temperatura inicial conhecidas, mas a EDP que descreve o problema
é ndo-homogénea, mais precisamente, trataremos de encontrar uma fungdo a valores reais
u:[0,00) x [0,L] = R, que satisfaz as seguintes condigbes:

duu(t,x) = o d%u(t,x) +g(t,x), para (t,x) € (0,00) x [0,L], (12.38)
u(0,x) =f(x), paracada xe€[0,L], (12.39)
u(t,0) =0, (12.40)
u(t,L) =0, paracada te[0,00), (12.41)
ue C([0,00) x [0,L]; R) N C?((0,00) x [0,L]; R). (12.42)
Vamos supor que
g € C((0,00) x [0,L]; R)
e
fe C(0,L]; R) étalque f’'eSC([0,L];R).
Observemos que a EDP ([Z23) acima é ndo-homogéna.
Notemos que (condicdes de compatibilidade):
7o) = = (0,0
(om0, (12.43)
(CZ=3) com x=L
f(L) = =u(0,L)
() com t=0

comt=0y, (12.44)



12.2. EQUACAO DO CALOR 593

Observagao 12.45 Observemos que se a fungdo g: (0,00) x [0,L] = R € tal que
g(t,x) =0, para cada (t,x) € (0,00) x [0,L], (12.46)

entdo uma solugdo u, do problema ([Z3J), ([Z=2Y), ([2Z0) ([ZZ1), (ZXZ2) acima, tra-
tado na seg¢do (E) do Capitulo 8, serd dada por:

u(t,x) = an e 2 'sen <n7th> , para cada (t,x)€[0,00) x[0,L]. (12.47)
n=1

Voltemos ao problema geral, ou seja, a fungdo g néo ¢ identidamente (ou seja, néo satisfaz
Baseado no caso em que g é identidamente (ou seja, ([ZZZ7)), tentaremos uma solugdo

para o problema ([23=R), ([ZX39), (CZZT) e (CZZ2) do tipo

u(t,x) = ibn(t) sen (T”LTX) , paracada (t,x)e€[0,00) x [0,L], (12.48)
n=1
onde
bn(0) = by
= E JL f(x) sen (nﬂx) dx, paracada neN, (12.49)
L J, L
ou seja, i
f(x) = an sen <n7rx> , paracada xe€[0,L]. (12.50)

L

_ i b,/(t) sen (“m> (12.51)

_ i b, (t) cos (“”X> nn (12.52)
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=) 0 | w— Nwx\ N7
- —x[an(” cos (= )T]

Cuidado ! i 0 [bn(t) cos <n7L'tx> nTn]

=3 [Fouttrsen (B12) (25) (12.59)

Substituindo (CZ&T), (ZE3) na EDP ([ZX37) obteremos, para cada (t,x) € (0, 00) %[0, L],
que

nibn’(t) sen (“f") — o i b (t) {— sen (T”L”‘) (%)2] +glt,x). (12.54)

1

Suponhamos que para cada t € [0, 00) fixado, tenhamos

g(t,x) = Z gn(t) sen (n7th> , paracada xe€[0,L]. (12.55)
n=1

Substituindo em ([2Z9) obteremos, para cada t € [0, c0), teremos:

5 b0 () =5 00 [om (U2 ()] + £ (2F2)

R noy2 nmx
_; { o by (1) ( T ) +gn(t)} sen( T ) . (12.56)
Logo, para cada n € N, de (TZE8) e (TXZ3), a fungdo b, deverd satisfazer o seguinte PVI:
oEnm)’
bn/(t) == - ( L ) bn(t) + gn(t) ) (12'57)
2 (t nmx
ba0) = = L f(x) sen( . ) dx, (12.58)

cuja solugdo, pela férmula da variagdo dos pardmetros (visto em Equagdes Diferenciais Or-
dindrias), serd dada por:

ba(t) =ba(0)e 2 ‘4e 2 gn(s)e 2 “ds, (12.59)

t
7oc2n2712 aznznth ocznzﬂ'zt

0



12.2. EQUACAO DO CALOR 595

para cada t € [0, L].
Substituindo ([Z5H) em ([2Z3) obtemos uma candidata a solugdo u = u(t,x) (CZ=33),
(T=3), ([2ZT) e (TZZ2).

Observacao 12.60 O problema serd estudar a convergéncia da série de fungbes obtida
para definir a funcdo u = u(t,x), ou seja, a série de fungées (CZE), e mostrar que a
mesma, de fato, satisfaz o problema ([Z32J), ([Z29), (CZZ1) e (CZXZ2).

Para ilustrar cosideraremos o seguinte problema:

Exemplo 12.61 Encontrar uma solugdo u = u(t,x), para o sequinte problema:

w(t,x) = a® Uy (t,x) + t sen (?) , para (t,x)e€ (0,00)x[0,L], (12.62)

u(0,x) =f(x), para cada x€[0,1], (12.63)

u(t,0) =u(t,L) =0, para cada te[0,00), (12.64)

ue C([0,00) x [0,L]; R) N C?((0,00) x [0,L]; R), (12.65)
onde
fe C(0,L]; R) € tal que f’' e SC([0,L];R)
e satisfaz
f(0)=f(L)=0

Resolugao:

Como observamos acima, tentaremos uma solugdo para o problema ([ZE32), (IZE3),
(CZE3a), (TZEH), do tipo:

u(t,x) = an(t) sen (nfx) , paracada (t,x)e€[0,00) x [0,L], (12.66)
n=1
onde, para cada n € N fixado, temos que:
bn(o) - bn
_2 JL f(x) sen <n7'rx> dx aracada neN (12.67)
- L 0 I__ ) p ) .
ou seja,
f(x) = Z b, sen (nIT_CX) , paracada xe€[0,L]. (12.68)
n=1

Substituindo (ZEA) na EDP ([XEA) obteremos, para cada (t,x) € (0,00) x [0,L] (su-
pondo que possamos derivar as séries de fungdes envolvidas, termo a termo), que:

ni:bn’(t) sen (nTm> = o gbn(t) {— sen (n7th> (nTﬂ>2} +t sen <?> . (12.69)
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para cada (t,x) € [0,00) x [0, L].
Notemos que, para cada t € [0, co) fixado, se

nm
t sen <T> =g(t,x)

=g(t)
= Z gn(t) sen <n7th> , paracada xe€[0,L], (12.70)

n=1

entdo deveremos ter

gn(t) =0, paracada mn e N\{1}, (12.71)
gi(t) =t. (12.72)

Para cada t € [0, 00), substituindo ([Z70) em ([ZEJ), obteremos: a seguinte identidade
o“nm

b0 =~ (5

e satisfazendo ([ZED), ou seja, para cada n € N, de ([ZX73) e ([ZXED), a fungdo by, deverd
satisfazer o seguinte PVI:

2
) bn(t) + gn(t), paracada n €N, (12.73)

2 2
by (t) = — (o‘ {”T) ba(t) + gnlt), (12.74)
2 (" nmx
bn(0) = I Jo f(x) sen( 3 ) dx, (12.75)
para cada n € N\ {1} fixado (veja (IZZZT)), terd solugdo serd dada por:
ba(t) =b,(0)e 1z ' paracada te[0,00). (12.76)

Por outro lado, para n =1 (veja (Z72)), pela férmula da variagdo dos pardmetros, , ter
como solugdo:

(xz 7t2 ocz 7(2 t o<2~1 ~7r2
bi(t)=bi(0)e 2 "+e 2" J gi(s) e 2 °*ds
0~~~

_atnt oy xZ T

2,2 2,2 rt o2 2
=by(0)e 2 +eL2theL25ds, paracada te€[0,00). (12.77)

Utilizando integragdo por partes na integral indefinida associada acima, obteremos:

u=s, logo: du=ds
. (Xz 7'[2 s 1 (Xz 71’2 s
dv=e 2 "dx, logo: v=——e¢€ 12
o2 172 xo |

1. asns | R
Jse iz *ds = = s eLZS—J e 12 °dx
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=S 0(27_[2 e 12 ~ 7 e 12 y (1278)

para s € R.
Logo, de (X77), o Teorema Fundamental do Célculo e ([Z78), obteremos:

_ ocz 2 LZ ocz 2 L4 (xz 2 s=t
bi(t) = by(0) e t%‘“’ rae et
ks ot Tt o
2 4 2 4
= |t L e 2Lﬁzt— L e“igzt — 10 L e ZL;Z _ L easzﬂzO
o ot o ot
2 4
t L eszzt—F 1—ezL2zt L
o ot

Portanto uma candidata a solugdo do problema serd dada por

S St L2 L L _olay nmx
u(t,x) =le ¢ b1—o(27[2t—a4ﬂ4+o(4ﬂ4e L sen( 3 )
N nmx
+Y bee tsen( - ), (12.79)
n=2

para cada (t,x) € [0,00) x [0, L], onde, para n € N\ {1}, os coeficientes b, serdo dados por
(=2E).

O

Observacao 12.80 Pode-se mostrar que a fungdo u, dada por (IZ79), €, de fato, uma
solugdo do problema ([ZBD), (ZXE3), ((XH4) e ([ZED)e.
Na verdade, teremos:

u € C([0,00) x [0,L]; R) N C*((0,00) x [0, L]; R).

A verificagdo destes fatos serdo deirradas como ezxercicio para o leitor.

12.3 Equacao da onda homogénea, com dados de con-
torno nao homogéneos

Podemos, como nas segbes anteriores, considerar os problemas associados a equagao da onda
com dados de contorno ndo-homogéneos, isto é, considerar os seguintes problemas:
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Encontrar uma fungdo w: [0, 00) x [0,L] — R que seja solugdo do seguinte problema:

we(t,x) = c?un(t,x), para (t,x)e (0,00) % (0,L), (12.81)
u(0,x) =f(x), paracada xe€[0,L], (12.82)
u(0,x) =g(x), paracada x€[0,L], (12.83)
u(t,0) = hy(t) (12.84)
u(t,L) =hy(t), paracada tel[0,00), (12.85)
ue C([0,00) x [0,L]; R) N C*((0,00) x [0,L]: R), (12.86)
onde
ho,he € C'([0,00); R),
fc C'([0,L];R) étalque f”e€SC([0,L];R),
ge C([0,L]; R) étalque g¢g’'eSC([0,L];R)
e satisfazem
f(0) =ho(0) e f(L)=hy(0). (12.87)

A obtengdo da solugdo do problema acima, bem como a verificagdo que a mesma é solugdo
do problema, serdo deixados como exercicio para o leitor.

Trata-se de um processo semelhante aos procedimentos que fizemos com a equagdao do
calor, na segdo ().

12.4 Equacao da onda, nao homogénea, com dados de
contorno homogéneos

Podemos, como nas segbes anteriores, considerar os problemas associados a equagao da onda
ndo homogéna, com dados de contorno homogéneos, isto é, considerar o seguintes problema:
Encontrar uma fungdo w: [0,00) x [0,L] — R que seja solugdo do seguinte problema

W (t, %) = 2 un(t,x) + g(t,x), para (t,x)e (0,00)x (0,L) (12.88)
0,x) ="f(x), paracada xe€[0,L], (12.89)
0 g(x), paracada xe€[0,L] (12.90)
u(t,0) =u(t,L) =0, paracada te[0,00), (12.91)
C (12.92)

([0,00) x [0,L]; R) N C?((0,00) x [0,L]; R), 12.92

onde
fe C'([0,L]:R) étalque f” eSC([0,L];R),

g € C([0,L]; R)
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f(0) =f(L) =£"(0) =f"(L) = g(0) = g(L).

A obtencgdo da solugdo do problema acima, bem como a verificagdo que a mesma é solugdo

do problema, serdo deixados como exercicio para o leitor.
Trata-se de um processo semelhante aos procedimentos que fizemos com a equagdo do

calor ndo homogénea, na segdo ([Z32).

12.5 Exercicios
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