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7 Séries de Fourier 287

7.1 Introdu�c~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287

7.2 M�etodo da separa�c~ao de vari�aveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288

7.3 Os Coe�cientes de Fourier e a transformada de Fourier . . . . . . . . . . . . . 311

7.4 Interpreta�c~ao Geom�etrica dos Coe�cientes de Fourier . . . . . . . . . . . . . . 348

7.5 Convergência Pontual da S�erie de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 369

7.6 Convergência Uniforme da S�erie de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385

7.7 Notas Hist�oricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 401

7.8 Exerc��cios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403

8 Aplicação de Série de Fourier às EDP’s 405
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Um pouco da história

O estudo das Equa�c~oes Diferenciais Parciais (abreviadamente, EDP) se inicia com a cria�c~ao do

C�alculo Diferencial e Integral no s�eculo XVII e est�a diretamente relacionado com as aplica�c~oes

�a Mecânica. O uso de leis da F��sica possibilitou obter Equa�c~oes Diferenciais (abreviadamente,

ED) que descreviam os fenômenos F��sicos estudados. Tais equa�c~oes, quando tratavam-se de

Equa�c~oes Diferenciais Parciais, traziam s�erias di�culdades matem�aticas para sua resolu�c~ao.

Algumas destas Equa�c~oes Diferenciais Parciais ser~ao abordadas ao longo do desenvolvi-

mento do curso.

As três Equa�c~oes Diferenciais Parciais b�asicas que ser~ao estudadas ao londo deste curso,

que apareceram no s�eculo XVIII, est~ao relacionadas aos seguintes problemas:

1. Consideremos o problema das vibra�c~oes transversais de uma corda in�nita em um plano

�xado, isto �e, o problema �e encontrar a posi�c~ao de uma corda vibrante, que vibra em

um plano pr�e-�xado.

Denotemos por u(t , x) o deslocamento do ponto P da corda, relativamente �a posi�c~ao

horizontal (posi�c~ao de equil��brio), no instante t, onde x
.
= OP (veja a �gura abaixo).

PO Q

-�
x

u(t , x)

6

?

Neste caso a Equa�c~ao Diferencial Parcial que descrever�a o deslocamento u = u(t , x)

7
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ser�a a:
∂2u

∂t2
(t , x) = c2

∂2u

∂x2
(t , x) , para (t , x) ∈ [0 ,∞)× R , (1.1)

ou, de modo simpli�cado,

utt(t , x) = c
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ [0 ,∞)× R , (1.2)

onde c ∈ (0 ,∞) �e uma constante que est�a relacionada com a elasticidade da corda.

A Equa�c~ao Diferencial Parcial acima ser�a denominada Equação da Onda.

2. Consideremos o problema de encontrar a distribui�c~ao da temperatura em uma barra

uni-dimensional in�nita, que est�a pr�e-aquecida.

Denotemos por u(t , x) a temperatura no ponto P da barra, no instante t, onde x
.
= OP

(veja a �gura abaixo).

PO Q

-�
x

?

u(t , x)

Neste caso, a Equa�c~ao Diferencial Parcial que descrever�a a temperatura u = u(t , x)

ser�a:
∂u

∂t
(t , x) = α2

∂2u

∂x2
(t , x) , para (t , x) ∈ [0 ,∞)× R , (1.3)

ou, de modo simpli�cado,

ut(t , x) = α
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ [0 ,∞)× R , (1.4)

onde α ∈ (0 ,∞) �e uma constante, que est�a relacionada com a condutividade t�ermica

do material com que �e feito a barra.

A Equa�c~ao Diferencial Parcial acima ser�a denominada Equação do Calor.

3. A terceira Equa�c~ao Diferencial Parcial a ser estudada est�a relacionada com problemas

de electromagnetismo, astronomia, dinâmica dos 
u��dos, comportamento de campos

el�etrico e gravitacional, entre outros.

Neste caso a Equa�c~ao Diferencial Parcial aos quais a fun�c~ao u = u(x , y) dever�a satisfa-

zer, onde:
∂2u

∂x2
(x , y) +

∂2u

∂y2
(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ R× R, (1.5)
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ou, de modo simpli�cado,

uxx(x , y) + uyy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ R× R . (1.6)

A Equa�c~ao Diferencial Parcial acima ser�a denominada Equação de Laplace.

Tal nome deve-se ao astrônomo e matem�atico francês Pierre-Simon Laplace. O Marquês

de Pierre Simon de Laplace nasceu na localidade de Beumont-en-Auge, Prov��ncia da

Normandia, em 28 de mar�co de 1749.

Esta equa�c~ao tamb�em aparece, de modo extremamente importante, no estudo das

fun�c~oes de vari�aveis complexas, que assumem valores complexos.

Obter solu�c~oes para estas equa�c~oes, sob certas condi�c~oes, ser�a um trabalho �arduo. Este

ser�a um dos objetivos do curso.

Desenvolveremos umm�etodo para resolver tais problemas denominadoMétodo de Fourier.

1.2 Notação

Ao longo destas notas utilizaremos a seguinte nota�c~ao:

� N : denotar�a o conjunto formada por todos os n�umeros naturais, isto �e,

N .
= {1 , 2 , 3 , · · · } .

� Z : denotar�a o conjunto formada por todos os n�umeros inteiros, isto �e,

Z .
= {· · · ,−3 ,−2 ,−1 , 0 , 1 , 2 , 3 , · · · } .

� Q : denotar�a o conjunto formada por todos os n�umeros racionais, isto �e,

Q .
=

{
p

q
; p , q ∈ Z , q ̸= 0

}
.

� I : denotar�a o conjunto formada por todos os n�umeros irracionais.

� R : denotar�a o conjunto formada por todos os n�umeros reais, isto �e,

R = Q ∪ I.

� | · | : denotar�a o m�odulo, ou valor absoluto, de um n�umero real, isto �e,

|x|
.
=
√
x2

=

{
x , se x ≥ 0
−x , se x < 0

,

onde x ∈ R.
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� Z+,Q+, I+,R+ : denotar~ao os conjuntos formados por todos os n�umeros inteiros, racio-

nais, irracionais, reais, n~ao negativos, respectivamente, isto �e,

Z+ .
= {0 , 1 , 2 , · · · } , Q+ .

= Q ∩ [0 ,∞) , I+ .
= I ∩ [0 ,∞) , R+ .

= [0 ,∞) .

� C : denotar�a o conjunto formada por todos os n�umeros complexos, isto �e,

C = {z
.
= x+ i y ; x , y ∈ R} ,

onde i2 = −1.

� �z : denotar�a o conjugado de um n�umero complexo z ∈ C, isto �e,

�z
.
= x− i y ,

onde z
.
= x+ i y ∈ C.

� | · | : denotar�a o m�odulo de um n�umero complexo, isto �e,

|z|
.
=

√
x2 + y2

=
√
z �z ,

onde, z
.
= x+ i y ∈ C .

� Rn : denotar�a o conjunto formado por todas as n-uplas, cujas entradas s~ao n�umeros

reais, ou seja,

Rn .= {(x1 , x2 , · · · , xn) ; xj ∈ R , para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , n}} .

� (Rn ,+ , ·) : denotar�a o espa�co vetorial real formado pelos elementos de Rn, munidos da

opera�c~ao +, que �e a opera�c~ao usual de adi�c~ao de n-uplas e a opera�c~ao ·, que denota a

opera�c~ao usual de multiplica�c~ao de n�umero real por uma n-upla.

� (Rn ,+ , ·) �e um espa�co euclideano n-dimensional, quando munido do produto interno

usual, ou seja, a fun�c~ao ⟨ · , ·⟩ : Rn × Rn → R, dado por:

⟨x , y⟩ .=
n∑
j=1

xj yj ,

onde

x
.
= (x1 , x2 , · · · , xn) e y

.
= (y1 , y2 , · · · , yn) ∈ Rn .



1.2. NOTAC� ~AO 11

� (Rn ,+ , ·) �e um espa�co vetorial real normado, quando munido da norma ∥ · ∥, onde a

fun�c~ao ∥ · ∥ : Rn → [0 ,∞) �e dada por:

∥x∥ .=

√√√√ n∑
j=1

xj2

=
√
⟨x , x⟩ ,

onde

x
.
= (x1 , x2 , · · · , xn) ∈ Rn .

� (Rn ,+ , ·) �e um espa�co vetorial real m�etrico, quando mundio da distância dn, onde a

fun�c~ao dn : Rn × Rn → [0 ,∞), �e dada por:

dn(x , y)
.
= ∥x− y∥

=

√√√√ n∑
j=1

(xj − yj)2

=
√
⟨x− y , x− y⟩ ,

onde

x
.
= (x1 , x2 , · · · , xn) , y

.
= (y1 , y2 , · · · , yn) ∈ Rn .

� B(xo ; r) : denotar�a, para xo ∈ Rn e r > 0, a bola aberta de centro no ponto xo e raio r

no espa�co vetorial real m�etrico (Rn ,+ , · , dn), isto �e,

B(xo ; r)
.
= {x ∈ Rn ; dn(x , xo) < r}

= {x ∈ Rn ; ∥x− xo∥ < r} .

� B[xo ; r] : denotar�a, para xo ∈ Rn e r > 0, a bola fechada de centro no ponto xo e raio r

no espa�co vetorial real m�etrico (Rn ,+ , · , dn), isto �e,

B[xo ; r]
.
= {x ∈ Rn ; dn(x, xo) ≤ r}
= {x ∈ Rn ; ∥x− xo∥ ≤ r} .

� Diremos queΩ ⊆ Rn �e um subconjunto aberto no espa�co vetorial real m�etrico (Rn ,+ , · , dn),
se Ω = ∅ ou, se Ω ̸= ∅ e xo ∈ Ω, ent~ao dever�a existir r > 0, tal que

B(xo ; r) ⊆ Ω.

�

◦
A : denotar�a o interior do subconjunto A no espa�co vetorial real m�etrico (Rn ,+ , · , dn),
isto �e, o maior subconjunto aberto do espa�co vetorial real m�etrico (Rn ,+ , · , dn), que
est�a contido no conjunto A.
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� Diremos que F ⊆ Rn �e um subconjunto fechado do espa�co vetorial real m�etrico (Rn ,+ , · , dn),
se Fc

.
= Rn \ F for um subconjunto aberto no espa�co vetorial real m�etrico (Rn ,+ , · , dn).

� B : denotar�a o fecho do subconjunto B ⊆ Rn, isto �e, o menor subconjunto fechado do

espa�co vetorial real m�etrico (Rn ,+ , · , dn), que cont�em o conjunto B.

� ∂A : denotar�a a fronteira do subconjuntoA no espa�co vetorial real m�etrico (Rn ,+ , · , dn),
isto �e,

∂A
.
= A \

◦
A .

�

∂u

∂xj
(x), ∂xju(x), uxj(x) : denotar~ao a derivada parcial de primeira ordem, em rela�c~ao �a

vari�avel xj, calculada em x = (x1 , x2 , · · · , xj, · · · , xn) ∈ A, da fun�c~ao real u : A → R,
onde A �e um subconjunto aberto de Rn, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , n}.

�

∂2u

∂xj ∂xi
(x), ∂2xjxiu(x), ∂xj∂xiu(x), uxixj(x) : denotar~ao a derivada parcial de segunda or-

dem, em rela�c~ao �as vari�aveis xi e xj, calculada em x = (x1 , x2 , · · · , xj, · · · , xn) ∈ A, da
fun�c~ao u : A→ R, ondeA �e um subconjunto aberto de Rn, para cada i , j ∈ {1 , 2 , · · · , n}.

� De modo semelhante de�nimos as derivadas parciais de ordem maior ou igual a três de

uma fun�c~ao, a valores reais, de v�arias vari�aveis reais.



Caṕıtulo 2

Definições e Propriededades Básicas

2.1 Definições básicas

Come�caremos introduzindo a

Definição 2.1 Uma equação diferencial parcial, que ser�a denotada por EDP, �e uma

equa�c~ao que envolve uma fun�c~ao, a valores reais, de v�arias vari�aveis reais, que deno-

teremos por

u = u(x1 , x2 , · · · , xn) ,

e suas derivadas parciais em rela�c~ao �as vari�aveis

x1 , x2 , · · · , xn

de v�arias ordens, a ser determinada.

De um modo pouco mais preciso, �e uma equa�c~ao que envolve uma fun�c~ao, a ser

determinada, e suas derivadas parcias, que pode ser colocada na seguinte forma:

F

(
x , u(x) ,

∂u

∂x1
(x) , · · · , ∂u

∂xn
(x) ,

∂2u

∂x12
(x) , · · · , ∂2u

∂xi ∂xj
(x) , · · · ,

∂2u

∂xn2
(x) , · · · , ∂

ku

∂x1k
(x) , · · · , ∂ku

∂xim ∂xjl
(x)︸ ︷︷ ︸

m+l=k

, · · · , ∂
ku

∂xnk
(x)

 = 0 , (2.2)

onde

x
.
= (x1, · · · , xn) ∈ Ω,

onde o conjunto Ω �e um subconjunto aberto de Rn, e F : Rs → R �e uma fun�c~ao, a valores

reais dada, e

u = u(x1 , , x2 , · · · , xn)

13
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�e uma fun�c~ao, a valores reais, a ser determinada.

De�nimos a ordem da EDP (2.2) como sendo a ordem da mais alta derivada parcial

que comparece na EDP (2.2).

A seguir exibiremos alguns exemplo de EDP's.

Exemplo 2.3 A equa�c~ao

e
∂u
∂x

(x ,y)+∂u
∂y

(x ,y) = 0

para cada

(x , y) ∈ Ω .
= R2 ,

�e uma EDP, de 1.a ordem, nas vari�aveis x e y.

Observação 2.4 Notemos que a fun�c~ao F : R5 → R ser�a dada por

F(s1 , s2︸ ︷︷ ︸
=x ,y

, s3︸︷︷︸
u(x ,y)

, s4︸︷︷︸
∂u
∂x

(x ,y)

, s5︸︷︷︸
∂u
∂y

(x ,y)

)
.
= es4+s5 ,

para cada (s1 , s2 , s3 , s4 , s5) ∈ R5.

Exemplo 2.5 A equa�c~ao
∂u

∂t
(t , x) = α2

∂2u

∂x2
(t , x) ,

para cada

(t , x) ∈ Ω .
= (0 ,∞)× (−L, L) ,

�e uma EDP de 2.a ordem, nas vari�aveis t e x, que ser�a denominada de Equação (unidi-

mensional) do Calor.

Observação 2.6 Notemos que a fun�c~ao F : R9 → R ser�a dada por

F(s1 , s2︸ ︷︷ ︸
=t ,x

, s3︸︷︷︸
u(t ,x)

, s4︸︷︷︸
∂u
∂t

(t ,x)

, s5︸︷︷︸
∂u
∂x

(t ,x)

, s6︸︷︷︸
∂2u

∂t2
(t ,x)

, s7︸︷︷︸
∂2u
∂t ∂x

(t ,x)

, s8︸︷︷︸
∂2u
∂x ∂t

(t ,x)

, s9︸︷︷︸
∂2u

∂x2
(t ,x)

)
.
= s4 − α

2 s9 ,

para cada (s1 , s2 , s3 , s4 , s5 , s6 , s7 , s8 , s9) ∈ R9.

Exemplo 2.7 A equa�c~ao
∂2u

∂t2
(t , x) = c2

∂2u

∂x2
(t , x) ,

para cada

(t , x) ∈ Ω .
= (0 ,∞)× (−L, L) , ,

�e uma EDP de 2.a ordem, nas vari�aveis t e x, que ser�a denominada de Equação (unidi-

mensional) da Onda.
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Observação 2.8 Notemos que a fun�c~ao F : R9 → R ser�a dada por

F(s1 , s2︸ ︷︷ ︸
=t ,x

, s3︸︷︷︸
u(t ,x)

, s4︸︷︷︸
∂u
∂t

(t ,x)

, s5︸︷︷︸
∂u
∂x

(t ,x)

, s6︸︷︷︸
∂2u

∂t2
(t ,x)

, s7︸︷︷︸
∂2u
∂t ∂x

(t ,x)

, s8︸︷︷︸
∂2u
∂x ∂t

(t ,x)

, s9︸︷︷︸
∂2u

∂x2
(t ,x)

)
.
= s6 − c

2 s9 ,

para cada (s1 , s2 , s3 , s4 , s5 , s6 , s7 , s8 , s9) ∈ R9.

Exemplo 2.9 A equa�c~ao
∂2u

∂x2
(x , y) +

∂2u

∂y2
(x , y) = 0 ,

para cada

(x , y) ∈ Ω
aberto
⊆ R2 ,

�e uma EDP de 2.a ordem, nas vari�aveis x e y, que ser�a denominada de Equação (bi-

dimensional) de Laplace .

Observação 2.10 Notemos que a fun�c~ao F : R9 → R ser�a dada por

F(s1 , s2︸ ︷︷ ︸
=x ,y

, s3︸︷︷︸
u(x ,y)

, s4︸︷︷︸
∂u
∂x

(x ,y)

, s5︸︷︷︸
∂u
∂y

(x ,y)

, s6︸︷︷︸
∂2u

∂x2
(x ,y)

, s7︸︷︷︸
∂2u
∂x ∂y

(x ,y)

, s8︸︷︷︸
∂2u
∂y∂x

(x ,y)

, s9︸︷︷︸
∂2u

∂y2
(x ,y)

)
.
= s6 + s9 ,

para cada (s1 , s2 , s3 , s4 , s5 , s6 , s7 , s8 , s9) ∈ R9.

Exemplo 2.11 A equa�c~ao

∂u

∂t
(t , x) +

∂3u

∂x3
(t , x) + u(t , x)

∂u

∂x
(t , x) = 0 ,

para cada

(t , x) ∈ (0 ,∞)× (−L , L) ⊆ R2

�e uma EDP de 3.a ordem, nas vari�aveis t e x, que ser�a denominada de Equação de Kor-

teweg-de Vries.

Definição 2.12 Dada a EDP de ordem k ∈ N, pela equa�c~ao (2.2), diremos que uma

fun�c~ao u : Ω ′ → R, de�nida em Ω ′ ⊆ Ω, �e uma solução clássica da EDP (2.2), em Ω ′

se u ∈ Ck(Ω ′ ; R) e satisfaz a EDP (2.2), para cada x = (x1 , x2 , · · · , xn) ∈ Ω ′.

Exemplo 2.13 No Exemplo (2.3) acima, �e f�acil ver que não existe solu�c~ao da EDP .

O estudo da existência e unicidade de solu�c~oes para as EDP's dos Exemplos (2.5),

(2.7) e (2.9) ser~ao objetivos de estudos neste curso.

O Exemplo (2.11) �e um tipo importante de EDP que n~ao ser�a estudada neste curso.

H�a uma vasta quantidade de problemas associados a esta EDP na literatura.
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2.2 EDP’s lineares e o prinćıpio da superposição de soluções

Come�caremos com a

Definição 2.14 Diremos que a EDP (2.2) �e linear se a fun�c~ao F, que a de�ne, for fun�c~ao

do 1.o grau em relativamente �a fun�c~ao u e todas as derivadas parciais da fun�c~ao u que

aparecem na EDP (2.2).

Caso contr�ario diremos que EDP �e não-linear.

Exemplo 2.15 A forma geral de uma EDP linear, de 1.a ordem, nas vari�aveis

x1 , x2 , · · · , xn ,

�e dada por:
n∑
j=1

aj(x1 , x2 , · · · , xn)
∂u

∂xj
(x1 , x2 , · · · , xn) + b(x1 , x2 , · · · , xn)u(x1 , x2 , · · · , xn)

+ c(x1, x2 , · · · , xn) = 0 , (2.16)

onde

a1
2(x) + +a2

2(x) · · ·+ an2(x) ̸= 0 ,
para cada x

.
= (x1 , x2 , · · · , xn) ∈ Ω, onde o conjunto Ω �e um subconjunto aberto de Rn.

Exemplo 2.17 A forma geral de uma EDP linear, de 2.a ordem, nas vari�aveis

x1 , x2 , · · · , xn ,

ser�a dada por:
n∑
i=1

n∑
j=1

aij(x)
∂2u

∂xi ∂xj
(x) +

n∑
k=1

bk(x)
∂u

∂xk
(x) + c(x)u(x) + d(x) = 0 , (2.18)

onde

a11
2(x) + a12

2(x) + · · ·+ ann2(x) ̸= 0,
para cada x

.
= (x1 , x2 , · · · , xn) ∈ Ω, onde Ω �e um subconjunto aberto de Rn.

Exemplo 2.19 No caso de duas vari�aveis reais, que as indicaremos por x, y, as EDP's

dos Exemplos (2.15) e (2.17) acima, poder~ao ser escritas nas seguintes formas:

A(x , y)
∂u

∂x
(x , y) + B(x , y)

∂u

∂y
(x , y) + C(x , y)u(x , y) +D(x , y) = 0 (2.20)

e

A(x , y)
∂2u

∂x2
(x , y) + B1(x , y)

∂2u

∂y∂x
(x , y) + B2(x , y)

∂2u

∂x∂y
(x , y) + C(x , y)

∂2u

∂y2
(x , y)

+D(x , y)
∂u

∂x
(x , y) + E(x , y)

∂u

∂y
(x , y) + F(x , y)u(x , y) +G(x , y) = 0 , (2.21)

para cada (x , y) ∈ Ω, onde o conjunto Ω �e um subconjunto aberto de R2.
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Observação 2.22 Notemos que, se na segunda EDP estivermos supondo que

u ∈ C2(Ω ; R)

(isto �e, vale o Teorema de Schwarz do C�alculo II, ou ainda, podemos trocar a ordem de

deriva�c~ao das derivadas parciais mistas de 2.a ordem), ent~ao a EDP (2.21) tornar-se-�a:

A(x , y)
∂2u

∂x2
(x , y) + 2B(x , y)

∂2u

∂y∂x
(x , y) + C(x , y)

∂2u

∂y2
(x , y) +D(x , y)

∂u

∂x
(x , y)

+ E(x , y)
∂u

∂y
(x , y) + F(x , y)u(x , y) +G(x , y) = 0 . (2.23)

Exemplo 2.24 Os Exemplos (2.5), (2.7) e (2.9) da se�c~ao anterior, s~ao EDP 's lineares,

de 2.a ordem.

Exemplo 2.25 Os Exemplos (2.3) e (2.11) da se�c~ao anterior, s~ao EDP 's, n~ao lineares,

de 1.a e 3.a ordens, respectivamente.

Com isto podemos introdizur a

Definição 2.26 Diremos que uma EDP linear �e homogênea se, na EDP linear, o termo

que não cont�em a fun�c~ao u e suas derivadas parciais, for nulo.

Caso contr�ario a EDP linear ser�a dita não-homogêna.

Exemplo 2.27 A forma geral de uma EDP linear, homogênea, de 1.a ordem, nas

vari�aveis x1 , x2 , · · · , xn �e dada pelo Exemplo (2.15), onde

c(x1 , x2 , · · · , xn) = 0

para (x1 , x2 , · · · , xn) ∈ Ω, caso contr�ario ela ser�a uma EDP linear, de 1.a ordem, n~ao-

homogênea.

Exemplo 2.28 A forma geral de uma EDP linear, homogênea, de 2.a ordem, nas

vari�aveis x1 , x2 , · · · , xn, �e dada pelo Exemplo (2.17), onde

d(x1 , x2 , · · · , xn) = 0 ,

para cada (x1 , x2 , · · · , xn) ∈ Ω, caso contr�ario ela ser�a uma EDP linear, de 2.a ordem,

n~ao-homogênea.

Observação 2.29 Notemos que a fun�c~ao u : Ω→ R, dada por

u(x)
.
= 0 , para cada x ∈ Ω,

ser�a sempre uma solu�c~ao cl�assica de uma EDP linear e homogênea (de qualuqer ordem).

A veri�ca�c~ao deste fato �e simples e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.
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Temos tamb�em a:

Definição 2.30 Dada uma EDP, o termo que cont�em a(s) parcela(s) que envolvem as

derivadas parciais de ordem igual a ordem da EDP ser�a denominada parte principal da

EDP.

Com isto temos os:

Exemplo 2.31 A parte principal da EDP do Exemplo (2.15) ser�a dada por :

n∑
j=1

aj(x1 , x2 , · · · , xn)
∂u

∂xj
(x1 , x2 , · · · , xn) .

Exemplo 2.32 A parte principal da EDP do Exemplo (2.17) ser�a dada por :

n∑
i=1

n∑
j=1

aij(x)
∂2u

∂xi ∂xj
(x).

Exemplo 2.33 No caso particular de duas vari�aveis, que indicaremos por x e y, a parte

principal das EDP do Exemplo (2.19) ser~ao dadas por:

A(x , y)
∂u

∂x
(x , y) + B(x , y)

∂u

∂y
(x , y),

A(x , y)
∂2u

∂x2
(x , y) + B1(x , y)

∂2u

∂y∂x
(x , y) + B2(x , y)

∂2u

∂x∂y
(x , y) + C(x , y)

∂2u

∂y2
(x , y) ,

respectivamente.

Observação 2.34 Notemos que, se na segunda EDP acima, estivermos supondo que

u ∈ C2(Ω ; R) (isto �e, vale o Teorema de Schwarz do C�alculo II, ou ainda, podemos

trocar a ordem de deriva�c~ao das derivadas parciais mistas de 2.a ordem) ent~ao a parte

principal da EDP acima, tornar-se-�a:

A(x , y)
∂2u

∂x2
(x , y) + 2B(x , y)

∂2u

∂y∂x
(x , y) + C(x , y)

∂2u

∂y2
(x , y)

Observação 2.35 A parte principal de certas EDP podem nos fornecer propriedades

importantes das poss��veis solu�c~oes das mesmas.

Algumas dessas propriedades ser~ao estudadas ao longo destas notas de aula.

Com isto introduzir a:

Definição 2.36 Diremos que uma EDP �e semi-linear se a parte principal da EDP for

linear.
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Temos os:

Exemplo 2.37 A forma geral de uma EDP semi-linear, de 1.a ordem, nas vari�aveis

reais x e y, ser�a dada por:

A(x , y)
∂u

∂x
(x , y) + B(x , y)

∂u

∂y
(x , y) + C (x , y , u(x , y)) = 0 ,

para cada

(x , y) ∈ Ω ⊆ R2,

onde

A2(x , y) + B2(x , y) ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω.

Exemplo 2.38 A forma geral de uma EDP semi-linear, de 2.a ordem, nas vari�aveis

reias x e y, ser�a dada por:

A(x , y)
∂2u

∂x2
(x , y) + B1(x , y)

∂2u

∂y∂x
(x , y) + B2(x , y)

∂2u

∂x∂y
(x , y) + C(x , y)

∂2u

∂y2
(x , y)

+ E

(
x , y , u(x , y) ,

∂u

∂x
(x , y) ,

∂u

∂y
(x , y)

)
= 0 ,

para cada

(x , y) ∈ Ω ⊆ R2 ,

onde

A2(x , y) + B2(x , y) + C2(x , y) ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω.

Observação 2.39 Notemos que, se na EDP do Exemplo (2.38) acima, estivermos su-

pondo que u ∈ C2(Ω ; R) (isto �e, vale o Teorema de Schwarz do C�alculo II, ou ainda,

podemos trocar a ordem de deriva�c~ao das derivadas parciais mistas de 2.a ordem),

ent~ao a a EDP acima, tornar-se-�a:

A(x , y)
∂2u

∂x2
(x , y) + 2B(x , y)

∂2u

∂y∂x
(x , y) + C(x , y)

∂2u

∂y2
(x , y)

+ E

(
x , y , u(x , y) ,

∂u

∂x
(x , y) ,

∂u

∂y
(x , y)

)
= 0 ,

Exemplo 2.40 A EDP,

x
∂u

∂x
(x , y) − y

∂u

∂y
(x , y) = sen [u(x , y)]

para cada

(x , y) ∈ R2 ,

�e uma EDP semi-linear, de 1.a ordem.
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Exemplo 2.41 A equa�c~ao KdV (Korteweg-de Vries), introduzida no Exemplo (2.11), �e

uma EDP semi-linear, de 3.a ordem.

Exemplo 2.42 A equação de Burger, ou seja,

∂u

∂t
(t , x) + ρu(t , x)

∂u

∂t
(t , x) = ν

∂2u

∂x2
(t , x) ,

para cada

(t , x) ∈ Ω .
= (0 ,∞)× (−L , L) ,

�e uma EDP semi-linear, de 2.a ordem, para cada ν , ρ ̸= 0.

Observação 2.43 Notemos que se ρ = 0 a EDP acima tornar-se-�a na equa�c~ao do calor.

Exemplo 2.44 A equação de Sine-Gordon,

∂2u

∂t2
(t , x) −

∂2u

∂x2
(t , x) + β sen[u(t , x)] = 0 ,

para cada

(t , x) ∈ Ω .
= (0 ,∞)× (−L , L) ,

�e uma EDP semi-linear, de 2.a ordem, se β ̸= 0.

Observação 2.45 Notemos que se β = 0 a EDP acima tornar-se-�a na equa�c~ao da onda.

Exemplo 2.46 A equação de Poison,

∂2u

∂x2
(x , y) +

∂2u

∂y2
(x , y) = h(x , y) ,

para cada

(x , y) ∈ Ω ⊆ R2 ,

onde

h(x , y) ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω,

�e uma EDP linear, de 2.a ordem, n~ao-homogênea.

Se

h ≡ O, em Ω,

a EDP acima ser�a a equa�c~ao de Laplace, introduzida no Exemplo (2.9).
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Exemplo 2.47 Em geral, em Rn, com n ≥ 2, a equa�c~ao de Laplace ter�a a seguinte

forma:

∆u(x) = 0 ,

para cada

x = (x1 , x2 , · · · , xn) ∈ Ω ⊆ Rn ,

onde ∆ denota o operador (diferencial parcial) de Laplace ou Laplaciano, dado por

∆
.
=

∂2

∂x12
+

∂2

∂x22
+ · · ·+ ∂2

∂xn2

=

n∑
j=1

∂2

∂xj2
. (2.48)

Exemplo 2.49 A equa�c~ao (unidimensional) do calor, introduzida no Exemplo (2.5), �e

uma EDP linear, homogênea e de 2.a ordem.

Exemplo 2.50 Em geral, a equa�c~ao do calor n-dimensional ter�a a seguinte forma:

∂u

∂t
(t , x) = α2∆u(t , x) ,

para cada

(t , x) = (t , x1 , x2 , · · · , xn) ∈ (0 ,∞)×Ω ⊆ Rn+1 ,

onde ∆ �e o operador de Laplace, introduzido em (2.48).

Exemplo 2.51 A equa�c~ao (unidimensional) da onda, introduzida no Exemplo (2.7), �e

uma EDP linear, homogênea, de 2.a ordem.

Exemplo 2.52 Em geral, a equa�c~ao da onda n-dimensional ter�a a seguinte forma:

∂2u

∂t2
(t , x) = c2∆u(t , x) ,

para cada

(t , x) = (t , x1 , x2 , · · · , xn) ∈ Ω ⊆ Rn+1 ,

onde ∆ �e o operador de Laplace, introduzido em (2.48).

Observação 2.53 As considera�c~oes a seguir valem para EDP 's lineares de qualquer

ordem.
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1. Come�caremos nossos estudos considerando EDP's lineares, de 1.a ou de 2.a or-

dem, nas vari�aveis reais x1 , x2 , · · · , xn, ou seja, uma EDP da forma

n∑
i=1

n∑
j=1

aij(x)
∂2u

∂xj ∂xi
(x) +

m∑
k=1

bk(x)
∂u

∂xk
(x) + c(x)u(x) + d(x) = 0 , (2.54)

para cada x
.
= (x1 , x2 , · · · , xn) ∈ Ω

aberto
⊆ Rn.

Observemos que podemos reescrever a EDP (2.54), na seguinte forma:

L(u) = f , em Ω, (2.55)

onde L �e a transforma�c~ao linear

L : C2(Ω) → C(Ω)

u 7→ L(u)
,

de�nido por

[L(u)](x)
.
=

n∑
i=1

n∑
j=1

aij(x)
∂2u

∂xj ∂xi
(x) +

m∑
k=1

bk(x)
∂u

∂xk
(x) + c(x)u(x)

para cada x ∈ Ω , onde

u ∈ C2(Ω ; R) e f(x)
.
= −d(x) ,

para cada x ∈ Ω.
A veri�ca�c~ao de que L �e uma transforma�c~ao linear �e simples e ser�a deixada como

exerc��cio para o leitor.

A transforma�c~ao linear L ser�a denominada de operador diferencial parcial linear

de ordem 2, se para algum i , j ∈ {1 , 2 , · · · , n}, tenhamos

aij ̸= 0 ,

e de ordem 1, se todos

aij = 0 e bk ̸= 0 ,

para algum k ∈ {1 , 2 , · · · ,m}.

O nome "operador linear" �e um abuso de nota�c~ao que pode ser justi�cado se

considerarmos L agindo e tomando valores em C∞(Ω ; R), isto �e,

L : C∞(Ω ; R) → C∞(Ω ; R) ,

onde

aij , bk , c , f ∈ C∞(Ω ; R) ,

para cada i , j ∈ {1 , 2 , · · · , n} e k ∈ {1 , 2 , · · · ,m}.
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2. Com isto temos que toda EDP linear de ordem k ∈ N, pode ser colocada na forma

(2.55), para um operador diferencial linear L de ordem k, conveniente.

3. Uma EDP linear, homogênea pode ser colocada na forma:

L(u) = 0 , em Ω, (2.56)

e ser�a denominada EDP linear homogênea associada à EDP (2.55).

4. Notemos que, devido a linearidade e a homogeneidade, uma combina�c~ao linear de

solu�c~oes da EDP (2.56), tamb�em ser�a solu�c~ao da EDP (2.56), isto �e, se as fun�c~oes

u1 , u2 , · · · , um ∈ Ck(Ω ; R)

satisfazem a EDP (2.56) e

α1 , α2 , · · · , αm ∈ R (ou C) ,

ent~ao a fun�c~ao

u
.
=

m∑
l=1

αl ul ,

que pertence �a Ck(Ω ; R) (ou C), tamb�em ser�a solu�c~ao da EDP (2.56), ou seja, o

conjunto

W
.
=

{
u ∈ Ck(Ω ; R)(ou C) ; L(u) = O

}
(2.57)

�e um subsepa�co vetorial do espa�co vetorial (Ck(Ω ; R) ,+ , ·) (onde + e · denotam as

opera�c~oes usuais de adi�c~ao de fun�c~oes e de mulitiplica�c~ao de fun�c~oes por n�umeros

reais (ou complexos)).

Um modo simples de mostrarmos a a�rma�c~ao acima �e veri�car que

W = Ker(L) ,

onde Ker(L), denota o n�ucleo da transforma�c~ao linear L.

5. Este resultado �e conhecido como prinćıpio da superposição (finita) de soluções

associada �a EDP (2.56).

6. Lembremos que no caso de uma EDO linear, homogênea, de ordem k ∈ N, o

subespa�co formado pos todas as solu�c~oes da EDO tem dimens~ao k, em particular,

�nita.

Como veremos mais adiante, para EDP's lineares, homogêneas, isto poder�a n~ao

ocorrer, ou seja, a dimens~ao do subespa�co W de Ck(Ω ; R), dado por (2.57), pode

não ser finita!
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7. Existem EDP' lineares, de 1.a ordem, que não tem solução!

Para ilustrar, H. Lewy em 1954, mostrou que existe uma fun�c~ao f ∈ C∞ (R3 ; R)
tal que a EDP

∂u

∂x
(t , x , y) + i

∂u

∂y
(t , x , y) − 2 i (x+ i y)

∂u

∂t
(t , x , y) = f(t , x , y) ,

para cada

(t , x , y) ∈ R3

não tem solução em C1(R3 ; R) (ver [7] Teorema (1.47), p�agina 81).

Para ilustar a situa�c~ao do item (6) da Observa�c~ao (2.53) acima, temos o

Exemplo 2.58 Encontrar o subespa�co vetorial W, do espa�co vetorial C2
(
R2 ; R

)
, for-

mado por todas as solu�c~oes cl�assicas da EDP linear, homogênea de 2.a ordem:

∂2u

∂x∂y
(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ Ω .

= R2 . (2.59)

Resolução:

Notemos que neste caso o operador diferencial associado �a EDP (2.59) ser�a

L : C2
(
R2 ; R

)→ C
(
R2 ; R

)
,

dado por

L(u)
.
=

∂2u

∂x∂y
, para cada u ∈ C2

(
R2 ; R

)
.

Para encontrarmos o subespa�co vetorial W, notemos que EDP (2.59), pode ser colocada

na seguinte forma:
∂

∂x

[
∂u

∂y
(x , y)

]
= 0 , para (x , y) ∈ R2 .

Logo deveremos ter

∂u

∂y
(x , y) = f(y) , para (x , y) ∈ R2 , (2.60)

onde f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.

Fixando-se a vari�avel x ∈ R2 e integrando-se a EDP (2.60) acima, em rela�c~ao �a vari�avel

y, obteremos a seguinte solu�c~ao da (2.60): EDP

u(x , y)
.
= F(y) +G(x) , para cada (x , y) ∈ R2 ,

onde G ∈ C2(R ; R) �e arbitr�aria e a fun�c~ao F : R → R �e uma primitiva da fun�c~ao f ∈ C1(R ; R).
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Conclusão: se a fun�c~ao u : R2 → R for um solu�c~ao cl�assica da EDP (2.59), ent~ao ela

dever�a ser dada por

u(x , y)
.
= F(y) +G(x) , para cada (x , y) ∈ R2 , (2.61)

para alguma F ,G ∈ C2(R ; R).
Reciprocamente, se F ,G ∈ C2 (R ; R) ent~ao, �e f�acil ver que, a fun�c~ao u, dada por (2.61),

ser�a uma solu�c~ao cl�assica da EDP (2.59), em R2.
Portanto o subsepa�co vetorial W, ser�a dado por:

W =
{
u ∈ C2

(
R2 ; R

)
; u(x , y)

.
= F(y) +G(x) , (x , y) ∈ R2, onde F ,G ∈ C2(R ; R)

}
,

ou seja, ser�a o subespa�co vetorial formado por todas as solu�c~oes da EDP (2.59).

�

Observação 2.62

1. Notemos que a dimens~ao do subespa�co vetorial W, obtido aicma, n~ao �e �nita!

2. Como veremos ao longo destas notas, a no�c~ao de solu�c~ao de uma EDP pode variar,

dependendo do problema que estamos interessados em estudar.

A de�ni�c~ao de solu�c~ao introduzida na De�ni�c~ao (2.12) �e o que se denomina

solução clássica de uma EDP.

3. Como veremos mais adiante, podemos ter outras possibilidades para o conceito

de solu�c~ao de uma EDP que poder~ao ser �uteis, n~ao necessariamente sendo, o de

solu�c~ao cl�assica.

4. Outra quest~ao importante, associada �a EDP's lineares, homogêneas, �e que podere-

mos ter um princ��pio de superposi�c~ao "in�nito" de solu�c~oes da EDP dada, ou seja,

"combina�c~oes lineares in�nitas", mais precisamente, s�eries de fun�c~oes formada

por solu�c~oes da EDP dada.

Isto �e deixado mais expl��cito na:

Proposição 2.63 (Prinćıpio da superposição infinita) Seja L, um operador diferencial

de ordem k ∈ N, cujos coe�cientes s~ao fun�c~oes de�nidas em um subconjunto aberto

Ω ⊆ Rn e tomando valores em R (respectivamente, C).
Suponhamos que a sequência de fun�c~oes (un)n∈N onde, para cada n ∈ N, tenhamos

un ∈ Ck(Ω ; R) (respectivamente, C) �e uma solu�c~ao cl�assica da EDP linear, homogênea

L(u) = 0 , em Ω. (2.64)
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Suponhamos que a sequência num�erica real (respectivamente, complexa) (αn)n∈N �e

tal que a s�erie de fun�c~oes

u
.
=

∞∑
n=1

αnun

seja convergente e k-vezes continuamente parcialmente diferenci�avel, termo a termo,

em Ω.

Ent~ao

L(u) = 0 , em Ω,

ou seja, a fun�c~ao u ser�a uma solu�c~ao cl�assica da EDP linear homogênea dada.

Demonstração:

Como a s�erie de fun�c~oes

u
.
=

∞∑
n=1

αn un , para cada x ∈ Ω (2.65)

�e convergente e k-vezes continuamente diferenci�avel, termo a termo, em Ω, segue que u ∈
Ck(Ω) e, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , k}, teremos

∂u

∂xj
(x)

(2.65)
=

∂

∂xj

[ ∞∑
n=1

αn un

]
(x)

hip�otese
=

∞∑
n=1

{
∂

∂xj
[αnun] (x)

}
=

∞∑
n=1

αn

[
∂un

∂xj
(x)

]
,

para cada x ∈ Ω.

Mais geralmente, para cada i1 , i2 , · · · , im ∈ {1 , 2 , · · · , k} com

i1 + · · ·+ im ≤ k e 1 ≤ j1 , j2 , · · · , jm ≤ n ,

teremos:

∂i1+···+imu

∂xj1
i1 · · ·∂xjmim

(x) =

∂i1+···+im

[ ∞∑
n=1

αn un

]
∂xj1

i1 · · ·∂xjmim
(x)

hip�otese
=

∞∑
n=1

αn
∂i1+···+imun

∂xj1
i1 · · ·∂xjmim

(x) , (2.66)

para cada x ∈ Ω.
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Logo, do fato que podemos derivar parcilamente a s�erie de fun�c~oes, termo a termo, em Ω,

ou seja, de (2.66), segue que

[L(u)](x) =

[
L

( ∞∑
n=1

αnun

)]
(x)

(2.66)
=

∞∑
n=1

αn(x) [L(un)](x)︸ ︷︷ ︸
(2.64)
= 0

= 0 ,

para cada x ∈ Ω, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

2.3 Condições de Contorno e Iniciais

Observação 2.67

1. No estudo das EDO's surgem problemas do seguinte tipo: dada uma fun�c~ao f :

Ω
aberto
⊆ R×Rn → R, encontrar uma fun�c~ao x : I

intervalo
⊆ R → Rn, de modo que to ∈ I,

que seja solu�c~ao do seguinte problema:{
x ′(t) = f(t , x(t)), , para t ∈ (to , t1)

x(to) = xo (condi�c~ao inicial)
, (2.68)

onde (to , xo) ∈ Ω �e �xado.

Tal problema �e denominado problema de valor inicial (PVI) associado a EDO em

quest~ao (veja a �gura abaixo).

-

6

to

xo

t

x

t1t

x(t)

2. Se a fun�c~ao f acima �e uma fun�c~ao bem comportada (por exemplo, pertencente a

C1(Ω ; R)) ent~ao o PVI acima ter�a solu�c~ao (cl�assica) de�nida em algum intervalo

I, que cont�em to, al�em, disso esta solu�c~ao ser�a �unica na classe C1(I ; Rn).
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3. Podemos tamb�em considerar o problema de encontrar solu�c~ao (cl�assica) x = x(t)

que satisfa�ca{
x ′(t) = f(t , x(t)) , para t ∈ (to , t1)

x(to) = xo e x(t1) = x1 (condi�c~oes de contorno)
, (2.69)

onde (to , xo) , (t1 , x1) ∈ Ω est~ao �xados, que �e denominado problema de valor de

contorno (PVC) associado a EDO em quest~ao.

4. Sob certas condi�c~oes sobre a fun�c~ao f acima, o problema de valor de contorno

(2.69) poder�a ter solu�c~ao cl�assica, e esta poder�a ser �unica, de�nida em algum

intervalo I, que cont�em to.

5. No caso de EDP's a situa�c~ao pode ser, como veremos, um pouco mais delicada.

Vejamos que, por exemplo, no caso EDP lineares homogêneas, o subespa�co vetorial

formado pelas solu�c~oes pode ter dimens~ao in�nita (veja Exemplo (2.58)).

Mesmo assim podemos considerar os an�alogos dos problemas associados a EDO's,

para o caso de EDP's.

A seguir trataremos desta quest~ao.

Um destes problemas, �e dado pela:

Definição 2.70 O problema de encontrar solu�c~ao u = u(x) (cl�assica ou n~ao) para o

problema
F

(
x , u(x) ,

∂u

∂x1
(x) , · · · , ∂u

∂xn
(x) , · · · , ∂

ku

∂xk1
(x) , · · · , ∂

ku

∂xkn
(x)

)
= 0 para x ∈ Ω

mais restri�c~oes sobre a fun�c~ao u e suas derivadas na dire�c~ao

normal exterior unit�aria em cada ponto da fronteira de Ω,

(2.71)

onde x = (x1 , x2 , · · · , xn) ∈ Ω, com Ω um subconjunto aberto, com fronteira suave, de

Rn, F uma fun�c~ao, a valores reais, de�nida em algum subconjunto aberto de Rm dado,

ser�a denominado problema de valor de contorno associado a EDP em quest~ao.

Um exemplo de problema deste tipo �e dado pelo:

Exemplo 2.72 Sejam α ,β ∈ R �xados, Ω um subconjunto aberto, com fronteira suave,

de Rn e f : ∂Ω→ R uma fun�c~ao dada.

O problema de encontrar uma fun�c~ao u : Ω→ R, que satisfa�ca:∆u(x) = 0 , para x ∈ Ω

αu(x) + β
∂u

∂n⃗
(x) = f(x) , para x ∈ ∂Ω

, (2.73)
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�e um problema de valor de contorno, onde
∂u

∂n⃗
(x) denota a derivada direcional da fun�c~ao

u, na dire�c~ao (unit�aria) normal exterior, no ponto x pertencente �a fronteira de Ω (veja

a �gura abaixo).

Ω

M
n⃗

+

∂Ω

Se

β = 0 e α ̸= 0 ,

o problema acima �e conhecido como problema de Dirichlet.

Neste caso, a condi�c~ao

u|∂Ω = f

�e conhecida como condição de Dirichlet.

Se

α = 0 e β ̸= 0 ,

o problema acima ser�a denominado problema de Newman.

Neste caso, a condi�c~ao
∂u

∂n⃗
|∂Ω = f

�e conhecida como condição de Newman.

Observação 2.74

1. No caso n = 2, com vari�aveis t e x, onde

Ω
.
=

{
(t , x) ∈ R2 ; t ∈ (−∞ , 0)

}
,

o problema (2.73) acima pode, por exemplo, signi�car impor condi�c~oes sobre o

valor da fun�c~ao a ser encontrada, isto �e, u = u(t , x), de modo a satisfazer a EDP

em quest~ao (no caso, Laplaciano igual a zero), conhecendo-se o valor da fun�c~ao u
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e de sua derivada normal (unit�aria) exterior, ou seja,
∂u

∂n⃗
(t , x), ao longo do tra�co

da curva {
(t , x) ∈ R2 ; t = 0

}
,

isto �e, o eixo Ox.

Neste caso, para cada (t , x) ∈ Ox, o vetor n⃗ = n⃗(t , x), ser�a um vetor unit�ario

normal �a curva (veja �gura abaixo){
(t , x) ∈ R2 ; t = 0

}
= {(0 , x) ; x ∈ R} , (2.75)

com o mesmo sentido do vetor e⃗1, ou seja, ser�a o vetor e⃗1.

-

6

t

x

-t = 0

Ω -(0, x) n⃗ = n⃗(0, x)

Portanto, na situa�c~ao acima, em cada ponto da curva (2.75), a derivada direcional

na dire�c~ao normal da fun�c~ao u, ao longo da curva (2.75), ser�a a derivada parcial
∂u

∂t
(0 , x).

2. O caso an�alogo do problema de valor inicial associado a uma EDO para uma EDP

�e um pouco mais delicado.

Um exemplo deste, seria o problema de encontrar uma fun�c~ao, a valores reais,

u = u(x1 , x2 , · · · , xn),

para os quais conhecemos o valor da fun�c~ao u = u(x1 , x2 , · · · , xn) e de algumas

de suas derivadas parciais, para uma das vari�aveis �xadas (para ilustrar, por

exemplo, x1 = 0), como fun�c~ao das outras vari�aveis n~ao �xadas, s~ao conhecidos:

u(0 , x2 , · · · , xn) = fo(x2 , x3 , · · · , xn) e
∂u

∂xi
(0 , x2 , x3 , · · · , xn) = fi(x2 , x3 , · · · , xn)

para cada i ∈ {2 , 3 , · · · , n}.
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As restri�c~oes acima ser~ao denominadas condições iniciais e resolver o problema

de valor inicial (PVI) ou problema de Cauchy associado a uma EDP �e encontrar

uma solu�c~ao (cl�assica) da EDP que satisfaz as condi�c~oes iniciais dadas.

3. Por exemplo, o (PVI) associado a equa�c~ao da onda unidimensional em R2, ser�a
do tipo 

utt(t , x) = c
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ R2,

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ R ,
ut(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ R ,

onde f , g : R → R s~ao fun�c~oes "bem comportadas" dadas.

Mais a frente veremos o que signi�car�a a express~ao "bem comportadas" para este

caso.

Neste caso a curva inicial ser�a o eixo Ox e conhecemos a fun�c~ao u, bem como

sua derivada direcional na dire�c~ao do vetor unit�ario

e⃗1
.
= (1 , 0) ,

nos pontos do eixo Ox (isto �e, a derivada parcial da fun�c~ao u em rela�c~ao a t nos

pontos (0 , x)).

4. O (PVI) associado a equa�c~ao do calor unidimensional em R2, ser�a do tipo:{
ut(t , x) = α

2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ R2 ,
u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ R ,

onde f : R → R �e uma fun�c~ao dada.

Como no caso anterior, a curva inicial ser�a o eixo Ox.

5. Em geral, sob certas condi�c~oes, o conceito de condições iniciais est�a associado a

conhecer o valor da solu�c~ao e de suas derivadas normais ao longo de uma curva

quando n = 2, ao longo de um superf��cie quando n = 3 e, mais geralmente, ao

longo de uma h��per-superf��cie quando n ∈ N �e qualquer (a grosso modo, uma

h��per-superf��cie em Rn �e um "objeto" de dimens~ao n− 1 em Rn).

6. Podemos ter situa�c~oes em que aparecem condi�c~oes de contorno e condi�c~oes inici-

ais.

Tais problemas ser~ao denominados problemas mistos associados a EDP em quest~ao.

A seguir exibiremos mais alguns exemplos das situa�c~oes introduzidas acima.
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Exemplo 2.76 O problema de encontrar uma fun�c~ao u : R2 → R, de modo que{
uy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ R2 ,
u(x , p(x)) = f(x) , para cada x ∈ R,

onde f , p ∈ C1(R ; R) s~ao dadas, �e um problema de valor inicial ou problema de Cauchy.

A condi�c~ao inicial �e dada sobre a curva γ, cujo tra�co �e a representa�c~ao geom�etrica

do gr�a�co da fun�c~ao p : R → R (veja a �gura abaixo).

-

6 �

γ - curva inicial

x

p(x)

x

y

u(x, p(x)) = f(x)

Observação 2.77 Veremos, no pr�oximo cap��tulo, que, na situa�c~ao acima, tal problema

de Cauchy admitir�a uma �unica solu�c~ao cl�assica.

Temos tamb�em o:

Exemplo 2.78 O problema de encontrar uma fun�c~ao u : R2 → R, de modo que

uy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ R2 , (2.79)

u(0 , y) = g(y) , para cada y ∈ R , (2.80)

onde g ∈ C1(R ; R) �e dada, �e um problema de valor inicial ou problema de Cauchy.

Neste caso a condi�c~ao inicial se d�a sobre o eixo Oy (veja a �gura abaixo).

-

6

� γ - curva inicial

x

y
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Observação 2.81 Ao contr�ario do Exemplo (2.76), este problema de Cauchy não tem

solução se a fun�c~ao g n~ao for constante!

De fato, como

u(0 , y)
(2.80)
= g(y) , para cada y ∈ R ,

derivando esta equa�c~ao, em rela�c~ao a y, obteremos

g ′(y) = uy(0 , y) , para y ∈ R .

Como

uy(x , y)
(2.79)
= 0 , para (x , y) ∈ R2,

segue que

g ′(y) = 0 , para y ∈ R ,
ou seja, a fun�c~ao g dever�a ser a fun�c~ao constante!

Por outro lado, se a fun�c~ao g for uma fun�c~ao constante, o problema de Cauchy ter�a

in�nitas solu�c~oes (cl�assicas), isto �e, n~ao teremos unicidade de solu�c~oes (cl�assicas).

De fato, pois para cada f ∈ C1(R ; R) temos que

u(x , y)
.
= f(x) + g(y)︸︷︷︸

=constante

, para (x , y) ∈ R2

ser�a solu�c~ao do problema de Cauchy (2.79), (2.80).

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Outro problema importante �e dado pelo:

Exemplo 2.82 Seja Ω, um subconjunto aberto de Rn.
O problema

ut(t , x) = α
2∆u(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)×Ω, (2.83)

u(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× ∂Ω , (2.84)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ Ω, (2.85)

onde f : Ω→ R �e uma fun�c~ao dada, satisfazendo algumas condi�c~oes apropriadas, �e um

problema misto (veja a �gura abaixo).

Ω ⊆ Rn

/

∂Ω
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A condi�c~ao de contorno �e dada por (2.84), isto �e,

u(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× ∂Ω

e a condi�c~ao inicial �e dada por (2.85), ou seja,

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ Ω.

Observação 2.86

1. Dados um subconjunto Ω ⊆ Rn e uma fun�c~ao f : Ω → R "bem comportados",

gostar��amos de encontrar uma solu�c~ao

u ∈ C
(
[0 ,∞)×Ω ; R

)︸ ︷︷ ︸
(I)

∩C2((0 ,∞)×Ω ; R) (2.87)

que satisfaz a equa�c~ao do calor (2.83).

Notemos que a condi�c~ao (I) em (2.87) implicar�a que f ∈ C
(
Ω ; R

)
.

Al�em disso,

0
(2.84) com t=0

= u(0 , x)

(2.85)
= f(x) , para cada x ∈ ∂Ω , (2.88)

ou seja, para come�car a pensar em resolver o problema (2.83), (2.84) e (2.85),

precisamos que a fun�c~ao f : Ω→ R satisfa�ca a seguinte condi�c~ao:

f(x) = 0 , para cada x ∈ ∂Ω .

Restri�c~oes deste tipo, sobre os dados iniciais, s~ao denominadas condições de compa-

tibilidade.

2. Fisicamente, o problema acima, descreve o comportamento da temperatura no

ponto x ∈ Ω e no instante t ∈ [0 ,∞), que indicaremos por

u(t , x) ,

no s�olido Ω, que �e feito de um material homogêneo, cuja difusividade t�ermica �e

dada por α2, e �e colocado em um reservat�orio, isolado t�ermicamente, e mantido

a temperatura 0oC na fronteira (descrito pela condi�c~ao de contorno (2.84)), onde

a distribui�c~ao inicial de temperatura no s�olido Ω �e dada pela fun�c~ao f (descrito

pela condi�c~ao inicial (2.85)).
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3. Em problemas mistos, a condi�c~ao de contorno e a condi�c~ao inicial, em geral,

n~ao s~ao independentes (como no Exemplo (2.82) acima), ou seja, podemos ter

condi�c~oes de compatibilidade para que possamos iniciar o estudo da existência de

solu�c~ao para o problema.

4. O problema exibido no Exemplo (2.82) acima n~ao ser�a tratado neste curso, por�em

trataremos em detalhes o problema an�alogo unidimensional (n = 1, ou seja, da

distribui�c~ao de temperatura em um �o de comprimento �nito L), isto �e, o seguinte

problema misto:

ut(t , x) = α
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) , (2.89)

u(t , 0) = u(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (2.90)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (2.91)

onde f : Ω
.
= [0 , L] → R �e uma fun�c~ao dada (veja a �gura abaixo).

0 L

-
xx

? ?

0o C 0o C

?

u(t , x)o C

Nosso objetivo ser�a mostrar que se f ∈ C([0 , L] ; R) satisfaz "certas condi�c~oes"

(veremos adiante quais), ent~ao o problema (2.89), (2.90) e (2.91) acima, admitir�a

uma �unica solu�c~ao (cl�assica) na classe

C ([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2 ((0 ,∞)× (0 , L) ;R) . (2.92)

5. Notemos que no problema (2.89), (2.90) e (2.91) acima a fun�c~ao f : [0 , L] → R
dever�a satisfazer as seguintes condi�c~oes de compatibilidade:

f(0)
(2.91) com x=0

= u(0 , 0)

(2.90) com t=0
= 0 ,

f(L)
(2.91) com x=L

= u(0 , L)

(2.90) com t=0
= 0 ,

ou seja,

f(0) = f(L) = 0 . (2.93)
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6. O problema misto (2.89), (2.90) e (2.91) acima, pode ser colocado na forma de um

problema de contorno no conjunto

Ω
.
= (0 ,∞)× (0 , L) ,

como ilustra a �gura abaixo.

-

6
x

t

L

0

Ω

(t , L)

(t , 0)

(0 , x)

6

)

u(t , 0) = u(t , L) = 0>

u(0 , x) = f(x)

Um outro problema importante �e dado pelo:

Exemplo 2.94 Consideremos um aberto Ω ⊆ Rn.
O problema

utt(t , x) = c
2∆u(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)×Ω, (2.95)

u(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× ∂Ω , (2.96)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ Ω, (2.97)

ut(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ Ω, (2.98)

onde f , g : Ω → R s~ao fun�c~oes dadas, satisfazendo algumas condi�c~oes apropriadas, �e

um problema misto (veja a �gura abaixo).

Ω ⊆ Rn

/

∂Ω
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A condi�c~ao de contorno �e dada por (2.96), ou seja,

u(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× ∂Ω

e as condi�c~oes iniciais s~ao dada por (2.97) e (2.98), ou seja,

u(0 , x) = f(x) e ut(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ Ω.

Observação 2.99

1. Dados um subconjunto Ω ⊆ Rn e fun�c~oes f, g : Ω → R "bem comportados", gos-

tar��amos de encontrar uma solu�c~ao na classe

C1
(
[0 ,∞)×Ω ; R

)︸ ︷︷ ︸
(I)

∩C2((0 ,∞)×Ω ; R) (2.100)

que satisfaz o porblema (2.95), (2.96), (2.97) e (2.98).

Notemos que a condi�c~ao (I) em (2.100), juntamente com (2.96), (2.97) e (2.98),

com t = 0, implicar~ao que f ∈ C1
(
Ω ; R

)
e g ∈ C

(
Ω ; R

)
.

Al�em disso,

0
(2.96) com t=0

= u(0 , x)

(2.97)
= f(x) ,

0
∂t (2.96) com t=0

= ut(0 , x)

(2.98)
= g(x) , para cada x ∈ ∂Ω ,

ou seja, para come�car a pensar em resolver o problema (2.95), (2.96), (2.97), (2.98),

precisamos que as fun�c~oes f ∈ C1
(
Ω ; R

)
e g ∈ C

(
Ω ; R

)
, satisfa�cam as seguintes

condi�c~oes:

f(x) = g(x) = 0 , para cada x ∈ ∂Ω ,
que ser~ao as condi�c~oes de compatibilidade associadas ao problema (2.95), (2.96),

(2.97) e (2.98).

2. Fisicamente, o problema acima, descreve o deslocamento vertical, no ponto x ∈ Ω
e no instante t ∈ [0 ,∞), que indicaremos por

u(t , x) ,

de uma membrana Ω, que �e feita de um material homogêneo, onde c2 est�a rela-

cionado com a elasticidade do objeto com que a membrana �e feita, que est�a com

a fronteira �xa (descrito pela condi�c~ao de contorno (2.96)), onde a fun�c~ao f des-

creve o per�l inicial da membrana e a fun�c~ao g descreve a velocidade inicial com

que a membrana come�ca a vibrar (descrito pela condi�c~oes iniciais (2.97) e (2.98),

respectivamente).
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3. O problema colocado no Exemplo (2.94) acima tamb�em n~ao ser�a tratado neste

curso, por�em trataremos em detalhes o problema an�alogo unidimensional (n = 1,

ou seja, o deslocamento vertical de um �o de comprimento �nito L), isto �e, o

problema misto

utt(t , x) = α
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) , (2.101)

u(t , 0) = u (t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (2.102)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (2.103)

ut(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (2.104)

onde f , g : [0 , L] → R s~ao fun�c~oes dadas.

0 L

-
x

x

u(0, x) = f(x)

6

?

?ut(0, x) = g(x)

Nosso objetivo, para este problema, ser�a mostrar que se f ∈ C2([0 , L] ; R), g ∈
C1([0 , L] ; R), satisfazendo "alumas condi�c~oes" (veja o item abaixo), ent~ao o pro-

blema (2.101), (2.102), (2.103) e (2.104) acima, admitir�a uma �unica solu�c~ao (cl�assica)

na classe

C1([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (0 , L) ; R) . (2.105)

4. Notemos que no problema (2.101), (2.102), (2.103) e (2.104) acima, as fun�c~oes

f ∈ C2([0 , L] ; R), g ∈ C1([0 , L] ; R), dever~ao satisfazer as seguintes condi�c~oes de

compatibilidade:

f(0)
(2.103) com x=0

= u(0 , 0)

(2.102) com t=0
= 0 ,

f(L)
(2.103) com x=L

= u(0 , L)

(2.102) com t=0
= 0 ,
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g(0)
(2.104) com x=0

= ut(0 , 0)

∂t (2.102) com t=0
= 0 ,

g(L)
(2.104) com x=L

= ut(0 , L)

∂t (2.102) com t=0
= 0 ,

ou seja,

f(0) = 0 = f(L) e g(0) = 0 = g(l), (2.106)

Al�em disso, para obtermos solu�c~ao (cl�assica) do problema (2.101), (2.102), (2.103)

e (2.104) na classe (2.105), a fun�c~ao f tamb�em dever�a satisfazer a condi�c~ao

f ′′(0) = 0 = f ′′(L) . (2.107)

Temos tamb�em o:

Exemplo 2.108 Consideremos um aberto Ω ⊆ Rn.
O problema

∆u(x) = 0 , para x ∈ Ω, (2.109)

u|∂Ω = f , (2.110)

onde f : ∂Ω → R �e uma fun�c~ao dada, satisfazendo alguma condi�c~ao apropriada, �e um

problema contorno, conhecido como Problema de Dirichlet (veja a �gura abaixo).

Ω ⊆ Rn

/

∂Ω

Observação 2.111

1. Sob certas condi�c~oes sobre o conjunto Ω ⊆ Rn e a fun�c~ao f : Ω → R, o problema

acima ter�a solu�c~ao (cl�assica) �unica na classe

C
(
Ω ; R

)
∩ C2(Ω ; R).
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2. Trataremos do problema (2.109) e (2.110) acima, para o caso quen = 2, onde

conjunto Ω ser�a a regi~ao interior de um retângulo ou a regi~ao interior de uma

circunferência centrada na origem e raio unit�ario, em R2.

Para �nalizar temos tamb�em o:

Exemplo 2.112 Consideremos Ω um subconjunto aberto limitado de Rn cuja fronteira

�e suave.

O problema

∆u(x) = 0 , para x ∈ Ω, (2.113)

∂u

∂n⃗
(x) = f(x) , para cada x ∈ ∂Ω , (2.114)

onde n⃗ = n⃗(x) �e um vetor normal unit�ario, no ponto x ∈ ∂Ω, apontando na dire�c~ao

exterior da regi~ao limitada Ω e f : ∂Ω → R �e uma fun�c~ao dada satisfazendo alguma

condi�c~ao apropriada, �e um problema contorno, conhecido como Problema de Newman

(veja a �gura abaixo).

Ω ⊆ Rn

/

∂Ω

-⃗n(x)x

Observação 2.115

1. Sob certas condi�c~oes sobre o conjunto Ω ⊆ Rn e a fun�c~ao f : Ω → R, o problema

acima ter�a solu�c~ao na classe

C
(
Ω ; R

)
∩ C2 (Ω ; R) .

2. O problema de Newman não tem unicidade de solu�c~ao pois se a fun�c~ao u : Ω→ R
�e solu�c~ao do problema de Newman, ent~ao a fun�c~ao v : Ω→ R, dada por:

v(x)
.
= u(x) + C , para cada x ∈ Ω,

tamb�em ser�a solu�c~ao do problema de Newman, para qualquer cosntante C ∈ R
�xada.

3. Trataremos do problema (2.113) e (2.114) acima quando n = 2, onde conjuntoΩ,

ser�a a regi~ao interior de um retângulo ou a regi~ao interior de uma circunferência

centrada na origem e raio unit�ario, em R2.
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2.4 Questões relevantes

Dado um problema envolvendo uma EDP e condi�c~oes de contorno e/ou condi�c~oes iniciais,

três quest~oes ser~ao importantes, a saber:

1. existência de solu�c~oes, na classe escolhida;

2. unicidade de solu�c~oes, na classe escolhida;

3. dependência cont��nua da solu�c~ao em rela�c~ao aos dados iniciais e/ou dados de contorno,

na classe escolhida.

Observação 2.116

1. Para discutir a existência �e preciso especi�car a classe onde estaremos procu-

rando tais solu�c~oes e em que sentido as codi�c~oes iniciais e/ou contorno devem

ser satisfeitas.

Para ilustrar, consideremos o problema misto associado a EDP do calor,

ut(t , x) = α
2∆u(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)×Ω, (2.117)

u(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× ∂Ω , (2.118)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ Ω, (2.119)

onde o conjunto Ω �e a regi~ao interior do c��rculo unit�ario centrado na origem, isto

�e,

Ω
.
= B(O ; 1) ⊆ R3

(veja a �gura abaixo) e f ∈ C
(
Ω ; R

)
satisfazendo a condi�c~ao de compatibilidade

f ≡ 0 em ∂Ω .

Ω

� ∂Ω

O

1
1
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Se procurarmos solu�c~ao na classe C2((0 ,∞) ×Ω ; R) mas n~ao, necessariamente,

em C([0 ,∞)×Ω ; R), como iremos interpretar a condi�c~ao de contorno (2.118) ?

Um modo de resolver essa quest~ao seria encontrar

u ∈ C2((0 ,∞)×Ω ; R) ,

satisfazendo a EDP (2.117) em Ω, de modo que, para veri�car (2.118) faremos o

seguinte:

(a) para o caso de to ∈ (0 ,∞) e xo ∈ ∂Ω tenhamos (veja �gura abaixo)

lim
ρ→1− u(to , ρ xo) = 0 ;

Ω

xo

ρxo

O

0 < ρ < 1

}

(b) para o caso de t = 0 e xo ∈ ∂Ω, tenhamos

lim
(t ,ρ)→(0+ ,1−)

u(t , ρ xo) = 0 .

De modo semelhante, como interpretar a condi�c~ao inicial (2.119) estar satisfeita?

Um modo de veri�car (2.119) poderia ser a seguinte:

(a) para cada xo ∈ Ω, deveremos ter

lim
t→0+ u(t , xo) = f(xo) ;

(b) para cada xo ∈ ∂Ω, deveremos ter (veja a �gura acima)

lim
(t ,ρ)→(0+ ,1−)

u(t , ρ xo) = f(xo) .

2. Uma vez mostrado que a solu�c~ao existe em alguma classe escolhida, a quest~ao

seguinte seria veri�car se esta solu�c~ao �e �unica na classe escolhida.
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3. Finalmente, tendo mostrado a existência e a unicidade da solu�c~ao na classe esco-

lhida, a �ultima quest~ao b�asica seria veri�car se a solu�c~ao depende continuamente

dos dados inciais e/ou contorno dentro de alguma classe onde estes possam variar.

4. Um problema do tipo acima em que a solu�c~ao existe, �e �unica e depende conti-

nuamente dos dados iniciais e/ou contorno ser�a dito problema bem posto (no

sentido de Hadamard).

Caso contr�ario o problema ser�a dito problema mal posto.

5. Neste curso trataremos, essencialmente, do problema da existência e unicidade

solu�c~oes relacionados com a equa�c~ao do calor, a equa�c~ao onda unidimensionais e

a equa�c~ao de Laplace bidimensional.

6. A quest~ao da dependência cont��nua em rela�c~ao aos dados iniciais e/ou contorno

s~ao mais delicadas e s�o aparecer�a em alguns exemplos espec���cos.

2.5 Exerćıcios
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Caṕıtulo 3

Equações Lineares de 1.a Ordem

Neste cap��tulo abordaremos alguns problemas de Cauchy interessantes relacionados com EDP

's lineares de 1.a ordem em R2 (isto �e, em duas vari�aveis reais), isto �e, quest~oes relacionadas

como o seguinte problema de Cauchy:

a(x , y)ux(x , y) + b(x , y)uy(x , y) + c(x , y)u(x , y) = d(x , y) para (x , y) ∈ Ω ⊆ R2

u(σ(t) , ρ(t)) = f(t) , para cada t ∈ I , (3.1)

onde I �e um intervalo de R, de modo que a

t ∈ I 7→ (σ(t) , ρ(t)) ∈ Ω

seja uma curva parametrizada, cujo tra�co est�a contido em Ω e a , b , c , d : Ω→ R s~ao fun�c~oes

dadas, satisfazendo condi�c~oes apropriadas, a serem especi�cadas a seguir.

Tamb�em trataremos do problema de encontrar uma solução geral de uma EDP linear de

1.a ordem em um subconjunto aberto Ω de R2, isto �e, para a EDP:

a(x , y)ux(x , y) + b(x , y)uy(x , y) + c(x , y)u(x , y) = d(x , y) , (3.2)

para cada (x , y) ∈ Ω ⊆ R2, onde a , b , c , d : Ω→ R s~ao fun�c~oes dadas, satisfazendo condi�c~oes

apropriadas, a serem especi�cadas.

3.1 Alguns exemplos interessantes

Come�caremos com o:

Exemplo 3.3 Consideremos o problema de Cauchy

uy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ R2 , (3.4)

u(x , p(x)) = f(x) , para cada x ∈ R , (3.5)

45
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onde p , f ∈ C1(R ; R) s~ao fun�c~oes dadas.

Encontrar, se existir, uma solu�c~ao cl�assica, isto �e, na classe

C1
(
R2 ; R

)
, (3.6)

para o problema acima.

Resolução:

Como estamos procurando solu�c~oes cl�assicas do problema de Cauchy (3.4) e (3.5), deve-

remos ter

u ∈ C1
(
R2 ; R

)
.

Notemos que o tra�co da curva inicial �e a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao

p : R → R (veja a �gura abaixo).

-

6

x

y

y = p(x)Curva inicial

(x, p(x))

A EDP (3.4) �e simples de resolver e notemos que, integrando a EDP em rela�c~ao a y,

obteremos:

uy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ R2 ,
que implicar�a em u �e constante em rela�c~ao �a vari�avel y ,

ou seja, u(x , y) = g(x) , para cada x ∈ R , (3.7)

onde g ∈ C1(R ; R), ou seja, a solução geral da EDP (3.4) ser�a dada por:

u(x , y)
.
= g(x) , para cada (x , y) ∈ R2 , (3.8)

onde g ∈ C1(R ; R), ou seja, qualquer solu�c~ao da EDP (3.4) dever�a ser da forma (3.8), para

alguma fun�c~ao g ∈ C1(R ; R).
Observemos que, para que (3.5) ocorra, deveremos ter:

u(x , p(x))︸ ︷︷ ︸
(3.8)
= g(x)

(3.5)
= f(x) , para cada x ∈ R ,
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ou seja,

g(x) = f(x) , para cada x ∈ R ,

logo

u(x , y)
.
= f(x) , para cada (x , y) ∈ R2 , (3.9)

ser�a uma solu�c~ao do problema de Cauchy (3.4) e (3.5) acima na classe C1(R2 ; R).
Notemos que se a fun�c~ao

u = u(x , y)

�e solu�c~ao cl�assica do problema de Cauchy (3.4), (3.5), ent~ao a fun�c~ao u = u(x , y) dever�a ser

dada por (3.9) e, reciprocamente, se a fun�c~ao u = u(x , y) for dada por (3.9), ent~ao ela ser�a

solu�c~ao cl�assica do problema de Cauchy (3.4),(3.5).

Conclusão: o problema de Cauchy (3.4),(3.5) admite uma �unica solu�c~ao cl�assica, isto �e,

na classe C1(R2 ; R), dada pela express~ao (3.9).

�

Observação 3.10

1. No Exemplo (3.3) acima estamos procurando solu�c~oes cl�assicas, isto �e, pertencen-

tes �a classe C1
(
R2 ; R

)
, para isto precisamos que f ∈ C1(R ; R).

2. Poder��amos considerar o mesmo problema de Cauchy (3.4),(3.5), com a fun�c~ao f

em classe mais gerais do que C1(R ; R).

Por exemplo, se procuramos solu�c~oes u = u(x , y) do problema de Cauchy (3.4),

(3.5), de modo que

u ∈ C
(
R2 ; R

)
e exista

∂u

∂y
(x , y) , para cada (x , y) ∈ R2 ,

ent~ao bastaria que f ∈ C(R ; R).

Notemos que a solu�c~ao deste novo problema tamb�em seria dada pela express~ao

(3.9).

3. Observemos tamb�em que a curva inicial (que �e a representa�c~ao geom�etrica do

gr�a�co da fun�c~ao y = p(x), para x ∈ R) não precisaria ser, necessariamente, uma

curva cont��nua em R2 (veja a �gura abaixo).
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-

6

x

y

y = p(x)Curva inicial

(x , p(x))

4. Mesmo com as simpli�ca�c~aos acima, o problema de Cauchy (3.4),(3.5) ainda ter�a

uma �unica solu�c~ao na classe C
(
R2 ; R

)
, de modo que exista

∂u

∂y
(x , y), para cada

(x , y) ∈ R2.

5. Notemos tamb�em que, no problema de Cauchy (3.4)-(3.5), a dependência cont��nua

em rela�c~ao aos dados iniciais �e quase que imediata, j�a que a solu�c~ao cl�assica �e da

forma (3.9).

Deste modo o problema de Cauchy (3.4)-(3.5) �e bem posto em C1
(
R2 ; R

)
(ou em

C
(
R2 ; R

)
, de modo que exista

∂u

∂y
(x , y), para cada (x , y) ∈ R2).

Mudaremos, ligeiramente, o problema acima para o seguinte problema:

Exemplo 3.11 Consideremos o problema de Cauchy

uy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ R2 , (3.12)

u(0 , y) = f(y) , para cada y ∈ R , (3.13)

onde f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao dada.

Encontrar, se existir, uma solu�c~ao cl�assica para o problema acima.

Resolução:

Na �gura abaixo temos a representa�c~ao geom�etrica do tra�co da curva inicial em (3.13):
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-

6

-Curva inicial

(0, y)

x

y

Notemos que a diferen�ca entre os problemas de Cauchy (3.4)-(3.5) e (3.12)-(3.13) �e a curva

inicial.

No problema de Cauchy (3.4)-(3.5) o tra�co da curva inicial �e a representa�c~ao geom�etrica

do gr�a�co da fun�c~ao p : R → R e no problema de Cauchy (3.12)-(3.13) o tra�co da curva inicial

�e o eixo Oy, que n~ao �e a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co de uma fun�c~ao da vari�avel x.

Tentemos resolver o problema de Cauchy (3.12)-(3.13).

Notemos que derivando a identidade (3.13) em rela�c~ao a y, fazendo x = 0 e utilizando-se

(3.12), obteremos:

uy(0, y)︸ ︷︷ ︸
(3.12)
= 0

(3.13)
= f ′(y) , para y ∈ R ,

ou seja,

f ′(y) = 0 , para y ∈ R ,

assim a fun�c~ao f dever�a ser constante, ou seja, temos uma restri�c~ao sobre o dado inicial, a

saber, a fun�c~ao f dever�a ser uma fun�c~ao constante!

Conclusão: o problema de Cauchy (3.12)-(3.13) somente ter�a solu�c~ao se

f(y) = C , para cada y ∈ R,

para C ∈ R �xada.

Como vimos no Exemplo (3.3), a solu�c~ao geral da EDP (3.12), dever�a ser da forma

u(x , y) = g(x) , para cada (x , y) ∈ R2 , (3.14)

donde segue que:

u(0, y)︸ ︷︷ ︸
(3.14)
= g(0)

(3.13)
= f(y) = C ,
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ou seja, a solu�c~ao do problema de Cauchy (3.12)-(3.13) ser�a

u(x , y) = g(x) , para cada (x , y) ∈ R2 ,

onde g ∈ C1(R ; R) �e qualquer fun�c~ao que satisfa�ca a condi�c~ao

g(0) = C .

Conclusões:

1. o problema de Cauchy (3.12)-(3.13) s�o admite solu�c~ao se a fun�c~ao f for uma fun�c~ao

constante, isto �e, se a fun�c~ao f não for constante o problema de Cauchy (3.12)-(3.13)

não ter�a solu�c~ao;

2. se a fun�c~ao f for uma fun�c~ao constante, o problema de Cauchy (3.12)-(3.13) ter�a in�nitas

solu�c~oes, isto �e, não ter�a unicidade de solu�c~oes.

Assim o problema de Cauchy (3.12)-(3.13) �e mal posto.

Observação 3.15 A situa�c~ao �e an�aloga se considerarmos o seguinte problema de Cau-

chy:

uy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ R2 , (3.16)

u(xo , y) = f(y) , para cada y ∈ R , (3.17)

onde xo ∈ R e f ∈ C1(R ; R) s~ao dados.

Notemos que neste caso o tra�co da curva inicial ser�a uma reta vertical (veja a �gura

abaixo).

-

6

-Curva inicial

(xo , y)

x

y

xo

Pergunta-se:
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� Que restri�c~oes a fun�c~ao f dever�a satisfazer para que o problema de Cauchy (3.16)-

(3.17) tenha solu�c~ao cl�assica?

� Sob essas condi�c~oes sobre o dado inicial f a solu�c~ao cl�assica ser�a �unica?

Deixaremos as respostas as estas quest~oes como exerc��cio para o leitor.

Outro exemplo interessante �e o:

Exemplo 3.18 Consideremos o problema de Cauchy

uy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ R2 , (3.19)

u
(
1− y2 , y

)
= f(y) , para cada y ∈ R , (3.20)

onde f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao dada.

Encontrar, se existir, solu�c~ao cl�assica para o problema de Cauchy acima.

Resolução:

Neste caso a curva inicial �e o tra�co da p�arabola

x = 1− y2 , para cada y ∈ R ,

cuja representa�c~ao geom�etrica �e dada pela �gura abaixo.

-

6

x

y

x = 1 − y2

=

Curva inicial

Do Exemplo (3.3) (veja (3.8)) sabemos que a solu�c~ao geral da EDP (3.19) ser�a dada por:

u(x , y) = g(x) , para cada (x , y) ∈ R2 ,

onde g ∈ C1(R ; R).
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Notemos que, para cada xo ∈ R, deveremos ter

u(xo , y) = g(xo) , para cada y ∈ R , (3.21)

ou seja, a fun�c~ao u = u(x , y) dever�a ser constante ao longo de cada reta vertical x = xo.

Notemos que se xo ∈ (−∞ , 1), a reta vertical

x = xo ,

interceptar�a a curva inicial em dois pontos distintos, a saber,

(xo , yo) e (xo ,−yo) ,

onde (veja a �gura abaixo)

xo = 1− yo
2 .

-

6

x

y

x = 1 − y2

=

Curva inicial

1

x = xo

xo

yo

−yo

(xo , yo)

(xo ,−yo)

Logo, se xo ∈ (−∞ , 1), deveremos ter:

f(yo)
(3.20) e xo=1−yo2

= u(xo , yo)

(3.21)
= g(xo)

(3.21)
= u(xo ,−yo)

(3.20) e xo=1−(−yo)2

= f(−yo) ,

ou seja, a fun�c~ao f dever�a ser uma fun�c~ao par.

Conclusão: se a fun�c~ao f não for uma fun�c~ao par, o problema de Cauchy (3.19)-(3.20)

n~ao ter�a solu�c~ao.
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Notemos que, para xo ∈ (1 ,∞), a curva inicial n~ao interceptar�a as retas verticais x = xo
(ao longo das quais a solu�c~ao u dever�a ser constante), ou seja, mesmo a fun�c~ao f sendo uma

fun�c~ao par, o problema de Cauchy (3.19)-(3.20) ter�a in�nitas solu�c~oes, isto �e, n~ao teremos

unicidade de solu�c~oes do problema de Cauchy (3.19)-(3.20).

Logo o problema de Cauchy (3.19)-(3.20) �e mal posto.

Notemos tamb�em que se f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao par, como queremos encontrar

solu�c~oes cl�assicas do problema de Cauchy (3.19)-(3.20), precisaremos impor mais uma condi�c~ao.

Para ver isto observemos que, em princ��pio, o valor da solu�c~ao u, no ponto

(x , y) ∈ (−∞ , 1)× (0 ,∞) ,

dever�a ser da forma:

u(x , y)
por (3.21), n~ao depende de y (veja a �gura abaixo)

= u(x , yo︸︷︷︸
=±

√
1−x

)

(3.20)
= f(yo)

x=1−yo2

= f
(
±
√
1− x

)
.

-

6

x

y

x = 1 − yo
2

=

Curva inicial

1

(x , y)

x

yo(x , yo)

Notemos que como a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao par, devido a expressa~ao acima da fun�c~ao u,

deveremos ter

f
(√
1− x

)
= f

(
−
√
1− x

)
, para cada x ∈ (−∞ , 1) .

Como queremos que u ∈ C1
(
R2 ; R

)
, ser�a preciso garantir que exista a derivada parcial

∂u

∂x
(x , y), para cada (x , y) ∈ R2, em particular, para cada x ∈ (−∞ , 1), dever�a existir

d

dx

[
f
(√
1− x

)]
Regra da Cadeia

=

[
f ′
(√
1− x

) −1

2
√
1− x

]
, (3.22)
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que �e uma expresss~ao problem�atica se x = 1, pois

√
1− x = 0 , quando x = 1.

Supondo que tudo esteja de acordo, isto �e, f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao par e tal que (3.22)

exista para x = 1, ent~ao a fun�c~ao u : R2 → R, dada por

u(x , y)
.
=

{
f
(√
1− x

)
, para cada x ∈ (−∞ , 1]

g(x) , para cada x ∈ (1 ,∞)
,

onde g ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao qualquer satisfazendo (para que a fun�c~ao u, dada pela

express~ao acima, seja solu�c~ao cl�assica do problema (3.19) e (3.20)) e :

g( 1︸︷︷︸
=x

)

=x︷︸︸︷
1 =1−(

=y︷︸︸︷
0 )2

= f( 0︸︷︷︸
=y

)

g ′(1) =
d

dx

[
f
(√
1− x

)] ∣∣∣∣
x=1

,

ser�a solu�c~ao cl�assica do problema de Cauchy (3.19)-(3.20), ou seja, o problema de Cauchy

dado ter�a uma in�nidade de solu�c~oes, isto �e, n~ao ter�a unicidade de solu�c~oes cl�assicas, ou seja,

�e um problema mal posto.

�

Observação 3.23

1. Dos Exemplos (3.3), (3.11) e (3.18), podemos concluir que a EDP

uy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ R2 (3.24)

ter�a uma �unica solu�c~ao cl�assica para qualquer f ∈ C1(R ; R), se a curva inicial

�e de tal forma que a reta vertical x = xo intercepta a representa�c~ao geom�etrica

do gr�a�co da mesma em, exatamente, um ponto, ou seja, a curva inicial �e a

representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co de uma fun�c~ao p : R → R.

2. O ponto crucial �e que todas as solu�c~oes da EDP (3.24) s~ao constantes ao longo de

retas verticais e as curvas iniciais "boas", s~ao aquelas que não têm retas tangentes

verticais.

3. Nos Exemplos acima, as tais retas verticais ser~ao denominadas curvas caracteŕısti-

cas planas associadas �a EDP (3.24).

De modo mais preciso temos a:
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Definição 3.25 Dada uma EDP linear de 1.a ordem em R2 (isto �e, (3.2)), uma curva

plana ser�a denominada curva caracteŕıstica plana associada �a EDP (3.2), se a parte

da EDP que envolve as derivadas parciais (que s~ao de 1.a ordem) da fun�c~ao inc�ognita

pode ser escrita, ao longo dessa curva, como uma derivada total, isto �e, se

t 7→ (x(t) , y(t)) , para cada t ∈ I ⊆ R ,

�e uma parametriza�c~ao dessa tal curva, ent~ao a parte da EDP que envolve as derivadas

parciais (de 1.a ordem) da fun�c~ao inc�ognita, poder�a se escrita como:

d

dt
[u(x(t) , y(t))] , para cada t ∈ I . (3.26)

Observação 3.27

1. A grosso modo, na situa�c~ao da De�ni�c~ao (3.25) acima, bastar�a integrar a EDP,

calculada ao longo de cada uma dessas curvas caracter��ticas planas, para obter a

solu�c~ao desejada.

2. Notemos que foi isso que �zemos para encontrar a solu�c~ao geral da EDP (3.4) no

Exemplo (3.3): integramos a EDP em rela�c~ao a y, isto �e, ao longo das retas

x = xo , para cada xo ∈ R .

Notemos que ao longo da retas verticais x = xo, o lado esquerdo da EDP (3.4) pode

ser escrito como:
d

dy
[u(xo, y)] , para y ∈ R ,

j�a que, pela Regra da Cadeia para fun�c~oes de v�arais vari�aveis, a valores reais,

temos que:

d

dy
[u(xo , y)]

regra da cadeia
=

∂u

∂x
(xo , y)

dxo

dy
(y)︸ ︷︷ ︸

=0

+
∂u

∂y
(xo , y)

dy

dy
(y)︸ ︷︷ ︸

=1

=
∂u

∂y
(xo , y) ,

para y ∈ R, para cada xo ∈ R �xado.

Assim, para xo ∈ R, as retas verticais

x = xo

ser~ao as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.4).
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3. Observemos que neste caso temos "muitas" curvas caracter��sticas planas, mais

precisamente, em cada ponto de (xo , yo) ∈ R2 passa uma (�unica) curva carac-

ter��stica plana associada �a EDP (3.4), a saber, a reta vertical (veja a �gura abaixo)

x = xo .

-

6

(xo , yo)

x = xo

+

Curva caracter��stica plana associada �a EDP (3.4)

x

y

4. A EDP (3.4) pode ser n~ao homogênea que trataremos de modo semelhante, como

mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 3.28 Consideremos o problema de Cauchy associado �a EDP (linear de 1.a

ordem) n~ao homogêna

uy(x , y) = h(x , y) , para (x , y) ∈ R2 , (3.29)

u(x , p(x)) = f(x) , para cada x ∈ R , (3.30)

onde h ∈ C
(
R2 ; R

)
, p , f ∈ C1(R ; R) s~ao fun�c~oes dadas.

Encontrar, se existir, uma solu�c~ao cl�assica do problema de Cauchy (3.29)-(3.30)

acima.

Resolução:

Notemos que as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP s~ao, como vimos anterior-

mente, as retas verticais (veja o Exemplo (3.3)).

x = xo.

Assim para cada xo ∈ R �xado, uma parametriza�c~ao da curva caracter��stica plana associ-

ada �a EDP , que passa pelo ponto (xo , yo) ∈ R2, ser�a dada por:

t 7→ (xo , t) , para cada t ∈ R .
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Logo, ao longo da curva caracter��sticas plana associada �a EDP, que passa pelo ponto

(xo , yo) ∈ R2, o lado esquerdo da EDP (3.29) (a parte que envolve as derivadas parciais de

1.a ordem da EDP) pode ser escrito na forma

d

dt
[u(xo, t)] , para cada ∈ R ,

isto �e, o lado esquerdo da EDP (3.29), pode ser escrito, ao longo da curva caracter��stica plana

associada �a mesma que passa pelo ponto (xo , yo) ∈ R2, como:

d

dt
[u(xo , t)] = h(xo , t) , para cada t ∈ R . (3.31)

Portanto, para encontrarmos o valor da solu�c~ao u, no ponto (xo, yo) ∈ R2, basta integrar

a EDO (3.31) acima, em rela�c~ao �a vari�avel t, de t = p(xo) (que corresponde ao ponto

(xo , p(xo))) at�e t = yo (que corresponde ao ponto (xo , yo) - veja a �gura abaixo).

-

6

Curva inicial

y = p(x)

U

(xo, yo)

x = xo

(xo, p(xo))

j

Curva caracter��stica plana

(xo, t)

Com isto, utilizando as id�eias acima, obteremos, pelo Teorema Fundamental do C�alculo,

que

u(xo , yo) − u(xo , p(xo))
Teor. Fund. C�alculo

=

∫yo
p(xo)

d

dt
[u(xo , t)]dt

(3.31)
=

∫yo
p(xo)

h(xo , t)dt ,

ou seja,

u(xo , yo) =

=
(3.30)
= f(xo)︷ ︸︸ ︷

u(xo , p(xo))+

∫yo
p(xo)

h(xo , t)dt

= f(xo) +

∫yo
p(xo)

h(xo , t)dt , para cada xo ∈ R ,
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ou ainda,

u(x , y) = f(x) +

∫y
p(x)

h(x , t)dt , para cada (x , y) ∈ R2 . (3.32)

Notemos que u ∈ C1
(
R2;R

)
, pois f, p ∈ C1(R;R) e h ∈ C

(
R2;R

)
.

Reciprocamente, se a fun�c~ao u : R2 → R �e dada por (3.32), ent~ao a fun�c~ao u ser�a solu�c~ao

do problema de Cauchy (3.29)-(3.30) pois:

uy(x , y)
(3.32)
=

∂

∂y

[
f(x) +

∫y
p(x)

h(x , t)dt

]
=
∂

∂y
[f(x)]︸ ︷︷ ︸
=0

+
∂

∂y

[∫y
p(x)

h(x , t)dt

]

Teor. Fund. C�alculo
= h(x , y) , para cada (x , y) ∈ R2 ;

u(x , p(x))
(3.32)
= f(x) +

∫p(x)
p(x)

h(x , t)dt︸ ︷︷ ︸
=0

= f(x) , para cada x ∈ R ,

mostrando que a fun�c~ao u ∈ C1
(
R2 ; R

)
, dada por (3.32), satisfaz o problema de Cauchy

(3.29)-(3.30).

Conclusão: o problema de Cauchy (3.29)-(3.30) admite uma �unica solu�c~ao na classe

C1
(
R2 ; R

)
(isto �e, cl�assica) dada por (3.32).

�

Observação 3.33 Podemos pensar em estudar a dependência cont��nua da solu�c~ao do

problema de Cauchy (3.29)-(3.30) em rela�c~ao ao dado inicial (isto �e, em rela�c~ao a

fun�c~ao f).

Podemos mostrar que a solu�c~ao depende continuamente da fun�c~ao f, relativamente

�a norma do supremo da fun�c~ao e de sua derivada em C1(R ; R), ou seja, o problema de

Cauchy (3.29)-(3.30) �e bem-posto em C1
(
R2 ; R

)
.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

3.2 O problema de Cauchy

Nesta se�c~ao estudaremos v�arios problemas de Cauchy associados �a EDP linear de 1.a ordem

em duas vari�aveis

a(x , y)ux(x , y) + b(x , y)uy(x , y) = c(x , y) , para (x , y) ∈ Ω, (3.34)
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onde o conjunto Ω �e um subconjunto aberto de R2.

Observação 3.35

1. Observemos que, na EDP (3.34), a fun�c~ao inc�ognita u = u(x , y) aparece somente

na parte principal da EDP (3.34).

2. EDP lineares de 1.a ordem, em duas vari�aveis, mais gerais, ser~ao estudadas mais

adiante.

3. Como vimos nos Exemplos da se�c~ao (3.1) anterior, deve existir alguma rela�c~ao

entre a curva inicial, ao longo das quais conhecemos a solu�c~ao u (isto �e, o dado

inicial), e a geometria das curvas caracter��sticas planas contidas no subconjunto

aberto Ω ⊆ R2, para que tenhamos existência e unicidade de solu�c~ao do problema

de Cauchy associado �a EDP (3.34).

Mais precisamente, o conjunto Ω dever�a ser "coberto" por curvas caracter��sticas

planas associadas �a EDP, que interceptam a curva inicial em, exatamente, um

ponto.

4. Olharemos, a seguir, esta situa�c~ao de um ponto de vista mais preciso.

Sejam I ⊆ R um intervalo aberto e limitado de R (ou seja, um subconjunto conexo cujo

fecho �e compacto de R), γ : I→ R2 uma curva parametrizada em Ω (isto �e, o tra�co da curva

γ, est�a contido em Ω, ou ainda γ(I) ⊆ Ω) dada por

γ(t)
.
= (σ(t) , ρ(t)) , para cada t ∈ I ,

onde σ , ρ : I→ R s~ao fun�c~oes que satisfazem algumas condi�c~oes que ser~ao apresentadas mais

adiante.

Consideremos o problema de Cauchy

a(x , y)ux(x , y) + b(x , y)uy(x , y) = c(x , y) , para (x , y) ∈ Ω ⊆ R2, (3.36)

u(σ(t) , ρ(t)) = f(t) , para cada t ∈ I . (3.37)

Para iniciar colocaremos as seguintes condi�c~oes:

(H1) a curva (parametrizada) inicial γ �e suave, ou seja, as fun�c~oes σ , ρ pertencem �a C1(I ; R)
e

[σ ′(t)]
2
+ [ρ ′(t)]

2 ̸= 0 , para t ∈ I , (3.38)

isto �e, o vetor γ ′(t) n~ao �e o vetor nulo, para cada t ∈ I (ou ainda, o vetor tangente �a

curva parametrizada n~ao se anula em nenhum instante);

(H2) a fun�c~ao f pertence �a C1(I ; R);
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(H3) as fun�c~oes a , b , c pertencem �a C(Ω ; R) e satisfazem

[a(x , y)]2 + [b(x , y)]2 ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω, (3.39)

isto �e, as fun�c~oes a e b n~ao se anulam, simultaneamente, em Ω (para garantir que a

EDP (3.36) seja de 1.a ordem em Ω).

Para encontrar uma solu�c~ao do problema de Cauchy (3.36)-(3.37) agiremos como nos

Exemplos apresentados na se�c~ao (3.1) anterior, ou seja, procuraremos as curvas caracter��sticas

planas associadas �a EDP (3.36), ao longo das quais, o lado esquerdo da EDP (3.36) (isto �e,

a parte da EDP que envolve as derivadas parciais de 1.a ordem) possa ser escrito como uma

derivada total.

Denotemos por C uma curva caracter��stica plana, contida em Ω, associada �a EDP (3.36),

que vamos supor estar parametrizada por

s 7→ (α(s) , β(s)) , para cada s ∈ J , (3.40)

onde J ⊆ R �e um intervalo aberto e

[α ′(s)]
2
+ [β ′(s)]

2 ̸= 0 , para s ∈ J , (3.41)

ou seja, o vetor tangente �a curva caracter��stica plana C, cujo tra�co est�a contido em Ω,

associada �a EDP (3.36), �e um vetor n~ao nulo, para cada s ∈ J.
Logo, ao longo da caracter��stica plana C, o lado esquerdo da EDP (3.36) pode ser escrito

como uma derivada total, ou seja:

d

ds
[u(α(s) , β(s))] = a(α(s) , β(s))ux(α(s) , β(s))

+ b(α(s) , β(s))uy(α(s) , β(s)) , para cada s ∈ J . (3.42)

Notemos que, da regra da cadeia para fun�c~oes de v�arais vari�aveis, segue que:

d

ds
[u(α(s) , β(s))]

Regra da cadeia
= ux(α(s) , β(s))α

′(s) + uy(α(s) , β(s))β
′(s) (3.43)

para cada s ∈ J.
Logo, para cada s ∈ J, comparando (3.42) e (3.43), segue que, para encontrar as fun�c~oes

α = α(s) e β = β(s) , para cada s ∈ J ,

�e su�ciente que exista uma fun�c~ao λ : J→ R, com

λ(s) ̸= 0 , para cada s ∈ J ,
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de modo que

α ′(s) = λ(s)a(α(s) , β(s)) , (3.44)

β ′(s) = λ(s)b(α(s) , β(s)), para s ∈ J . (3.45)

Notemos que

λ(s) ̸= 0 , para cada s ∈ J

pois deveremos ter (3.41).

Neste caso a EDP (3.36) tornar-se-�a

d

ds
[u(α(s) , β(s))] = λ(s) c(α(s) , β(s)) , para s ∈ J . (3.46)

Observação 3.47

1. Observemos que as condi�c~oes (3.44) e (3.45) signi�cam, geometricamente, que,

para cada s ∈ J, o vetor tangente �a curva caracter��stica plana C, no ponto (α(s) , β(s))

(isto �e, o vetor (α ′(s) , β ′(s))) deve ser paralelo ao vetor (a(α(s) , β(s)) , b(α(s) , β(s))).

2. Observemos tamb�em que a fun�c~ao λ = λ(s), para s ∈ J, pode ser tomada constante

e igual a 1.

Para vermos isto notemos, primeiramente, que a fun�c~ao λ : J→ R2 �e cont��nua em

J.

De fato, como a curva caracter��stica plana C �e suave (isto �e, de classe C1(J ; Ω)) e

as fun�c~oes a e b n~ao se anulam, simultaneamente em Ω, temos as seguinte duas

possibilidades:

2.1 se

a(α(so) , β(so)) = 0,

ent~ao, de (3.39), deveremos ter

b(α(so) , β(so)) ̸= 0 . (3.48)

Neste caso, como a fun�c~ao

r 7→ b(α(r) , β(r))

�e, em particular, uma fun�c~ao cont��nua em J e temos (3.48), segue que existe

intervalo aberto Js ⊆ J, com so ∈ Js, de modo que

b(α(r) , β(r)) ̸= 0 , para cada r ∈ Jo .
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Logo, de (3.45), teremos:

λ(r) =
β ′(r)

b(α(r) , β(r))
, para r ∈ Jo ,

mostrando que a fun�c~ao λ �e cont��nua em so ∈ J, para cada so ∈ J.

2.2 por outro lado, se

b(α(s1) , β(s1)) = 0 ,

ent~ao, de (3.39), deveremos ter

a(α(s1) , β(s1)) ̸= 0 . (3.49)

Neste caso, como a fun�c~ao

r 7→ a(α(r) , β(r))

�e, em particular, uma fun�c~ao cont��nua em J e vale (3.49), segue que existe

intervalo aberto Js ⊆ J, com s1 ∈ Js, de modo que

a(α(r) , β(r)) ̸= 0 , para cada r ∈ Jo .

Logo, de (3.44), teremos:

λ(r) =
α ′(r)

a(α(r) , β(r))
, para r ∈ Jo ,

mostrando que a fun�c~ao λ �e cont��nua em s1 ∈ J, para cada s1 ∈ J .

Seja Λ : J→ R uma fun�c~ao que �e uma primitiva associada a fun�c~ao λ : J→ R, ou
seja, a fun�c~ao Λ �e diferenci�avel em J e, al�em disso,

Λ ′(s) = λ(s) , para cada s ∈ J .

Como λ ∈ C(J ; R) teremos

Λ ∈ C1(J ; R) .

Notemos que

Λ ′(s) = λ(s) ̸= 0 , para cada s ∈ J ,
segue que, Λ ′(s) > 0 ou Λ ′(s) < 0 , para todo s ∈ J .

Portanto a fun�c~ao Λ = Λ(s) �e estritamente crescente em J, se Λ ′(s) > 0 para

s ∈ J, ou estritamente decrescente em J, se Λ ′(s) < 0 para s ∈ J, ou seja, a fun�c~ao
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Λ : J → Λ (J) �e bijetora, em particular, uma fun�c~ao invers��vel, ou seja, podemos

considerar a seguinte mudan�ca de vari�aveis

t
.
= Λ(s) , para s ∈ J ou s = Λ−1(t) , para t ∈ K .

= Λ (J) , (3.50)

e com esta obter uma reparametriza�c~ao da curva caracter��stica C, que indicaremos

por

t 7→ (
~α(t) , ~β(t)

)
, para cada t ∈ K,

isto �e:

~α(t)
.
= α

(
Λ−1(t)

)
, (3.51)

~β(t)
.
= β

(
Λ−1(t)

)
, para cada t ∈ K . (3.52)

A �gura abaixo ilustra a situa�c~ao descrita acima.

-

6

x

y

-

6

-

�I

s

so

J

(α , β)

tK

Λ−1

C�

Curva caracter��stica plana

(
~α , ~β

)

to

s = Λ−1(t)

(α(so) , β(so)) =
(
~α(to) , ~β(to)

)

Assim, de (3.44)-(3.45) e (3.51)-(3.52), para cada t ∈ K, segue que

~α ′(t)
(3.51)
=

d

dt
[α(Λ−1(t)︸ ︷︷ ︸

=s

)]

Regra da cadeia
= α ′(s)

ds

dt
(t)

Teor. Der. Fun�c~ao Inversa
= α ′(s)

1

dt

ds
[t(s)]

(3.50)
= α ′(s)

1

λ(s)
(3.44)
= a(α(s) , β(s))

s=Λ−1(t)
= a

(
α
(
Λ−1(t)

)
, β
(
Λ−1(t)

))
(3.51)
= a

(
~α(t) , ~β(t)

)
. (3.53)
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De modo semelhante, para cada t ∈ K, teremos

~β ′(t)
(3.52)
=

d

dt

β(Λ−1(t)︸ ︷︷ ︸
=s

)


Regra da cadeia

= β ′(s)
ds

dt
(t)

Teor. Der. Fun�c~ao Inversa
= β ′(s)

1

dt

ds
[t(s)]

(3.50)
= β ′(s)

1

λ(s)

(3.44)
= b(α(s) , β(s))

s=Λ−1(t)
= b

(
α
(
Λ−1(t)

)
, β
(
Λ−1(t)

))
(3.51)
= b

(
~α(t) , ~β(t)

)
, (3.54)

ou seja, nas novas vari�aveis, teremos

~λ(t) = 1 , para cada t ∈ K .

3. Conclusão: as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.36) s~ao curvas

suaves, cujos tra�cos est~ao contidas em Ω, que admitem parametriza�c~oes do tipo

s 7→ (α(s), β(s)) , para cada s ∈ J ,

onde suas fun�c~oes coordenadas devem satisfazer ao seguinte sistema de EDO's:

α ′(s) = a(α(s) , β(s)) , (3.55)

β ′(s) = b(α(s) , β(s)) , para s ∈ J . (3.56)

4. O sistema de EDO's acima tem, em geral, uma in�nidade de solu�c~oes.

Para obtermos uma �unica solu�c~ao do sistema de EDO's (3.55)-(3.56) acima, ser�a

preciso �xar as condi�c~oes iniciais, ou seja, �xar

α(so) = xo e β(so) = yo,

para cada (xo , yo) ∈ Ω.

Mais precisamente utilizaremos o seguinte resultado b�asico da teoria de Equa�c~oes

Diferenciais Ordin�arias:
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Teorema 3.57 Seja (xo , yo) ∈ Ω, onde o conjunto Ω �e um subconjunto aberto de R2 e
suponhamos que a , b ∈ C1(Ω ; R).

Ent~ao existe um intervalo aberto J ⊆ R, de modo que so ∈ J, e uma �unica solu�c~ao

s 7→ (α(s) , β(s))

de�nida em J, pertencente �a C1
(
J ; R2

)
, do sistema (3.55)-(3.56) satisfazendo:

α(so) = xo , (3.58)

β(so) = yo . (3.59)

Al�em disso a solu�c~ao obtida acima, depende continuamente dos dados iniciais.

Observação 3.60

1. A demonstra�c~ao do resultado acima pode ser encontrada em [11].

2. Utilizaremos o resultado acima para produzirmos muitas curvas caracter��sticas

planas associadas �a EDP (3.36), contidas em Ω, que interceptam o tra�co da curva

inicial.

Mais precisamente, pelo Teorema (3.57) acima, para cada ponto γ (to), que per-

tence �a curva inicial γ, existe uma (�unica) curva caracter��stica plana associada �a

EDP (3.36), que passa pelo ponto γ(to) (veja a �gura abaixo).

-

6

� γ - Curva inicial

Curva carater��stica plana

�
γ(to) = (xo , yo)

3. Vimos, nos Exemplos da se�c~ao (3.1) anterior, que a existência e a unicidade de

solu�c~ao do problema de Cauchy do tipo (3.36)-(3.37), depende da existência e de

como as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.36) interceptam o tra�co

da curva inicial γ.

Isto �car�a mais claro nas pr�oximas se�c~oes.
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3.2.1 Curva caracteŕıstica plana que não é tangente à curva inicial

Consideraremos primeiramente o caso em que o tra�co da curva inicial γ nunca �e tangente �as

curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.36), obtidas pelo Teorema (3.57) (situa�c~ao

an�aloga ao Exemplo (3.28)).

Se tais curvas n~ao s~ao tangentes, nos respectivos pontos de intersec�c~ao segue, de (3.55)

e (3.56), que o vetor tangente �a curva inicial, em um ponto da mesma, ou seja, o vetor

(σ ′(t) , ρ ′(t)), para algum t ∈ I, n~ao ser�a paralelo ao vetor (a(σ(t) , ρ(t)) , b(σ(t) , ρ(t)))

(veja a �gura abaixo), ou seja, os vetores

(σ ′(t) , ρ ′(t)) e (a(σ(t) , ρ(t)) , b(σ(t) , ρ(t)))

s~ao L.I. em R2, para cada t ∈ I, ou ainda:

(H4) para cada t ∈ I, deveremos ter:∣∣∣∣∣a(σ(t) , ρ(t)) b(σ(t) , ρ(t))

σ ′(t) ρ ′(t)

∣∣∣∣∣ ̸= 0 .

-

6

:

�

(σ ′(t), ρ ′(t))

� Curva inicial

?

Curva caracter��stica plana pelo ponto (σ(t), ρ(t))

(a(σ(t), ρ(t)), b((σ(t), ρ(t)))

Com isto, para cada t ∈ I, existe uma �unica curva caracter��stica plana associada �a EDP

(3.36), que indicaremos por Ct, passando pelo ponto (σ(t) , ρ(t)) (ponto que pertencente ao

tra�co da curva inicial γ), ou seja, uma �unica solu�c~ao do sistema de EDO's (3.55)-(3.56),

satisfazendo (3.58)-(3.59) (as condi�c~oes iniciais), de�nida em uma vizinhan�ca de so (repa-

rametrizando o tra�co da curva caracter��sitica plana, se necess�ario, que podemos supor que

so = 0), com

xo
.
= σ(t) e yo

.
= ρ(t).

Observação 3.61
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1. Observemos que, se duas curvas caracter��sticas planas se interceptassem, elas

dever~ao coincidir a partir do ponto da intersec�c~ao.

De fato, isto dever ocorrer por causa da unicidade de solu�c~oes dada pelo Teorema

(3.57) (veja a �gura abaixo �a esquerda).

2. Observemos que, na situa�c~ao acima, para cada t ∈ I �xado, o ponto (σ(t) , ρ(t))

ser�a o único ponto de interse�c~ao do tra�co da curva inicial γ com a curva ca-

racter��stica associada �a EDP (3.36) (isto �e, �a curva Ct), que passa pelo ponto

(σ(t) , ρ(t)). Daremos uma explica�c~ao, para a a�rma�c~ao acima, baseada em argu-

mentos geom�etricos.

Suponhamos que existissem dois instantes, que indicaremos por

to , t1 ∈ I ,

diferentes e consecutivos, onde a curvas caracter��stica plana e a curva inicial se

interceptam (veja a �gura abaixo).

Escolhendo um outro instante

t2 ∈ (to , t1)

e considerando a curva caracter��stica plana associada �a EDP (3.36), que passa

pelo ponto (σ(t2) , ρ(t2)), segue que s�o poderemos ter duas possibilidades para esta

curva, a saber:

� ou, pelo item 1. acima, ela intercepta a curva caracter��stica plana associ-

ada �a EDP (3.36), que passa pelo ponto (σ(to) , ρ(to)) (veja a �gura abaixo �a

esquerda);

� ou ela interceptar�a a curva inicial em um instante (veja a �gura abaixo �a

direita)

t3 ∈ (t2 , t1) .

k
Y

I K
k

K

Curvas caracter��sticas planas
Curvas caracter��sticas planas

Curva inicial

Curva inicial

γ(to)

γ(t1)

γ(to)

γ(t1)

γ(t2)

γ(t2)

γ(t3)

Notemos que em qualquer das situa�c~oes acima existir~ao instantes

�s ∈ J e �t ∈ (t3 , t1) ,
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de modo que os vetores tangentes �a curva caracter��stica plana associada �a EDP

(3.36), no ponto (α(�s) , β(�s)) e curva inicial, no instante �t, ser~ao paralelos (veja a

�gura abaixo).

-

6

�

Curva inicial

6

Curva caracter��stica plana

7

7

(σ(t1) , ρ(t1))

(σ(t3) , ρ(t3))

(α ′(�s) , β ′(�s))

(σ ′(�t) , ρ ′(�t))

(
α ′ (�s) , β ′ (�s)

)
∥
(
σ ′ (�t) , ρ ′ (�t)

)

Independente de uma das duas situa�c~oes acima que ocorrer, segue que quando �zermos o

ponto

t3 → t1 ,

o vetores tangentes obtidos no par�agrafo acima, tender~ao a ser um mesmo vetor, ou seja,

teremos uma curva caracter��stica plana associada �a EDP (3.36), que ser�a tangente �a curva

inicial, em algum instante do intervalo (to , t1), o que contraria nossa hip�otese (H4) (a �gura

abaixo ilustra a situa�c~ao descrita acima).

Y
Curva inicial

	

Ponto de tangência

Com as observa�c~oes acima, podemos obter uma vizinhan�ca do tra�co da curva inicial
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γ, de modo que todo ponto dessa vizinhan�ca pertence a uma �unica curva caracter��stica

plana associada �a EDP (3.36), que interceptar�a a curva inicial em um �unico ponto (n~ao

paralalelamente - veja a �gura abaixo).

-

6

� Curva inicial

?

Vizinhan�ca

(x , y)

6

Curva caracter��stica plana

Observemos que, para cada to ∈ I �xado, denotando-se uma parametriza�c~ao da curva

caracter��stica plana associada �a EDP (3.36), que passa pelo ponto (σ(to) , ρ(to)) (que pertence

�a curva inicial) por

s 7→ (x(s , to) , y(s , to)) ,

ent~ao, de (3.55)-(3.56), deveremos ter

xs(s , to) = a(x(s , to) , y(s , to)) , (3.62)

ys(s , to) = b(x(s , to) , y(s , to)) , (3.63)

x(0 , to) = σ(to) , (3.64)

y(0 , to) = ρ(to) , para s ∈ Io . (3.65)

Com isto obtemos uma aplica�c~ao

(s , t) 7→ (x(s , t) , y(s , t)) ,

cuja imagem cobre numa vizinhan�ca do tra�co da curva inicial γ.

Observação 3.66 Na verdade não foi bem isto que conseguimos mostrar. Por que?
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Notemos, para cada t ∈ I �xado, de (H4), segue que os vetores

(σ ′(t) , ρ ′(t)) e (a (x(0 , t) , y(0 , t))︸ ︷︷ ︸
(3.64),(3.65)

= (σ(t) ,ρ(t))

, b (x(0 , t) , y(0 , t))︸ ︷︷ ︸
(3.64),(3.65)

= (σ(t) ,ρ(t))

s~ao L.I. em R2 , (3.67)

assim deveremos ter∣∣∣∣∣xs(0 , t) xt(0 , t)

ys(0 , t) yt(0 , t)

∣∣∣∣∣ (3.62),(3.63)=

∣∣∣∣∣a(x(0 , t) , y(0 , t)) xt(0 , t)

b(x(0 , t) , y(0 , t)) yt(0 , t)

∣∣∣∣∣
(3.64),(3.65)

=

∣∣∣∣∣a(σ(t) , ρ(t)) σ ′(t)

b(σ(t) , ρ(t)) ρ ′(t)

∣∣∣∣∣ (3.67)̸= 0 ,

para cada t ∈ I.
Do Teorema (3.57), as fun�c~oes

x = x(s , t) e y = y(s , t)

dependem continuamente de s e t, assim, como a fun�c~ao determinante �e cont��nua em R, segue
do C�alculo I (do Teorema da conserva�c~ao do sinal para limites) que, para cada t ∈ I, existe
uma vizinhan�ca, que indicaremos por V , do segmento (0 , t) ∈ R2, para cada t ∈ I (que �e um
subconjunto cujo fecho �e compacto de R), de modo que

∣∣∣∣∣xs(s , t) xt(s , t)

ys(s , t) yt(s , t)

∣∣∣∣∣ ̸= 0 ,
para cada (s , t) ∈ V.

Em particular, a transforma�c~ao

T : V −→ Ω

(s , t) 7→ (x(s , t) , y(s , t)) ,
(3.68)

ser�a localmente injetora, o que nos permite (reduzindo a vizinhan�ca V, se necess�ario) consi-

derar a mesma sobre sua imagem (portanto ser�a bijetora), ou seja, a transforma�c~ao T ser�a

uma mudança de variáveis de classe C1(V ; T(V)) (a �gura abaixo ilustra a situa�c~ao).
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�
Curva inicial

(x , y) = (x(s , to) , y(s , to))

�
Curva caracter��stica plana por (σ(to) , ρ(to))

(σ(to) , ρ(to))

-

6

s

t

to

0

V

-

Por �m observemos que se a fun�c~ao

u = u(x , y)

�e solu�c~ao do problema de Cauchy (3.36)-(3.37) ent~ao, de�nindo-se a fun�c~ao

v : V → R ,

por

v(s , t)
.
= u(x(s , t) , y(s , t)) , para cada (s , t) ∈ V , (3.69)

teremos que

vs(s , t) =
d

ds
[u(x(s , t) , y(s , t))]

Rregra da cadeia
= ux(x(s , t) , y(s , t)) xs(s , t) + uy(x(s , t) , y(s , t))ys(s , t)

(3.62), (3.63)
= ux(x(s , t) , y(s , t))a(x(s , t) , y(s , t)) + uy(x(s , t) , y(s , t))b(x(s , t) , y(s , t))

(3.36)
= c(x(s , t) , y(s , t)) , para (s , t) ∈ V . (3.70)

Portanto, de�nido-se a fun�c~ao h : V → R por

h(s , t)
.
= c(x(s , t) , y(s , t)) , para cada (s , t) ∈ V , (3.71)

segue, de (3.70), que a fun�c~ao v = v(s , t) ser�a solu�c~ao da seguinte EDP:

vs(s , t) = h(s , t) , para (s , t) ∈ V . (3.72)

Notemos tamb�em que, a condi�c~ao inicial (3.37), nos fornecer�a:

v(0 , t)
(3.69)
= u(x(0 , t), y(0 , t))

(3.64)−(3.65)
= u(σ(t) , ρ(t))

(3.37)
= f(t) , para cada t ∈ I . (3.73)
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Conclusão: de (3.69), (3.72), (3.73), segue que o problema de Cauchy (3.36)-(3.37) �e

equivalente ao seguinte problema de Cauchy:

vs(s , t) = h(s , t) , para (s , t) ∈ V , (3.74)

v(0 , t) = f(t) , para cada t ∈ I . (3.75)

Notemos que o problema de Cauchy acima �e semelhante ao do Exemplo (3.28) e agiremos,

do mesmo modo que l�a, para resolvê-lo.

Para cada t ∈ I �xado, integrando-se a EDP acima, em rela�c~ao �a s, de 0 �a s, obteremos:

v(s , t) − v(0 , t)︸ ︷︷ ︸
(3.75)
= f(t)

Teor. Fund. C�alculo
=

∫ s
0

vs(r , t)dr

(3.74)
=

∫ s
0

h(r , t)dr

(3.71)
=

∫ s
0

c(x(r , t), y(r , t))dr ,

isto �e,

v(s , t) =

∫ s
0

c(x(r , t) , y(r , t))dr+ f(t) , para cada (s , t) ∈ V , (3.76)

ser�a a solu�c~ao do problema de Cauchy (3.74)-(3.75).

Para obtermos a solu�c~ao do problema de Cauchy dado inicialmemnte (isto �e, de (3.36)-

(3.37)), basta agirmos da seguinte forma:

Dado (x , y) ∈ T(V) (a transforma�c~ao T �e dada em (3.68)), consideremos

(t , s)
.
= T−1(x , y) ,

ou seja, x = x(s , t) e y = y(s , t) . (3.77)

De (3.69) e (3.76), segue que

u(x , y)
(3.69)
= v(s , t)

(3.76)
=

∫ s
0

c(x(r , t) , y(r , t))dr+ f(t) , (3.78)

onde t e s podem ser obtidos como fun�c~oes de x e y (como em (3.77)).

Portanto podemos concluir que se a fun�c~ao u = u(x , y) �e uma solu�c~ao do problema de

Cauchy (3.36)-(3.37), ent~ao ela dever�a ser a forma (3.78).

Reciprocamente, se a fun�c~ao u = u(x , y) �e dada por (3.78), ent~ao ela ser�a solu�c~ao do

problema de Cauchy (3.36)-(3.37).

A �gura abaixo ilustra como obter o valor da solu�c~ao u, no ponto (x , y) ∈ T(V).
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� Curva inicial

(x , y) = (x(s , t) , y(s , t))

� Curva caracter��stica plana pelo ponto (σ(t) , ρ(t)) = (x(0 , t) , y(0 , t))

(σ(t) , ρ(t)) = (x(0 , t) , y(0 , t))

s

Com isto acabamos de demonstrar o:

Teorema 3.79 Sejam Ω ⊆ R2 aberto, I ⊆ R um intervalo aberto, γ : I → Ω uma curva

suave em Ω, parametrizada por

t ∈ I 7→ (σ(t) , ρ(t)) ∈ Ω, para cada t ∈ I ,

de modo que seu vetor tangente nunca se anula em I, f ∈ C1(I ; R) e a , b , c ∈ C1(Ω ; R)
satisfazendo

a2(x , y) + b2(x , y) ̸= 0 e

∣∣∣∣∣a(σ(t) , ρ(t)) b(σ(t) , ρ(t))

σ ′(t) ρ ′(t)

∣∣∣∣∣ ̸= 0
para cada (x , y) ∈ Ω e t ∈ I, respectivamente (ou seja, valem (H1),(H2),(H3) e (H4)).

Ent~ao o problema de Cauchy (3.36)-(3.37) ter�a uma �unica solu�c~ao que pertence �a

C1(V ; R), dada por (3.78), onde V �e um aberto, contido em Ω, que cont�em o tra�co da

curva inicial γ.

Observação 3.80

1. Como vimos nos c�alculos acima, o valor da solu�c~ao u do problema de Cauchy

(3.36)-(3.37), no ponto

(x , y) = (x(s , t) , y(s , t)) ,

�e obtido integrando-se a EDP (3.36), ao longo da curva caracter��stica plana asso-

ciada �a EDP (3.36), que intercepta a curva inicial no ponto (x(0 , t) , y(0 , t)), do

instante 0 at�e o instante s (veja a �gura acima e f�ormula (3.78)).

2. A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da solu�c~ao u do problema de Cauchy (3.36)-

(3.37), ser�a uma superf��cie que �e o gr�a�co da fun�c~ao u, ou seja, o conjunto:

{(x , y , u(x , y)) ; (x , y) ∈ T(V)} ,

em R3 que ser�a denominada superf́ıcie solução do problema de Cauchy (3.36)-

(3.37).
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3. Uma parametriza�c~ao para a superf��cie solu�c~ao acima �e dada por

(s , t) 7→ (x(s , t) , y(s , t) , v(s , t)) ,

para (s , t) ∈ V, onde a fun�c~ao v �e dada por (3.76) e as fun�c~oes x e y s~ao dadas

por (3.62)-(3.63)-(3.64)-(3.65).

4. Como veremos a seguir poder�a, eventualmente, ser mais simples encontrar as

curvas caracter��sticas planas associada �a EDP (3.36) diretamente e integrar ao

longo dessas, do que utilizar a express~ao (3.78).

Aplicaremos as t�ecnicas desenvolvidas acima aos seguintes exemplos:

Exemplo 3.81 Encontrar, se exisitr, uma solu�c~ao cl�assica para o problema de Cauchy

−yux(x , y) + xuy(x , y) = 4 x y , para (x , y) ∈ Ω .
= R2 \ {(0 , 0)} , (3.82)

u(t , 0) = f(t) , para cada t ∈ (0 ,∞) , (3.83)

onde f ∈ C1((0 ,∞) ; R).

Resolução:

Observemos que, neste caso, as fun�c~oes a , b , c : Ω → R e σ , ρ : I
.
= R → R, ser~ao dadas

por:

a(x , y)
.
= −y , (3.84)

b(x , y)
.
= x , (3.85)

c(x , y)
.
= 4 x y , para cada (x , y) ∈ Ω, (3.86)

(σ(t) , ρ(t))
.
= (t , 0) , para cada t ∈ (0 ,∞) . (3.87)

Logo a , b , c ∈ C1(Ω ; R), σ , ρ ∈ C1((0 ,∞) ; R),

a2(x , y) + b2(x , y) = (−y)2 + x2 ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω = R2 \ {(0 , 0)}

e ∣∣∣∣∣a(σ(t) , ρ(t)) b(σ(t) , ρ(t))

σ ′(t) ρ ′(t)

∣∣∣∣∣ (3.84),(3.85)=

∣∣∣∣∣−ρ(t) σ(t)

σ ′(t) ρ ′(t)

∣∣∣∣∣
(3.87)
=

∣∣∣∣∣−0 t

1 0

∣∣∣∣∣
= −t ̸= 0 , para t ∈ (0 ,∞) .
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Logo, do Teorema (3.79), segue que o problema de Cauchy (3.82)-(3.83) possui uma �unica

solu�c~ao, de�nida em um subconjunto aberto de Ω, que cont�em o tra�co da curva inicial, ou

seja, o conjunto

(0 ,∞)× {0} ,

ou seja, o semi-eixo positivo de Ox, que �e a curva inicial.

A seguir aplicaremos o procedimento obtido na demonstra�c~ao do Teorema (3.79) para

obter, explicitamente, a solu�c~ao u = u(x , y).

Come�caremos observando que se

s 7→ (α(s) , β(s))

�e uma parametriza�c~ao de uma curva caracter��stca plana associada �a EDP (3.82), ent~ao deve-

remos ter (ver (3.55)-(3.56)):

α ′(s) = a(α(s) , β(s))

(3.84)
= −β(s) , (3.88)

β ′(s) = b(α(s) , β(s))

(3.85)
= α(s) , para s ∈ I . (3.89)

Para cada s ∈ I, multiplicando-se a EDO (3.88) por α(s), multiplicando-se a EDO (3.89)

por β(s) e somando-se as EDO's obtidas, obteremos a seguinte EDO:

α(s)α ′(s) + β(s)β ′(s) = 0 ,

ou seja,
d

ds

[
α2(s) + β2(s)

]︸ ︷︷ ︸
regra da cadeia

= 2 α(s)α ′(s)+2 β(s)β ′(s)

= 0 ,

ou ainda, α2(s) + β2(s) = constante , para cada s ∈ J . (3.90)

Conclusão: as curvas caracter��sticas planas associada �a EDP (3.82), ser~ao circunferências,

centradas na origem (0 , 0) (veja a �gura abaixo).
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x

y

(0 , 0)

(α(s) , β(s))

6

-

6

s

� s

Ω

)

Curva caracter��sitca plana

Lembremos novamente que, de (3.87), a curva inicial �e o semi-eixo positivo contido no

eixo Ox (veja a �gura abaixo).

6

(t , 0)

*
t

γ

0

K

t

-�

Curva inicial
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Para cada P = (x , y) ∈ Ω = R2 \ {(0, 0)}, consideremos a curva caracter��stica plana

associada �a EDP (3.82), que passa pelo ponto P = (x , y), ou seja, uma circunferência de

centro na origem e que passa pelo ponto P = (x , y), isto �e, seu raio ser�a igual a r
.
= d(P ,O)

(veja a �gura abaixo).

(0 , 0)

Ω

P = (x , y)

(t , 0)

/

Ponto de interse�c~ao da caracter��stica plana com a curva inicial

-
6

Curva inicial

?

Caracter��stica plana pelo ponto (x , y)

Notemos que a curva caracter��stica plana pelo ponto P = (x , y), interceptar�a o tra�co da

curva inicial, ortogonalmente, em um �unico ponto, em Ω.

Com isto podemos concluir que, dado um ponto de

P = (x , y) ∈ Ω = R2 \ {(0 , 0)} ,

este pertencer�a a uma �unica curva caracter��stica plana e esta interceptar�a o tra�co da curva

inicial transversalmente (isto �e, n~ao paralelamente) em um ponto (t , 0), para algum t ∈
(0 ,∞).

Se indicarmos por s ∈ R, o ângulo que o segmento OP faz com o tra�co da curva inicial

(que �e a semi-reta positiva do eixo Ox), temos que (veja a �gura abaixo):

x = x(s , t)
.
= t cos(s) , (3.91)

y = y(s , t)
.
= t sen(s) , para cada (s , t) ∈ R× (0 ,∞) . (3.92)
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Notemos que, para cada (s , t) ∈ R× (0 ,∞), teremos

x2 + y2
(3.91),(3.92)

= [t cos(s)]2 + [t sen(s)]2

= t2
[
cos2(s) + sen2(s)

]
= t2 ,

mas t ∈ (0 ,∞), assim: t =

√
x2 + y2 . (3.93)

s

(0 , 0)

Ω

(x , y) = (t cos(s) , t sen(s))

(t , 0)

?

Caracter��stica plana por (x , y)

6
-

Curva inicial

Logo, ao longo da curva caracter��stica plana da EDP (3.82) (que �e um circunferência de

centro na origem e de raio igual a t > 0), a EDP (3.82) poder�a ser escrita na seguinte forma

(o lado esquerdo da EDP ser�a uma derivada total):

d

ds
[u(x(s , t) , y(s , t))] = 4 x(s , t)y(s , t) , para cada (s , t) ∈ R× (0 ,∞) ,

ou seja, de (3.91) e (3.92), segue que, para cada t ∈ (0 ,∞) �xado, a EDO acima, tornar-se-�a:

d

ds
[u(t cos(s) , t sen(s))]

(3.91),(3.92)
= 4 t cos(s) t sen(s)︸ ︷︷ ︸

4 t2 cos(s) sen(s)

, para (s , t) ∈ R× (0 ,∞) .
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Logo, para cada t ∈ (0 ,∞) �xado, integrando-se a EDP acima, em rela�c~ao a vari�avel s,

de 0 �a s, obteremos (do Teorema Fundamental do C�alculo):

u(x , y) = u(x(s , t) , y(s , t))

(3.91),(3.92)
= u(t cos(s) , t , sen(s))

=

∫ s
0

4 t2 cos(r) sen(r)dr+ u(t , 0)︸ ︷︷ ︸
(3.83)
= f(t)

= f(t) + 4 t2
∫ s
0

1

2
sen(2 r)dr

= f(t) + 4
1

2
t2
[
−
1

2
cos(2 r)

] ∣∣∣∣r=s
r=0

= f(t) + t2[− cos(2 s) + cos(2 · 0)]
= f(t) + t2 [1− cos(2 s)]︸ ︷︷ ︸

=2 sen2(s)

= f( t︸︷︷︸
(3.93)
=

√
x2+y2

) + 2[t sen(s)︸ ︷︷ ︸
(3.92)
= y

]2

= f
(√

x2 + y2
)
+ 2 y2 , para cada (x , y) ∈ Ω,

ou seja, a solu�c~ao do problema de Cauchy (3.82)-(3.83) ser�a dada por:

u(x , y) = f

(√
x2 + y2

)
+ 2 y2 , para cada (x , y) ∈ R2 \ {(0 , 0)} .

Notemos que u ∈ C1(R2 \ {(0 , 0)} ; R), ou seja, �e uma solu�c~ao cl�assica do do problema de

Cauchy (3.82)-(3.83).

�

Observação 3.94

Observemos que a fun�c~ao

(x , y) 7→√
x2 + y2

não �e diferenci�avel em (0 , 0) (que �e um ponto que não pertence ao conjunto Ω).

Al�em disso, a diferenciabilidade da fun�c~ao u = u(x , y) depende, tamb�em, da dife-

renciabilidade da fun�c~ao f.

Consideremos agora o:

Exemplo 3.95

2 yux(x , y) + uy(x , y) = −
(
2 y2 + x

)
sen (2 x y) , para (x , y) ∈ Ω .

= R2 , (3.96)

u
(
x , e−2 x

)
= cos2

(
x e−2 x

)
, para cada x ∈ R . (3.97)
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Resolução:

Observemos que, neste caso, as fun�c~oes a , b , c : Ω → R e σ , ρ : I
.
= R → R, ser~ao dadas

por:

a(x , y)
.
= 2 y , (3.98)

b(x , y)
.
= 1 , (3.99)

c(x , y)
.
= −

(
2 y2 + x

)
sen(2 x y) , para cada (x , y) ∈ Ω, (3.100)

(σ(t) , ρ(t))
.
=
(
t , e−2 t

)
, para cada t ∈ R , (3.101)

f(t)
.
= cos2

(
t e−2 t

)
, para cada t ∈ R . (3.102)

Com isto temos que a , b , c ∈ C1(Ω ; R), f , σ , ρ ∈ C1(R ; R) e

a2(x , y) + b2(x , y)
(3.98),(3.99)

= (2 y)2 + 12

= 4 y2 + 1 ̸= 0 , para (x , y) ∈ Ω = R2

e ∣∣∣∣∣a(σ(t) , ρ(t)) b(σ(t) , ρ(t))

σ ′(t) ρ ′(t)

∣∣∣∣∣ (3.98),(3.99)=

∣∣∣∣∣2 ρ(t) 1

σ ′(t) ρ ′(t)

∣∣∣∣∣
(3.101)
=

∣∣∣∣∣2 e−2 t 1

1 −2 e−2 t

∣∣∣∣∣
= −4 e−2 t − 1

= −
(
4 e−2 t + 1

)
̸= 0 , para cada t ∈ R .

Logo, do Teorema (3.79), segue que o problema de Cauchy (3.96)-(3.97) possui uma �unica

solu�c~ao de�nida em um subconjunto aberto de Ω, que cont�em o tra�co da curva inicial.

A seguir aplicaremos o procedimento obtido na demonstra�c~ao do Teorema (3.79) para

obter, explicitamente, a solu�c~ao u = u(x , y).

Come�caremos observando que se

s 7→ (α(s) , β(s))

�e uma parametriza�c~ao de uma curva caracter��stica plana associada �a EDP (3.96), ent~ao de-

veremos ter (ver (3.55)-(3.56)):

α ′(s) = a(α(s) , β(s))

(3.98)
= 2β(s), (3.103)

β ′(s) = b(α(s) , β(s))

(3.99)
= 1 , para s ∈ I . (3.104)
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Logo, da EDO (3.104), teremos

β(s) = s+ C1 , para cada s ∈ R, (3.105)

onde C1 ∈ R �e uma constante arbitr�aria.

Substituindo (3.105) na EDO (3.103), teremos:

α ′(s)
(3.103) e (3.105)

= 2 s+ 2C1 ,

ou seja, α(s) = s2 + 2C1 s+ C2

= (s+ C1)
2 + C2 − C1

2 , para s ∈ R , (3.106)

onde C1 , C2 ∈ R s~ao constantes arbitr�arias.

Notemos que, como

y = β(s)
(3.105)
= s+ C1 ,

de (3.106), segue que: x = α(s) = y2 + C ,

onde C
.
= C2 − C1

2, ou seja, as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.96), ser~ao

par�abolas no plano xOy.

Conclusão: as curvas caracter��sticas planas associada �a EDP (3.96) ser~ao as par�abolas

(veja a �gura abaixo)

x = y2 + C . (3.107)

-

6

x

y

� Caracter��sticas planas

x = y2 + C

Notemos que geometricamente, de (3.101), o tra�co da curva inicial �e dada pela repre-

senta�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao (veja �gura abaixo)

x 7→ e−2x .
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-

6

x

y

	

Curva inicial

y = e−2x

Logo, para cada

P = (x , y) ∈ Ω,
consideremos a curva caracter��stica plana associada �a EDP (3.96), que passa pelo ponto

P = (x , y), ou seja, a par�abola que passa pelo ponto P = (x , y) (veja a �gura abaixo).

-

6

x

y

	

Curva inicial

y = e−2x

Curva caracter��stica pelo ponto (x , y)

j

(x , y)

�

�

Notemos que o coe�ciente angular da reta tangente �a par�abola

x = y2 + C



3.2. O PROBLEMA DE CAUCHY 83

�e dado por
1

2 y
, enquanto o coe�ciente angular da reta tangente ao gr�a�co da fun�c~ao

y = e−2 x ,

ser�a dado por −2 y, ou seja, s~ao diferentes.

Com isto temos que a curva caracter��stica plana, pelo ponto (x , y), interceptar�a a curva

inicial transversalmente (isto �e, n~ao paralelamente) em um �unico ponto, em Ω.

Com isto podemos concluir que, dado um ponto de Ω = R2, este pertencer�a a uma �unica

curva caracter��stica plana associada �a EDP (3.96) e interceptar�a a curva inicial transversal-

mente no ponto em quest~ao.

Logo, dado

(x1 , y1) ∈ Ω = R2 ,

para encontrar o valor da solu�c~ao u nesse ponto, podemos considerar a curva caracacter��stica

plana associada �a EDP (3.96), que passa pelo ponto (x1 , y1), que ser�a dada por

x = y2 +
(
x1 − y1

2
)
. (3.108)

Esta curva intercetar�a a curva inicial no ponto (xo , yo), onde (veja a �gura abaixo), ou

seja:

xo = yo
2 +
(
x1 − y1

2
)

(pertence a curva caracter��stica) , (3.109)

yo = e
−2 xo . (pertence a curva inicial) (3.110)

-

6

x

y

	

Curva inicial

y = e−2 x

Curva caracter��stica pelo ponto (x1 , y1)�

(x1 , y1)

(xo , yo)

x = y2 +
(
x1 − y1

2
)



84 CAP�ITULO 3. EQUAC� ~OES LINEARES DE 1.A ORDEM

Agiremos um pouco diferente do usual, para obtermos a solu�c~ao do problema de Cauchy

em quest~ao, a saber, utilizaremos o fato que o lado direito da EDP (3.96) pode ser escrito ao,

logo das suas caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.96), como uma derivada total.

Depois a integraremos, ao londo da mesma, do instante correspondente ao ponto inicial

(xo , yo) (sobre a curva inicial) at�e o instante correspondente ao ponto �nal (x1 , y1), para

obter o valor da solu�c~ao no ponto (x1 , y1).

Consideremos a seguinte parametriza�c~ao da curva caracter��stica plana associada �a EDP

(3.96) (que �e uma par�abola), que liga o ponto (xo , yo), ao ponto (x1 , y1):

s 7→ (
s2 +

(
x1 − y1

2
)
, s
)
, (3.111)

para s ∈ [yo , y1], se yo < y1, ou s ∈ [y1 , yo], se y1 < yo.

Deste modo, o lado esquerdo da EDP (3.96), poder�a ser escrito, ao longo da curva carac-

ter��stica plana dada por (3.111), como uma derivada total, a saber:

d

ds
u (α(s) , β(s))︸ ︷︷ ︸

(3.111)
= (s2+x1−y12 s)

= c (α(s) , β(s))︸ ︷︷ ︸
(3.111)

= (s2+x1−y12 ,s)

= c
(
s2 + x1 − y1

2 , s
)

(3.100)
= −

[
2 s2 +

(
s2 + x1 − y

2
1

)]
sen
[
2
(
s2 + x1 − y1

2
)
s
]
, (3.112)

para s ∈ [yo , y1], ou s ∈ [y1 , yo], respectivamente.

Integrando a EDO acima, em rela�c~ao a s, de s = yo a s = y1 (que corresponde a integrara

EDP (3.96), ao longo da curva caracter��stica, do ponto (xo , yo) at�e o ponto (x1 , y1) - veja a

�gura acima) obteremos:

u
(
y1
2 + x1 − y1

2 , y1
)︸ ︷︷ ︸

=(x1 ,y1)

− u

 =xo︷ ︸︸ ︷
yo
2 + x1 − y1

2 , yo


︸ ︷︷ ︸

=(xo,yo)

=

∫y1
yo

−
[
2 s2 +

(
s2 + x1 − y1

2
)]

sen
[
2
(
s2 + x1 − y1

2
)
s
]
ds

= −

∫y1
yo

(
3 s2 + x1 − y1

2
)
sen

{
2
[
s3 +

(
x1 − y1

2
)
s
]}
ds . (3.113)

Na integral de�nida acima, fazendo-se a mudan�ca de vari�aveis

r
.
= s3 +

(
x1 − y1

2
)
s , segue que: dr = 3 s2 + x1 − y1

2 ,



3.2. O PROBLEMA DE CAUCHY 85

e notando que, se:

s = yo , teremos : r = yo
3 +
(
x1 − y1

2
)
yo

=

yo2 + x1 − y12︸ ︷︷ ︸
(3.109)

= xo

yo
s = y1 teremos: r = y1

3 +
(
x1 − y1

2
)
y1

= x1 y1 ,

obteremos, do Teorema de mudan�ca de vari�aveis na integral de�nida (visto no C�aluclo 1),

segue que:

−

∫y1
yo

(
3 s2 + x1 − y1

2
)
sen

{
2
[
s3 +

(
x1 − y1

2
)
s
]}
ds

= −

∫ x1 y1
xo yo

sen(2 s)ds

= −

∫ x1 y1
xo yo

2 sen(s) cos(s)ds . (3.114)

Notemos que

−

∫
2 sen(s) cos(s)ds

z
.
=cos(s) , teremos: dz=− sen(r)dr

=

∫
2 z dz

= z2 + C

z=cos(s)
= cos2(s) + C . (3.115)

Logo, de (3.114) e (3.115), segue que:

−

∫y1
yo

(
3 s2 + x1 − y1

2
)
sen

{[
s3 +

(
x1 − y1

2
)
s
]}
ds =

[
cos2(r)

] ∣∣∣∣r=x1 y1
r=xo yo

= cos2(x1 y1) − cos2(xo yo) .

Logo, substituindo esta em (3.113), obteremos:

u(x1 , y1) = u(xo , yo︸︷︷︸
(3.110)

= e−2 xo

) + cos2(x1 y1) − cos2 (xo , yo)

= u
(
xo , e

−2 xo
)︸ ︷︷ ︸

(3.98)
= cos2(xo yo)

− cos2(x1 y1) − cos2 (xo yo)

= cos2(x1 y1) , para cada (x1 , y1) ∈ R2 .
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Portanto a solu�c~ao do problema de Cauchy (3.97)-(3.98) ser�a dada por

u(x , y) = cos2(xy) , para cada (x , y) ∈ R2 . (3.116)

�

Observação 3.117

1. Notemos que a solu�c~ao acima pertence a C∞ (R2 ; R).
2. Poder��amos ter resolvido o problema utilizando os argumentos da demonstra�c~ao

do Teorema (3.79), ou seja, encontrando a mudan�ca de coordenadas

(s , t) 7→ (x(s , t) , y(s , t)) ,

cuja imagem cobre numa vizinhan�ca do tra�co da curva inicial γ.

Para obter tal mudan�ca de coordenadas, observemos que as equa�c~oes das curvas

caracter��sticas planas (veja (3.107)), ser~ao dadas por:

x = y2 + C

ou ainda,

{
x = s2 + 2 sC1 + C1

2 + C

y = s+ C1
(3.118)

para constantes C ,K ∈ R convenientes.

Utilizando-se a curva inicial, se

s = 0 , teremos:

{
y = e−2 t

x = t
. (3.119)

Fazendo s = 0 em (3.118) e, comparando com (3.119), obteremos:

C1
2 + C = t e C1 = e

−2 t .

Com isto, das igualdades acima e de (3.118), obteremos a seguinte mudan�ca de

coordenadas:

x(s , t)
.
= s2 + 2 s e−2 t + t , (3.120)

y(s , t)
.
= s+ e−2 t , para cada (s , t) ∈ R2 . (3.121)

Notemos que∣∣∣∣∣xs(s , t) xt(s , t)

ys(s , t) yt(s , t)

∣∣∣∣∣ (3.121)=

∣∣∣∣∣2 s+ 2 e−2 t −4 s e−2 t + 1

1 −2 e−2 t

∣∣∣∣∣
= −

(
4 e−4 t + 1

)
̸= 0 , para (s , t) ∈ R2 . (3.122)
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Logo, de�nido-se,

v(s , t)
.
= u(x(s , t) , y(s , t)) , para cada (s , t) ∈ R2 , (3.123)

ou ainda, u(x , y) = v(s(x , y)) , t(x , y)) , para cada (x , y) ∈ R2 , (3.124)

teremos que

v(0 , t)
s=0 em (3.123)

= u(x(0 , t)︸ ︷︷ ︸
(3.120)

= t

, y(0 , t)︸ ︷︷ ︸
(3.121)

= e−2 t

)

= u
(
t , e−2 t

)
(3.97)
= cos2

(
t e−2 t

)
, para cada t ∈ R . (3.125)

Al�em disso, da regra da cadeia, segue que

vs(s , t)
(3.123)
=

d

ds
[u(x(s , t) , y(s , t))]

regra da cadeia
= ux · xs + uy · ys

(3.118)
= ux ·

(
2 s+ 2 e−2 t

)︸ ︷︷ ︸
(3.121)

= 2 y

+uy · 1

= 2 yux + uy
(3.96)
= −

(
2 y2 + x

)
sen(2 x y)

y=s+e−2 t ,x=s2+2 s e−2 t+t
= −

[
2
(
s+ e−2 t

)2
+ s2 + 2 s e−2 t + t

]
· sen

[
2
(
s2 + 2 s e−2 t + t

) (
s+ e−2 t

)]
= −

(
3 s2 + 6 s e−2 t + 2 e−4 t + t

)
sen
[
2
(
s3 + 3 s2 e−2 t + s t + 2 s e−4 t + t e−2 t

)]
,

para cada (s , t) ∈ R2.

Logo, para cada t ∈ R, integrando a EDP acima, em rela�c~ao a s, de 0 �a s, obtere-

mos:

v(s , t) − v(0 , t) = −

∫ s
0

−
(
3 r2 + 6 r e−2 t + 2 e−4 t + t

)
· sen

[
2
(
r3 + 3 r2 e−2 t + r t+ 2 r e−4 t + t e−2 t

)]
dr .

Fazendo a mudan�ca de vari�aveis na integral de�nida acima (para cada t ∈ R
�xado):

w
.
= r3 + 3 r2 e−2 t + r t+ 2 r e−4 t + t e−2 t ,

teremos: dw = 3 r2 + 6 r e−2 t + t+ 2 e−4 t .
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Com isto,

se r = 0 , segue que: w = t e−2 t ,

se r = s , segue que: w = s3 + 3 s2 e−2 t + s t+ 2 s e−4 t + t e−2 t ,

e assim∫ s
0

−
(
3 r2 + 6 r e−2 t + 2 e−4 t + t

)
sen
[
2
(
r3 + 3 r2 e−2 t + r t+ 2 r e−4 t + t e−2 t

)]
dr =

= −

∫ s3+3s2e−2tst+2se−4t+te−2t
te−2t

2 sen(w) cos(w)dw

=
[
cos2(w)

] ∣∣∣∣w=s3+3 s2 e−2 ts t+2 se−4 t+t e−2 t
w=t e−2 t

= cos2
(
s3 + 3 s2 e−2 t s t+ 2 s e−4 t + t e−2 t

)
− cos2

(
t e−2 t

)
, para (s , t) ∈ R2 .

Portanto,

u(x , y) = v(s , t)

= cos2

s3 + 3 s2 e−2 t s t+ 2 s e−4 t + t e−2 t︸ ︷︷ ︸
(3.120)−(3.121)

= x y

− cos2
(
te−2t

)
+ v(0, t)︸ ︷︷ ︸

(3.125)
= cos2(t e−2 t)

= cos2(xy) , para cada (x , y) ∈ R2 ,

como obtida anteriormente.

3.3 Solução geral

Nesta se�c~ao vamos tratar de problema de obter solu�c~ao geral para uma EDP linear de 1.a

ordem em duas vari�aveis, ou seja, do tipo (3.2).

Para isto consideremos Ω um subconjunto aberto em R2 e o "operador" diferencial linear
de 1.a ordem

L
.
= a

∂

∂x
+ b

∂

∂y
+ c (3.126)

agindo em fun�c~oes u ∈ C1(Ω ; R), onde

a = a(x , y), b = b(x , y), c = c(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω

s~ao fun�c~oes dadas, ou seja,

(Lu)(x , y)
.
= a(x , y)

∂u

∂x
(x , y) + b(x , y)

∂u

∂y
(x , y) + c(x , y)u(x , y) , para (x , y) ∈ Ω.
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Nosso objetivo encontrar (quando poss��vel), uma solução geral, em C1(Ω ; R), da EDP

(Lu)(x , y) = d(x , y) , para (x , y) ∈ Ω, (3.127)

para d : Ω→ R, uma fun�c~ao bem comportada dada, ou seja, encontrar uma solu�c~ao de modo

que toda solu�c~ao da EDP (3.127) possa ser obtida em termos da solu�c~ao geral encontrada,

ou seja, da EDP

a(x , y)
∂u

∂x
(x , y) + b(x , y)

∂u

∂y
(x , y) + c(x , y)u(x , y) = d(x , y) , para (x , y) ∈ Ω.

Suponhamos que

a , b , c , d ∈ C(Ω ; R) . (3.128)

A id�eia do m�etodo que iremos desenvolver a seguir �e a seguinte:

Para encontrarmos a solu�c~ao geral da EDP (3.127), procuraremos uma mudan�ca de

vari�aveis (se existir)

s = s(x , y) , (3.129)

t = t(x , y) , (3.130)

para (x , y) ∈ Ω ′
aberto
⊆ Ω, de modo que, em rela�c~ao �as novas vari�aveis (isto �e, em rela�c~ao �as

vari�aveis (s , t)), a parte da EDP (3.127) que envolve as derivadas parciais de 1.a ordem (ou

seja, a parte principal da EDP (3.127)), possa ser escrita como uma derivada total, de uma

fun�c~ao que envolve a solu�c~ao u procurada, calculada ao longo de uma curva parametrizada

diferenci�avel (a saber, uma curva caracter��stica plana).

Se isto for poss��vel, isto nos permitir�a obter a solu�c~ao geral da EDO obtida (que depender�a

de um parâmetro) e depois retornamos �as vari�aveis originais (isto �e, as vari�aveis (x , y))

utilizando as fun�c~oes inversas relacionadas com a mudan�ca de vari�aveis (3.129) e (3.130).

Antes de aplicarmos as id�eias acima no caso geral, consideraremos alguns exemplos:

Exemplo 3.131 Encontrar (se poss��vel) a solu�c~ao geral, em C1((0 ,∞)×R ; R), da EDP
linear de 1.a ordem:

xux(x , y) + u(x , y) = x
2 , para (x , y) ∈ (0 ,∞)× R . (3.132)

Resolução:

Observemos que, neste caso, as fun�c~oes a , b , c , d : Ω→ R, ser~ao dadas por:

Ω
.
= (0 ,∞)× R , (3.133)

a(x , y)
.
= x , (3.134)

b(x , y)
.
= 0 , (3.135)

c(x , y)
.
= 1 , (3.136)

d(x , y)
.
= x2 , para cada (x , y) ∈ Ω, (3.137)

(3.138)
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ou seja, a , b , c , d ∈ C(Ω;R) e

a2(x , y) + b2(x , y)
(3.134),(3.135)

= x2 + 02 ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω.

Notemos que, para cada (x , y) ∈ Ω, temos:

∂

∂x
[xu(x , y)] = u(x , y) + xux(x , y)︸ ︷︷ ︸

lado esquerdo da EDP (3.132)

.

Logo, podemos escrever a EDP (3.132) como:

∂

∂x
[xu(x , y)] = x2 , para (x , y) ∈ Ω (3.133)

= (0 ,∞)× R , (3.139)

ou seja, escrevemos a parte relacionada com as derivadas parciais de 1.a ordem na EDP (3.132)

(ou seja, a parte principal da EDP (3.132)), como uma derivada total de uma fun�c~ao que

envolve a solu�c~ao procurada u, calculada ao longo de uma curva parametrizada diferenci�avel

(a saber, uma curva caracter��stica plana).

Observemos que, para cada y ∈ R �xado, a equa�c~ao (3.139) �e uma EDO na vari�avel x.

Logo, para cada y ∈ R �xado, integrando-se ambos os membros da mesma, em rela�c~ao a

vari�avel x, obtermos:

xu(x , y) =

∫
x2 dx

=
x3

3
+ f(y) , para (x , y) ∈ Ω (3.133)

= (0 ,∞)× R , (3.140)

onde f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.

Como x ∈ (0 ,∞), teremos que a solu�c~ao geral da EDP (3.132) ser�a dada por:

u(x , y)
(3.14)
=

x2

3
+
f(y)

x
, para cada (x , y) ∈ Ω (3.133)

= (0 ,∞)× R , (3.141)

onde f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.

�

Observação 3.142 Notemos que no Exemplo (3.131) acima, mostramos que toda fun�c~ao

u : Ω→ R que �e solu�c~ao da EDP (3.132), e que pertence a C1(Ω ; R), dever�a ser da forma

(3.141) para alguma f ∈ C1(R ; R).
Reciprocamente, para cada f ∈ C1(R ; R), a fun�c~ao u : Ω→ R, dada por (3.141), ser�a

uma solu�c~ao da EDP (3.132) que pertence �a C1(Ω ; R).
Deixaremos a veri�ca�c~ao destes fatos como exerc��cio para o leitor.

Um outro caso �e dado pelo:
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Exemplo 3.143 Encontrar (se poss��vel) a solu�c~ao geral, em C1
(
R2 ; R

)
, da EDP

− 2 yux(x , y) + uy(x , y) = y e
x , para (x , y) ∈ R2 . (3.144)

Resolução:

Observemos que, neste caso, as fun�c~oes a , b , c , d : Ω→ R, ser~ao dadas por:

Ω
.
= R2 , (3.145)

a(x , y)
.
= −2 y , (3.146)

b(x , y)
.
= 1 , (3.147)

c(x , y)
.
= 0 , (3.148)

d(x , y)
.
= x ex , para cada (x , y) ∈ Ω, (3.149)

ou seja, a , b , c , d ∈ C(Ω;R) e

a2(x , y) + b2(x , y)
(3.146),(3.147)

= (−2 y)2 + 12 ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω.

Para este caso podemos utilizar as id�eias da se�c~ao anterior, isto �e, utilizar as curvas

caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.144) (o coe�ciente do termo u(x , y) �e igual a

zero!) e escolher, de modo conveniente, uma curva auxiliar suave (que far�a o papel da

curva inicial) que intercepte, transversalmente, as curvas caracter��sticas planas associadas �a

EDP (3.144).

Se conseguirmos isso, podemos fazer uma mudan�ca de vari�aveis

s = s(x , y) ,

t = t(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω ′ aberto⊆ Ω,

de modo transformar a EDP (3.144) em uma EDP mais simples de encontrarmos solu�c~oes.

Notemos que, para cada t ∈ I �xado, o tra�co da curva parametrizada

s 7→ (x(s , t) , y(s , t))

ser�a uma curva caracter��stica plana associada �a EDP (4.154) e, para s = 0, ser�a a curva

parametrizada

t 7→ (x(0 , t) , y(0 , t))

ser�a a curva parametrizada que far�a o papel de curva inicial (que ser�a escolhida de modo

conveniente).
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Comecemos encontrando as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.144), isto

�e, as solu�c~oes do sistema de EDO's:

x ′(s) = a(x(s) , y(s))

(3.146)
= −2 y(s) , (3.150)

y ′(s) = b(x(s) , y(s))

(3.147)
= = 1 , para s ∈ I ⊆ R . (3.151)

Integrando a EDO (3.151), em rela�c~ao �a s, obteremos

y(s) = s+ C1 , para cada s ∈ R , (3.152)

para C1 ∈ R arbitr�aria.

Substituindo-se a fun�c~ao (3.152) na EDO (3.150), obteremos

x ′(s)
(3.152),(3.150)

= −2 (s+ C1) , para s ∈ R , (3.153)

e integrando-a, em rela�c~ao �a s, obteremos:

x(s) = −s2 − 2C1 s+ C2

= −(s+ C1︸ ︷︷ ︸
(3.152)

= y

)2 + C1
2 + C2︸ ︷︷ ︸
.
=K

= −y2 + K , (3.154)

onde K ∈ R �e arbitr�aria, ou seja, as curvas caracter��stcas planas associadas �a EDP (3.144)

s~ao, no plano xOy, as par�abolas que s~ao do tipo (veja a �gura abaixo)

x = −y2 + K , (3.155)

onde K ∈ R �e arbitr�aria.
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-

6

x

y

x = −y2 + k

Y

Curva caracter��sticas planas da EDP (3.144)

(x , y)

Consideraremos, como curva auxiliar, o eixo Ox (que far�a o papel de curva inicial), que

�e ortogonal (logo transversal) a todas as curvas caracter��sticas planas obtidas (ou seja, �as

par�abolas (3.155) acima).

Uma parametriza�c~ao do eixo Ox pode ser dada por:

t ∈ R 7→ (t , 0) ∈ R2 .

Lembremos que a mudan�ca de vari�aveis que pretendemos obter dever�a ter a curva

t 7→ (x(0 , t) , y(0 , t))

concidindo com a curva inicial, que no caso �e a nossa curva auxiliar, isto �e, o eixo Ox.

Baseado nisto, podemos tentar obter uma mudan�ca de vari�aveis, como sendo:

(s , t) 7→ (x(s , t) , y(s , t))

dada por (veja (3.152) e (3.154)):

x(s , t)
.
= − [s+D1(t)]

2 +D2(t) , (3.156)

x(0 , t)
.
= t , (3.157)

y(s , t)
.
= s+D1(t) , (3.158)

y(0 , t)
.
= 0 . (3.159)
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Notemos que, fazendo s = 0 em (3.156), em (3.158), utilizando-se (3.157) e (3.159),

obteremos:

0
(3.159)
= y(0 , t)

s=0 em (3.158)
= 0+D1(t)

= D1(t) ,

ou seja, D1(t) = 0 , para cada t ∈ R , (3.160)

t
(3.157)
= x(0 , t)

s=0 em (3.156)
= −[0+D1(t)︸ ︷︷ ︸

(3.160)
= 0

]2 +D2(t) ,

ou seja, D2(t) = t , para cada ∈ R . (3.161)

Portanto, de (3.156), (3.157), (3.158), (3.159), (3.160) e (3.161), segue que a mudan�ca de

vari�aveis ser�a dada por:

y(s , t) = s , (3.162)

x(s , t) = −s2 + t , para cada (s , t) ∈ R2 . (3.163)

Notemos que

x = −s2 + t

s
(3.162)

= y
= −y2 + t , (3.164)

assim, de (3.162), (3.163) e (3.164), segue que

s(x , y) = y , (3.165)

t(x , y) = x+ y2 , para cada (x , y) ∈ R2 , (3.166)

ser�a a transforma�c~ao inversa associada �a mudan�ca de vari�aveis (3.162)-(3.22) acima, isto �e,

(3.162)-(3.163) de�ne, realmente, uma mudan�ca de vari�aveis, que pertence a C1(R2 ; R2).

Observação 3.167 Observemos que a fun�c~ao

t = t(x , y) ,

dada por (3.166), �e constante ao longo das curvas caracter��sticas planas associadas �a

EDP (3.144) (veja (3.155)).

Al�em disso, a fun�c~ao

s = s(x , y) ,

dada por (3.165), �e constante ao longo da curva auxiliar (a curva que faz o papel de

curva inicial escolhida), isto �e, o eixo Ox (ou seja, y = 0 - veja (3.165)).
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Consideremos agora a fun�c~ao v : R2 → R, dada por

v(s , t)
.
= u(x(s , t) , y(s , t)) , para cada (s , t) ∈ R2 ,

ou ainda: u(x , y)
.
= v(s(x , y) , t(x , y)) , para cada (x , y) ∈ R2 . (3.168)

Utilizando-se (3.70), (3.150) e (3.151), segue que:

vs(s , t) = d(x(s , t) , y(s , t))

(3.149)
= y(s , t) ex(s ,t)

(3.162),(3.163)
= s e−s

2+t , para (s , t) ∈ R2 ,

ou seja, a fun�c~ao v = v(s , t) dever�a satisfazer a seguinte EDP:

vs(s , t) = s e
−s2+t , para (s , t) ∈ R2 . (3.169)

Logo, para cada t ∈ R �xado, integrando a equa�c~ao (3.169), em rela�c~ao a s, obteremos:

v(s , t) =

∫
s e−s

2+t ds+ f(t)

r
.
=−s2+t logo: dr=−2 s ds

=

∫
er
dr

−2

= −
1

2
er + f(t)

r=−s2+t
= −

1

2
e−s

2+t + f(t) , para cada (s , t) ∈ R2 , (3.170)

onde f ∈ C1(R2 ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.

Deste modo teremos que

v(s , t)
.
= −

1

2
e−s

2+t + f(t) , para cada (s , t) ∈ R2 , (3.171)

ser�a uma solu�c~ao geral da EDP (3.169).

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Como

u(x , y)
(3.168)
= v(s(x , y) , t(x , y))

(3.171)
= −

1

2
e(

(3.165)
= x︷ ︸︸ ︷

−s2 + t) + f(

(3.166)
= x+y2︷︸︸︷
t )

= −
1

2
ex + f

(
x+ y2

)
, para cada (x , y) ∈ R2 , (3.172)

onde f ∈ C1(R2 ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.
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Portanto a solu�c~ao geral da EDP (3.144) ser�a dada por:

u(x , y)
.
= −

1

2
ex + f

(
x+ y2

)
, para cada (x , y) ∈ R2 , (3.173)

onde f ∈ C1(R2 ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.

�

Observação 3.174 Notemos que no Exemplo (3.143) acima, mostramos que toda solu�c~ao

u = u(x , y) da EDP (3.144), que pertence a C1(Ω ; R), dever�a ser da forma (3.173).

Reciprocamente, se uma fun�c~ao u : R2 → R �e dada por (3.173), ela ser�a uma solu�c~ao

da EDP (3.144), que pertence a C1(Ω ; R).
Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Temos tamb�em o:

Exemplo 3.175 Encontrar (se poss��vel) a solu�c~ao geral, em C1
(
R2 ; R

)
, da EDP

aux(x , y) + buy(x , y) + cu(x , y) = d , para (x , y) ∈ R2 , (3.176)

onde a , b , c , d ∈ R s~ao constantes �xadas satisfazendo

a2 + b2 ̸= 0 . (3.177)

Resolução:

Observemos que, neste caso, as fun�c~oes a , b , c , d : Ω→ R, ser~ao dadas por:

Ω
.
= R2 , (3.178)

a(x , y)
.
= a , (3.179)

b(x , y)
.
= b , (3.180)

c(x , y)
.
= c , (3.181)

d(x , y)
.
= d , para cada (x , y) ∈ Ω, (3.182)

ou seja, a , b , c , d ∈ C(Ω;R) e

a2(x , y) + b2(x , y)
(3.179),(3.180)

= a2 + b2
(3.177)

̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω.

Na verdade estamos tratando de encontrar solu�c~ao geral de uma EDP de 1.a ordem linear

com coe�cientes constantes, em duas vari�aveis reais.

Agiremos como no Exemplo (3.143) acima, isto �e, utilizaremos as caracter��sticas planas

associadas �a EDP (3.176) e encontraremos uma curva auxiliar suave (que far�a o papel da

curva inicial) que intercepte, transversalmente, as curvas caracter��sticas planas associadas �a

EDP (3.176).
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Se conseguirmos isso, poderemos fazer uma mudan�ca de vari�aveis

s = s(x , y) ,

t = t(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω ′ aberto⊆ Ω,

de modo transformar a EDP (3.176), em uma EDP mais simples de encontrarmos solu�c~oes.

Notemos que, para cada t ∈ I �xado, o tra�co da curva parametrizada

s 7→ (x(s , t) , y(s , t))

�e uma curva caracter��stica plana associada �a EDP (4.154) e o tra�co da curva parametrizada

t 7→ (x(0 , t) , y(0 , t))

�e a curva escolhida de modo conveniente (que far�a o papel de curva inicial),

Comecemos encontrando as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.176), isto

�e, as solu�c~oes de

x ′(s) = a(x(s) , y(s))

(3.179)
= a , (3.183)

y ′(s) = b(x(s) , y(s)))

(3.180)
= b , para s ∈ I ⊆ R . (3.184)

As solu�c~oes das EDO (3.183) e (3.184) ser~ao:

x(s) = a s+ C1 , (3.185)

y(s) = b s+ C2 , para cada s ∈ R , (3.186)

onde C1 , C2 ∈ R s~ao arbitr�arias.

Notemos que fazendo, multiplicando a equa�c~ao (3.186) por a, e subtraindo da equa�c~ao

(3.185), multiplicada b, obteremos:

ay− bx = (bas+ aC2) − (abs+ bC1)

= aC2 − bC1
.
= K1 , para (x , y) ∈ R2 , (3.187)

onde K1 ∈ R �e uma constante arbitr�aria, ou seja, as curvas caracter��sticas planas associadas

�a EDP (3.176) ser~ao as retas

ay− bx = K1 , para (x , y) ∈ R2 , (3.188)

onde K1 ∈ R �e uma constante arbitr�aria.

Logo as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.176) ser~ao retas paralelas �a reta

(veja a �gura abaixo)

ay− bx = 0 .
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-

6

x

y

ay − bx = K

I

Curvas caracter��sticas planas da EDP (3.176)

Observemos que, para cada K2 ∈ R, a reta

− by+ ax = K2 , para (x , y) ∈ R2 (3.189)

�e uma reta ortogonal a cada uma das curvas caracter��sticas planas obtidas acima (em parti-

cular, �e transversal �as mesmas).

Consideremos a aplica�c~ao

(x , y) 7→ (s , t) ,

de modo que

t = t(x , y)

seja constante ao longo das caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.176) e

s = s(x , y)

seja constante ao longo das retas (3.189) (que s~ao ortogonais �as curvas caracter��sticas planas),

isto �e, das considera�c~oes acima, de (3.188) e de (3.189), de�niremos:

s(x , y) = ax+ by , (3.190)

t(x , y) = −bx+ ay , para cada (x , y) ∈ R2 . (3.191)

Notemos que a aplica�c~ao

T : (x , y) 7→ (s , t)
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�e um operador linear em R2 e que a matriz desse operador, em rela�c~ao �a base canônica de

R2, a saber, a base

B .
= {(1 , 0) , (0 , 1)}

de R2, ser�a dada por: (
a b

−b a

)
,

cujo determinante ser�a a2 + b2
(3.177)

̸= 0.

Logo o operador linear acima ser�a um operador invers��vel (e cujo operador inverso tamb�em

�e um operador linear) e portanto (3.190) e (3.191) de�nem uma mudan�ca de vari�aveis que

ser�a de classe C1
(
R2 ; R2

)
.

Consideremos agora

v(s , t)
.
= u[x(s , t) , y(s , t)] , para cada (s , t) ∈ R2 , (3.192)

ou seja,

u(x , y) = v[s(x , y) , t(x , y)] , para cada (x , y) ∈ R2 . (3.193)

Notemos que, da regra da cadeia para fun�c~oes de v�arias vari�aveis, a valores reais, , teremos:

ux(x , y) = vs[s(x , y) , t(x , y)] sx(x , y)︸ ︷︷ ︸
(3.190)

= a

+vt[s(x , y) , t(x , y)] tx(x , y)︸ ︷︷ ︸
(3.191)

= −b

= a vs[s(x , y) , t(x , y)] − b vt[s(x , y) , t(x , y)] , (3.194)

uy(x , y) = vs[s(x , y) , t(x , y)] sy(x , y)︸ ︷︷ ︸
(3.190)

= b

+vt[s(x , y) , t(x , y)] ty(x , y)︸ ︷︷ ︸
(3.191)

= a

= b vs[s(x , y) , t(x , y)] + a vt[s(x , y) , t(x , y)] (3.195)

para cada (x , y) ∈ R2.
Logo, substuindo (3.194) e (3.195) na EDP (3.176), obteremos:

d
(3.176)
= aux(x , y) + buy(x , y) + cu(x , y)

(3.192),(3.194),(3.195)
= a [a vs(s , t) − b vt(s , t)] + b [b vs(s , t) + a vt(s , t)] + c v(s , t)

= a2 vs(s , t) − ab vt(s , t) − ba vt(s , t) + c v(s , t)

=
(
a2 + b2

)
vs(s , t) + c v(s , t) , para (s , t) ∈ R2 ,

ou seja, a fun�c~ao v = v(s , t) dever�a satisfazer a seguinte EDP:(
a2 + b2

)
vs(s , t) + c v(s , t) = d , para (s , t) ∈ R2 .
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Como a2 + b2
(3.177)

̸= 0, esta EDP ser�a equivalenta �a:

vs(s , t) +
c

a2 + b2
v(s , t) =

d

a2 + b2
, para (s , t) ∈ R2 . (3.196)

� Se c = 0, a EDP (3.196) tornar-se-�a:

vs(s , t) =
d

a2 + b2
, para (s , t) ∈ R2 , (3.197)

cuja solu�c~ao geral (integrando-se, para cada t ∈ R �xado, na vari�avel s) ser�a dada por:

v(s , t) =
d

a2 + b2
s+ f(t) , para cada (s , t) ∈ R2 , (3.198)

onde f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.

Logo, de (3.193), teremos:

u(x , y)
(3.193)
= v(s , t)

=
d

a2 + b2
s+ f(t)

(3.190),(3.191)
=

d

a2 + b2
(ax+ by) + f(−bx+ ay) , para cada (x , y) ∈ R2 ,

(3.199)

ou seja, quando c = 0, uma solu�c~ao geral da EDP (3.176), ser�a dada por:

u(x , y)
.
=

d

a2 + b2
(ax+ by) + f(−bx+ ay) , para cada (x , y) ∈ R2 , (3.200)

onde f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.

� Se c ̸= 0, multiplicando-se a EDP (3.196) por

e
c s

a2+b2 , para cada s ∈ R

(�e um fator integrante da EDO obtida, quando �xamos t ∈ R na EDP (3.196)) obteremos

a seguinte EDP:

e
c s

a2+b2

[
vs(s , t) +

c

a2 + b2
v(s , t)

]
=

d

a2 + b2
e

c s

a2+b2 , para (s , t) ∈ R2 .

Notemos que o lado esquerdo da EDP acima poder�a ser escrito como uma "derivada

total", mais precisamente, teremos (veri�que!)

∂

∂s

[
e

c s

a2+b2 v(s , t)
]
=

d

a2 + b2
e

c s

a2+b2 , para s ∈ R . (3.201)
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Logo, para cada t ∈ R �xado, integrando-se a EDO (3.201), em rela�c~ao a s, obteremos:

e
c s

a2+b2 v(s , t) =

∫
d

a2 + b2
e

c s

a2+b2 ds

Exerc��cio
=

d

a2 + b2

(
1
c

a2+b2

e
c s

a2+b2 + f(t)

)
=
d

c
e

c s

a2+b2 + f(t) , para cada (s , t) ∈ R2 ,

ou seja,

v(s , t) =
d

c
+ e

−c s

a2+b2 f(t) , para cada (s , t) ∈ R2 , (3.202)

onde f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.

Logo, de (3.193), teremos:

u(x , y)
(3.193)
= v(s , t)

(3.202)
=

d

c
+ e

−c s

a2+b2 f(t)

(3.190),(3.191)
=

d

c
+ e

−c (a x+by)

a2+b2 f(−bx+ ay) , para cada (x , y) ∈ R2 , (3.203)

isto �e, quando c ̸= 0, uma solu�c~ao geral da EDP (3.176) ser�a dada por:

u(x , y)
.
=
d

c
+ e

−c (a x+by)

a2+b2 f(−bx+ ay) , para cada (x , y) ∈ R2 , (3.204)

onde f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.

�

Observação 3.205

1. Notemos que no Exemplo (3.175) acima, mostramos que toda solu�c~ao u = u(x , y)

da EDP (3.176), que pertence �a C1(Ω ; R), dever�a ser da forma (3.204), se c ̸= 0,

ou da forma (3.200), se c = 0.

Reciprocamente, dada uma fun�c~ao f ∈ C1(R ; R), a fun�c~ao u : R2 → R, dada por

(3.204), para c ̸= 0, ou da forma (3.200), para c = 0, ser�a uma solu�c~ao da EDP

(3.176), que pertence �a C1(Ω ; R).

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor

2. A id�eia utilizada no Exemplo (3.175) acima poder�a tamb�em ser aplicada em casos

em que a EDP não tem coe�cientes constantes, a saber: EDP do tipo:

a(x , y)ux(x , y) + b(x , y)uy(x , y) + c(x , y)u(x , y) = d(x , y) , (3.206)
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para cada (x , y) ∈ Ω, onde Ω ⊆ R2 �e aberto em R2, a , b , c , d ∈ C1
(
R2 ; R

)
s~ao

dadas satisfzendo

a2(x , y) + b2(x , y) ̸= 0 , (3.207)

para (x , y) ∈ Ω.

Neste caso as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP ser~ao solu�c~oes do

sistema de EDO's:

x ′(s) = a(x(s) , y(s)) , (3.208)

y ′(s) = b(x(s) , y(s)) , para s ∈ I ⊆ R . (3.209)

Notemos que a curva

s 7→ (x(s) , y(s))

ser�a solu�c~ao da EDO de 1.a ordem linear (na forma de diferencial)

a(x , y)dy− b(x , y)dx = 0 . (3.210)

Para ver isto basta notar que se

a(xo, yo) ̸= 0 ,

ent~ao, da continuidade da fun�c~ao a segue que

a(x , y) ̸= 0,

para (x , y) em uma vizinhan�ca do ponto (xo , yo), contida em Ω.

Logo, aplicando a regra da cadeia e a deriva�c~ao da fun�c~ao inversa nessa vizi-

nhan�ca, teremos

dy

dx

regra da cadeia
=

dy

ds
· ds
dx

derivada da fun�c~ao inversa
=

dy

ds
· 1
dx

ds

=
y ′(s)

x ′(s)

(3.208),(3.209)
= b(x , y)

1

a(x , y)
,

ou, equivalentemente: a(x , y)dy− b(x , y)dx = 0 .

Se

a(xo, yo) = 0 ,
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ent~ao, de (3.207) deveremos ter

b(xo, yo) ̸= 0

e assim podemos aplicar as id�eias acima para obter
dx

dy
e com isto obter a EDO,

na forma diferencial (3.210).

Deixaremos os detalhes deste caso como exerc��cio para o leitor.

Notemos agora que, se as solu�c~oes da EDO (3.210) forem da forma (tamb�em

conhecidas como curvas integrais, ou integrais primeiras)

t(x , y) = K , para cada K ∈ R , (3.211)

�e natural considerarmos a fun�c~ao

t
.
= t(x , y) (3.212)

como uma das novas vari�aveis, como vimos nos Exemplos (3.175) acima (veja

(3.189) e (3.191)), ou seja,

t = t(x , y)

dever�a ser constante ao longo das curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP

(3.206).

Para a escolha da express~ao da outra fun�c~ao da mudan�ca de vari�aveis, a saber,

s = s(x , y) ,

temos uma certa liberdade, ou seja, basta garantir que a transforma�c~ao

s = s(x , y) , (3.213)

t = t(x , y) (3.214)

seja uma mudan�ca de vari�aveis de classe C1 (Ω ′;R), onde Ω ′ um subconjunto

aberto, contido em Ω.

Notemos que para isto bastar�a que o jacobiano

∂(s , t)

∂(x , y)
(x , y)

.
=

∣∣∣∣∣sx(x , y) sy(x , y)

tx(x , y) ty(x , y)

∣∣∣∣∣ ̸= 0 , para (x , y) ∈ Ω,

pois podemos utilizar o Teorema da fun�c~ao inversa, estudado no curso de C�alculo

II.

Lembremos que tal Teorema nos fornece transforma�c~oes inversas locais.
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3. Notemos que se

ty(x , y) ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω

(respectivamente,

tx(x , y) ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω ) ,

segue que podemos tomar

s(x , y)
.
= x , para (x , y) ∈ Ω

ou, mais geralmente, uma fun�c~ao linear a�m na vari�avel x (respectivamente,

s(x , y)
.
= y , para cada (x , y) ∈ Ω,

ou, mais geralmente, uma fun�c~ao linear a�m na vari�avel y).

De fato pois, neste caso, o jacobiano acima ser�a dado por

∂(s , t)

∂(x , y)
(x , y)

.
=

∣∣∣∣∣sx(x , y) sy(x , y)

tx(x , y) ty(x , y)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1 0

tx(x , y) ty(x , y)

∣∣∣∣∣
= ty(x , y) ̸= 0 , para (x , y) ∈ Ω.

Analogamente, para o caso que tx(x , y), para cada (x , y) ∈ Ω.

4. Observemos que, se a fun�c~ao

s = s(x , y)

�e uma fun�c~ao n~ao constante, for constante ao longo das curvas ortogonais �as

curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP acima, o jacobiano acima nunca

se anular�a em Ω.

De fato, pois as curvas de n��vel das fun�c~oes

t = t(x , y) e s = s(x , y)

ser~ao curvas ortogonais.

Logo os seus respectivos vetores tangentes ser~ao ortogonais, em cada ponto de

interse�c~ao das mesmas, em particular L.I. em
(
R2 ,+ , ·

)
e, como consequência, o

jacobiano acima ser�a n~ao nulo em Ω.
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5. Notemos que as curvas ortogonais �as curvas caracter��sticas planas associadas a

EDP dada, ser~ao as solu�c~oes a EDO (na forma diferencial):

b(x , y)dy+ a(x , y)dx = 0 , para (x , y) ∈ Ω. (3.215)

Para ver isto vamos supor que estamos na situa�c~ao acima.

De (3.210), se y = y(x) (se x = x(y), algo do mesmo tipo ocorrer�a) teremos que

dy

dx
=
b(x , y)

a(x , y)
, para (x , y) ∈ Ω.

Logo as curvas ortogonais a estas dever~ao ter coe�cientes angulares das retas

tangentes dados por

dy

dx
= −

1

b(x , y)

a(x , y)

= −
a(x , y)

b(x , y)
, , para (x , y) ∈ Ω,

ou seja, b(x , y)dy+ a(x , y)dx = 0 , para (x , y) ∈ Ω, (3.216)

como a�rmamos acima.

6. Vale observar que, escrever uma EDO na forma (3.210) nos traz a grande vanta-

gem de podermos resolvê-la tanto tentando encontrar uma solu�c~ao do tipo uma

fun�c~ao diferenci�avel:

y = y(x) , para cada x ∈ I ,

ou uma solu�c~ao do tipo uma fun�c~ao diferenci�avel:

x = x(y) , para cada y ∈ J

ou, em geral, como uma curva parametrizada diferenci�avel

s 7→ (x(s) , y(s)) , para cada s ∈ K ,

onde I , J , K s~ao intervalos abertos de R.

Apliquemos as id�eias acima ao:

Exemplo 3.217 Encontrar uma solu�c~ao geral cl�assica (isto �e, na classe C1((−∞ , 0) ×
R ; R)) da EDP:

x2 u(x , y) − xyuy(x , y) + yu(x , y) = xy
2 , para (x , y) ∈ (−∞ , 0)× R . (3.218)
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Resolução:

Observemos que, neste caso, as fun�c~oes a , b , c , d : Ω→ R, ser~ao dadas por:

Ω
.
= (−∞ , 0)× R , (3.219)

a(x , y)
.
= x2 , (3.220)

b(x , y)
.
= −xy , (3.221)

c(x , y)
.
= y , (3.222)

d(x , y)
.
= xy2 , para cada (x , y) ∈ Ω, (3.223)

ou seja, a , b , c , d ∈ C(Ω ; R) e

a2(x , y) + b2(x , y)
(3.220), (3.221)

= x2 +
(
−xy2

)2
= x2

(
1+ y4

)
̸= 0

para cada (x , y) ∈ Ω = (−∞ , 0)× R.
Na verdade estamos tratando de encontrar solu�c~ao geral de uma EDP de 1.a ordem linear

com coe�cientes não constantes, em duas vari�aveis reais.

Neste caso as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.218) ser~ao as solu�c~oes da

EDO que, na forma diferencial (veja (3.210)), ser�a dada por:

x2 dy− (−xy)dx = 0 , para cada (x , y) ∈ Ω .
= (−∞ , 0)× R . (3.224)

Como x ∈ (−∞ , 0), a EDO (3.224) acima poder�a ser escrita na forma usual, da seguinte

EDO:

dy

dx
(x) = −

y(x)

x
,

ou seja,
y ′(x)

y(x)
= −

1

x
,

ou ainda ,
d

dx
[ln(y(x))] = −

1

x
,

isto �e, ln[y(x)] = −

∫
1

x
dx ,

ou seja, ln(y) = − ln(|x|) + C .

Como ln((0 ,∞)) = R, existe K1 ̸= 0, tal que, ln(y) = − ln(|x|) + ln(|K1|) ,

isto �e, ln(y) = ln

(
|K1|

|x|

)
,

ou seja, y =
K

x
,

ou ainda, xy = K , para cada x ∈ (−∞ , 0) ,
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onde K ∈ R, ou seja, as curvas curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.218) ser~ao

as hip�erboles

xy = K , para cada (x , y) ∈ Ω .
= (−∞ , 0)× R , (3.225)

onde K ∈ R (veja a �gura abaixo).

-

6

x

y

�

x y = K

9

Curvas caracter��sticas planas

Logo, baseado nas id�eias do item 2. da Observa�c~ao (3.205), se considerarmos

t(x , y)
.
= xy , para cada (x , y) ∈ Ω .

= (−∞ , 0)× R , (3.226)

teremos, em particular, que a fun�c~ao

t = t(x , y)

ser�a constante ao longo das curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.218) (como foi

sugerido no item 2. da Observa�c~ao (3.205)).

Notemos que

ty(x , y)
(3.226)
= x ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω .

= (−∞ , 0)× R .

Assim, baseado no item 3. da Observa�c~ao (3.205), podemos considerar como candidata a

outra fun�c~ao da mudan�ca de vari�aveis, a fun�c~ao:

s(x , y)
.
= x , para cada (x , y) ∈ Ω .

= (−∞ , 0)× R . (3.227)



108 CAP�ITULO 3. EQUAC� ~OES LINEARES DE 1.A ORDEM

Com isto podemos considerar a mudan�ca de vari�aveis em Ω:

T(x , y)
.
= (s(x , y) , t(x , y)) , onde:

s(x , y)
.
= x , (3.228)

t(x , y)
.
= xy , para cada (x , y) ∈ Ω, (3.229)

e

Λ
.
= T(Ω) = (−∞ , 0)× R ,

que �e a imagem de Ω por essa transforma�c~ao.

Notemos que a transforma�c~ao inversa, T−1 : Λ→ Ω, ser�a dada por:

x(s , t)
.
= s , (3.230)

y(s , t)
.
=
t

s
, para cada (s , t) ∈ Λ . (3.231)

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

De�namos a fun�c~ao v : Λ→ R, dada por:

v(s , t)
.
= u[x(s , t) , y(s , t)] , para cada (s , t) ∈ Λ , (3.232)

ou ainda,

u(x , y)
.
= v[s(x , y) , t(x , y)] , para cada (x , y) ∈ Ω. (3.233)

Com isto, pela regra da cadeia, temos:

vs(s, t)
(3.232) e a regra da cadeia

= ux[x(s , t) , y(s , t)] xs(s , t)︸ ︷︷ ︸
(3.230)

= 1

+uy[x(s , t) , y(s , t)] ys(s , t)︸ ︷︷ ︸
(3.231)

= − t

s2

= ux[x(s , t) , y(s , t)] − uy[x(s , t) , y(s , t)]
t

s︸︷︷︸
(3.231)

= y

1

s︸︷︷︸
(3.230)

= 1
x

= ux(x , y) − uy(x , y)
y

x
, (3.234)

para cada (s , t) ∈ Λ, assim:

s2 vs(s , t)
s2

(3.228)
= x2 e (3.234)

= x2
[
ux(x , y) − uy(x , y)

y

x

]
= x2 ux(x , y) − x

2 uy(x , y)
y

x

= x2 ux(x , y) − xyuy(x , y)

(3.218)
= −yu(x , y) + xy2

y
(3.231)

= t
s
,x
(3.230)

= s e (3.232)
= −

t

s
v(s , t) + s

t2

s2

= −
t

s
v(s , t) +

t2

s
, para cada (s , t) ∈ Λ ,
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ou seja, a fun�c~ao v = v(s , t) dever�a satisfazer a seguinte EDP:

s2 vs(s , t) = −
t

s
v(s , t) +

t2

s
, para (s , t) ∈ Λ ,

ou, como s ∈ (−∞ , 0), esta ser�a equivalente �a seguinte EDP:

vs(s , t) +
t

s3
v(s , t) =

t2

s3
, para (s , t) ∈ Λ = (−∞ , 0)× R . (3.235)

Logo, para cada t ∈ R �xado, a EDP (3.235), tornar-se-�a uma EDO linear de 1.a ordem,

cujo um fator integrante �e dado por:

e
∫
t

s3
ds = e−

t

2 s2 , para cada s ∈ (−∞ , 0) . (3.236)

Para cada t ∈ R �xado, multiplicando-se a EDO pelo fator integrante (3.236) acima,

obteremos:

e
− t

2 s2 vs(s , t) + e
− t

2 s2
t

s3
v(s , t)︸ ︷︷ ︸

= ∂
∂s

[
e
− t

2 s2 v(s ,t)

]
= e−

t

2 s2
t2

s3
, , para s ∈ (−∞ , 0) ,

ou seja,

∂

∂s

[
e
− t

2 s2 v(s , t)
]
= e−

t

2 s2
t2

s3
, para (s , t) ∈ Λ . (3.237)

Logo, para cada t ∈ R �xado, integrando-se a equa�c~ao (3.237) acima, em rela�c~ao a s,

obteremos:

e
− t

2 s2 v(s , t) =

∫
e
− t

2 s2
t2

s3
ds+ f(t)

w
.
=− t

2 s2
, assim: dw= t

s3
ds

=

∫
t ew dw+ f(t)

= t ew + f(t)

w=− t

2 s2= t e
− t

2 s2 + f(t) , para cada (s , t) ∈ Λ ,

ou seja,

v(s , t) = t+ f(t) e
t

2 s2 , para cada (s , t) ∈ Λ , (3.238)

ser�a a solu�c~ao geral da EDP (3.235), onde f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.
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Utilizando-se (3.233), (3.228) e (3.229) segue que a solu�c~ao geral da EDP (3.218) ser�a

dada por:

u(x , y)
(3.233)
= v(s , t)

(3.238)
= t+ f(t) e

t

2 s2

s
(3.228)

= x, t
(3.229)

= x y
= xy+ f(xy) e

x y

2 x2

= xy+ f(xy) e
y
2 x , para cada (x , y) ∈ (−∞ , 0)× R ,

ou seja,

u(x , y) = xy+ f(xy) e
y
2 x , para cada (x , y) ∈ (−∞ , 0)× R , (3.239)

ser�a uma solu�c~ao geral da EDP (3.218), onde f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~oa arbitr�aria.

Observação 3.240 Notemos que no Exemplo (3.217) acima, mostramos que toda solu�c~ao

u = u(x , y) da EDP (3.218), que pertence a C1(Ω ; R), dever�a ser da forma (3.238), para

alguma f ∈ C1(R ; R).
Reciprocamente, a fun�c~ao u = u(x , y), dada por (3.238), onde f ∈ C1(R ; R), ser�a

uma solu�c~ao da EDP (3.218), que pertence a C1(Ω ; R).
A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Apliquemos as mesmas id�eias acima ao:

Exemplo 3.241 Encontrar uma solu�c~ao geral cl�assica (isto �e, na classe C1((R \ {0}) ×
R ; R)) da EDP linear de 1.a ordem:

xux(x , y) + (x− 1)uy(x , y) + xu(x , y) = e
x−y , para (x , y) ∈ (R \ {0})× R . (3.242)

Resolução:

Observemos que, neste caso, as fun�c~oes a , b , c , d : Ω→ R, ser~ao dadas por:

Ω
.
= (R \ {0})× R , (3.243)

a(x , y)
.
= x , (3.244)

b(x , y)
.
= x− 1 , (3.245)

c(x , y)
.
= x , (3.246)

d(x , y)
.
= ex−y , para cada (x , y) ∈ Ω, (3.247)

ou seja, a , b , c , d ∈ C(Ω ; R) e

a2(x , y) + b2(x , y)
(3.244),(3.245)

= x2 + (x− 1)2

= 2 x2 − 2 x+ 1
∆=(−2)2−4.2.1=−4<0

̸= 0 ,
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para cada (x , y) ∈ Ω .

Como no Exemplo (3.217) anterior, estamos tratando de encontrar solu�c~ao geral de uma

EDP de 1.a ordem linear com coe�cientes não constantes em duas vari�aveis reais.

Neste caso as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (3.242) ser~ao as solu�c~oes da

EDO, na forma diferencial (veja (3.210)), ser�a dada por:

xdy− (x− 1)dx = 0 , para (x , y) ∈ Ω. (3.248)

Como x ∈ R \ {0}, a EDO (3.248) acima, ser�a equivalente a seguinte EDO:

dy

dx
(x) =

x− 1

x
,

ou seja,
dy

dx
(x) = 1−

1

x
,

integrando-a, em rela�c~ao �a x, teremos: y = x− ln(|x|) + C ,

ou seja, ey = ex−ln(|x|)+C

= ex
1

|x|
eC ,

tomando-se K1
.
= eC, teremos |x| ey−x = K1 ,

isto �e, x ey−x = K , (3.249)

para K ∈ R arbtir�aria, ou seja, as curvas caracter��sticas planas associadas a EDP (3.242) ser~ao

da forma (veja a �gura abaixo)

y = x− ln(|x|) + C , para cada x ∈ R \ {0} , (3.250)

para cada K ∈ R, ou ainda,

x ey−x = K , para cada x ∈ R \ {0} , (3.251)

para cada K ∈ R.

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co das curvas acima �e dada pela �gura abaixo.
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-

6

6

y = x − ln(|x|) + C

A reta x = 0 �e uma ass��ntota vertical do gr�a�co das fun�c~oes y = x − ln(|x|) + C

?

Curvas caracter��sticas planas associadas a EDP (3.242)

x

y

Utilizando-se as id�eias do item 2. da Observa�c~ao (3.205), vamos considerar

t(x , y)
.
= x ey−x , para cada (x , y) ∈ Ω, (3.252)

que �e uma fun�c~ao a valores reais, de classe C1(Ω ; R) (na verdade de classe C∞(Ω ; R)).
Observemos que, para cada (x , y) ∈ Ω, teremos:

tx(x , y)
(3.252)
= ey−x + x ey−x · (−1)

= (1− x) ey−x

= 0 se, e somente se, x = 1 .

Por outro lado,

ty(x , y)
(3.252)
= x ey−x · 1 ̸= 0 , pois (x , y) ∈ Ω = (R \ {0})× R .

Notemos que (veja o item 3. da Observa�c~ao (3.205)), se considerarmos

s(x , y)
.
= y− x , para cada (x , y) ∈ Ω, (3.253)
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segue que, a fun�c~ao a valores reais, s = s(x , y), pertencer�a �a C1(Ω ; R) (na verdade pertencer�a
�a C∞(Ω ; R)) e

∣∣∣∣∣sx(x , y) sy(x , y)

tx(x , y) ty(x , y)

∣∣∣∣∣ (3.252),(3.253)=

∣∣∣∣∣ −1 1

(1− x) ey−x x ey−x

∣∣∣∣∣
= −x ey−x − (1− x) ey−x

= −ey−x ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω. (3.254)

Logo, a transforma�c~ao

T : (x , y) 7→ (s , t) ,

dada por:

s(x , y) = y− x , (3.255)

t(x , y) = x ey−x , para cada (x , y) ∈ Ω, (3.256)

�e uma mudan�ca de vari�aveis de classe C1(Ω ; R), sobre a imagem Λ
.
= T(Ω) = R× (R \ {0}).

Deixaremos a veri�ca�c~ao destes fatos como exerc��cio para o leitor.

Notemos que se

s = y− x ent~ao, de (3.256), segue que t = x es,

o que implicar�a que
x = t e−s,

ou seja, a transforma�c~ao inversa T−1 : Λ→ Ω, ser�a dada por:

x(s , t) = t e−s , (3.257)

y(s , t) = s+ t e−s , para cada (s , t) ∈ Λ . (3.258)

A �gura abaixo ilustra as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP dada por (3.251)

e as curvas

y− x = K2 , (3.259)

para K2 ∈ R.
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-

6

6

y = x − ln(|x|) + C

?

Curvas caracter��sticas planas

x

y

� y − x = C ′

Notemos que as duas fam��lias de curvas, dadas pelas equa�c~oes (3.251) e (3.259), s~ao

transversais, em cada ponto de intersec�c~ao das mesmas, como indica o jacobiano (3.254)

acima.

De�namos a fun�c~ao v : Λ→ R, dada por

v(s , t)
.
= u[x(s , t) , y(s , t)] , para cada (s , t) ∈ Λ , (3.260)

ou ainda,

u(x , y)
.
= v[s(x , y) , t(x , y)] , para cada (x , y) ∈ Ω. (3.261)

Com isto, de (3.260) e daa regra da cadeia, segue que:

vs(s , t) = ux[x(s , t), y(s , t)] xs(s , t)︸ ︷︷ ︸
(3.257)

= t e−s (−1)

+uy[x(s , t) , y(s , t)] ys(s , t)︸ ︷︷ ︸
(3.258)

= 1+t e−s (−1)

= − t e−s︸︷︷︸
(3.257)

= x

ux[x(s , t) , y(s , t)] + (1− t e−s︸︷︷︸
(3.257)

= x

)uy[x(s , t) , y(s , t)]
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= −xux(x , y) + (1− x)uy(x , y) . (3.262)

Logo

vs(s , t) − t e−s︸︷︷︸
(3.257)

= x

v(s , t)
(3.262),(3.260)

= [−xux(x , y) + (1− x)uy(x , y)] − xu(x , y)

= −[xux(x , y) + (x− 1)uy(x , y) + xu(x , y)]

(3.242)
= −ex−y

s
(3.255)

= y−x
= −e−s , para (s , t) ∈ Λ ,

ou seja, a fun�c~ao v = v(s , t) dever�a satisfazer a seguinte EDP:

vs(s , t) − t e
−s v(s , t) = −e−s , para cada (s , t) ∈ Λ . (3.263)

Logo, para cada t ∈ R �xado, a EDP (3.263), tornar-se-�a uma EDO linear de 1.a ordem,

cujo um fator integrante ser�a dado por:

e
∫
−t e−s ds = −et e

−s

, para cada s ∈ R . (3.264)

Para cada t ∈ R �xado, multiplicando-se a EDO (3.263) pelo fator (3.264) acima, obtere-

mos:

et e
−s

vs(s , t) − e
t e−s te−s v(s , t)︸ ︷︷ ︸

= ∂
∂s [et e

−s
v(s ,t)]

= −et e
−s

e−s ,

ou seja,

∂

∂s

[
et e

−s

v(s , t)
]
= −et e

−s

e−s , para (s , t) ∈ Λ . (3.265)

Logo, para cada t ∈ R �xado, integrando-se a equa�c~ao (3.265) acima, em rela�c~ao a s,

obteremos:

et e
−s

v(s , t) = −

∫
et e

−s

e−s ds+ f(t)

w
.
=e−s , assim: dw=−e−s ds

=

=

∫
etw dw+ f(t)

=
etw

t
+ f(t)

w=e−s
=

et e
−s

t
+ f(t) , para cada (s , t) ∈ Λ ,
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ou seja, a fun�c~ao

v(s , t)
.
=
1

t
+ e−t e

−s

f(t) , para cada (s , t) ∈ Λ , (3.266)

ser�a a solu�c~ao geral da EDP (3.242), onde f ∈ C1(R \ {0} ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.

Utilizando-se (3.261), (3.255) e (3.256) segue que a solu�c~ao geral da EDP (3.242) ser�a

dada por

u(x , y)
(3.261)
= v(s , t)

(3.266)
=

1

t
+ e−t e

−s

f(t)

t
(3.255)

= x ey−x ,s
(3.256)

= y−x
=

1

x ey−x
+ f (x ey−x) e−x e

y−x e−(y−x)

=
ey−x

x
+ f (x ey−x) e−x , para cada (x , y) ∈ Ω,

ou seja,

u(x , y) =
ey−x

x
+ f (x ey−x) e−x , para cada (x , y) ∈ Ω = (R \ {0})× R , (3.267)

ser�a a solu�c~ao geral da EDP (3.242), onde f ∈ C1(R \ {0} ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.

Observação 3.268

1. Notemos que no Exemplo (3.241) acima, mostramos que toda solu�c~ao u = u(x , y)

da EDP (3.242), que pertence �a C1(Ω ; R), dever�a ser da forma (3.267), para alguma

f ∈ C1(R \ {0} ; R).

Reciprocamente, a fun�c~ao u = u(x , y) dada por (3.267), onde f ∈ C1(R \ {0} ; R),
ser�a uma solu�c~ao da EDP (3.242), que pertence �a C1(Ω ; R).

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

2. Observemos que os coe�cientes da EDP (3.242) s~ao fun�c~oes de classe C∞(R2 , ; R)
(na verdade s~ao fun�c~oes anal��ticas em R2) e a solu�c~ao (3.267) tem uma desconti-

nuidade em x = 0.

3.4 Exerćıcios



Caṕıtulo 4

Equações de Primeira Ordem: Alguns
Problemas

Neste cap��tulo investigaremos alguns problemas quando a teorema de existência e unicidade

não se aplica e analisaremos alguns exemplos associados a EDP 's não �e lineares.

4.1 Alguns problemas relacionados com EDP ’s de 1.a

ordem lineares

118g Consideremos a EDP

a(x , y)ux(x , y) + b(x , y)uy(x , y) = c(x , y) , para (x , y) ∈ Ω (4.1)

onde Ω �e um aberto de R2, a , b , c ∈ C1(Ω ; R).

Observação 4.2

1. Como no Capitulo anterior, as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP

(4.1) s~ao curvas parametrizadas

s ∈ J 7→ (α(s) , β(s)) ∈ Ω

de classe C1(J ; R) de modo que, para cada s ∈ J, o vetor tangente a essa curva no

ponto (α(s), β(s) seja paralelo ao vetor (a(α(s), β(s)), b(α(s), β(s))), isto �e,

α ′(s) = a(α(s) , β(s)) (4.3)

β ′(s) = b(α(s) , β(s)) , para s ∈ J . (4.4)

2. Se a curva inicial γ : I→ Ω admite uma parametriza�c~ao do tipo

t ∈ I 7→ (σ(t) , ρ(t)) ∈ Ω, (4.5)

117
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que �e de classe C1(I ; R) e n~ao �e tangente �as curvas caracter��sticas associadas �a

EDP (4.1), vimos que o problema de Cauchy

a(x , y)ux(x , y) + b(x , y)uy(x , y) = c(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω (4.6)

u[σ(t) , ρ(t)] = f(t) , para cada t ∈ I , (4.7)

onde f ∈ C1(I ; R), ter�a um �unica solu�c~ao, de�nida em uma vizinhan�ca do tra�co

da curva γ, contida em Ω (veja a �gura abaixo).

-

6

� Curva inicial γ

?

Vizinhan�ca de γ

6

Curva caracter��stica plana

3. Um quest~ao que podemos colocar �e a seguinte: o que acontecer�a com o problema de

Cauchy (4.6)-(4.7) se a curva inicial γ �e uma curva caracter��stica plana associada

�a EDP (4.6) ou �e tangente �a um destas ?

4. De alguns Exemplos que vimos no Cap��tulo anterior, o problema de Cauchy (4.6)-

(4.7) poder�a não ter solu�c~ao (veja Exemplo (3.11)) ou pode ter uma in�nidade de

solu�c~oes (veja Exemplo (3.18)).

5. Como veremos a seguir, isso �e o que ocorre em geral, quando a curva inicial �e

uma curva caracter��stica plana associada �a EDP (4.6).

6. O que ir�a diferenciar um caso do outro (isto �e, n~ao ter solu�c~ao ou ter in�nitas

solu�c~oes), ser�a o conceito que iremos introduzir a seguir, de curva caracteŕıstica es-
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pacial associada �a EDP (4.6) (dai, mais um motivo da curva anterior chamar-se

"curva caracter��stica plana").

Temos a:

Definição 4.8 Uma a curva parametrizada no espa�co,

s ∈ K 7→ (α(s) , β(s) , ξ(s)) ∈ R3 ,

pertencente �a C1(K ; R3), onde o conujunto K �e um intervalo aberto de R, ser�a denomi-

nada curva caracteŕıstica espacial associada à EDP (4.6), se seu vetor tangente, no

ponto (α(s) , β(s) , ξ(s)) �e paralelo ao vetor

(a(α(s) , β(s)) , b(α(s) , β(s)) , c(α(s) , β(s))) ,

para cada s ∈ K, mais precisamente, tenhamos:

α ′(s) = a(α(s) , β(s)) , (4.9)

β ′(s) = b(α(s) , β(s)) , (4.10)

ξ ′(s) = c(α(s) , β(s)) , para cada s ∈ K . (4.11)

Observação 4.12 Notemos que quando a curva inicial γ não �e tangente a nenhuma das

curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (4.6), a superf��cie solu�c~ao associada �a

EDP (4.6) (ou seja, a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da solu�c~ao u = u(x , y)), ser�a

formada pela curva

Γ : t ∈ I 7→ (σ(t) , ρ(t) , f(t)) (4.13)

juntamente com todas as curvas caracter��sticas espaciais que interceptam a curva Γ

(veja a �gura abaixo).
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De fato, pois, dado um ponto

Po
.
= (σ(to) , ρ(to) , f(to)) ∈ Γ ,

podemos encontrar uma parametriza�c~ao

s ∈ J .= [−ε , ε] 7→ (α(s) , β(s) , ξ(s)) ∈ R3

para a curva caracter��stica espacial associada �a EDP (4.6), que passa pelo ponto Po.

Mais precisamente, podemos encontrar uma solu�c~ao para o PVI associado ao sistema

de EDO's (4.9)-(4.10)-(4.11), satisfazendo

α(0) = σ(to) , β(0) = ρ(to) e ξ(0) = f(to) . (4.14)

Logo, de (4.9) e (4.10), segue que a curva caracter��stica plana associada �a EDP (4.6),

que passa pelo ponto (σ(to) , ρ(to)), ser�a dada por:

s 7→ (α(s) , β(s)) , para cada s ∈ J .

Portanto a EDP (4.6), poder�a ser colocada na forma:

d

ds
[u(α(s) , β(s)] = c(α(s) , β(s)) , para s ∈ J . (4.15)
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Assim, para cada to ∈ I �xado, integrando-se a EDO (4.15) acima, em rela�c~ao s, de

0 at�e s, obteremos:

u[α(s) , β(s)) − u[α(0) , β(0)]︸ ︷︷ ︸
(4.14)
= u(σ(to) ,ρ(to))

(4.7)
= f(to)

=

∫ s
0

c[α(s) , β(s)]ds

(4.11)
=

∫ s
0

ξ ′(s)ds

Teor. Fund. C�alculo
= ξ(s) − ξ(0)︸︷︷︸

(4.14)
= f(to)

= ξ(s) − f(to) ,

ou seja,

u[α(s) , β(s)] = ξ(s) , para cada s ∈ J ,

o que mostra que a curva caracter��stica espacial associada �a EDP (4.6), que passa pelo

ponto (σ(to) , ρ(to) , f(to)) ∈ Γ , que tem parametrizada�c~ao dada por,

s ∈ J 7→ (α(s) , β(s) , ξ(s)) ,

estar�a contida na superf��cie solu�c~ao associada ao PVI da EDP (4.6), isto �e, no gr�a�co

da fun�c~ao z = u(x , y), onde a fun�c~ao u = u(x , y) �e solu�c~ao da EDP (4.6) (veja a �gura

abaixo).
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Por outro lado, a superf��cie solu�c~ao pode ser parametrizada (de modo C1, em Ω ′)

por

(s , t) ∈ Ω ′ ⊆ R2 7→ (x(s , t) , y(s , t) , v(s , t)) ,

como visto no Cap��tulo anterior (veja o item 3. da Observa�c~ao (3.80)).

Logo, para cada to ∈ I �xado, de�nindo-se as fun�c~oes α ,β , ξ : J→ R, por:

α(s)
.
= x(s , to) , (4.16)

β(s)
.
= y(s , to) , (4.17)

ξ(s)
.
= v(s , to) , (4.18)

(4.19)

teremos que α ,β , ξ ∈ C1(J ; R), e satisfazem

α(0) = x(0 , to) = σ(to) , β(0) = y(0 , to) = ρ(to) e ξ(0) = v(0 , to) = f(to) ,

ou seja,

(α(0) , β(0) , ξ(0)) = (σ(to) , ρ(to) , f(to)) ∈ Γ .

Notemos que, devido a (3.62), (3.63), (3.64), (3.65) e (3.76), as fun�c~oes α ,β , ξ sa-

tisfazem as equa�c~oes as equa�c~oes (4.9), (4.10) e (4.11), assim a curva parametrizada

s 7→ (α(s) , β(s) , ξ(s))

ser�a uma curva caracter��stica espacial associada �a EDP (4.6), que intercepta o tra�co da

curva Γ , quando s = 0, ou seja, a superf��cie solu�c~ao, associada �a EDP (4.6), pode ser

obtida do tra�co da curva Γ , juntamente o mesmo as tra�cos das curvas caracter��sticas

espaciais, associada �a EDP (4.6), que �a interceptam, completando a demonstra�c~ao da

a�rma�c~ao.

4.2 A curva inicial coincide com uma curva caracteŕıstica

plana

A seguir passaremos a discuss~ao do caso em que:

(H1) a curva inicial γ �e uma curva caracter��stica plana associada �a EDP (4.6).

Na situa�c~ao acima, mostraremos os seguintes casos:

I: Se a curva Γ , dada por (4.13), n~ao for uma curva caracter��stica espacial associada �a

EDP (4.1), ent~ao o problema de Cauchy (4.6)-(4.7) n~ao ter�a solu�c~ao.

II: Se a curva Γ , dada por (4.13), for uma curva caracter��stica espacial associada �a EDP

(4.1), ent~ao o problema de Cauchy (4.6)-(4.7) ter�a in�nitas solu�c~oes.
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4.2.1 Caso I: a curva Γ não é uma curva caracteŕıstica espacial as-
sociada à EDP (4.6)

Consideremos primeiramente o caso I, isto �e, quando a curva Γ , dada por (4.13), não �e uma

curva caracter��stica espacial associada �a EDP (4.6).

Suponhamos, por absurdo, que o problema de Cauchy (4.6)-(4.7) tenha, pelo menos, uma

solu�c~ao cl�assica u = u(x , y), de�nida em uma vizinhan�ca do tra�co da curva inical γ, contida

em Ω.

Como f ∈ C1(I ; R), derivando-se a rela�c~ao (4.7), em rela�c~ao �a t, e utilizando-se a regra

da cadeia, obteremos:

ux[σ(t) , ρ(t)]σ
′(t) + uy[σ(t) , ρ(t)] ρ

′(t) =
d

dt
[u[σ(t) , ρ(t)]]

= f ′(t) , para cada t ∈ I . (4.20)

Por outro lado, avaliando-se a EDP (4.6), ao longo da curva inicial (σ(t) , ρ(t)), para cada

t ∈ I, obteremos:

a[σ(t) , ρ(t)]ux[σ(t) , ρ(t)] + b[σ(t) , ρ(t)]uy[σ(t) , ρ(t)] = c[σ(t) , ρ(t)] . (4.21)

Como, para cada t ∈ I, sabemos que os vetores

(σ ′(t) , ρ ′(t)) e (a[σ(t) , ρ(t)] , b[σ(t) , ρ(t)])

s~ao paralelos (na verdade podem ser tomados coincidentes), pois a curva inicial γ �e uma

curva caracter��stica plana associada �a EDP (4.6).

Comparando as equa�c~oes (4.20) e (4.21), obteremos os vetores

(σ ′(t) , ρ ′(t) , f ′(t)) e (a[σ(t) , ρ(t)] , b[σ(t) , ρ(t)] , c[σ(t) , ρ(t)])

dever~ao ser paralelos, ou seja, os vetores dever~ao ser um m�ultiplo do outro.

Podemos supor, sem perda de generalidade (por meio de uma mudan�ca de vari�aveis, como

�zemos no item 2. da Observa�c~ao (3.47)), que

σ ′(t) = a(σ(t) , ρ(t)) ,

ρ ′(t) = b(σ(t) , ρ(t))

f ′(t) = c(σ(t) , ρ(t)) , para t ∈ I ,

ou seja, a curva Γ , dada por (4.13), ser�a uma curva caracter��stica espacial associada �a EDP

(4.6), o que contradiz a hip�otese que a curva Γ não �e uma curva caracter��stica espacial

associada �a EDP (4.6).

Portanto o problema de Cauchy (4.6)-(4.7) n~ao admite solu�c~ao.
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4.2.2 Caso II: a curva Γ é uma curva caracteŕıstica espacial associ-
ada à EDP (4.6)

Consideremos agora o caso II, isto �e, quando a curva Γ , dada por (4.13), �e uma curva carac-

ter��stica espacial associada �a EDP (4.6).

Consideremos δ : Iε
.
= (−ε , ε) → R2 uma curva parametrizada por

δ(t)
.
= (p(t) , q(t)) , para cada t ∈ Iε ,

contida no plano xOy, que n~ao �e tangente �as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP

(4.6), e que intercepte, transversalmente, o tra�co da curva inicial γ, no ponto (σ(to) , ρ(to))

(veja a �gura abaixo), que vamos supondo pertencer a classe C1
(
Iε ; R2

)
, satisfazendo

(p(0) , q(0)) = (σ(to ), ρ(to)) (4.22)

e r ∈ C1(Iε ; R2) (veja a segunda �gura abaixo) tal que

r(0) = f (to) . (4.23)

Curva inicial = Curva caracter��stica plana

-

6

x

y

-Curvas caracter��sticas planas

� Curva inicial γ

(σ(to), ρ(to))

δ�



4.2. CURVA INICIAL COINCIDENTE 125
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Como vimos no cap��tulo anterior, o problema de Cauchy

a(x , y)ux(x , y) + b(x, y)uy(x , y) = c(x , y) , para (x , y) ∈ Ω, (4.24)

u(p(t) , q(t)) = r(t) , para cada t ∈ Iε, (4.25)

ter�a uma �unica solu�c~ao

u = u(x , y),

de�nida em uma vizinhan�ca do tra�co da curva inicial δ, pois o tra�co da curva δ �e transversal

�as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (4.6).

Al�em disso, a superf��cie solu�c~ao associada �a fun�c~ao u = u(x , y), conter�a o tra�co da curva

parametrizada ∆ : Iε → R3, dada por

∆(t)
.
= (p(t) , q(t) , r(t)) , para cada t ∈ Iε ,

e tamb�em dever�a conter todas as curvas caracter��sticas espaciais associadas �a EDP (4.6) que

interceptam o tra�co da curva ∆ (como visto anteriormente na Observa�c~ao (4.12)).

Em particular, essa superf��cie solu�c~ao cont�em o tra�co da curva Γ .

De fato, pois, (4.22) e (4.23), segue que

(p(0) , q(0) , r(0))︸ ︷︷ ︸
∈ tra�co de ∆

= (σ(to) , ρ(to) , f(so))︸ ︷︷ ︸
∈ tra�co de Γ

∈ Γ ∩ ∆ ,

e, por hip�otese, a curva Γ , dada por (4.13), �e uma curva caracter��stica espacial associada �a

EDP (4.1) que satisfaz

Γ ∩ ∆ ̸= ∅ .
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Portanto, podemos concluir que a fun�c~ao u = u(x , y) ser�a uma solu�c~ao do problema de

Cauchy (4.6)-(4.7), quando a curva Γ , dada por (4.13), for uma curva caracter��stica espacial

associada �a EDP (4.6).

Observação 4.26

1. Um outro modo de mostrarmos a a�rma�c~ao acima, seria notar que a fun�c~ao

u = u(x , y)

satisfaz a EDP (4.6) e, al�em disso temos que

u(σ(t) , ρ(t)) = f(t) , para cada t ∈ I ,

pois o tra�co da curva Γ , dada por (4.13), est�a contida no gr�a�co da superf��cie

z = u(x , y) (veja a �gura abaixo).

-

	

6

x

y

z

?

Γ

∆

6

	

Curvas caracter��sticas espaciais

6

γ

]

Curvas caracter��sticas planas

6

δ

2. Notemos que existe uma in�nidade de possibilidades para a escolha da curva δ e

para a fun�c~ao r no item 1. desta Observa�c~ao.
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Logo o problema de Cauchy (4.6)-(4.7) ter�a in�nitas solu�c~oes no caso em que a

curva Γ , dada por (4.13), for uma curva caracter��stica espacial associada �a EDP

(4.6).

Observação 4.27 Resumindo os dois casos acima temos:

1. Se a curva Γ , dada por (4.13), n~ao �e uma curva caracter��stica espacial associada

�a EDP (4.6), ent~ao o problema de Cauchy (4.6)-(4.7) n~ao ter�a solu�c~oes.

2. Se a curva Γ , dada por (4.13), �e uma curva caracter��stica espacial associada �a

EDP (4.6), ent~ao o problerma de Cauchy (4.6)-(4.7) ter�a in�nitas solu�c~oes.

Podemos aplicar as id�eias acima ao seguinte:

Exemplo 4.28 Estudar a existência de solu�c~oes para o seguinte problema de Cauchy:

ux(x , y) = 2 x , para (x , y) ∈ Ω .
= R2 , (4.29)

u(t , 0) = f(t) , para cada t ∈ R , (4.30)

onde f ∈ C1(I ; R) �e uma fun�c~ao dada.

Resolução:

Observemos que, neste caso, as fun�c~oes a , b , c , d : Ω→ R, ser~ao dadas por:

Ω
.
= R2 , (4.31)

a(x , y)
.
= 1 , (4.32)

b(x , y)
.
= 0 , (4.33)

c(x , y)
.
= 2 x , para cada (x , y) ∈ Ω, (4.34)

ou seja, a , b , c , d ∈ C(Ω;R) e

a2(x , y) + b2(x , y)
(4.32),(4.33)

= 12 + 02 = 1 ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω.

Al�em disso, observamos que o tra�co da curva inicial γ �e o eixo Ox, ou seja, pode ser

parametrizada por

(σ(t) , ρ(t))
.
= (t , 0) , para cada t ∈ R . (4.35)

Se as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (4.29) s~ao curvas parametrizadas por

s 7→ (α(s) , β(s)) , para cada s ∈ I
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de classe C1(I ; R2), elas dever~ao satisfazer ao seguinte sistema de EDO's:
α ′(s) = a(α(s) , β(s))

(4.32)
= 1 ,

β ′(s) = b(α(s), β(s))
(4.32)
= 0 ,

ou seja,


=x︷︸︸︷
α(s) = s+ C1 ,

β(s)︸︷︷︸
=y

= C2 ,
, para cada s ∈ J , (4.36)

onde C1 , C2 ∈ R s~ao arbitr�arias, ou seja, as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP

(4.29) s~ao retas horizontais (veja a �gura abaixo)

y = C .
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Portanto a curva inicial γ �e uma curva caracter��stica plana associada �a EDP (4.29) (a

saber o eixo Ox).

Conclusão: o problema de Cauchy (4.29)-(4.30) pode ter in�nitas solu�c~oes, se a curva Γ ,

dada por (4.13), for uma curva caracter��stica espacial associada �a EDP (4.29) ou, n~ao ter�a

solu�c~ao, se a curva Γ , dada por (4.13), n~ao for uma curva caracter��stica espacial associada �a

EDP (4.29)).
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Uma parametriza�c~ao da curva Γ , dada por (4.13), pode ser dada por:

Γ(t)
.
= (σ(t) , ρ(t) , f(t))

(4.35)
= (t , 0 , f(t)) , para cada t ∈ R .

Logo o problema de Cauchy (4.29)-(4.30) ter�a in�nitas solu�c~oes se, e somente se, os vetores

(σ ′(t) , ρ ′(t) , f ′(t)) e (a[σ(t) , ρ(t)] , b[σ(t) , ρ(t)] , c[σ(t) , ρ(t)]) (4.37)

forem paralelos, para cada t ∈ R, pois, neste caso, a curva Γ ser�a uma curva caracter��stica

espacial associada �a EDP (4.29).

Notemos que, para cada t ∈ R, teremos:

(σ ′(t) , ρ ′(t) , f ′(t))
(4.35)
= (1 , 0 , f ′(t)) (4.38)

e (a[σ(t) , ρ(t)] , b[σ(t) , ρ(t)] , c[σ(t) , ρ(t)])
(4.32),(4.33),(4.35)

= (1 , 0 , 2 t) , (4.39)

para cada t ∈ R.
Logo, de (4.38) e (4.39), os vetores (4.37) acima ser~ao paralelos se, e somente se,

f ′(t) = 2 t , para cada t ∈ R ,
o que implicar�a em: f(t) = t2 + C , para cada t ∈ R , (4.40)

para C ∈ R �xada.

Neste caso, tomando-se, por exemplo, o tra�co da curva inicial δ, como sendo o eixo Oy,

cuja parametriza�c~ao δ : R → R2, pode ser dada por:

δ(t)
.
= (0 , t) , para cada t ∈ R

e a fun�c~ao r ∈ C1(R ; R), de modo que (veja a �gura abaixo)

r(0) = f(0)
(4.40)
= C , (4.41)

obteremos o segunte problema de Cauchy:

ux(x , y) = 2 x , para (x , y) ∈ Ω .
= R2 , (4.42)

u(0 , t) = r(t) , para cada t ∈ R . (4.43)
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Notemos que neste caso, a "nova" curva inicial �e transversal a todas as curvas carac-

ter��sticas planas associadas �a EDP (4.29) e assim o problema de Cauchy (4.42)-(4.43) acima

ter�a uma �unica solu�c~ao cl�assica, que pode ser obtida integrando-se ao longo das curvas ca-

racter��sticas planas associadas �a EDP (4.29).

Neste caso, os tra�cos das curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (4.29) s~ao retas

paralelas ao eixo Ox.

Assim, para cada y ∈ R �xado, integrando-se �a EDP (4.29) calculada ao longo das retas

horizontais, isto �e, na vari�avel x, de 0 a x, ou ainda, considerando a parametriza�c~ao da curva

caracter��sitica que cont�em o ponto (x , y), a saber, a curva paramentrizada:

s 7→ (s , y) , para cada s ∈ [0 , x] ,

obteremos:

u(x , y) − u(0 , y)︸ ︷︷ ︸
(4.43)
= r(y)

=

∫ x
0

2 c(s , y)ds

(4.34)
=

∫ x
0

2 s ds

= x2 , para cada (x , y) ∈ R2 . (4.44)

Como a fun�c~ao f �e da forma

f(t)
.
= t2 + C , para cada x ∈ R ,
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segue, de (4.44), que o problema de Cauchy (4.29)-(4.30) ter�a uma solu�c~ao da forma

u(x , y) = x2 + r(y) , para cada (x , y) ∈ R2 , (4.45)

onde r ∈ C1(R ; R) satisfaz
r(0) = C

(4.41)
= f(0) .

Observação 4.46 Resumindo:

1. se a fun�c~ao f for da forma

f(x) = t2 + C , para cada t ∈ R ,

para algum C ∈ R �xado, ent~ao o problema de Cauchy (4.29)-(4.30) ter�a uma

solu�c~ao u = u(x , y) dada por (4.45), onde r ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria

que satisfaz

r(0) = f(0) = C .

2. Notemos que, na situa�c~ao acima, a solu�c~ao não ser�a �unica, pois podemos escolher

uma in�nidade de fun�c~oes continuamente diferenci�aveis r, de modo que seu valor

no zero seja pr�e-estabelecido, no caso, igual a C = f(0).

3. Por outro lado, se f ∈ C1(R ; R) não for da forma

f(x)
.
= t2 + C , para cada t ∈ R ,

para algum C ∈ R, ent~ao o problema de Cauchy (4.29)-(4.30) não ter�a solu�c~ao.

4.3 Curva inicial é tangente e não coincide com uma

curva caracteŕıstica plana

Retornemos ao problema de Cauchy (4.6)-(4.7).

Consideremos agora o caso em que o tra�co da curva inicial �e tangente, em um �unico ponto

(em particular, n~ao �e coincidente), ao tra�co de alguma curva caracter��stica plana associada �a

EDP (4.6) (veja a �gura abaixo).
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Nessa situa�c~ao, como vimos no Exemplo (3.18), podem ocorrer situa�c~oes em que, para

qualquer vizinhan�ca do ponto de tangência do tra�co da curva inicial γ com uma caracter��stica

plana associada �a EDP (4.6), existam curvas carater��sticas planas associadas �a EDP (4.6),

que interceptem a curva inicial em mais de um ponto e outras curvas caracter��sticas planas

associadas �a EDP que n~ao interceptam a curva inicial (veja a �gura abaixo).

66

----
x

y

-

s

/

1

Dois pontos de intersec�c~ao

Ponto de tangência da curva inicial com uma caracter��stica plana

Curva inicial�

Curvas caracter��sticas planas

A existência de uma curva caracter��stica plana que intercepta a curva inicial em mais de

um ponto nos levar�a a impor, para que exista solu�c~ao do problema de Cauchy, restri�c~oes

adicionais sobre o dado inicial, isto �e, sobre a fun�c~ao f.

Para ver isto, basta lembrar que o valor da solu�c~ao em um ponto da interse�c~ao determinar�a,

de algum modo, o valor da solu�c~ao ao longo de toda a curva caracter��stica plana que passa

por esse ponto de interse�c~ao.
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Portanto alguma restri�c~ao sobre o dado inicial f dever�a ocorrer.

----

6

9

?

�

Curvas caracter��sticas planas

Curva inicial

o

N~ao interceptam a curva inicial

7

Interceptam duas vezes a curva incial

+

Ponto de tangência

A existência de uma curva caracter��stica plana que n~ao intercepta a curva inicial γ far�a

com que a solu�c~ao, caso exista, n~ao seja �unica.

De fato, pois o valor da solu�c~ao, ao longo dessas curvas caracter��sticas planas, n~ao estar�a

bem determinado, pois as mesmas n~ao interceptam a curva inicial (veja a �gura acima).

Uma outra situa�c~ao seria de, mesmo uma curva caracter��stica plana sendo tangente �a

curva inicial γ, em cada ponto do tra�co da curva inicial γ, perto do ponto de interse�c~ao,

passe, exatamente, uma curva caracter��stica plana que intercepta o tra�co da curva inicial γ,

somente naquele ponto (veja a �gura abaixo).
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�
Curvas caracter��sticas planas

Neste caso podemos agir como anteriormente, isto �e, integrarmos a EDP (4.6), ao longo

das curvas caracter��sticas planas associadas �a mesma embora, como veremos em exemplos

a seguir, possamos, eventualmente, perder diferenciabilidade da solu�c~ao obtida, ou seja, a

solu�c~ao poder�a n~ao ser uma solu�c~ao cl�assica.

Para exempli�car, consideremos o:

Exemplo 4.47 Estudar a existência de solu�c~oes para o seguinte problema de Cauchy:

ux(x , y) = x
2 , para (x , y) ∈ Ω .

= R2 , (4.48)

u
(
t , t3

)
= f(t) , para cada t ∈ R . (4.49)

onde f ∈ C1(I ; R).

Resolução:

Observemos que, neste caso, as fun�c~oes a , b , c , d : Ω→ R, ser~ao dadas por:

Ω
.
= R2 , (4.50)

a(x , y)
.
= 1 , (4.51)

b(x , y)
.
= 0 , (4.52)

c(x , y)
.
= x2 , para cada (x , y) ∈ Ω, (4.53)

ou seja, a , b , c ∈ C(Ω ; R) e

a2(x , y) + b2(x , y)
(4.50),(4.51)

= 12 + 02 = 1 ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω.
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Al�em disso, observamos que o tra�co da curva inicial γ �e o gr�a�co da c�ubica

y = x3 ,

cuja parametriza�c~ao pode ser dada por

(σ(t) , ρ(t))
.
=
(
t , t3

)
, para cada t ∈ R . (4.54)

As curvas caracter��sticas planas associadas a EDP (4.48) s~ao curvas parametrizadas

s 7→ (α(s), β(s)),

de classe C1(J ; R), que dever~ao satisfazer ao seguinte sistema de EDO's:


α ′(s) = a(α(s) , β(s))

(4.51)
= 1 ,

β ′(s) = b(α(s) , β(s))
(4.52)
= 0

, para s ∈ J ,

ou seja,

{
α(s) = s+ C1 ,

β(s) = C2 , para cada s ∈ R
, (4.55)

onde C1, C2 ∈ R s~ao arbitr�arias, ou seja, as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP

(4.48) s~ao retas horizontais, ou seja,

y = C ,

onde C ∈ R.

Logo ao tra�co da curva inicial �e tangente ao tra�co da curva caracter��stica plana

y = 0 ,

no ponto (0 , 0) (veja a �gura abaixo).
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Curvas caracter��sticas planas

Observemos que, excetuando-se a curva caracter��stica plana

y = 0 ,

todas as outras curvas caracter��sticas planas (isto �e, as retas horizontias) s~ao transversais

�a curva inicial, ou ainda, interceptam a curva inicial em um, e somente um, ponto e n~ao

tangencialmente.

O que faremos �e, como anteriormente, �e integrar a EDP (4.48), ao longo das curvas carac-

ter��sticas planas, para tentar obter uma express~ao para a candidata a solu�c~ao do problema

de Cauchy (4.48)-(4.49).

Mais precisamente, dado (x1 , y1) ∈ R2, consideremos a curva caracter��stica plana associ-

ada �a EDP (4.48), que passa por esse ponto, a saber, (veja a �gura abaixo):

y = y1 .

Esta curva caracter��stica plana interceptar�a a curva inicial no ponto (veja a �gura abaixo)

( 3
√
y1 , y1) .
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----

6

x

y

+

(x1, y1) ? (xo, yo) =
(

3√y1, y1
)

Curva inicial

Curva caracter��stica plana por (x1, y1)

Logo, procendendo como nos exemplos que antecederam, isto �e, integrando ao longo da

caracter��stica plana associada �a EDP (4.48) que passa pelo ponto (x1 , y1), que pode ser

parametrizada por

s 7→ (α(s) , β(s))
.
= (s , y1) ,

para s ∈
[
3
√
y1 , x1

]
(veja a �gura acima), temos que:

u(x1 , y1) −

=f( 3
√
y1)︷ ︸︸ ︷

u( xo︸︷︷︸
3
√
y1

, yo︸︷︷︸
y1

) =

∫ x1
3
√
y1

c(α(s) , β(s))︸ ︷︷ ︸
(4.53)
= s2

ds

=
1

3
s3
∣∣∣∣x1
s= 3

√
y1

=
x1
3

3
−
y1

3
,

ou seja,

u(x , y) =
x3

3
−
y

3
+ f ( 3

√
y) , para cada (x , y) ∈ R2 , (4.56)

ser�a a solu�c~ao do problema de Cauchy (4.48)-(4.49) exceto, eventualmente em

(x , 0) , para cada x ∈ R ,

se a fun�c~ao

y 7→ f ( 3
√
y)

n~ao for diferenci�avel em y = 0.

�

Observação 4.57
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1. Deixaremos como exerc��cio para o leitor a veri�ca�c~ao que, de fato, a fun�c~ao u =

u(x , y), dada por (4.56), �e solu�c~ao do problema de Cauchy (4.48)-(4.49), se a

fun�c~ao

y 7→ f ( 3
√
y)

for diferenci�avel em y = 0.

2. Notemos que, dependendo da escolha da fun�c~ao f ∈ C1(R ; R) dada, a solu�c~ao

u = u(x , y), dada por (4.56), não ser�a de classe C1(R2 ; R).

Por exemplo, se a fun�c~ao f : R → R �e dada por

f(t)
.
= t , para cada t ∈ R,

segue que a solu�c~ao u = u(x , y) não ser�a diferenci�avel em

(x , 0) , para cada x ∈ R ,

isto �e, sobre o eixo Ox pois, de (4.56), teremos:

u(x , y) =
x3

3
−
y

3
+ 3

√
y︸︷︷︸

n~ao �e diferenci�avel em y = 0

, para cada (x , y) ∈ R2 .

Isto con�rma o que observamos no in��cio desta se�c~ao, a saber a solu�c~ao n~ao ser�a

cl�assoca em todo R2.

3. Poder��amos ter aplicado o processo original de fazer uma mudan�ca de var�aveis

para tornar a EDP (4.48) mais simples, resolver esta �ultima e depois voltar para

as vari�aveis originais.

Na verdade a EDP (4.48) j�a est�a na sua forma mais simples!

De qualquer modo, a "tentativa" de mudan�ca de vari�aveis

(s , t) 7→ (x , y)
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dever�a satisfazer: 

xs(s , t) = a(x(s , t), y(s , t))
(4.51)
= 1 ,

ys(s , t) = b(x(s , t) , y(s , t))
(4.52)
= 0 ,

x(0 , t) = σ(t)
(4.54)
= t ,

y(0 , t) = ρ(t)
(4.54)
= t3 ,

ou seja: x(s , t) = s+ C1(t) , (4.58)

y(s , t) = C2(t) , (4.59)

x(0 , t) = t , (4.60)

y(0 , t) = t3 , para cada (s , t) ∈ R2 . (4.61)

Mas 
t

(4.60)
= x(0 , t)

(4.58)
= 0+ C1(t)

t3
(5.99)
= y(0 , t)

(4.59)
= C2(t)

ou seja,

{
C1(t) = t

C2(t) = t3
, para cada t ∈ R , (4.62)

logo:

{
x(s , t) = s+ t

y(s , t) = t3
, (s , t) ∈ R2 , (4.63)

ou, equivalentemente,

{
s(x , y) = x− 3

√
x

t(x , y) = 3
√
y

, para cada (x , y) ∈ R2 .

(4.64)

Logo ser�a uma mudan�ca de vari�aveis que est�a em

C1
(
R2 \ {(x , y) ; x = 0 ou y = 0} ; R

)
.
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Notemos tamb�em que

∂(x , y)

∂(s , t)
=

∣∣∣∣∣xs(s , t) xt(s , t)

ys(s , t) yt(s , t)

∣∣∣∣∣
(4.63)
=

∣∣∣∣∣1 1

0 3 t2

∣∣∣∣∣ = 3 t2 ̸= 0 , para t ̸= 0 . (4.65)

Notemos que tal jacobiano se anula quando t = 0 e este corresponde ao eixo Ox.

Mesmo com esse problema, se de�nirmos a fun�c~ao v : R2 → R, dada por

v(s , t)
.
= u(x(s , t) , y(s , t)) , para cada (s , t) ∈ R2 , (4.66)

ou ainda,

u(x , y)
.
= v(s(x, , y) , t(x , y)) , para cada (x , y) ∈ R2 , (4.67)

teremos que a fun�c~ao v = v(s , t) ir�a satisfazer ao seguinte problema de Cauchy:

vs(s , t) = c(x(s , t) , y(s , t)) , para (s , t) ∈ R2 (4.68)

v(0 , t) = f(t) , para cada t ∈ R , (4.69)

cuja di�culdade de resolver �e, essencialmente, a mesma que resolver o problema

de Cauchy (4.48)-(4.49).

Com isto teremos:

u(x , y)
(4.67)
= v(s , t)

(4.68)
=

∫ s
0

c(x(r , t) , y(r , t))︸ ︷︷ ︸
(4.63)
= c(r+t ,t3)

(4.53)
= (r+t)2

dr+ v(0 , t)︸ ︷︷ ︸
(4.69)
= f(t)

=
(r+ t)3

3

∣∣∣∣r=s
r=0

+f(t)

=
(

(4.63)
=x︷ ︸︸ ︷
s+ t)3

3
−

(4.63)
=y︷ ︸︸ ︷

(0+ t)3

3
+ f(

(4.63)

= 3
√
y︷︸︸︷
t )

=
x3

3
−
y

3
+ f ( 3

√
y) , para cada (x , y) ∈ R2 , (4.70)

obtendo, desta forma, a mesma express~ao que em (4.56).

A seguir faremos algumas observa�c~oes relacionadas com as situa�c~oes relativamente a

tangência da curva inicial com curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP em quest~ao.
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Observação 4.71

1. No desenvolvimento abstrato do m�etodo da integra�c~ao ao longo das curvas ca-

racter��sticas planas associadas �a uma EDP linear de 1.a ordem, para resolver o

problema de Cauchy associado �a mesma, se o tra�co da curva inicial γ não for

tangente ao tra�co de nenhuma curva caracter��stica plana, teremos que o jacobiano

da transforma�c~ao

(s , t) 7→ (x(s , t) , y(s , t))

ser�a diferente de zero, em um vizinhan�ca do tra�co da curva inicial γ (ou seja,

ser�a uma mudan�ca de vari�aveis nessa vizinhan�ca).

2. No caso em que temos um ponto de tangência do tra�co da curva inicial com o

tra�co de alguma curva caracter��stica plana associada �a EDP, o jacobiano acima

ir�a se anular no ponto de tangência, logo poderemos n~ao ter uma mudan�ca de

vari�aveis de classe C1 em uma vizinhan�ca daquele ponto.

3. Observemos tamb�em que, mesmo no caso em que somente o tra�co de uma �unica

curva caracter��stica plana interceptar o tra�co da curva inicial γ, em um �unico

ponto (veja Exemplo (4.47)), a mudan�ca de vari�aveis acima poder�a não ser dife-

renci�avel e assim a solu�c~ao encontrada (integrando-se a EDP, ao longo das curvas

caracter��sticas planas associadas �a EDP) poder�a não ser uma solu�c~ao cl�assica do

problema de Cauchy, isto �e, poder�a n~ao pertencer a classe C1(Ω ; R).

Isto pode ser visto, uma vez mais, no exemplo a seguir.

Exemplo 4.72 Encontrar (se existir) solu�c~ao do problema de Cauchy

ux(x , y) = 1 , para (x , y) ∈ Ω .
= R2 , (4.73)

u
(
t , t3

)
= f(t) , para cada t ∈ R . (4.74)

onde f ∈ C1(I ; R) �e uma fun�c~ao dada.

Resolução:

Como vimos no Exemplo (4.47), as curvas caracter��sticas planas ser~ao as retas horizontais

y = C , para cada C ∈ R .



142 CAP�ITULO 4. EQUAC� ~OES DE PRIMEIRA ORDEM: ALGUNS PROBLEMAS
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Agindo como no Exemplo (4.47), isto �e, dado (x1 , y1) ∈ R2, integrando a EDP (4.73) ao

longo da curva caracter��stica plana associada �a EDP (4.73) que passa pelo ponto (x1 , y1), que

pode ser parametrizada por

s 7→ (α(s) , β(s))
.
= (s , y1) ,

para s ∈
[
3
√
y1, , x1

]
( veja �gura acima) teremos:

u(x1 , y1) −

(4.74)
= f( 3

√
y1)︷ ︸︸ ︷

u( xo︸︷︷︸
= 3
√
y1

, yo︸︷︷︸
=y1

) =

∫ x1
3
√
y1

c(α(s), β(s))︸ ︷︷ ︸
=1

ds

= s

∣∣∣∣x1
s= 3

√
y1

= x1 − 3
√
y1 ,

ou seja,

u(x , y) = x− 3
√
y+ f ( 3

√
y) , para cada (x , y) ∈ R2 (4.75)

ser�a a solu�c~ao do problema de Cauchy (4.73)-(4.74) exceto, eventulamente em

(x , 0) , para cada x ∈ R

(ou seja, o eixo Ox), se a fun�c~ao

y 7→ f ( 3
√
y)

n~ao for diferenci�avel em y = 0.

Observação 4.76
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1. Mesmo antes de determinarmos a existência ou n~ao de solu�c~oes do problema de

Cauchy (4.24)-(4.25) �e poss��vel, formalmente, conhecermos as derivadas parciais

da solu�c~ao u = u(x , y) (caso existam) em qualquer ponto (σ(to) , ρ(to)), perten-

cente �a curva inicial γ, onde ela n~ao for tangente �as curvas caracter��sticas planas

associadas �a EDP (4.24).

Na verdade, podemos obter n~ao s�o as derivadas de 1.a ordem mas de qualquer

ordem, desde que

a , b , c ∈ C∞ (R2 ; R) e σ , ρ , f ∈ C∞(I ; R) .

Para calcular, por exemplo, as derivadas parciais de 1.a ordem da solu�c~ao

u = u(x , y)

no ponto da curva inicial (σ(to) , ρ(to)), come�camos escrevendo o problema de

Cauchy (4.24), sobre a curva inicial γ, isto �e,

a[σ(t) , ρ(t)]ux[σ(t) , ρ(t)] + b[σ(t) , ρ(t)]uy[σ(t) , ρ(t)] = c[σ(t) , ρ(t)] , (4.77)

u[σ(t) , ρ(t)] = f(t) , para cada t ∈ I . (4.78)

Supondo que a fun�c~ao

t 7→ u(σ(t) , ρ(t))

�e diferenci�avel, em rela�c~ao �a t em I, derivando a condi�c~ao inicial (4.78), em

rela�c~ao �a t e utilizando-se a regra da cadeia, obteremos:

ux[σ(t) , ρ(t)]σ
′(t) + uy[σ(t) , ρ(t)] ρ

′(t) = f ′(t) , para cada t ∈ I .

Com isto, de (4.77) e da identidade acima, obtemos seguinte sistema linear:

a[σ(t) , ρ(t)]ux[σ(t) , ρ(t)] + b[σ(t) , ρ(t)]uy[σ(t) , ρ(t)] = c[σ(t) , ρ(t)] , (4.79)

σ ′(t)ux[σ(t) , ρ(t)] + ρ
′(t)uy[σ(t) , ρ(t)] = f

′(t) , para cada t ∈ I , (4.80)

ou ainda,(
a[σ(t) , ρ(t)] b[σ(t) , ρ(t)]

σ ′(t) ρ ′(t)

)(
ux[σ(t) , ρ(t)]

uy[σ(t) , ρ(t)]

)
=

(
c[σ(t) , ρ(t)]

f ′(t)

)
, (4.81)

para cada t ∈ I.

Como, por hip�otese, estamos supondo que o tra�co da curva inicial intercepta

transversalmente os tra�cos das curvas caracter��siticas planas, deveremos ter:∣∣∣∣∣a[σ(to) , ρ(to)] b[σ(to) , ρ(to)]

σ ′(to) ρ ′(to)

∣∣∣∣∣ ̸= 0 .
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Logo, da continuidade das fun�c~oes envolvidas e do fato que o determinante acima �e

n~ao nulo, segue que existe uma vizinhan�ca de to, que indicaremos por J = J(to) ⊆ I ,
de modo que: ∣∣∣∣∣a[σ(t) , ρ(t)] b[σ(t) , ρ(t)]

σ ′(t) ρ ′(t)

∣∣∣∣∣ ̸= 0 , para cada t ∈ J .

Logo podemos resolver, algebricamente, o sistema linear (4.79)-(4.80) (ou a equa�c~ao

matricial (4.81)), para obtermos

ux[σ(t) , ρ(t)] e uy[σ(t) , ρ(t)] ,

para t na vizinhan�ca J, do ponto to, em termos das fun�c~oes

σ(t) , σ ′(t) , ρ(t) , ρ ′(t) , a[σ(t) , ρ(t)] , b[σ(t) , ρ(t)] e c[σ(t) , ρ(t)] ,

ou seja, obtemos as derivadas parciais de 1.a ordem da solu�c~ao u = u(x , y), ao

longo de todos os pontos da curva inicial γ.

2. Para obtermos as derivadas parciais de ordem maior ou igual a dois da solu�c~ao

u = u(x , y) ao longo de todos os pontos da curva inicial, bastar�a derivarmos a

EDP (4.24) em rela�c~ao x, ou a y e utilizarmos as mesmas id�eias acima.

Por exemplo, se soubermos que u ∈ C2(Ω ; R), para encontramos

uxx(σ(t) , ρ(t)) , para cada t ∈ I ,

derivamos a EDP (4.24), em rela�c~ao a x e a restringimos sobre a curva inicial γ,

obtendo-se:

ax[σ(t) , ρ(t)]ux[σ(t) , ρ(t)] + a[σ(t) , ρ(t)]uxx[σ(t) , ρ(t)] + bx[σ(t) , ρ(t)]uy[σ(t) , ρ(t)]

+ b[σ(t) , ρ(t)]uyx[σ(t) , ρ(t)] = cx[σ(t) , ρ(t)] , para t ∈ I ,

ou seja,

a[σ(t) , ρ(t)]uxx[σ(t) , ρ(t)]l+ b[σ(t) , ρ(t)]uyx[σ(t) , ρ(t)] = cx[σ(t) , ρ(t)]

− ax[σ(t) , ρ(t)]ux[σ(t) , ρ(t)] − bx[σ(t) , ρ(t)]uy[σ(t) , ρ(t)] , para t ∈ I .

Notemos que, derivando-se a fun�c~ao

t 7→ ux(σ(t), ρ(t)) ,
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em rela�c~ao a t, em I (que foi encontrada no item acima) segue que, da regra da

cadeia, que

d

dt
{ux[σ(t) , ρ(t)]} = uxx[σ(t) , ρ(t)]σ

′(t)+ uxy[σ(t) , ρ(t)]︸ ︷︷ ︸
Teor. Schwarz

= uyx[σ(t) ,ρ(t)]

ρ ′(t) , para cada t ∈ I .

Logo, das duas equa�c~oes acima obteremos o seguinte sistema linear:

a[σ(t) , ρ(t)]uxx[σ(t) , ρ(t)] + b[σ(t) , ρ(t)]uyx[σ(t) , ρ(t)] = F(t) , (4.82)

σ ′(t)uxx[σ(t) , ρ(t)] + ρ
′(t)uyx[σ(t) , ρ(t)] = G(t) , (4.83)

para t ∈ I, onde

F(t)
.
= cx[σ(t) , ρ(t)] − ax[σ(t) , ρ(t)]ux[σ(t) , ρ(t)]

− bx[σ(t) , ρ(t)]uy[σ(t) , ρ(t)] (4.84)

G(t)
.
=
d

dt
{ux[σ(t) , ρ(t)]} , para cada t ∈ I , (4.85)

s~ao fun�c~oes conhecidas.

Como no item anterior (a matriz dos coe�cientes desse sistema linea �e a mesma

do item anterior), o sistema (4.82)-(4.83) poder�a ser resolvido, algebricamente,

para obtermos

uxx[σ(t) , ρ(t)] e uyx[σ(t) , ρ(t)] ,

para t em uma vizinhan�ca de to, contida em I, ou seja, obtivemos as derivadas

parciais de 1.a ordem da solu�c~ao u = u(x , y) ao longo de todos pontos curva inicial

γ.

3. Continuando o processo acima (desde que as fun�c~oes envolvidas sejam de classe

C∞, nos seus respectivos dom��nios) podemos, formalmente, escrever a solu�c~ao do

problema de Cauchy (4.24)-(4.25) em termos de uma s�erie de Taylor em torno do

ponto

(xo , yo) = (σ(to) , ρ(to)) ,

isto �e,

u(x , y) =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

cnm (x− xo)
n (y− yo)

m , (4.86)

onde

cnm
.
=
∂n+m u

∂xn ∂ym
(xo , yo) , (4.87)

pois conhecemos todas as derivadas parciais da solu�c~ao u = u(x , y), no ponto

(xo , yo) = (σ(to) , ρ(to)).
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4. Algumas perguntas naturais podem ser colocadas, como por exemplo:

(a) quando a s�erie de fun�c~oes em (4.86) converge?

(b) caso esta s�erie de fun�c~oes seja convergente, a soma da mesma ser�a solu�c~ao

do problema de Cauchy (4.24)-(4.25)?

5. A resposta as essas quest~oes �e a�rmativa, caso as fun�c~oes envolvidas, a , b , c :

Ω → R e σ , ρ , f : I → R, al�em de satisfazerem as condi�c~oes anteriores, sejam

fun�c~oes anaĺıticas nos pontos (xo , yo) ∈ Ω e to ∈ I, respectivamente, isto �e, as

s�eries de Taylor das fun�c~oes a , b , c, centradas em (xo , yo), convergem em uma

vizinha�ca desse ponto, contida em Ω, e as s�eries de Taylor das fun�c~oes σ , ρ , f,

centradas em to, convergem em uma vizinhan�ca de to, contida em I.

6. Neste caso a s�erie de Taylor (4.86) ser�a convergente em um vizinhan�ca V =

V(xo , yo), do ponto (xo, yo), contida em Ω e sua soma ser�a solu�c~ao da EDP (4.24)

nessa vizinhan�ca V e ir�a satisfazer a condi�c~ao inicial (4.25), para t em um vizi-

nha�ca do ponto to, contida no intervalo I, ou seja, ser�a solu�c~ao do problema de

Cauchy (4.24)-(4.25) em uma vizinhan�ca do ponto (xo , yo), contida em Ω.

7. A a�rma�c~ao acima �e uma vers~ao simpli�cada do conhecido como Teorema de Cau-

chy-Kovalewski.

4.4 Propagação de singularidades

Retornemos ao problema de Cauchy

a(x , y)ux(x , y) + b(x , y)uy(x , y) = c(x , y) , para (x , y) ∈ Ω
aberto
⊆ R2 (4.88)

u(σ(t) , ρ(t)) = f(t) , para cada t ∈ I , (4.89)

onde I ⊆ R �e um intervalo da reta,

t ∈ I 7→ (σ(t) , ρ(t))

�e uma parametriza�c~ao da curva inicial γ, a , b , c ∈ C1(Ω ; R), f ∈ C1(I ; R) e o tra�co da curva
inicial γ não �e tangente aos tra�cos das curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (4.88).

Vimos que, neste caso, o problema de Cauchy acima tem uma �unica solu�c~ao de�nida numa

vizinhan�ca V do tra�co da curva inicial (contida em Ω).

O valor da solu�c~ao u no ponto (x1, y1) ∈ V pode ser obtido, integrando-se a EDP (4.88),

ao longo da curva caracter��stica plana associada �a EDP (4.88), que passa pelo ponto (x1 , y1),

de s = 0, que corresponde ao ponto

(σ(t1) , ρ(t1)) = (x(0 , t1) , y(0 , t1)) ,
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at�e s = s1, que corresponte ao ponto (veja �gura abaixo)

(x1 , y1) = (x(s1 , t1) , y(s1 , t1)) .

A �gura abaixo ilustra a situa�c~ao acima.

� Curva inicial

(x1 , y1) = (x(s1 , t1) , y(s1 , t1))

� Curva caracter��stica plana pelo ponto (σ(t) , ρ(t)) = (x(0 , t) , y(0 , t))

(σ(t1) , ρ(t1)) = (x(0 , t1) , y(0 , t1))

s

Conclusão: o valor da solu�c~ao u no ponto (x1 , y1), s�o depender�a do valor do dado inicial

no ponto (σ(t1) , ρ(t1)).

Devido a este fato temos a:

Definição 4.90 O ponto (σ(t1) , ρ(t1)), que est�a sobre a curva inicial, ser�a dito pertencer

ao domı́nio de dependência do ponto (x1 , y1).

De modo semelhante podemos introduzir a:

Definição 4.91 Dado ~γ, uma curva parametrizada, cujo tra�co est�a contido no tra�co da

curva inicial γ, o conjunto formado por todas as curvas caracter��sticas planas associa-

das �a EDP (4.88) que interceptam a curva ~γ ser�a denominada região de influência da

curva ~γ (veja a �gura abaixo).
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�
Curva incial γ

O

Curva ~γ

=

Curvas caracter��sitcas planas que interceptam ~γ

-

s

Regi~ao de in
uência de ~γ

Observação 4.92

1. O dom��nio de dependência do ponto (x1 , y1) �e o conjunto formado pelos pontos

sobre a curva inicial, que "interferem" no valor da solu�c~ao do problema de Cauchy

no ponto (x1 , y1).

2. A regi~ao de in
uência da curva ~γ (contida no tra�co da curva inicial γ) �e um

subconjunto contido na vizinhan�ca V ⊆ Ω, formado pelos pontos que dependem

do valor da solu�c~ao sobre a curva ~γ.

3. Se retirarmos a hip�otese f ∈ C1(I ; R), mantendo as outra hip�oteses, podemos

proceder como anteriormente (integrar a EDP ao longo das curvas carater��sticas

planas etc.) e obter uma solu�c~ao u = u(x , y) de�nida em uma vizinhan�ca do tra�co

da curva inicial mas esta, em princ��pio, poder�a não ser uma solu�c~ao cl�assica (isto

�e, a fun�c~ao u = u(x , y) poder�a não pertencer a C1(V ; R)).
Se, por exemplo, a fun�c~ao f (ou a fun�c~ao f ′) não for cont��nua no ponto to ∈ I,
ent~ao a solu�c~ao u = u(x , y) (respectivamente, alguma(s) de sua(s) derivada(s)

parcial(ais)) ter�a, provavelmente, uma descontinuidade (respectivamente, alguma(s)

de sua(s) derivada(s) parcial(ais)) ao longo da curva caracter��stica plana associ-

ada �a EDP (4.88), que passa pelo ponto (σ(to) , ρ(to)) (veja a �gura abaixo).
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(σ(to), ρ(to))

9

K6

Curva inicial

Curva caracter��sitica plana pelo ponto (σ(to), ρ(to))

4. Conclusão: as singularidades da fun�c~ao f podem ser propadadas ao longo das

curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (4.88), isto �e, se acontece alguma

"coisa ruim" com a fun�c~ao f em, por exemplo, t = to, ocorrer�a, em princ��pio,

algo do mesmo tipo para a solu�c~ao u = u(x , y), ao longo da curva caracter��stica

plana associada �a EDP (4.88), que passa pelo ponto (σ(to) , ρ(to)).

Para ilustrar os fatos tratados descritos na observa�c~ao acima consideraremos o:

Exemplo 4.93 Encontre uma solu�c~ao do problema de Cauchy

−yux(x , y) + xuy(x , y) = 4 x y , para (x , y) ∈ Ω .
= R2 , (4.94)

u(t , 0) = f(t) , para cada t ∈ [0 ,∞) , (4.95)

onde a fun�c~ao f : [0 ,∞) → R �e dada por

f(x)
.
=

{
t2 , para t ∈ [0 , 1] ,

1 , para t ∈ (1 ,∞)
, para cada t ∈ [0 ,∞) . (4.96)

Resolução:

Notemos que, de (4.95), temos que o tra�co da curva inicial �e o eixoOx, cuja parametriza�c~ao

pode ser dada por

t 7→ (σ(t) , ρ(t)) ,

onde:

(σ(t) , ρ(t))
.
= (t , 0) , para cada t ∈ [0 ,∞) .
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Notemos que, de (4.96), o dado inicial (isto �e, a fun�c~ao f) �e uma fun�c~ao cont��nua em

[0 ,∞), mas não �e diferenci�avel em t = 1.

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f �e dada pela �gura abaixo.

-
1

y = f(x)

x

6y

Como vimos no Exemplo (3.81), as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (4.94)

ser~ao circunferências centradas na origem (veja a �gura abaixo)

-/

Curva inicial

(0, 0)

/

Curvas caracter��sticas planas

Al�em disso, como vimos no referido Exemplo (3.81), a solu�c~ao do problema de Cauchy

(4.94)-(4.95), ser�a da forma:

u(x , y) = 2 y2 + f
(√

x2 + y2
)
, para cada (x , y) ∈ R2 . (4.97)

Notemos que, para (x , y) ∈ R2,

satisfazendo: 0 ≤ x2 + y2 ≤ 1 ,
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segue, de (4.96), que: f

(√
x2 + y2

)
=

(√
x2 + y2

)2
(4.98)

= x2 + y2 ;

satisfazendo: x2 + y2 > 1 ,

segue, de (4.96), que: f

(√
x2 + y2

)
= 1 . (4.99)

Logo, de (4.97), (4.98) e (4.99) (veja a �gura abaixo),

u(x , y) =


2 y2 +

(
x2 + y2

)
= x2 + 3 y2 , para x2 + y2 ≤ 1 ,
2 y2 + 1 , para x2 + y2 > 1

. (4.100)

-/

Curva inicial

(0, 0)

/

1

Curva caracter��stica plana pelo ponto (1, 0)

Observemos que

u ∈ C
(
R2 ; R

)
.

De fato, em qualquer ponto de R2, excetuando-se os pontos sobre a circunferência C,
centrada na origem e raio igual a 1, a fun�c~ao u, dada por (4.100), ser�a cont��nua.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Analisemos os pontos sobre a circunferência C, na verdade analisaremos o que ocorre nos

pontos da circunferência C que est~ao no 1.o quadrante.

A veri�ca�c~ao do que ocorre nos pontos sobre a circunferência C que est~ao nos outros três

quadrantes �e semelhante a que iremos fazer e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.
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Neste caso, um ponto sobre a circunferência C, ter�a as seguintes coordenadas:xo ,√1− xo2︸ ︷︷ ︸
=yo

 .

Devemos mostrar que

lim
(x ,y)→(

xo ,
√
1−xo2

)u(x , y) = u
(
xo ,

√
1− xo

2

)
. (4.101)

Notemos que:

u
(
xo ,
√
1− xo2

)
(4.100)
= xo

2 + 3
(√

1− xo2
)2

= 3− 2 xo
2 . (4.102)

Observemos que:

� se o ponto (x , y) est�a no interior da circunferência C, teremos:

|u(x , y) − u(xo , yo)|
(4.100) e (4.102)

=
∣∣(x2 + 3y2)− (3− 2x2o)∣∣

=
∣∣x2 + 2 xo2 + 3 y2 − 3∣∣ .

Como

lim
(x ,y)→(

xo ,
√
1−xo2

) (x2 + 2 x2o + 3 y2 − 3) = xo2 + 2 xo2 + 3 (√1− xo2)2 − 3
= 0 ,

e isto implicar�a em (4.101).

� se o ponto (x , y) est�a no exterior da circunferência C, teremos:

|u(x , y) − u(xo , yo)|
(4.100) e (4.102)

=
∣∣(2 y2 + 1)− (3− 2 xo2)∣∣

= 2
∣∣y2 + xo2 − 1∣∣ .

Como

lim
(x ,y)→(

xo ,
√
1−xo2

) (y2 + xo2 − 1) = (√1− xo2)2 + xo2 − 1
= 0 ,
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isto implicar�a em (4.101).

Juntando as duas situa�c~oes acima podemos mostrar que, dado ε > 0, podemos encontrar

δ > 0, de modo que se

|(x , y) − (xo , yo)| < δ , teremos: |u(x , y) − u(xo , yo)| < ε ,

ou seja, a fun�c~ao u = u(x , y) ser�a cont��nua em (xo , yo) ∈ C.

A veri�c�c~ao desta �ultima a�rma�c~ao ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Notemos tamb�em que a fun�c~ao u, dada por (4.100), não �e diferenci�avel sobre a circun-

ferência C.

Mostremos que a fun�c~ao u, dada por (4.100), não �e diferenci�avel no ponto

(xo , yo) =
(
xo ,
√
1− xo2

)
,

ou seja, nos pontos da circunferência C que est~ao no 1.o quadrante.

A veri�ca�c~ao do que ocorre nos outros pontos sobre a circunferência C que est~ao nos outros

três quadrantes ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Notemos que para a existência das derivadas parciais de 1.a ordem da fun�c~ao u, em rela�c~ao

a x e em rela�c~ao a y, no ponto (xo , yo), �e necess�ario e su�ciente, que existam os limites

lim
h→0

u(xo + h , yo) − u(xo , yo)

h
e lim

k→0
u(xo , yo + k) − u(xo , yo)

k
. (4.103)

Observemos que para cada h , k > 0, temos que os pontos

(xo + h , yo) e (xo , yo + k)

pertencer~ao ao exterior da circunferência C (veja a �gura abaixo para o caso h > 0).
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-
(0, 0) 1

(xo, yo)

(xo + h, yo) se h > 0(xo + h, yo), se h < 0

Mas para h > 0, temos que:

u(xo + h , yo)
(4.100) ,x=xo+h ,y=yo

= 2

 yo︸︷︷︸
=
√
1−xo2


2

+ 1

= 3− 2 xo
2

u(xo , yo) =
(4.100) ,x=xo ,y=yo

= (xo)
2 + 3

 yo︸︷︷︸
=
√
1−xo2


2

= 3− 2 xo
2 ,

o que implicar�a que

lim
h→0+

u(xo + h , yo) − u(xo , yo)

h
= lim

h→0+
(
3− 2 xo

2
)
−
(
3− 2 xo

2
)

h

= 0 . (4.104)

Por outro lado, se h < 0 segue que:

u(xo + h , yo)
(4.100) ,x=xo+h ,y=yo

= (xo + h)
2 + 3 yo

2

e

u(xo , yo) =
(4.100) ,x=xo ,y=yo

= xo
2 + 3 yo

2

e com isto teremos:

lim
h→0−

u(xo + h , yo) − u(xo , yo)

h
= lim

h→0−
[
(xo + h)

2 + 3 yo
2
]
−
(
xo
2 + 3 yo

2
)

h
Exerec��cio

= 2 xo . (4.105)
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Logo se xo ̸= 0 �e tal que o ponto (xo , yo) est�a na circunferência C, no 1.o quadrante, de

(4.104) e (4.105), segue que não existe o limite

lim
h→0

u(xo + h , yo) − u(xo , yo)

h
,

ou seja, que a fun�c~ao u, dada por (4.100), não tem derivada parcial, em rela�c~ao a x, nos

pontos sobre a circunferência C, que est~ao no 1.o quadrante) em particular, a fun�c~ao u não

�e pertencer�a a C1
(
R2 ; R

)
.

Observação 4.106 Observemos que a fun�c~ao u, dada por (4.100), �e na verdade de classe

C∞ (R2 \ C ; R
)
e satisfaz a EDP (4.94) em R2 \ C.

Notemos que C �e uma curva caracter��stica plana associada �a EDP (4.94), que passa

pelo ponto (1 , 0), isto �e, a não diferenciabilidade do dado inicial f no instante t = 1

(que corresponde ao ponto (1 , 0) = (σ(1) , ρ(1)) sobre a curva inicial), propagou-se ao

longo da curva caracter��stica plana associada �a EDP (4.94), que passa pelo ponto (1 , 0),

no caso, a circunferência C, de centro na origem e raio igual a 1.

Para �nalizar a se�c~ao temos o:

Exerćıcio 4.107 Encontrar uma solu�c~ao (se existir) do problema de Cauchy

ux(x , y) + buy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ Ω .
= R2 (4.108)

u(0 , t) =
1

t
, para cada t ∈ R \ {0} , (4.109)

onde b ∈ R �e uma constante �xada.

Resolução:

Notemos que f : R \ {0} → R ser�a dada por

f(t)
.
=
1

t
, para cada t ∈ R \ {0} . (4.110)

Neste caso, de (4.109), segue que o tra�co da curva inicial �e eixo Oy, menos a origem (0 , 0).

As curvas caracter��sticas planas associadas a EDP (4.108) ser~ao retas (veja o Exemplo

(3.175), com c = d = 0), dadas por:

y = bx+ K , para cada x ∈ R ,

onde K ∈ R �e uma constante arbitr�aria e a solu�c~ao do problema de Cauchy (4.108)-(4.109)

acima, ser�a dada por (veja o Exemplo (3.175)):

u(x , y)
.
= f(−bx+ y)

(4.110)
=

1

y− bx
, para cada (x , y) ∈ A .

= R2 \
{
(x , y) ∈ R2 ; y ̸= bx

}
. (4.111)
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Logo a solu�c~ao u = u(x , y) não estar�a de�nida ao longo da curva caracter��stica plana

associada �a EDP (4.108), que passa pelo ponto (0 , 0) (veja a �gura abaixo) e ser�a solu�c~ao

cl�assica da EDP (4.108), em A.

-

6

y = bx : curva caracter��stica plana pelo ponto (0, 0)

x

y

(0, 0)

y = bx + K: Curva caracter��sticas planas

�

Conclusão: a fun�c~ao f, dda por (4.110), n~ao est�a de�nida em t = 0 e a solu�c~ao u, dada

por (4.111), n~ao est�a de�nida ao longo da curva caracter��stica plana associada �a EDP (4.108),

que passa pelo ponto (σ(to) , ρ(to)) = (0 , 0).

4.5 Uma EDP não linear de 1.a ordem

Come�caremos esta se�c~ao com as seguintes observa�c~oes:

Observação 4.112

1. A situa�c~ao no caso de uma EDP n~ao-linear, tanto ao que refere-se �a propaga�c~ao

de singularidade quanto ao comportamento da solu�c~ao �e bastante diferente do caso

de uma EDP linear.

Para vermos isto, consideraremos a EDP n~ao-linear da forma:

∂tu(t , x) + ∂x[f(u)](t , x) = 0 , para (t , x) ∈ Ω .
= (0 ,∞)× R , (4.113)

onde f ∈ C2(R ; R) �e uma fun�c~ao �xada n~ao constante.

Notemos que a EDP (4.113) pode ser reescrita (utilizando-se a regra da cadeia) na

seguinte forma:

∂tu(t , x) + b[u(t , x)]∂xu(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ Ω .
= (0 ,∞)× R , (4.114)
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onde

b(r)
.
= f ′(r) , para cada r ∈ R . (4.115)

Tais EDP 's aparecem no estudo de fenômenos ondulat�orios (por exemplo, dinâmica

de gases ou 
u��dos).

No caso, o que corresponder�a �as curvas caracter��stcas planas associadas �a EDP

(4.114) (ou (4.113)) em Ω, ser~ao as curvas parametrizadas, cujo tra�co est�a contido

em Ω, que satisfazem a seguinte EDO:

dx

dt
(t) = b[u(t , x(t))] , para t ∈ I ⊆ R . (4.116)

Notemos que, ao longo dessas curvas parametrizadas, a solu�c~ao da EDP (4.114)

(ou (4.113)) ser�a constante.

De fato, pois para t ∈ I, teremos:

d

dt
[u(t , x(t))]

da Regra da Cadeia
=

∂u

∂x
(t , x(t))

dx

dt
(t)︸ ︷︷ ︸

(4.116)
= b[t ,x(t)]

+
∂u

∂t
(t , x(t))

d t

dt
(t)︸ ︷︷ ︸

=1

(4.116)
= b[u(t , x(t))]∂xu(t , x(t)) + ∂tu(t , x(t))︸ ︷︷ ︸

(4.114)
= −b[u(t ,x(t))] ∂xu(t ,x(t))

= 0 .

Logo

u(t , x(t)) = K , para cada t ∈ I ,

onde K ∈ R �e uma constante arbitr�aria, como quer��amos mostrar.

Com isto podemos concluir que, na verdade, as curvas parametrizadas de�nidas

pela EDO (4.116), ser~ao retas.

De fato, pois

u(t , x(t)) = K , para cada t ∈ I ,

ou ainda,

u(t , x(t)) = u(to , x(to)) , para cada t ∈ I , (4.117)

para algum to ∈ I �xado.
Assim

dx

dt
(t) = b[u(t , x(t))]

(4.117)
= b[u(to , x(to))]︸ ︷︷ ︸

constante

, para t ∈ I ⊆ R . (4.118)
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Tais retas não podem ser determinadas a priori, pois seus coe�cientes angulares

dependem de conhecer o valor da solu�c~ao u = u(t , x), ao longo da pr�opria curva,

isto �e, nos pontos (t , x(t)), para cada t ∈ R.

No entanto, podemos utilizar estas curvas para encontrar o valor da solu�c~ao do

seguinte problema de Cauchy associado �a EDP (4.113), ou seja, o seguinte problema

de Cauchy:

∂tu(t , x) + ∂x[f(u)](t , x) = 0 , para (t , x) ∈ Ω .
= (0 ,∞)× R, (4.119)

u(0 , x) = uo(x) , para cada x ∈ R , (4.120)

onde uo ∈ C1(R ; R) est�a �xada.

Vale observar que, mais adiante, consideraremos dados inicais uo mais gerais.

A id�eia que desenvolveremos a seguir �e semelhante a utilizada no caso linear, isto

�e, vamos construir a solu�c~ao via as "curvas caracter��sticas planas" que intercep-

tam a curva inicial plana quando t = 0 (veja a �gura abaixo).

Dado xo ∈ R, como vimos acima, a solu�c~ao procurada

u = u(t , x) , para cada (t , x) ∈ Ω

dever�a ser constante ao longo da reta (4.116) que passa pelo ponto (0 , xo), ou seja,

a solu�c~ao procurada u, ser�a igual a

u(0 , xo) = uo(xo) ,

para (t , x) ∈ Ω que est�a sobre a reta (4.116).

Como tal reta tem inclina�c~ao b[uo(xo)] (veja (4.116)), deveremos ter

u(t , x) = uo(xo) (4.121)

para (t , x) ∈ Ω, que perten�ca �a reta

x = b[uo(xo)] t+ xo , (4.122)
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cuja representa�c~ao geom�etrica �e dada pela �gura abaixo.

-

6

t

x

(0, 0)

(0, xo)

x = b(uo(xo))t + xo

?

Curva caracter��stica plana associada �a EDP (4.105) pelo ponto (0, xo)

1

Curva inicial

2. As retas de equa�c~ao (4.122), ser~ao denominadas retas caracteŕısticas planas, asso-

ciadas ao problema de Cauchy (4.119)-(4.120).

3. Lembremos que no caso de uma EDP linear, as curvas caracter��sticas planas de-

terminam, em geral, a solu�c~ao do problema de Cauchy considerado.

Logo �e natural esperarmos que o mesmo ocorra no caso da EDP n~ao-linear (4.119),

isto �e, que determinem a solu�c~ao do problema de Cauchy (4.119)-(4.120).

Isto, de fato, �e o que ocorre para o problema de Cauchy (4.119)-(4.120), em uma

faixa (0 , T)× R, para algum T ∈ (0 ,∞) �xado.

Por�em, ao contr�ario do caso de uma EDP linear, as curvas caracter��sticas pla-

nas associadas ao problema de Cauchy (4.119)-(4.120) podem se interceptar e não

permanecerem coincidentes ap�os a intersec�c~ao.

O exemplo a seguir ilustra esse fato.

Exemplo 4.123 Encontre uma solu�c~ao do problema de Cauchy

ut(t , x) + u(t , x)ux(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ Ω .
= R2 , (4.124)

u(0 , x) = uo(x) , para cada x ∈ R , (4.125)

onde o dado inicial uo : R → R �e dado por:

uo(x)
.
=


1 , para x ∈ (−∞ , 0)

1− x , para x ∈ [0 , 1] ,

0 , para x ∈ (1 ,∞) .

. (4.126)
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Resolução:

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao uo �e dada pela �gura abaixo.

-

6

1

1
y = uo(x)

x

u

Observemos que neste caso a fun�c~ao b : R → R (em (4.114)) ser�a dada por

b(r)
.
= r , para cada r ∈ R . (4.127)

A EDP n~ao-linear (4.124) �e conhecida na literatura como Equação de Burger sem vis-

cosidade e pode ser colocada na forma (4.113), tomando-se a fun�c~ao f : R → R dada por

f(r)
.
=
r2

2
, para cada r ∈ R .

Neste caso as curvas caracter��stivas planas associadas ao problema de Cauchy (4.124)-

(4.125) ser~ao da forma:

x = b[uo(xo)]︸ ︷︷ ︸
(4.127)

= uo(xo)

t+ xo ,

o que implicar�a em: x = uo(xo) t+ xo , para cada t ∈ R , (4.128)

ou seja, de (4.126), segue que:

x =


t+ xo , para xo ∈ (−∞ , 0)

(1− xo) t+ xo , para xo ∈ [0 , 1]

xo , para xo ∈ (1 ,∞) ,

(4.129)

cujos gr�a�cos, para cada xo ∈ R �xado, encontram-se na �gura abaixo:
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-

6

t

x

1

Curvas caracter��sticas planas associadas ao problema de Cauchy (4.124)-(4.125)

1

x = (1 − xo) t + xo

x = t + xo

para 0 ≤ xo ≤ 1:

para xo < 0:

x = xo

para xo > 1:

Logo as curvas caracter��sticas planas associadas ao problema de Cauchy (4.124)-(4.125)

se interceptam para cada t ∈ [1 ,∞).

Portanto a solu�c~ao do problema de Cauchy, dada por (4.121)-(4.122), utilizando as curvas

caracter��sticas associadas ao problema de Cauchy acima, s�o ser�a ter�a uma express~ao v�alida

para t ∈ (−∞ , 1), pois nestes casos n~ao haver�a interse�c~ao das curvas caracter��sticas planas,

isto �e, das retas (4.129) (veja a �gura abaixo).

Consideremos as aseguintes regi~oes do plano (t , x):

I
.
=

{
(t , x) ∈ R2 ; x < t < 1

}
,

II
.
=

{
(t , x) ∈ R2 ; t ≤ x < 1

}
,

III
.
=

{
(t , x) ∈ R2 ; t < 1 < x

}
.

(4.130)
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-

6

t

x

1

Curvas caracter��sticas planas associadas ao problema de Cauchy (4.124)-(4.125)

1

x = t

x = xo

i

xo < 0

�

xo > 1

I

II

III j

0 ≤ xo ≤ 1

x = (1 − xo)t + xo

x = t + xo

Com isto temos que, para cada (t , x) satisfazendo:

� para

x < t < 1 ,

de (4.129), segue que as curvas caracter��sticas planas ser~ao as retas

x = t+ xo ,

para algum

xo < 0 ,

ou seja, o ponto (t , x) pertencer�a �a regi~ao I da �gura acima.

Logo

u(t , x) = uo(xo)

(4.126) com xo<0
= 1. (4.131)

� para

t ≤ x < 1 ,

de (4.129), segue que as curvas caracter��sticas planas ser~ao as retas

x = (1− xo) t+ xo , (4.132)
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para algum

0 ≤ xo ≤ 1 ,

ou seja, o ponto (t , x) pertencer�a �a regi~ao II da �gura acima.

Logo

u(t , x) = uo(xo)

(4.126) , com 0≤xo≤1
= 1− xo

xo
(4.132)

= x−t
1−t

= 1−
x− t

1− t

=
1− x

1− t
. (4.133)

� para

t < 1 < x ,

de (4.129), segue que as curvas caracter��sticas planas ser~ao as retas

x = xo ,

para algum

xo > 1 ,

ou seja, o ponto (t , x) pertencer�a �a regi~ao III da �gura acima.

Logo

u(t , x) = uo(xo)

(4.126) com xo>1
= 0 . (4.134)

Conclusão: de (4.131), (4.133) e (4.134) segue que uma solu�c~ao do problema de Cauchy

(4.124)-(4.125), ser�a dada por:

u(t , x) =


1 , para x < t < 1 ,

1− x

1− t
, para t ≤ x < 1 ,

0 , para t < 1 ≤ x .

(4.135)

�

Observação 4.136
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1. Notemos que a fun�c~ao u = u(t , x) acima, dada por (4.135), não �e uma solu�c~ao

cl�assica do problema de Cauchy (4.124)-(4.125), pois u ̸∈ C1((0 , 1)× R ; R).

De fato, a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (4.135), não �e diferenci�avel ao longo das

curvas

C1
.
= {(t , t) ; t ∈ [0 , 1)} e C2

.
= {(t , 1) ; t ∈ [0 , 1)} .

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

2. Isto era esperado pois as curvas caracter��sticas planas associadas ao problema de

Cauchy dado, passando pelos pontos

(0 , 0) e (0 , 1) ,

s~ao as curvas dadas por C1 e C2, respectivamente, e a condi�c~ao inicial não �e

diferenci�avel em x = 0 e x = 1 (veja a �gura abaixo).

-

t

x

1

�

K

Curva caracter��stica plana pelo ponto (0, 0)

x = 1

Curva caracter��stica plana pelo ponto (0, 1)

x = 0

6

3. Na faixa

(0 , 1)× R ,

excetuando-se os segmentos de reta C1 e C2, a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (4.135),

ser�a solu�c~ao da EDP (4.124).

4. Notemos tamb�em que u ∈ C([0 , 1)× R ; R) e satisfaz a condi�c~ao inicial (4.125).

A veri�ca�c~ao destes fatos ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor.

O exemplo seguir mostra que o caso n~ao-linear �e bem diferente do caso linear, no que diz

respeito a propaga�c~ao de singularidades.
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Exemplo 4.137 Resolva o problema de Cauchy

ut(t , x) + u(t , x)ux(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ Ω .
= R2 , (4.138)

u(0 , x) = uo(x) , para cada x ∈ R , (4.139)

onde

uo(x)
.
=

{
0 , para x ∈ (−∞ , 0) ,

1 , para x ∈ (0 ,∞) .
(4.140)

Resolução:

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao uo �e dada pela �gura abaixo.

-

t

x

6

1

y = uo(x)

As curvas caracter��sticas planas associadas ao problema de Cauchy acima ser~ao retas da

forma

x = b[uo(xo)]t+ xo ,

que implicar�a em: x = uo(xo) t+ xo ,

ou seja, ser~ao as seguintes retas:

x =

{
xo , para xo < 0 ,

t+ xo , para xo > 0 ,
(4.141)

que se interceptam para t ∈ (−∞ , 0) (veja a �gura abaixo).

Logo a solu�c~ao, dada por (4.121)-(4.122), s�o poder�a ser de�nida para t ∈ [0 ,∞), pois n~ao

haver�a cruzamento das retas (4.141) acima (que s~ao as curvas caracter��sticas) nessa regi~ao.

Na verdade a solu�c~ao tamb�em n~ao estar�a bem de�nida na regi~ao III da �gura abaixo,

mais especi�camente s�o estar�a bem de�nida (por meio das curvas caracter��sticas) nas regi~oes

I e II , ou seja, na regi~ao

{(t , x) ; t ≥ 0 e x ≥ t ou t ≥ 0 e x ≤ 0} .
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x

6

-
t

xo > 0

I

xo < 0

x = xo

z

I

II

III

x = t

x = 0

Com isto teremos:

� para

x ∈ (−∞ , 0) e t ∈ [0 ,∞) ,

de (4.141) segue que, as curvas caracter��sticas planas ser~ao as retas (veja a regi~ao II

na �gura acima)

x = xo,

para algum

xo < 0 .

Logo deveremos ter

u(t , x) = uo(xo)

(4.140) com xo<0
= 0 . (4.142)

� para

0 ≤ t < x ,

de (4.141) segue que, as curvas caracter��sticas planas ser~ao as retas (veja a regi~ao I na

�gura acima)

x = t+ xo,

para algum

xo > 0 .
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Logo deveremos ter

u(t , x) = uo(xo)

(4.140) com xo>0
= 1 . (4.143)

Notemos que na regi~ao III , na �gura acima, n~ao temos nenhuma restri�c~ao sobre a fun�c~ao

u = u(t , x).

Logo se considerarmos, por exemplo (na regi~ao III a escolha abaixo foi feita de modo

conveniente),

u(t , x)
.
=


0 , para x ∈ (−∞ , 0) e t ∈ [0 ,∞) ,
x

t
, para 0 ≤ x ≤ t e t ̸= 0 ,

1 , para 0 ≤ t < x ,

(4.144)

obtemos uma fun�c~ao cont��nua em

([0 ,∞)× R) \ {(0 , 0)}

que ser�a solu�c~ao do problema de Cauchy (4.138)-(4.139) para t ∈ (0 ,∞), excetuando-se a

curva caracter��stica que passa pelo ponto (0 , 0), isto �e, a reta

x = t .

Deixaremos a veri�ca�c~ao destes fatos como exerc��cio para o leitor.

�

Observação 4.145

1. Notemos que no Exemplo (4.137) acima podemos ter uma solu�c~ao cont��nua para

t ∈ (0 ,∞), embora a condi�c~ao inicial, dada por (4.140), seja uma fun�c~ao des-

cont��nua, ou seja, a descontinuidade da condi�c~ao inicial uo no ponto x = 0, não

propagou-se ao longo da curva caracter��stica plana associada ao problema de Cau-

chy (4.138)-4.139 que cont�em o ponto (0 , 0), a saber, a reta

x = t .

2. Tamb�em no Exemplo (4.137) acima (caso n~ao-linear), temos que as derivadas

parciais de 1.a ordem s~ao fun�c~oes descont��nuas ao longo da curva caracter��stica

plana associada ao problema de Cauchy (4.138)-(4.139) que passa pelo ponto (0 , 0),

a saber, a reta

x = t .

Deixaremos a veri�ca�c~ao destes fatos como exerc��cio para o leitor.
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4.6 Ondas de choque associadas à EDP (4.124)

Retornemos ao Exemplo (4.123) e consideremos as seguintes observa�c~oes sobre o mesmo:

Observação 4.146

1. Notemos que não �e poss��vel encontrar uma solu�c~ao glogal, isto �e, uma solu�c~ao

de�nida em

{(t , x) ; t ∈ (0 ,∞) e x ∈ R},

que seja cont��nua no ponto (1 , 1).

De fato, como

u(t , x) = 1 , na regi~ao II ,

isto �e, para (t , x) satisfazendo x < t < 1

e

u(t , x) = 0 , na regi~ao III ,

isto �e, para (t , x) satisfazendo t < 1 < x ,

segue que a fun�c~ao u = u(t , x) não poder�a ser cont��nua no ponto (1 , 1) (veja a

�gura abaixo).

-

t

x

1

6

1 (1, 1)

?

6

u(t , x) = 0

u(t , x) = 1

x = xo > 1

x = t + xo, x < t < 1

2. Notemos tamb�em que, admitindo solu�c~oes que sejam descont��nuas (por exemplo,

fun�c~oes que descont��nuas ao longo de uma curva suave e que satisfazem a EDP

fora dessa curva) ainda assim não saber��amos como determinar a solu�c~ao na

regi~ao IV (veja a �gura abaixo), isto �e, em

{(t , x) ; 1 < x < t} ,
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j�a que em cada ponto dessa regi~ao passam três curvas caracter��sticas planas dis-

tintas (no caso, três retas que se interceptam nessa regi~ao).

-

t

x

1

6

1

(1, 1)

IVx = xo

x = (1 − xo)t + xo
x = t + xo

3. Ainda em rela�c~ao ao problema de Cauchy (4.124)-(4.125), as equa�c~oes (4.121) e

(4.122) determinam em R3 uma superf��cie (que, em geral, não �e gr�a�co de uma

fun�c~ao de (t , x)) parametrizada por t e por xo.

As �guras abaixo mostram aa proje�c~oes das curvas

s 7→ (to , x(to, s) , u(to , x(to , s)))

no plano xOu, para diferentes valores to.

-

6

1

1
uo

x

u to = 0

-

6

1

1

x

u to =
1
2

1
2
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-

6

1

1

x

u
6

1

1

x

u to =
3
2

3
2

to = 1

-

Notemos que a mudan�ca no comportamento da curva quando passamos por to = 1

4. O Exemplo (4.123) �e um modelo t��pico do que ocorre quando as curvas carac-

ter��stcas planas se cruzam.

5. Observemos que se

x1 < x2 ,

as curvas caracter��sticas planas que passam pelos pontos

(x1 , 0) e (x2 , 0) ,

que denotaremos por l1 e l2, respectivamente, ter~ao equa�c~oes gerais dadas por:

l1 : x = b[uo(x1)] t+ x1 ,

l2 : x = b[uo(x2)] t+ x2 .

Logo

l1 ∩ l2 ̸= ∅

se, e somente se, (veja a �gura abaixo)

b[uo(x1)] > b[uo(x2)] (4.147)
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6

t

x

(x2, 0)

(x1, 0)

to

b(uo(x2)) > b(uo(x1))

-

Neste caso, se

uo(x1) ̸= uo(x2) ,

uma solu�c~ao global ser�a, necessariamente, descont��nua no ponto (to , xo) pois,

quando t→ t−o , ao longo da curva l1, teremos

u(t , x) → uo(x1) ,

enquanto, quando t→ t−o , ao longo da curva l2, teremos

u(t , x) → uo(x2) .

Com isto temos a:

Definição 4.148 No caso acima diremos que uma onda de choque �e formada no ins-

tante t = to.

Observação 4.149 Ainda com rela�c~ao ao problema de Cauchy acima temos as seguintes

considera�c~oes:

1. Solu�c~oes descont��nuas podem fazer sentido do ponto de vista f��sico (por exemplo,

para EDP�s associadas a 
u��dos compress��veis).

2. A seguir, procuraremos solu�c~oes da EDP que ser~ao descont��nuas ao longo de uma

curva que �e gr�a�co de uma fun�c~ao

g = g(t) , para t ∈ [to ,∞) ,

e que satisfaz a EDP em uma regi~ao "exterior" dessa curva.
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3. Se a fun�c~ao

x 7→ b[uo(x)]

�e mon�otona n~ao decrescente, ent~ao as curvas caracter��sticas planas associadas ao

problema de Cauchy (4.138)-(4.139) nunca se interceptar~ao.

De fato, pois

x1 < x2 , segue que, b(uo(x1)) ≤ b(uo(x2)) ,

e, de (4.147), segue que as curvas caracter��sticas planas associadas ao problema

de Cauchy (4.138)-4.139 n~ao se interceptam.

Neste caso, como as fun�c~oes b e uo s~ao bem comportadas, segue que deveremos

ter

d

dx
b[uo(x)] ≥ 0

e assim (4.121) e (4.122) nos fornecer~ao a solu�c~ao do problema de Cauchy consi-

derado, para t ∈ (0 ,∞).

-

6

xo

y = b(uo(xo))t + xo

t

x

(t, x)

tg(α) = b(uo(xo))

Retornemos ao problema de Cauchy (4.124)-(4.125).

Vamos enfreaquecer o conceito de solu�c~oes, aceitando solu�c~oes que sejam descont��nuas e

encontrar um modo de, analisando o problema f��sico, de�nir a solu�c~ao na regi~ao R, de�nida

por (veja a �gura abaixo)

R
.
= {(t , x) ; 1 < x < t} .
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-

6

t

x

1

1

(t, x); 1 < x < t

x = t

Antes por�em vamos tratar de algumas coisas relacionadas com a origem da EDP (4.119).

Equa�c~oes do tipo (4.119) s~ao origin�arias do que se constuma chamar de leis de conserva-

ção, que envolvem integrais e s~ao, em geral, da forma

d

dt

∫
G

u(t , x)dx = −

∫
∂(G)

f[t , x , u(t , x)] n⃗(x)ds, (4.150)

onde o conjunto G �e uma regi~ao limitada do plano e a fun�c~ao u = u(t , x) mede a densidade

de alguma "entidade f��sica", sabendo-se que a fun�c~ao f descreve o 
uxo ao longo da fronteira

do conjunto G e o vetor n⃗ �e o normal exterior �a fronteira de G, que estamos supondo ser

"bem comportada" (veja a �gura abaixo).

�

n⃗(x)

x ∈ ∂G

Observação 4.151
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1. A equa�c~ao integral (4.150) nos diz que a taxa de varia�c~ao da quantidade total

da "entidade f��sica", contida na regi~ao G, �e igual a menos o 
uxo da "entidade

f��sica" que atravessa a fronteira de G.

2. No caso unidimensional, isto �e, se

G = [xo , xo + h] , para h > 0 ,

com f = f(u), a equa�c~ao integral (4.150) tornar-se-�a:

d

dt

∫ xo+h
xo

u(t , s)ds = −[f(u(t , xo + h)) + f(u(t , xo))] . (4.152)

3. Supondo que podemos derivar sob o sinal de integra�c~ao em (4.152), o lado esquerdo

da equa�c~ao (4.152), nos fornecer�a a seguinte identidade:∫ xo+h
xo

ut(t , s)ds .

Logo, utilizando esta informa�c~ao, dividindo a equa�c~ao (4.152), por h, e fazendo

h→ 0, obteremos:

lim
h→0

1

h

∫ xo+h
xo

ut(t , s)ds︸ ︷︷ ︸
Teor. Fund. C�alculo

= ∂tu(t ,xo)

= lim
h→0

f[u(t , xo)] − f[u(t , xo + h)]

h︸ ︷︷ ︸
=−∂x[f(u(t ,x)]|x=xo

,

ou seja, (trocando-se xo por x), obteremos a seguinte EDP n~ao-linear:

ut(t , x) + [f(u(t , x)]x = 0 ,

ou seja, a EDP n~ao-linear (4.124).

Passemos agora a tentar encontrar solu�c~oes globais u = u(t , x), do problema de Cauchy

(4.124)-(4.125), isto �e, de�nidas em

(t , x) ∈ [0 ,∞)× R ,

exceto em uma curva contida nessa regi~ao, que n~ao estar�a de�nida ao longo de uma curva C
suave, que �e a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co de uma fun�c~ao

x = g(t) , para t ∈ [to ,∞) ,

onde to ∈ (0 ,∞) �e o menor valor de t para os quais h�a intersec�c~ao de curvas caracter��sticas

planas associadas ao problema de Cauchy (4.124)-(4.125).
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Suponhamos que a fun�c~ao u = u(t , x) d�a um "salto" ao passar pela curva C, para t ∈
[to , T ], para algum T ∈ (0 ,∞) �xado (veja a �gura abaixo).

-

6

t

x

to

x = t

T

i

	

+

x = g(t) Curvas caracter��sticas planas

Consideremos

a < b ,

de modo que a parte da curva C, para t ∈ [0 , T ], esteja contida na faixa

{(t , x) ; x ∈ (a , b)} ,

do plano tOx, ou ainda, a , b ∈ R s~ao escolhidos, de modo que a curva

t ∈ [to , T ] 7→ (t , g(t)) ,

esteja contida no retângulo [to , T ]× [a , b] (veja a �gura abaixo).

-

6

t

x

to

x = t

T

i

	

+

a

b

x = g(t) Curvas caracter��sticas planas

De�namos a fun�c~ao I : [to , T ] → R, dada por:

I(t)
.
=

∫b
a

u(t , x)dx , para cada t ∈ [to , T ] . (4.153)
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Logo, para cada t ∈ [to , T ], de (4.152), segue que

d

dt
I(t)

(4.153)
=

d

dt

[∫b
a

u(t , x)dx

]
(4.152)
= f[u(t , a)] − f[u(t , b)] . (4.154)

Denotemos por

u+ e u− (4.155)

as solu�c~oes de�nidas nas regi~oes, contidas em [to , T ]× [a , b], que situa-se acima da curva C,
que indicaremos por C+, e que situa-se abaixo da curva C, que indicaremos por C− (veja a

�gura abaixo).

-

6

t

x

to

x = t

T

+

x = g(t)

C+

C−

Com isto, para cada t ∈ [to , T ], a equa�c~ao (4.153), poder�a ser reescrita da seguinte forma:

I(t) =

∫g(t)
a

u(t , x)︸ ︷︷ ︸
=u−(t ,x) , x∈[a ,g(t)]

dx+

∫b
g(t)

u(t , x)︸ ︷︷ ︸
=u+(t ,x) ,x∈[g(t) ,a]

dx

=

∫g(t)
a

u−(t , x)dx+

∫b
g(t)

u+(t , x)dx . (4.156)

Observemos que, da de�n�c~ao das fun�c~oes u+ e u− (veja (4.155)), os valores

u+(t , g(t)) e u−(t , g(t))

nada mais s~ao que os limites laterais da fun�c~ao u(t , x), quando

x→ g(t)+ e x→ g(t)− ,

respectivamente (veja a �gura abaixo), isto �e,

u+(t , g(t))
.
= lim

x→g(t)+ u(t , x) e u−(t , g(t))
.
= lim

x→g(t)− u(t , x) .
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-

6

t

x

to

x = t

T

+

x = g(t)

C−6

C+

?
z

�

x → g(t)+

x → g(t)−

Logo, para cada t ∈ [to , T ], derivando a express~ao (4.156), em rela�c~ao �a t, obteremos:

d

dt
I(t) =

d

dt

[∫g(t)
a

u−(t , x)dx+

∫b
g(t)

u+(t , x)dx

]
regra da cadeia

= u−(t , g(t))g
′(t) +

∫g(t)
a

∂tu−(t , x)dx− u+(t , g(t))g
′(t) +

∫b
g(t)

∂tu+(t , x)dx

(4.119)
= g ′(t) [u−(t , g(t) − u+(t , g(t))] +

∫g(t)
a

{−∂x [f(u−(t , g(t)))]} dx

+

∫b
g(t)

{−∂x [f(u+(t , g(t)))]} dx

Teor. Fund. C�alculo
= g ′(t) [u−(t , g(t)) − u+(t , g(t))] − [f(u−(t , g(t))) − f(u−(t , g(a))︸ ︷︷ ︸

u(t ,a)

)]

− [f(u+(t , b)︸ ︷︷ ︸
=u(t ,b)

) − f(u+(t , g(t)))]

= g ′(t) [u−(t , g(t)) − u+(t , g(t))] − f(u−(t , g(t))) + f(u(t , a))

− f(u(t , b)) + f(u+(t , g(t))) . (4.157)

Comparando (4.154) com (4.157), obteremos a seguinte identidade:

g ′(t) [u−(t , g(t)) − u+(t , g(t))] − f(u−(t , g(t))) + f(u(t , a)) − f(u(t , b))

+ f(u+(t , g(t))) = f(u(t , a)) − f(u(t , b)) ,

ou seja, f(u+(t , g(t))) − f(u−(t , g(t))) = g
′(t) [u−(t , g(t)) − u+(t , g(t))] ,

ou ainda , a fun�c~ao x = g(t) dever�a satisfazer a seguinte EDO:

[f] = s [u] , (4.158)
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onde

s
.
= g ′(t) (4.159)

[u]
.
= u+(t , g(t)) − u−(t , g(t)) (4.160)

[f]
.
= f(u+(t , g(t))) − f(u−(t , g(t))) . (4.161)

Observação 4.162 Notemos que o valor [u], dado por (4.160), nos fornece o valor do

"salto" da fun�c~ao u = u(t , x), quando ela cruza a curva C e o valor [f], dado por (4.161),

�e diferen�ca do valor da fun�c~ao f aplicada nos respectivos "saltos" da fun�c~ao u = u(t , x).

Com isto temos a:

Definição 4.163 A condi�c~ao (4.158) �e denominada condição de salto.

Apliquemos estas id�eias ao

Exemplo 4.164 Encontre uma solu�c~ao global para o seguinte problema de Cauchy

ut(t , x) + u(t , x)ux(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ Ω ⊆ R2 , (4.165)

u(0 , x) = uo(x) , para cada x ∈ R , (4.166)

onde

uo(x)
.
=


1 , para x ∈ (−∞ , 1) ,

1− x , para x ∈ [0 , 1) ,

0 , para x ∈ (1 ,∞) .

(4.167)

Resolução:

Lembremos que, neste caso, (veja (4.113)) temos que a fun�c~ao f : R → R �e dada por

f(r)
.
=
r

2
pcr ∈ [0 ,∞) .

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao uo, dada por (4.167), isto �e, do dado

inicial, �e dada pela �gura abaixo:

-

6

x

y

1

1




y = 1 − x

Gr�a�co de y = uo(x)

Vimos no Exemplo (4.123) que na regi~ao

I ∪ II ∪ III ,
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de�nidas na �gura abaixo, a solu�c~ao ser�a dada por:

u(t , x) =


1 , para x < t < 1 (que corresponde a regi~ao I )
1− x

1− t
, para t ≤ x ≤ 1 (que corresponde a regi~ao II )

0 , para t < 1 < x (que corresponde a regi~ao III )

. (4.168)

Logo, �e natural estendermos a solu�c~ao

u = u(t , x) ,

da seguinte maneira (veja �gura abaixo):

u(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ IV .
= {(t , x) ; 1 ≤ t < x} , (4.169)

u(t , x) = 1 , para cada (t , x) ∈ V .
= {(t , x) ; 1 ≤ t e x ≤ 1} . (4.170)

-

6

t

x

x = g(t)

1

1

x = t

VII

I

III

II

IV

VI

V

Assim como ser�a natural de�nirmos (veja a �gura acima):

u+(t , x)
.
= 0 , para cada (t , x) ∈ VI .= {(t , x) ; g(t) < x ≤ t} , (4.171)

u−(t , x)
.
= 1 , para cada (t , x) ∈ VII .= {(t , x) ; 1 ≤ x < g(t)} . (4.172)

Observemos que to = 1 �e o menor valor de t para os quais h�a uma intersec�c~ao de curvas

caracter��sticas planas associadas ao problema de Cauchy (4.165)-(4.166).
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Logo

[u]
(4.160)
= u+(t , g(t)) − u−(t , g(t))

(4.171) ,(4.172)
= 0− 1

= −1 , (4.173)

[f]
(4.161)
= f(u+(t, g(t))︸ ︷︷ ︸

(4.171)
= 0

) − f(u−(t, g(t))︸ ︷︷ ︸
(4.172)

= 1

)

= −
1

2
. (4.174)

Mas, de (4.158) (isto �e, da condi�c~ao de salto), deveremos ter

s︸︷︷︸
(4.159)

= g ′(t)

[u]︸︷︷︸
(4.173)

= −1

= [f]︸︷︷︸
(4.174)

= − 1
2

,

que �e equivalente a: g ′(t) =
1

2
,

ou ainda, g(t) =
1

2
t+ C , para cada t ∈ [1 ,∞) ,

para algum C ∈ R.
Como o cruzamento das curvas caracter��sticas planas associadas ao problema de Cauchy

(4.165)-(4.166) iniciam-se no ponto (1 , 1) (veja a �gura acima), deveremos ter:

g(1) = 1 ,

ou seja, g(t) =
1

2
t , para t ∈ [1 ,∞) ,

cujo gr�a�co est�a contido no tra�co da reta

2 x = t+ 1 .

Portanto a solu�c~ao global que obtemos ser�a dada por:

u(t , x)
.
=


1 , para (t , x) ∈ I
1− x

1− t
, para (t , x) ∈ II

0 , para (t , x) ∈ III ,

, (4.175)

onde (veja a �gura abaixo):

I
.
= {(t , x) ; x < t < 1 ou 2 x < t+ 1 e 1 ≤ t} ,

II
.
= {(t , x) ; 0 ≤ t < x < 1} ,

III
.
= {(t , x) ; 1 ≤ x e 0 ≤ t ≤ 1 ou 2 ≤ t+ 1 < 2 x} .
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-

6

t

x

1

1

x = t

II I

III
x = t+1

2

j

u(t, x) = 0

*

u(t, x) = 1−x
1−t

M

u(t, x) = 1

Observação 4.176

1. Os pontos de descontinuidades da solu�c~ao u = u(t , x), dada por (3.163), ocorrer~ao

ao longo da semi-reta (veja a �gura abaixo)

2 x = t+ 1 , para cada t ∈ [1 ,∞) .

2. J�a as derivadas parciais da solu�c~ao u = u(t , x), ser~ao descontinuas tamb�em ao

longo dos segmentos de retas (veja a �gura abaixo)

x = t , para t ∈ [0 , 1] e x = 1 , para t ∈ [0 , 1] .



182 CAP�ITULO 4. EQUAC� ~OES DE PRIMEIRA ORDEM: ALGUNS PROBLEMAS

-

6

t

x

1

1

II I

III
x = t+1

2

Descontinuidade da solu�c~ao u = u(t, x)

�

I

]
6

Descontinuidade das derivadas parciais de 1.a ordem da solu�c~ao u = u(t, x)

3. Estendendo o conceito de solu�c~ao do problema de Cauchy em quest~ao, tornamos

poss��vel resolvê-lo, com condi�c~oes iniciais do tipo (4.126) ou (4.140), para as quais

n~ao existem solu�c~oes globais cl�assicas.

4. Existe a quest~ao de termos aumentado demais a classe onde procuraremos as

solu�c~oes do problema de Cauchy em quest~ao podendo, com isto, correr o risco de

ser perder a unicidade da solu�c~ao.

Para ilustrar essa situa�c~ao consideremos o (veja o Exemplo (4.137)):

Exemplo 4.177 Encontre uma solu�c~ao do problema de Cauchy

uT(t , x) + u(t , x)uX(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ Ω .
= (0 ,∞)× R , (4.178)

u(0 , x) = uo(x) , para cada x ∈ R , (4.179)

onde

uo(x)
.
=

{
0 , para x ∈ (−∞ , 0) ,

1 , para x ∈ (0 ,∞) .
(4.180)

Resolução:
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Do Exemplo (4.137), temos que as curvas caracter��sticas planas associadas ao problema

de Cauchy (4.138)-(4.139), ser~ao dadas por:

x = b(uo(xo)) t+ xo ,

ou seja, x = uo(xo) t+ xo ,

ou seja, ser~ao as seguintes retas

x =

{
xo , para xo ∈ (−∞ , 0) ,

t+ xo , para xo ∈ (0 ,∞) ,
(4.181)

que se interceptam para t ∈ (−∞ , 0) (veja a �gura abaixo).

x

6

t

xo > 0

I

xo < 0

z

I

II

III

-

x = t

x = xo

Notemos que, neste caso, as curvas caracter��sitcas planas n~ao se interceptam para t ∈
(0 ,∞) e existe uma solu�c~ao cl�assica do problema para ∈ (0 ,∞) que n~ao est�a de�nida na

regi~ao III (veja a �gura acima), onde

III
.
= {(t , x) ; 0 ≤ x ≤ t} .

Procedendo como anteriormente, se a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao

x = g(t) , para cada t ∈ [0 ,∞) ,

�e tal que a fun�c~ao u = u(t , x) tem um "salto" ao cruzar o gr�a�co da mesma, ent~ao como

u(t , x) = 1 , para cada (t , x) ∈ I .= {(t , x) ; 0 ≤ t < x} ,
u(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ II .= {(t , x) ; x ∈ (−∞ , 0) e t ∈ [0 ,∞)} ,
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�e natural de�nirmos (veja a �gura abaixo):

u+(t , x)
.
= 1 , para (t , x) ∈ IV .

= {(t , x) ; g(t) < x < t , para t ∈ (0 ,∞)} , (4.182)

u−(t , x)
.
= 0 , para (t , x) ∈ V .

= {(t , x) ; 0 < x < g(t) , para t ∈ (0 ,∞)} . (4.183)

x

6

t

xo > 0

I

xo < 0

x = xo

z

I

II

-

V

IV

x = t

Assim deveremos ter

[u]
(4.160)
= u+(t , g(t)) − u−(t , g(t))

(4.182) ,(4.183)
= 1− 0

= 1 , (4.184)

[f]
(4.161)
= f(u+(t , g(t))) − f(u−(t , g(t)))

f(r)= r
2

2
,(4.182) ,(4.183)
=

1

2
− 0

=
1

2
. (4.185)

Assim, de (4.158), segue que:

s [u] = [f] ,

e, de (4.184) e (4.185) s · 1 = 1

2
,

como, s
(4.159)
= g ′(t), teremos: g ′(t) =

1

2
,

portanto: g(t) =
1

2
t+ C , para cada t ∈ [0 ,∞) .
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Como as curvas caracter��sticas come�cam a cruzar-se no ponto (0 , 0) (que corresponte a

t = 0, ou seja, �e o menor t para os quais as curvas caracter��sticas planas se interceptam - veja

a �gura acima), segue que

g(0) = 0 ,

segue que: g(t) =
1

2
, para cada t ∈ [0 ,∞) . (4.186)

Assim, uma solu�c~ao global do problema de Cauchy (4.178)-(4.179), ser�a dada por:

u1(t , x)
.
=


0 , para 0 < x <

t

2
,

1 , para x >
t

2
> 0

, para cada (t x) ∈ [0 ,∞)× R (4.187)

que vai satisfazer a EDP (4.178) no 1.o quadrante, exceto sobre a reta

x =
t

2

e satisfaz, evidentemente, a condi�c~ao inicial (4.179) (veja a �gura abaixo).

x

6

x = t
2

u(t, x) = 1

u(t, x) = 0

t-

Observação 4.188

1. Notemos que a fun�c~ao u2 : (0 ,∞)× R → R, dada por:

u2(t , x)
.
=


0 , para x ∈ (−∞ , 0) e t ∈ [0 ,∞) ,
x

t
, para 0 < x ≤ t ,

1 , para 0 ≤ t < x ,

(4.189)

�e uma fun�c~ao que pertence �a C1((R× [0 ,∞)) \ {(0 , 0)} ; R), satisfaz a EDP (4.178),

excetundao-se sobre �as curvas caracter��sticas associadas ao problema de Cauchy,
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que passam pela origem (0 , 0), a condi�c~ao inicial (4.179) e a condi�c~ao de salto

(4.158).

De fato, pois, neste caso teremos

g(t) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) (4.190)

e assim

[u]
(4.160)
= u+(t , g(t)) − u−(t , g(t))

(4.190)
= u+(t , 0) − u−(t , 0)

(4.189)
= 0 , (4.191)

[f]
(4.161)
= f(u+(t , g(t))) − f(u−(t , g(t)))

(4.190)
= f(u+(t , 0)) − f(u−(t , 0))

f(r)= r
2
,(4.189)
= 0 . (4.192)

Logo, a condi�c~ao de salto (4.158) (veja a �gura abaixo), ir�a se veri�car, pois

s︸︷︷︸
(4.190)

= 0

[u]︸︷︷︸
(4.191)

= 0

= 0 = [f]︸︷︷︸
(4.192)

= 0

.

x

6

- t

x = t

u2(t, x) = 0

u2(t, x) = 1

u2(t, x) = x
t

Conclusão: n~ao temos unicidade de solu�c~oes para o problema de Cauchy (4.178)-

(4.179).

2. Apenas uma das solu�c~oes acima tem signi�cado f��sico.

O problema �e saber qual delas �e que tem signi�cado f��sico?

Para respondermos esta quest~ao, introduziremos o seguinte crit�erio:
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Hipótese: Dado o ponto (t1 , x1), com t1 > to, fora da curva de descontinuidade

existe uma curva caracter��stica plana associada ao problema de Cauchy (4.178)-

(4.179), que passa pelo ponto (t1 , x1), que intercepta �a curva de descontinuidade,

em um ponto (t2 , x2), com t2 > t1.

Como esta hip�otese adicional, segue que a fun�ca~o u1 = u1(t , x) ser�a a solu�c~ao

descartada, pois sua curva de descontinuidade �e a semi-reta x =
t

2
, para t ∈ (0 ,∞)

-(vejam as �guras abaixo).

-

6

t

x

1

1

x = t

+

Curvas caracter��siticas planas

]

x = const.

x = t
2

Curva de descontinuidade para u1

(t1, x1), t2 < t1

t2

3. Notemos que n~ao existe nenhuma curva na regi~ao

A
.
= {(t , x) ; 0 < x < t}

que satisfa�ca a hip�otese acima (veja a �gura abaixo).

Logo a solu�c~ao global dever�a ser cont��nua na regi~ao acima.
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-

6

t

x

1

1

x = t

A

4. O signi�cado da hip�otese acima �ca mais claro se analisarmos o Exemplo (4.164).

Notemos que, por cada ponto do semi-plano {(t , x) ; para x ∈ (0 ,∞)}, passam três

curvas caracter��sticas planas pelo ponto (t1 , x1) pertencente �a regi~ao (veja a �gura

abaixo):

A
.
= {(t , x) ; 1 < x < t} .

-

6

t

x

1

1

x = t

A

(t1, x1)
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Por�em apenas uma delas intercepta a curva de descontinuidade

2 x = t+ 1 , para cada t ∈ [1 ,∞) ,

em um instante t > t1, se 2 x1 ̸= t1 + 1.

Isto signi�ca que, com a hip�otese acima, as fun�c~oes

u− e u+

ser~ao determinadas pela condi�c~ao inicial uo.

5. Observemos que, se

b(u−(t , x1)) > g
′(t) > b(+(t , x2)) (4.193)

e

x1 < g(t) < x2 , para to < t ,

ent~ao a hip�otese acima estar�a satisfeita.

4.7 Exerćıcios
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Caṕıtulo 5

Equações Semi-lineares de Segunda
Ordem

Neste cap��tulo estudaremos as EDP's semi-lineares de 2.a ordem em duas vari�aveis.

Introduziremos a no�c~ao de curva caracter��stica para estas e suas formas canônicas.

5.1 Classificação de EDP’s semi-lineares de segunda or-

dem

Nesta se�c~ao trataremos da classi�ca�c~ao desta classe de EDP's exemplos.

Observação 5.1

1. Na disciplina Geometria Anal��tica, o estudo de curvas de�nidas por equa�c~oes do

2.o grau nas vari�aveis xOy (denominadas cônicas) �e facilitado pela redu�c~ao dessas

equa�c~oes �a suas, denominadas, formas normais (ou reduzidas).

Atrav�es de uma mudan�ca de vari�aveis do tipo

(x , y) 7→ (ξ , η),

a equa�c~ao do 2.a grau dada inicialmente, ser�a transformada, em rela�c~ao �as novas

vari�aveis, na sua forma canônica, que pode ser uma par�abola, hip�erbole, elipse,

retas paralelas, retas concorrentes, um ponto ou o conjunto vazio.

O novo sistema de coordenadas ξOη, ser�a o sistema de coordenadas em rela�c~ao

a qual a curva, cujo tra�co �e a representa�c~ao geom�etrica da equa�c~ao do 2.o grau

dada inicialmente, tem a representa�c~ao anal��tica mais simples.

2. Nesta se�c~ao faremos algo semelhante para EDP's semi-lineares de 2.a ordem nas

vari�aveis x, y, ou seja, iremos classi�car tais EDP's e, mais adiante, encontrare-

mos uma "forma canônica" para cada um dos tipos dessas EDP's, dependendo do

respectivo tipo.

191
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3. Lembremos que uma EDP semi-linear de 2.a ordem, nas vari�aveis x, y, ter�a a

seguinte forma:

a(x , y)uxx(x , y) + 2 b(x , y)uxy(x , y) + c(x , y)uyy(x , y)

= f(x , y , u(x , y) , ux(x , y) , uy(x , y)) , (5.2)

para (x , y) ∈ Ω, onde o conjunto Ω �e um subconjunto aberto de R2, a , b , c : Ω→ R
s~ao fun�c~oes dadas, assim como a fun�c~ao f : A ⊆ R5 → R.

A parte principal da EDP acima ser�a determinada pelo operador linear

[L(u)](x , y)
.
= a(x , y)uxx(x , y) + 2 b(x , y)uxy(x , y) + c(x , y)uyy(x , y) , (5.3)

para u ∈ C∞(Ω ; R).

4. Em analogia ao caso das cônicas estudas em Geometria Anal��tica, classi�caremos

uma EDP do tipo (5.2), analisando sua parte principal.

5. Suponhamos que as fun�c~oes a , b , c ∈ C(Ω ; R) n~ao se anulam simultaneamente,

isto �e,

a2(x , y) + b2(x , y) + c2(x , y) ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω. (5.4)

Com isto temos a:

Definição 5.5 De�nimos o discriminante associado à EDP (5.2) como sendo a fun�c~ao

δ : Ω→ R, dada por:

δ(x , y)
.
= b2(x , y) − a(x , y) c(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω, (5.6)

ou, de modo abreviado, por

δ
.
= b2 − a c , em Ω. (5.7)

Com isto, diremos que a EDP (5.2) (ou operador linear L, dado por (5.3)), ser�a:

1. parabólica, no ponto (xo , yo) ∈ Ω, se

δ(xo , yo) = 0 ; (5.8)

2. hiperbólica, no ponto (xo , yo) ∈ Ω se

δ(xo , yo) > 0 , (5.9)

3. eĺıtica, no ponto (xo , yo) ∈ Ω se

δ(xo , yo) < 0 . (5.10)
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Observação 5.11

1. A EDP (5.2) (ou operador linear L, dado por (5.3)) ser�a dita parabólica em Ω,

se ela (ou o operador linear L , dado por (5.3)) for parab�olica em cada um dos

pontos do conjunto Ω.

De modo semelhante, diremos que a EDP (5.2) (ou operador linear L, dado por

(5.3)) �e hiperbólica (eĺıtica, respectivamente) em Ω se ela (ou o operafor linear

L, dado por (5.3)) hiperb�olica (el��tica, respectivamente) em cada um dospontos do

conjunto Ω.

2. A EDP (5.2) (ou operador linear L, dado por (5.3)) pode, eventualmente, mudar

de tipo, dependendo do ponto (x , y) ∈ Ω, como veremos em exemplos a seguir.

Neste caso diremos que a EDP (5.2) (ou operador linear L, dado por (5.3)) �e do

tipo misto em Ω.

3. Isto n~ao ocorrer�a se a EDP (5.2) (ou operador linear L, dado por (5.3)) tem coe-

�cientes constantes, isto �e, se

a(x , y)
.
= a , b(x , y)

.
= b e c(x , y)

.
= c , para cada (x , y) ∈ Ω,

onde a , b , c ∈ R s~ao constantes �xadas.

Analisemos os seguintes exemplos:

Exemplo 5.12 A equa�c~ao de Burger com viscosidade

ut(t , x) + u(t , x)ux(t , x) − νuxx(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ Ω .
= (0 ,∞)× R (5.13)

�e uma EDP semi-linear de 2.a ordem nas vari�aveis t e x, do tipo parab�olica em Ω.

Resolução:

De fato, neste caso, temos que as fun�c~oes a , b , c : Ω→ R ser~ao dadas por:

a(t , x)
.
= 0 , b(t , x)

.
= 0 e c(t , x)

.
= −ν , para cada (t , x) ∈ Ω. (5.14)

Logo, para cada (t , x) ∈ Ω, o discriminante (5.6), associado �a EDP (5.13) acima ser�a dado

por:

δ(t , x)
(5.6)
= b2(t , x) − a(t , x) c(t , x)

(5.14)
= 02 − 0 · (−ν) = 0 ,

logo, de (5.8), segue que a EDP (5.13) (ou seja, a equa�c~ao de Burger com viscosidade) �e

parab�olica em Ω.

�
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Exemplo 5.15 A equa�c~ao do calor

ut(t , x) − α
2 uxx(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ Ω .

= R2 (5.16)

�e uma EDP semi-linear de 2.a ordem nas vari�aveis t, x, parab�olica em Ω.

Resolução:

De fato, neste caso, temos que as fun�c~oes a , b , c : Ω→ R ser~ao dadas por:

a(t , x)
.
= 0 , b(t , x)

.
= 0 e c(t , x)

.
= −α2 , para cada (t , x) ∈ Ω. (5.17)

Logo, para cada (t , x) ∈ Ω, o discriminante (5.6), associado �a EDP (5.16) acima ser�a dado

por:

δ(t , x)
(5.6)
= b2(t , x) − a(t , x) c(t , x)

(5.17)
= 02 − 0 ·

(
−α2

)
= 0 .

Assim, de (5.8), segue que a EDP (5.16) (ou seja, a equa�c~ao do calor) �e parab�olica em Ω.

�

Exemplo 5.18 A equa�c~ao da onda

utt(t , x) − c
2 uxx(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ Ω .

= R2 (5.19)

�e uma EDP semi-linear de 2.a ordem nas vari�aveis t e x que �e hiperb�olica em Ω.

Resolução:

De fato, neste caso, temos que as fun�c~oes a , b , c : Ω→ R ser~ao dadas por:

a(t , x)
.
= 1 , b(t , x)

.
= 0 e c(t , x)

.
= −c2 , para cada (t , x) ∈ Ω. (5.20)

Logo, para cada (t , x) ∈ Ω, o discriminante (5.6), associado �a EDP (5.19) acima, ser�a

dado por:

δ(t , x)
(5.6)
= b2(t , x) − a(t , x) c(t , x)

(5.20)
= 02 − 1 · (−c2)

= c2 > 0 .

Assim, de (5.9), segue que a EDP (5.19) (ou seja, a equa�c~ao da onda) �e hiperb�olica em Ω.

�
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Exemplo 5.21 A equa�c~ao de Laplace

uxx(x , y) + uyy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ Ω .
= R2 (5.22)

�e uma EDP semi-linear de 2.a ordem nas vari�aveis x e y que �e el��ptica em Ω.

Resolução:

De fato, neste caso, temos que as fun�c~oes a , b , c : Ω→ R ser~ao dadas por:

a(x , y)
.
= 1 , b(x , y)

.
= 0 e c(x , y)

.
= 1 , para cada (x , y) ∈ Ω. (5.23)

Logo, para cada (x , y) ∈ Ω, o discriminante (5.6), associado �a EDP (5.22) acima, ser�a

dado por:

δ(t , x)
(5.6)
= b2(t , x) − a(t , x) c(t , x)

(5.23)
= 02 − 1 · 1

= −1 < 0 .

Assim, de (5.10), segue que a EDP (5.22) (ou seja, a equa�c~ao de Laplace) �e epl��ptica em

Ω. �

Exemplo 5.24 A equa�c~ao de Poison

uxx(x , y) + uyy(x , y) = h(x , y) , para (x , y) ∈ Ω .
= R2 (5.25)

�e uma EDP semi-linear de 2.a ordem nas vari�aveis x e y que �e el��ptica em Ω.

Resolução:

De fato, neste caso, temos que as fun�c~oes a , b , c : Ω→ R ser~ao dadas por:

a(x , y)
.
= 1 , b(x , y)

.
= 0 e c(x , y)

.
= 1 , para cada (x , y) ∈ Ω. (5.26)

Logo, para cada (x , y) ∈ Ω, o discriminante (5.6), associado �a EDP (5.25) acima, ser�a

dado por:

δ(t , x)
(5.6)
= b2(t , x) − a(t , x) c(t , x)

(5.26)
= 02 − 1 · 1

= −1 < 0 .

Assim, de (5.10), segue que a EDP (5.25) (ou seja, a equa�c~ao de Laplace) �e epl��ptica em

Ω.

�
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Exemplo 5.27 A equa�c~ao de Tricomi

yuxx(x , y) + uyy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ Ω .
= R2 (5.28)

�e uma EDP semi-linear de 2.a ordem nas vari�aveis x e y que �e de tipo misto em Ω.

Resolução:

De fato, neste caso, temos que as fun�c~oes a , b , c : Ω→ R ser~ao dadas por:

a(x , y)
.
= y , b(x , y)

.
= 0 e c(x , y)

.
= 1 , para cada (x , y) ∈ Ω. (5.29)

Logo, para cada (x , y) ∈ Ω, o discriminante (5.6), associado �a EDP (5.28) acima, ser�a

dado por:

δ(t , x)
(5.6)
= b2(t , x) − a(t , x) c(t , x)

(5.26)
= 02 − y · 1

= −y .

Logo a EDP (5.28) ser�a (veja a �gura abaixo):

7.1 el��tica, no semi-plano

{(x , y) ; y ∈ (0 ,∞)} ;

7.2 hiperb�olica, no semi-plano

{(x , y) ; y ∈ (−∞ , 0)} ;

7.3 parab�olica, sobre eixo Ox.

-

6

x

y

El��tica

Hiperb�olica

?

Parab�oica

�

Observação 5.30
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1. O tipo de uma EDP semi-linear de 2.a ordem, em duas vari�aveis independentes,

não muda com uma mudan�ca de coordenadas "suave".

De fato, suponhamos que

ξ , η : Ω ⊆ R2 → R2

s~ao fun�c~oes a valores reais, que possuem derivadas parciais at�e a 2.a ordem

cont��nuas em uma vizinhan�ca de (xo , yo) ∈ Ω, contida em Ω, e tal que o jacobiano

j(xo , yo) =
∂(ξ , η)

(x , y)
(xo , yo)

.
=

∣∣∣∣∣ξx(xo , yo) ξy(xo , yo)

ηx(xo , yo) ηy(xo , yo)

∣∣∣∣∣ ̸= 0 .
Logo, da continuidade da fun�c~ao jacobiano e do fato que as fun�c~oes

ξx , ξy , ηx e ηy

s~ao cont��nuas em (xo , yo), segue que

j(x , y) = ξx(x , y) · ηy(x , y) − ξy(x , y) · ηx(x , y) ̸= 0 (5.31)

para cada (x , y) pertencente a uma vizinhan�ca, que indicaremos por U, do ponto

(xo , yo), contida em Ω.

Logo, do Teorema da Fun�c~ao Inversa (veja C�alculo II), podemos obter fun�c~oes

x = x(ξ , η) e y = y(ξ , η) , (5.32)

de�nidas numa vizinhan�ca, que denotaremos por W, de

(ξo , ηo)
.
= (ξ(xo , yo) , η(xo , yo)) ,

onde as fun�c~oes x , y ∈ C2(W ; R2).

Consideremos

V
.
= T(W) ⊆ U ,

onde T(ξ , η)
.
= (x(ξ , η)) , y(ξ , η)) , para cada (ξ, η) ∈W ,

que, como consequência do Teorema da Fun�c~ao Inversa, ser�a uma vizinhan�ca de

(xo , yo) .

Consideremos a fun�c~ao v :W → R, dada por

v(ξ , η)
.
= u(x(ξ , η) , y(ξ , η)) , para cada (ξ , η) ∈W . (5.33)
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ou ainda,

u(x , y) = v(ξ(x , y) , η(x , y)) , para cada (x , y) ∈ V . (5.34)

Notemos que, para cada (x , y) ∈ V, da regra da cadeia e de (5.34), segue que:

ux(x , y) = vξ(ξ , η) · ξx(x , y) + vη(ξ , η) · ηx(x , y) , (5.35)

uy(x , y) = vξ(ξ , η) · ξy(x , y) + vη(ξ , η) · ηy(x , y) , (5.36)

uxx(x , y)
(5.35)
= [vξ(ξ , η) · ξx(x , y) + vη(ξ , η) · ηx(x , y)]x

= {[vξξ(ξ , η) · ξx(x , y) + vξη(ξ , η) · ηx(x , y)] · ξx(x , y) + vξ(ξ , η) · ξxx(x , y)}
+ {[vηξ(ξ , η) · ξx(x , y) + vηη(ξ , η) · ηx(x , y)] · ηx(x , y) + vη(ξ , η) · ηxx(x , y)}

= vξξ(ξ , η) · [ξx(x , y)]2 + 2 vξη(ξ , η) · ξx(x , y) · ηx(x , y)
+vηη(ξ , η) · [ηx(x , y)]2 + vξ(ξ , η) · ξxx(x , y) + vη(x , y) · ηxx(x , y) , (5.37)

uxy(x , y)
(5.35)
= [vξ(ξ , η) · ξx(x , y) + vη(ξ , η) · ηx(x , y)]y

= {[vξξ(ξ , η) · ξy(x , y) + vξη(ξ , η) · ηy(x , y)] · ξx(x , y) + vξ(ξ , η) · ξxy(x , y)}
+ {[vηξ(ξ , η) · ξy(x , y) + vηη(ξ , η) · ηy(x , y)] · ηx(x , y) + vη(ξ , η) · ηxy(x , y)}

= {vξξ(ξ , η) · ξx(x , y) · ξy(x , y) + vξη(ξ , η) · [ξx(x , y) · ηy(x , y)
+ξy(x , y) · ηx(x , y)]}+ vηη(ξ , η) · ηx(x , y) · ηy(x , y)
+vξ(ξ , η) · ξxy(x , y) + vη(x , y) · ηxy(x , y) , (5.38)

uyy(x , y) = [vξ(ξ , η).ξy(x , y) + vη(ξ, η) · ηy(x , y)]y
= {[vξξ(ξ , η) · ξy(x , y) + vξη(ξ , η) · ηy(x , y)] · ξy(x , y) + vξ(ξ , η) · ξyy(x , y)}

+ {[vηξ(ξ , η) · ξy(x , y) + vηη(ξ , η) · ηy(x , y)] · ηy(x , y) + vη(ξ , η) · ηyy(x , y)}
= vξξ(ξ , η) · [ξy(x , y)]2 + 2 vξη(ξ , η) · ξy(x , y) · ηx(x , y)
+vηη(ξ , η) · [ηy(x , y)]2 + vξ(ξ , η) · ξyy(x , y) + vη(x , y) · ηyy(x , y) , (5.39)

para cada (x , y) ∈W.

Logo se a fun�c~ao u = u(x , y) �e uma solu�c~ao cl�assica da EDP (5.2) segue, de (5.35),

(5.36), (5.37), (5.38) e (5.39), que a fun�c~ao v = v(ξ , η) ir�a satisfazer a seguinte

rela�c~ao:

f(x , y , u(x , y) , ux(x , y) , uy(x , y)) = a(x , y)uxx(x , y) + 2 b(x , y)uxy(x , y)

+ c(x , y)uyy(x , y)

= a
{
vξξ · [ξx]2 + 2 vξη · ξx · ηx + vηη · [ηx]2 + vξ · ξxx + vη · ηxx

}
+ 2 b {vξξ · ξx · ξy + vξη. [ξx · ηy + ξy · ηx] + vηη · ηx · ηy + vξ · ξxy + vη · ηxy}

+ c
{
vξξ · [ξy]2 + 2 vξη · ξy · ηx + vηη · [ηy]2 + vξ · ξyy + vη · ηyy

}
,
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onde nas express~oes acima temos que:

a = a(x(ξ , η) , y(ξ , η)) , b = b(x(ξ , η) , y(ξ , η)) , c = c(x(ξ , η) , y(ξ , η)) ,

para cada (ξ , η) ∈W.

Portanto a EDP (5.2), ap�os a mudan�ca de vari�aveis local (5.32), nos fornecer�a a

seguinte EDP, nas novas vari�aveis ξ e η, no conjunto W:

A(ξ , η) vξξ(ξ , η) + 2B (ξ , η) vξη(ξ , η) + C(ξ , η) vηη(ξ , η)

= F(ξ , η , v(ξ , η) , vξ(ξ , η) , vη(ξ , η)) , (5.40)

para (ξ , η) ∈W, onde

A(ξ , η)
.
= a(ξ , η) · [ξx(ξ , η)]2 + 2 b(ξ , η) · ξx(ξ , η) · ξy(ξ , η) + c(ξ , η) · [ξy(ξ , η)]2 ,

B(ξ , η)
.
= a(ξ , η) · ξx(ξ , η) · ηx(ξ , η) + b(ξ , η) · [ξx(ξ , η) · ηy(ξ , η) + ξy(ξ , η) · ηx(ξ , η)]

+ c(ξ , η) · ξy(ξ , η) · ηy(ξ , η) ,
C(ξ , η)

.
= a(ξ , η) · [ηx(ξ , η)]2 + 2 b(ξ , η) · ηx(ξ , η) · ηy(ξ , η)

+ c(ξ , η) · [ηy(ξ , η)]2 , (5.41)

para cada (ξ , η) ∈ We a fun�c~ao F �e o que restou, s�o dependendo de das fun�c~oes

a , b , c , ξ , η , v , vξ e vη, e

a(ξ , η)
.
= a(x(ξ , η) , y(ξ, η)) ,

b(ξ , η)
.
= b(x(ξ , η) , y(ξ , η)) ,

c(ξ , η)
.
= c(x(ξ , η) , y(ξ , η)) ,

para cada (ξ , η) ∈W.

Logo o discriminante (5.6), associado �a EDP (5.40), ser�a dado por:

∆(ξ , η)
(5.6)
= B2(ξ , η) −A(ξ , η) · C(ξ , η)
(5.41)
= [a · ξx · ηx + b · (ξx · ηy + ξy · ηx) + c · ξy · ηy]2

−
[
a · ξ2x + 2 b · ξy · ξx + c · ξ2y

]
·
[
a · η2x + 2 b · ηx · ηy + c · η2y

]
=
(
b2 − a · c

)
· (ξx · ηy − ξy · ηx)2

= δ(x(ξ , η) , y(ξ , η)) ·


(5.31)

̸= 0︷ ︸︸ ︷
j(ξ , η)


2

︸ ︷︷ ︸
>0

. (5.42)
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Logo podemos concluir, para cada (ξ , η) = T(x , y) ∈W, o sinal de ∆(ξ , η) �e o igual

ao sinal de δ(x , y), ou seja, o sinal do discriminante da EDP (5.2) �e invariante por

mudan�ca de vari�aveis, ou ainda, o tipo da EDP (5.2) �e invariante por mudan�ca

de vari�aveis suave.

2. Em particular, a EDP (5.2) �e parab�olica (hiperb�olica, el��tica, respectivamente) em

(xo , yo) ∈ Ω se, e somente se, a EDP (5.40) �e parab�olica (hiperb�olica, el��tica,

respectivamente) em (ξo , ηo) ∈W.

3. Outro aspecto importante na classi�ca�c~ao dos tipos da EDP (5.2) �e a existência

ou n~ao de curvas caracter��sticas planas.

De�nimos anteriormente, curvas caracter��sticas planas para EDP's lineares de 1.a

ordem em duas vari�aveis.

Para EDP's lineares de 2.a ordem em duas vari�aveis (isto �e, da forma (5.2)) as

curvas caracteŕısticas planas, associadas à EDP (5.2), ser~ao curvas "suaves", ao

longos das quais, a parte da EDP que envolve as derivadas parciais de 2.a ordem,

podem ser escritas, ao longo de tais curvas, como uma derivada total envolvendo,

somente, as derivadas parciais de 1.a ordem da fun�c~ao inc�ognita u = u(x , y), em

rela�c~ao �as variv�aveis x e y, isto �e, derivadas totais que envolve as fun�c~oes ux e

uy.

A seguir deixaremos mais claro o signi�cado de tais curvas.

4. Curvas caracter��sticas planas ser~ao, como veremos, de extrema importância no

estudo de uma EDP da forma (5.2), que s~ao do tipo hiperb�olicas ou parab�olicas,

em um subconjunto aberto Ω ⊆ R2.

5. Como veremos mais adiante, uma EDP da forma (5.2) que �e do tipo el��tica em

um subconjunto aberto Ω ⊆ R2, não possuir�a curvas caracter��sticas planas.

Estudemos as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (5.2).

Notemos que a EDP (5.2) �e de 2.a ordem em Ω, um subconjunto aberto de R2, ou seja,

as fun�c~oes a , b , c ∈ C(Ω ; R) não se anulam simultaneamente, ou ainda,

a2(x , y) + b2(x , y) + c2(x , y) ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω ⊆ R2 .

Para simpli�car nosso estudo vamos supor que a fun�c~ao a n~ao se anula em Ω, isto �e,

a(x , y) ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω. (5.43)

Os outros casos s~ao an�alogos e ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.
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De�nido-se as fun�c~oes p , q : Ω→ R dadas por

p(x , y)
.
= ux(x , y) ,

q(x , y)
.
= uy(x , y) ,

segue que a EDP (5.2) ser�a equivalente ao sistema de EDP's:

p(x , y) = ux(x , y) , (5.44)

q(x , y) = uy(x , y) , (5.45)

a(x , y)px(x , y) + 2 bpy(x , y) + c(x , y)qy(x , y) = f(x , y , u(x , y) , p(x , y) , q(x , y)) , (5.46)

para (x , y) ∈ Ω.

Como estamos supondo que u ∈ C2(Ω ; R), derivando parcialmente a EDP (5.44), em

rela�c~ao a y, subtraindo da derivada parcial da EDP (5.45), em rela�c~ao a x, e utilizando o

Teorema de Schwarz, obteremos:

py(x , y) − qx(x , y) = uxy(x , y) − uyx(x , y)
Teor. Schwarz

= 0 ,

ou, resumidamente, py − qx = 0 , (5.47)

para (x , y) ∈ Ω.

Multiplicando-se a EDP (5.47) por uma fun�c~ao λ ∈ C(Ω ; R), a ser determinada, que n~ao

se anula em Ω, e somando com a EDP (5.46), obteremos:

a(x , y)px(x , y) + 2 b(x , y)py(x , y) + c(x , y)qy(x , y) + λ(x , y)py(x , y) − λ(x , y)qx(x , y)

= f(x , y , u(x , y) , p(x , y) , q(x , y)) , (5.48)

para cada (x , y) ∈ Ω, que escreveremos, de modo abreviado, como:

apx + 2 bpy + c qy + λpy − λqx = f , em Ω. (5.49)

Por outro lado, dada uma fun�c~ao w ∈ C1(Ω ; R) e uma curva parametrizada, cujo tra�co

est�a contido em Ω, que �e a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co de uma fun�c~ao y ∈ C1(I ; R),
onde I �e um intervalo aberto de R, segue, da regra da cadeia, que:

d

dx
[w(x , y(x))]

Regra da Cadeia
=

∂w

∂x
(x , y(x)) · dx

dx
(x) +

∂w

∂y
(x , y(x)) · dy

dx
(x)

= wx(x , y(x)) +wy(x , y(x)) ·
dy

dx
(x) , para cada x ∈ I,

ou, de modo abreviado

d

dx
[w(x , y(x))] = wx +wy y

′ , em I. (5.50)
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Se tentarmos escrevermos a EDP (5.49) , ao longo de uma curva parametrizada (que

estamos supondo ser a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao y = y(x)) em termos

de derivadas parciais de 1.a ordem em rela�c~ao �a vari�avel x (poder��amos tentar algo do mesmo

tipo em rela�c~ao �a vari�avel y), das derivadas 1.a ordem da fun�c~ao u = u(x , y) (isto �e, de

(5.44), em termos das fun�c~oes p = p(x , y) e q = q(x , y)), dever��amos ter algo do seguinte

tipo:

a(x , y(x))
dP

dx
(x) − λ(x , y(x))

dQ

dx
(x)

= f(x , y(x) , u(x , y(x)) , p(x , y(x)) , q(x , y(x))) , (5.51)

para x ∈ I, onde

P(x)
.
= p(x , y(x)) e Q(x)

.
= q(x , y(x)) , , para cada x ∈ I , (5.52)

que, de modo abreviado, ser�a escrita como

a
dP

dx
− λ

dQ

dx
= f , em I . (5.53)

Notemos que o coe�ciente da fun�c~ao P = P(x) dever�a ser, necessariamente, a(x , y(x)).

De fato, pois a fun�c~ao
dP

dx
(x) dever�a envolver o termo uxx(x , y(x)) e assim, comparando

com a EDP (5.2), podemos concluir que o coe�ciente dever�a, de fato, ser a(x , y(x)).

De (5.52) e da regra da cadeia, segue que

dP

dx
(x) = px(x , y(x)) + py(x , y(x)y

′(x)

e
dQ

dx
(x) = qx(x , y(x)) + qy(x , y(x)y

′(x) , (5.54)

para cada x ∈ I.
Com isto, substituindo (5.54) na EDO (5.51), obteremos a seguinte EDO:

a(x , y(x)) [px(x , y(x)) + py(x , y(x)y
′(x)] − λ(x , y(x)) [qx(x , y(x)) + qy(x , y(x)y

′(x)]

= f(x , y(x) , u(x , y(x)) , p(x , y(x)) , q(x , y(x)))

para cada x ∈ I, que escreveremos, de modo abreviado, como:

a (px + py y
′) − λ (qx + qy y

′) = f , em I .
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Comparando esta equa�c~ao com a EDP (5.49), calculada em (x , y(x)), para cada x ∈ I,
deveremos ter a seguinte identidade: 

︷︸︸︷
apx +apy y

′ =
︷︸︸︷
apx +2 bpy + λpy

−λqx︸ ︷︷ ︸−λqy y ′ = −λqx︸ ︷︷ ︸+c qy ,

ou seja,

a
︷︸︸︷
py y ′ = 2 b

︷︸︸︷
py +λ

︷︸︸︷
py

−λ qy︸︷︷︸ y ′ = c qy︸︷︷︸
supondo que py , qy ̸= 0, obteremos:

{
ay ′ = 2 b+ λ

−λy ′ = c
.

Como a , λ ̸= 0, segue-se:


y ′ =

2 b+ λ

a

y ′ = −
c

λ

.

Conclusão: a fun�c~ao

y = y(x) , para cada x ∈ I ,

dever�a satifazer a seguinte EDO:

dy

dx
(x) =

2 b(x , y(x)) + λ(x , y(x))

a(x , y(x))
,

d y

dx
(x) = −

c(x , y(x))

λ(x , y(x))
, para x ∈ I ,

ou, de modo abreviado,

dy

dx
=
2 b+ λ

a

I
= −

c

λ
, em I . (5.55)

Notemos que, da indentidade I , segue que a fun�c~ao λ = λ(x , y) dever�a satisfazer a

equa�c~ao
2 b(x , y(x)) + λ(x , y(x))

a(x , y(x))
= −

c(x , y(x))

λ(x , y(x))
, , para cada x ∈ I ,

ou, na forma abreviada, a equa�c~ao do 2.a grau

λ2 + 2 b λ+ a c = 0 , (5.56)

calculada ao longo da curva (x , y(x)), para cada x ∈ I.
Notemos que se a fun�c~ao y = y(x) �e uma solu�c~ao da EDO (5.55), ent~ao ela dever�a satisfazer

a seguinte EDO:
dy

dx
(x) = µ(x , y(x)) , para cada x ∈ I , (5.57)



204 CAP�ITULO 5. EDP'S DE 2.A ORDEM

onde

µ
.
=
2 b+ λ

a

ou equivalentemente, λ = aµ− 2 b , em I . (5.58)

Como, para cada (x , y) ∈ Ω, substituindo (5.58) em (5.56), segue que:

0 = (aµ− 2 b)2 + 2 b (aµ− 2 b) + a c

=
(
a2 µ2−2aµ 2b+ 4 b2

)
+2 baµ−4 b2 + a c

= a2 µ2 − 2abµ+ a c

ou seja, aµ2 − 2 bµ+ c = 0 , em Ω.

ou seja, a fun�c~ao µ = µ(x , y), para cada (x , y) ∈ Ω, dever�a satisfazer a equa�c~ao do 2.o grau

a(x , y)µ2(x , y) − 2 b(x , y)µ(x , y) + c(x , y) = 0 , (5.59)

ou, abreviadamente,

aµ2 − 2 bµ+ c = 0 , em Ω. (5.60)

Conclusão: a representa�c~ao geom�etrica da fun�c~ao y = y(x) ser�a uma curva caracter��stica

plana associada �a EDP (5.2) se, e somente se, for solu�c~ao da EDO:

dy

dx
(x) = µ(x , y(x)) , para x ∈ I , (5.61)

onde a fun�c~ao µ : Ω→ R dever�a satisfazer a seguinte equa�c~ao (do 2.o grau):

a(x , y)µ2(x , y) − 2 b(x , y)µ(x , y) + c(x , y) = 0 , para cada (x , y) ∈ Ω,

ou, de modo resumido:

aµ2 − 2 bµ+ c = 0 , em Ω. (5.62)

Observação 5.63

1. Observemos que, para cada (x , y) ∈ Ω, o discriminante da equa�c~ao do 2.o grau

(5.62) acima (como fun�c~ao de µ = µ(x , y)), �e dado por:

∆(x , y) = [2 b(x , y)]2 − 4a(x , y) c(x , y)

= 4
[
b2(x , y) − a(x , y) c(x , y)

]
= 4 δ(x , y) ,

onde δ = δ(x , y) �e o discriminante da EDP (5.2) (veja (5.6)).

Portanto o discriminante δ = δ(x , y), para cada (x , y) ∈ Ω, associado �a EDP (5.2),

determinar�a a existência de duas, uma ou nenhuma solu�c~ao real µ = µ(x , y) da

equa�c~ao do 2.a grau (5.60).
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2. Com isto podemos concluir que:

(a) no caso da EDP (5.2) ser do tipo hiperb�olico em Ω (isto �e, quando δ(x , y) > 0,

para cada (x , y) ∈ Ω), existem duas solu�c~oes reais distintas, que denotaremos

por

µ1 = µ1(x , y) e µ2 = µ2(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω,

que satisfazem a equa�c~ao (5.60) e portanto duas fam��lias (que ser~ao L.I.) de

solu�c~oes da EDO (5.57), as quais denotaremos seus geradores por

y1 = y1(x) e y2 = y2(x) , para cada x ∈ I .

Conclusão: No caso da EDP (5.2) ser do tipo hiperb�olico em Ω, segue que

existem duas fun�c~oes

y1 = y1(x) e y2 = y2(x) , para cada x ∈ I

que s~ao L.I., que dar~ao origem a duas fam��lias de curvas caracter��sticas pla-

nas associadas �a EDP (5.2).

(b) no caso da EDP (5.2) ser do tipo parab�olico em Ω (isto �e, quando δ(x , y) = 0,

para cada (x , y) ∈ Ω), existe uma �unica solu�c~ao real, que denotaremos por

µ = µ(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω,

que satisfaz a equa�c~ao (5.60) e portanto uma fam��lia de solu�c~oes da EDO

(5.57), as quais denotaremos seu gerador por

y = y(x) , para cada x ∈ I .

Conclusão: No caso da EDP (5.2) ser parab�olica em Ω, segue que existe so-

mente uma fun�c~ao

y = y(x) , para cada x ∈ I ,

n~ao nula, que dar�a origem a uma curva caracter��stica plana associada �a EDP

(5.2) (e n~ao existe uma outra que seja L.I. com a mesma).

(c) no caso da EDP (5.2) ser do tipo el��tico em Ω (isto �e, quando δ(x , y) < 0,

para cada (x , y) ∈ Ω), n~ao existe solu�c~ao real da equ�c~ao (5.60) e portanto n~ao

existe solu�c~ao real da EDO 5.57.

Conclusão: No caso da EDP (5.2) ser el��tica em Ω, segue que n~ao existem

curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (5.2).

Com isto podemos introduzir �a:
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Definição 5.64 As curvas planas que s~ao gr�a�cos das solu�c~oes y = y(x), para x ∈ I,

da EDO (5.57), onde a fun�c~ao µ = µ(x , y), para (x , y) ∈ Ω, �e uma solu�c~ao da equa�c~ao

(5.60), ser~ao denominadas curvas caracteŕısticas planas associadas à EDP (5.2) .

Consideremos alguns exemplos.

Exemplo 5.65 Encontrar as curvas curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP

(equa�c~ao da onda)

utt(t , x) = c
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ R2 , (5.66)

onde c > 0 �e uma constante �xada.

Resolução:

Notemos que

a(t , x)
.
= 1 , b(t , x)

.
= 0 , c(t , x)

.
= −c2 , para cada (t , x) ∈ Ω .

= R2 . (5.67)

Observemos que a EDP (5.66) acima �e hiperb�olica em R2 (veja o Exemplo (5.18)).

Logo, do item 2a. da Observa�c~ao (5.63), sabemos que devem existir duas fam��lias de

curvas caracter��sticas planas associadas �a equa�c~ao da onda (unidimensional) que ser~ao L.I. .

Para encontr�a-las precisaremos, primeiramente, encontrar as fun�c~oes µ1 = µ1(x , y) e

µ2 = µ2(x , y) que satisfazem a equa�c~ao (5.60), ou seja:

aµ2 − 2 bµ+ c = 0

de (5.67), teremos: 1 · µ2 − 2 · 0 · µ+ (−c2) = 0 ,

ou seja, µ2 − c2 = 0 ,

isto �e: µ1(t , x) = c e µ2(t , x) = −c , para (t , x) ∈ R2 , (5.68)

ser~ao as solu�c~oes da equa�c~ao (5.60).

Com isto, de (5.57) e de (5.68), obtemos as seguintes EDO's:

dxi

dt
(t) = µi(t, xi(t)) , para i ∈ {1 , 2}

que, de (5.68), tornar-se-~ao:


dx1

dt
(t) = c ,

dx2

dt
(t) = −c

,

isto �e:

{
x1
.
= c t+ k1

x2
.
= −c t+ k2

, para t ∈ R , (5.69)

para cada k1 , k2 ∈ R.
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Portanto, as curvas caracter��sticas planas associadas �a equa�c~ao da onda (unidimensional)

(5.66) ser~ao formadas pelas seguintes duas fam��lias de retas:

x− c t = k1 e x+ c t = k2 , (5.70)

onde k1 , k2 ∈ R s~ao arbitr�arias, cujas representa�c~oes geom�etricas s~ao das pela �gura abaixo.

-

6 9

x − ct = k1

K

x + ct = k2

t

x

�

Observação 5.71 Notemos que, dados k1 , k2 ∈ R, temos que as curvas (que s~ao gr�a�cos

de fun�c~oes da vari�avel t, ou da vari�avel x) dadas por (5.70), s~ao L.I., no espa�co vetorial

(C(R ; R) ,+ , ·), onde + e · s~ao as opera�c~oes usuais de adi�c~ao de fun�c~oes e multiplica�c~ao

de n�umero real por fun�c~ao (estudado na disciplina de �Algebra Linear).

Exemplo 5.72 Encontrar as curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (equa�c~ao

de Tricomi)

yuxx(x , y) + uyy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ Ω .
= R× (−∞ , 0) . (5.73)

onde c > 0 �e uma constante �xada.

Resolução:
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Notemos que

a(x , y)
.
= y , b(x , y)

.
= 0 , c(x , y)

.
= 1 , para cada (x , y) ∈ R2 . (5.74)

Observemos que a EDP (5.73) acima �e hiperb�oica em R2 (veja o Exemplo (5.27)).

Logo, do item 2a. Observa�c~ao (5.63), sabemos que devem existir duas fam��lias L.I. de

curvas caracter��sticas planas associadas �a equa�c~ao de Tricomi (5.73).

Para encontr�a-las precisaremos, primeiramente, encontrar as fun�c~oes µ1 = µ1(x , y) e

µ2 = µ2(x , y) que satisfazem a equa�c~ao (5.60), ou seja:

aµ2 − 2bµ+ c = 0

de (5.74), teremos: yµ2 − 2 · 0 · µ+ 1 = 0

ou seja, y µ2 + 1 = 0 ,

ou ainda, µ+(x , y)
.
=

√
−
1

y
e µ−(x , y)

.
= −

√
−
1

y
, (5.75)

para cada (x , y) ∈ R× (−∞ , 0), ser~ao as solu�c~oes da equa�c~ao (5.60).

Com isto, de (5.57) e (5.75), obteremos as seguintes EDO's:

dy±

dx
(x) = µ±(x , y(x)) ,

de (5.75), teremos:
dy±

dx
(x) = ±

√
−

1

y(x)
,

ou seja,
√
−y±(x)

dy±

dx
(x) = ±1 ,

ou ainda,
d

dx

[
2

3
(−y±)

3
2 (x)

]
= ±1 ,

isto �e,
2

3
(−y±)

3
2 (x) = ±x+ C ′

ou seja, (−y±)
3
2 (x) = ±3

2
x+ C ,

ou ainda, y±(x) = −

[
±3
2
x+ C

] 2
3

, para cada x ∈ R , (5.76)

para cada C ∈ R.
Portanto, as curvas caracter��sticas planas associadas �a equa�c~ao de Tricomi (5.73) s~ao

formadas pelas duas fam��lias de curvas dadas pelas representa�c~aoes geom�etricas da seguintes

fun�c~oes

y±(x) = −

[
C± 3

2
x

] 2
3

, para cada x ∈ R , (5.77)
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ou seja,

(y±)
3 +

[
C± 3

2
x

]2
= 0 , (5.78)

onde C ∈ R �e arbitr�aria.

A �gura abaixo nos forence uma representa�c~ao geometrica dos gr�a�cos de algumas das

curvas caracter��sticas planas associadas �a equa�c~ao de Tricomi (5.73).
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Observação 5.79 Notemos que, dados k1 , k2 ∈ R, temos que as curvas (que s~ao gr�a�cos

de fun�c~oes da vari�avel x, dadas por (5.77), s~ao L.I., no espa�co vetorial (C(R ; R) ,+ , ·),
onde + e · s~ao as opera�c~oes usuais de adi�c~ao de fun�c~oes e multiplica�c~ao de n�umero

real por fun�c~ao (estudado na disciplina de �Algebra Linear).

Exemplo 5.80 Encontrar as curvas curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP

(equa�c~ao do calor)

ut(t , x) = α
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ R2 . (5.81)

onde α > 0 �e uma constante �xada.

Resolução:
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Notemos que

a(t , x)
.
= α2 , b(t , x)

.
= 0 , c(t , x)

.
= 0 , para cada (t , x) ∈ R2 . (5.82)

Observemos que a EDP (5.81) acima �e parab�olica em R2 (veja o Exemplo (5.15)).

Logo, do item 2b. Observa�c~ao (5.63), sabemos que existe uma fam��lia de curvas carac-

ter��sticas planas associada �a equa�c~ao do calor (unidimensional) (5.81).

Para encontr�a-la precisaremos, primeiramente, encontrar uma fun�c~ao µ = µ(x , y) que

satisfaz a equa�c~ao (5.60), ou seja:

aµ2 − 2 bµ+ c = 0 ,

de (5.82), teremos: α2 µ2 − 2 · 0 · µ+ 0 = 0

ou seja, α2 µ2 = 0

como α ̸= 0, segue que: µ(t , x) = µ1(t , x) = µ2(t , x)
.
= 0 , (5.83)

para cada (t , x) ∈ R2, ser�a a �unica solu�c~ao da equa�c~ao (5.60).

Com isto, de (5.57) e (5.83), obtemos as seguintes EDO's:

dx

dt
(t) = µ(t , x(t))︸ ︷︷ ︸

(5.83)
= 0

, para t ∈ R ,

ou seja,
dx

dt
(t) = 0 , para t ∈ R ,

isto �e, x(t) = C , para t ∈ R , (5.84)

para cada C ∈ R.
Portanto, as curvas caracter��sticas planas associada �a equa�c~ao do calor (unidimensional)

(5.81) ser~ao formadas pela fam��lia de retas (horizontais no plano tOx), dadas por:

x = C , para t ∈ R , (5.85)

onde C ∈ R �e arbitr�aria.

A �gura abaixo nos forence uma representa�c~ao geometrica dos gr�a�cos de algumas das

curvas caracter��sticas planas associadas �a equa�c~ao do calor (5.81).
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Exerćıcio 5.86 Encontrar as curvas curvas caracter��sticas planas associadas a EDP

(equa�c~ao de Laplace)

uxx(x , y) + uyy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ R2 . (5.87)

onde α > 0 �e uma constante �xada.

Resolução:

Notemos que

a(x , y)
.
= 1 , b(x , y)

.
= 0 , c(x , y)

.
= 1 , para cada (x , y) ∈ R2 . (5.88)

Observemos que a EDP acima �e el��tica em R2 (veja o Exemplo (5.21)).

Logo, do item 2c. Observa�c~ao (5.63), sabemos que n~ao existir�a nenhuma fam��lia de curvas

caracter��sticas planas pois, neste caso, a equa�c~ao (5.60), tornar-se-�a:

aµ2 − 2 bµ+ c = 0

de (5.88), teremos: µ2 − 2 · 0 · µ+ 1 = 0

ou seja, µ2(x , y) = −1 , para cada (x , y) ∈ R2 , (5.89)

que n~ao possui solu�c~ao real.

�

5.2 Formas canônicas e curvas caracteŕısticas planas as-

sociadas à EDP (5.2)

Observação 5.90 Como no caso das cônicas estudadas no curso de Geometria Anal��tica,

se EDP (5.2), de�nida em um conjunto Ω que �e um subconjunto aberto de R2, �e de um
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dos tipos introduzidos na se�c~ao anterior poderemos, como veremos a seguir, encontrar

uma mudan�ca de vari�aveis de classe C1(Ω ; R2), que coloque a EDP (5.2), ap�os a mu-

dan�ca de vari�aveis, em uma forma mais simples, denominada forma canônica (ou nor-

mal) da EDP (5.2).

Podemos agora introuduzir a:

Definição 5.91 Seja (xo , yo) ∈ Ω e V = V(xo , yo) um subconjunto aberto contido em Ω.

Com isto temos:

1. a forma canônica da EDP (5.2) que �e do tipo el��tico em V, ser�a da forma:

vξξ(ξ , η) + vηη(ξ , η) = g (ξ , η , vξ(ξ , η) , vη(ξ , η)) . (5.92)

2. A forma canônica da EDP (5.2) que �e do tipo parab�olico em V, ser�a da forma:

vηη(ξ , η) = g(ξ , η , vξ(ξ , η) , vη(ξ , η)) . (5.93)

3. A forma canônica da EDP (5.2) que �e do tipo hiperb�olico em V, ser�a da forma:

vξη(ξ , η) = g(ξ , η , vξ(ξ , η) , vη(ξ , η)) , (5.94)

ou

vξξ(ξ , η) − vηη(ξ , η) = g(ξ , η , vξ(ξ , η) , vη(ξ , η)) . (5.95)

Observação 5.96

1. No caso da EDP (5.2) ser do tipo hiperb�olico em V tem, como vemos acima, duas

formas canônicas pois, embora a forma (5.94) seja mais f�acil de resolvermos, a

forma (5.95) permite generaliza�c~oes para dimens~oes mais altas, ou seja, em Rn,
para n ≥ 3.

2. Dada a EDP (5.2), para encontrar uma mudan�ca de vari�aveis que transforme

essa EDP em sua forma canônica precisaremos, entre outros, da "suavidade" dos

coe�cientes da parte principal da EDP (5.2), mais precisamente, precisaremos que

a , b , c ∈ C1(Ω ; R) .

3. Notemos tamb�em que tal mudan�ca de vari�aveis ser�a local, pois a EDP (5.2) poder�a

mudar de tipo na regi~ao Ω (como, por exemplo, a equa�c~ao de Tricomi).
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4. Observemos que se EDP (5.2) �e do tipo hiperb�olica em (xo , yo) (isto �e, se δ(xo, yo) >

0) ou do tipo el��tica em (xo , yo) (isto �e, δ(xo, yo) < 0), como o discriminante

δ = δ(x , y)

�e uma fun�c~ao cont��nua em Ω, segue que existe uma vizinhan�ca do ponto (xo , yo),

que indicaremos por U = U(xo , yo), de tal modo que, δ(x , y) ter�a o mesmo sinal

de δ(xo , yo), ou seja, a EDP (5.2) ser�a do mesmo tipo na vizinhan�ca U, do ponto

(xo , yo).

Conclusão: se a EDP (5.2) �e do tipo hiperb�olico (el��tico, respectivamente) no ponto

(xo , yo), ent~ao ela ser�a do tipo hiperb�olico (el��tico, respectivamente) em uma vizi-

nhan�ca U = U(xo , yo).

5. A situa�c~ao acima pode não ocorrer no caso da EDP (5.2) ser do tipo parab�olico em

(xo , yo), como mostra a equa�c~ao de Tricomi que �e do tipo parab�olico sobre o eixo

Ox, mas �e hiperb�olica no semi-plano {(x , y) ; y < 0} e do tipo el��tico no semi-plano

{(x , y) ; y > 0} (veja o Exemplo (5.27)).

6. Por esta raz~ao, nossa hip�otese ser�a que a EDP (5.2) seja de um mesmo tipo em

um subconjunto aberto, contido em Ω.

Nas subse�c~oes a seguir encontraremos, para cada um dos tipos, as mudan�cas de vari�aveis

que transformar~ao a EDP (5.2), em sua respectiva forma canônica.

5.2.1 Mudança de variáveis para o caso hiperbólico e sua forma
canônica

Come�caremos com o caso em que a EDP (5.2) seja do tipo hiperb�olico em um subconjunto

aberto contido em Ω.

Suponhamos que

a , b , c ∈ C1(Ω ; R)

e que a fun�c~ao a = a(x , y) n~ao se anule em Ω, isto �e,

a(x , y) ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω. (5.97)

Os outros casos, podem ser tratados de modo semelhante, e ser~ao deixados como exerc��cio

para o leitor.

Neste, do item 2 (a) da Observa�c~ao (5.63), segue que a equa�c~ao (5.60), isto �e,

a(x , y)µ2(x , y) − 2 b(x , y)µ(x , y) + c(x , y) = 0 , para cada (x , y) ∈ Ω,
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admitir�a duas solu�c~oes reais distintas, a saber

µ1(x , y)
.
=
2 b(x , y) +

√
4 b2(x , y) − 4a(x , y) c(x , y)

2a(x , y)

=
b(x , y) +

√
b2(x , y) − a(x , y) c(x , y)

a(x , y)
(5.98)

µ2(x , y)
.
=
b(x , y) −

√
b2(x , y) − a(x , y) c(x , y)

a(x , y)
, para cada (x , y) ∈ Ω. (5.99)

Com isto temos duas fam��lias de curvas caracter��sticas planas associadas �as EDP (5.2),

que ser~ao geradas pelas fun�c~oes

y1 = y1(x) e y2 = y2(x ,

que satisfazem as EDO's:

dy1

dx
(x) = µ1(x , y1(x)) (5.100)

dy2

dx
(x) = µ2(x , y2(x)) , para cada x ∈ I ⊆ R . (5.101)

Como no caso de EDP 's de lineares de 1.a ordem, a EDP (5.2) torna-se-�a "mais simples",

ao longo das curvas caracter��sticas planas associadas �as EDP (5.2).

Assim, �e natural procurarmos uma mudan�ca de vari�aveis (pertencente �a C2(Ω ; ,R2)) do
tipo {

ξ = ξ(x , y)

η = η(x , y)
, para cada (x , y) ∈ Ω ′ ⊆ Ω, (5.102)

de modo que a fun�c~ao

ξ = ξ(x , y) para cada (x , y) ∈ Ω ′

seja constante ao longo de uma das fam��lias de curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP

(5.2), por exemplo, de

(x , y1(x)) , para cada x ∈ I ,

e a fun�c~ao

η = η(x , y) para cada (x , y) ∈ Ω ′ ,

seja constante ao longo da outra fam��lia de curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP

(5.2), ou seja, de

(x , y2(x)) , para cada x ∈ I .

Portanto, procuraremos fun�c~oes, "bem comportadas",

ξ = ξ(x , y) e η = η(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω ′
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que satisfazem �as seguintes condi�c~oes:

ξ(x , y1(x)) = K1 , (5.103)

η(x , y2(x)) = K2 , para cada x ∈ I . (5.104)

Notemos que, derivando as equa�c~oes (5.103) e (5.104) acima, em rela�c~ao �a x, obteremos,

pela regra da cadeia, que:

0 =
d

dx
[ξ(x , y1(x))]

= ξx(x , y1(x)) + ξy(x , y1(x)) · y1 ′(x)

e, de (5.100), segue que: ξx(x , y1(x)) + ξy(x , y1(x)) · µ1(x , y1(x)) = 0 ,

0 =
d

dx
[η(x , y2(x))]

= ηx(x , y2(x)) + ηy(x , y2(x)) · y2 ′(x) ,

e, de (5.101), segue que: ηx(x , y2(x)) + ηy(x , y2(x)) · µ2(x , y2(x)) = 0 ,

para x ∈ I.
Logo, para nossos objetivos, �e natural pedirmos que as fun�c~oes

ξ = ξ(x , y) e η = η(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω ′ ,

sejam solu�c~oes do seguinte sistema de EDP's:

ξx(x , y) + µ1(x , y) ξy(x , y) = 0 ,

ηx(x , y) + µ2(x , y)ηy(x , y) = 0 ,

para (x , y) ∈ Ω ′, que escreveremos na seguinte forma abreviada:

ξx + µ1 ξy = 0 , (5.105)

ηx + µ2 ηy = 0 , em Ω ′ . (5.106)

Considereraremos solu�c~oes das EDP's (5.105) e (5.106) acima, de modo que

ξy(x , y) ̸= 0 e ηy(x , y) ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω ′ . (5.107)

Isto se deve ao fato que, se

ξy(x , y) = 0 , ou ηy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ Ω ′

ter��amos, pelas EDP's (5.105) e (5.106), que:

ξx(x , y) = 0 , ou ηx(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ Ω ′ ,
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respectivamente.

Deste modo ter��amos que o jacobinano, associado �as fun�c~oes

ξ = ξ(x , y) e η = η(x , y) , para (x , y) ∈ Ω ′ ,

seria nulo em Ω ′, pois

j(x , y) =
∂(ξ , η)

∂(x , y)
(x , y)

=

∣∣∣∣∣ξx(x , y) ξy(x , y)

ηx(x , y) ηy(x , y)

∣∣∣∣∣ = 0 ,
o que não nos forneceria uma mudan�ca de vari�aveis de classe C1(Ω ′ ; R).

Como

a , b , c ∈ C1(Ω ; R) e a(x , y) ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω,

ent~ao, das identidades dadas por (5.98) e (5.99), segue que µ1 , µ2 ∈ C2(Ω ′ ; R).
Portanto, utilizando as t�ecnicas desenvolvidas no cap��tulo anterior (para EDP's lineares,

de 1.a ordem, homogêneas, nas vari�aveis x e y) segue que podemos encontrar solu�c~oes (locais)

ξ , η ∈ C2(Ω ′ ; R)

das EDP's (5.105) e (5.106), respectivamente.

Notemos tamb�em que, de (5.98) e (5.99), segue que

µ1(x , y) ̸= µ2(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω. (5.108)

Logo a transforma�c~ao T : Ω ′ → R2, dada por:

(ξ , η) = T(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω ′ (5.109)

ser�a, de fato, uma mudan�ca de var���aveis local, de classe C2.

De fato, para cada (x , y) ∈ Ω ′, teremos:

j(x , y) =
∂(ξ , η)

∂(x , y)
(x , y)

=

∣∣∣∣∣ξx(x , y) ξy(x , y)

ηx(x , y) ηy(x , y)

∣∣∣∣∣
(5.105), (5.106)

=

∣∣∣∣∣−µ1(x , y) ξy(x , y) ξy(x , y)

−µ2(x , y)ηy(x , y) ηy(x , y)

∣∣∣∣∣
= −µ1(x , y) ξy(x , y)ηy(x , y) + µ2(x , y)ηy(x , y) ξy(x , y)

= −(µ1(x , y) − µ2(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.108)

̸= 0

) ξy(x , y)ηy(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.107)

̸= 0

̸= 0 .
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Consideremos a fun�c~ao v : T(Ω ′) → R, dada por:

v(ξ , η)
.
= u(x(ξ , η) , y(ξ , η)) , para cada (ξ , η) ∈ T(Ω ′) (5.110)

onde

x = x(ξ , η) e y = y(ξ , η) para cada (ξ , η) ∈ T(Ω ′) ,

ou seja,

(x , y) = T−1(ξ , η) para cada (ξ , η) ∈ T(Ω ′) .

Utilizando o item 1. da Observa�c~ao (5.30), temos que, para cada (ξ , η) ∈ T(Ω ′), a fun�c~ao

v = v(ξ , η) ser�a solu�c~ao da EDP:

A(ξ , η) vξξ(ξ , η) + 2B(ξ , η) vξη(ξ , η) + C(ξ , η) vηη(ξ , η)

= F (ξ , η , v(ξ , η) , vξ(ξ , η) , vη(ξ , η)) , (5.111)

onde (veja (5.41)):

A(ξ , η)
(5.41)
= a(ξ , η) ·


(5.105)

= −µ1(x ,y) ξy(x ,y)︷ ︸︸ ︷
ξx(ξ , η)


2

+ 2 b(ξ , η) ·

(5.105)
= −µ1(x ,y) ξy(x ,y)︷ ︸︸ ︷
ξx(ξ , η) ·ξy(ξ , η)

+ c(ξ , η) · [ξy(ξ , η)]2 ,
= a · [−µ1 ξy]2 + 2 b [−µ1 ξy] ξy + c ξy2

= aµ1
2 ξy

2 − 2 bµ1 ξy
2 + c ξy

2

=

aµ12 − 2 bµ1 + c︸ ︷︷ ︸
(5.60)
= 0

 ξy2 = 0 , (5.112)

B(ξ , η)
(5.41)
= a(ξ , η) ·

(5.105)
= −µ1(x ,y) ξy(x ,y)︷ ︸︸ ︷
ξx(ξ , η) ·

(5.106)
= −µ2(x ,y) ηy(x ,y)︷ ︸︸ ︷
ηx(ξ , η)

+ b(ξ , η) ·


(5.105)

= −µ1(x ,y) ξy(x ,y)︷ ︸︸ ︷
ξx(ξ , η) ·ηy(ξ , η) + ξy(ξ , η) ·

(5.106)
= −µ2(x ,y) ηy(x ,y)︷ ︸︸ ︷
ηx(ξ , η)


+ c(ξ, η) · ξy(ξ , η) · ηy(ξ , η)

= a (−µ1 ξy) (−µ2 ηy) + b (−µ1 ξy)ηy + bξy (−µ2 ηy) + c ξy ηy

= [aµ1 µ2 − b (µ1 + µ2) + c ] ξy ηy , (5.113)
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C(ξ , η)
(5.41)
= a(ξ , η) ·


(5.106)

= −µ2(x ,y) ηy(x ,y)︷ ︸︸ ︷
ηx(ξ , η)


2

+ 2 b(ξ , η) ·

(5.106)
= −µ2(x ,y) ηy(x ,y)︷ ︸︸ ︷
ηx(ξ , η) ·ηy(ξ , η)

+ c(ξ , η) · [ηy(ξ , η)]2

= µ2 ηy
2 − 2 bµ2 ηy

2 + c ηy
2

=

aµ22 − 2 bµ2 + c︸ ︷︷ ︸
(5.60)
= =

 ηy
2 = 0 , (5.114)

e a fun�c~ao F ser�a o que restou, ou seja, s�o depende de

a , b , c , ξ , η , v , vξ , vη ,

notando que que

a(ξ , η)
.
= a(x(ξ , η) , y(ξ , η)) ,

b(ξ , η)
.
= b(x(ξ , η) , y(ξ , η)) ,

c(ξ , η)
.
= c(x(ξ , η) , y(ξ , η)) ,

para (ξ , η) ∈ T(Ω ′).

Como a EDP (5.2) �e hiperb�olica em Ω, segue que

0 < ∆(ξ , η) = B2(ξ , η) −A(ξ , η) , C(ξ , η)︸ ︷︷ ︸
=0

, para cada (ξ , η) ∈ T(Ω ′) ,

que implicar�a em B(ξ , η) ̸= 0 , para cada (ξ , η) ∈ T(Ω ′) ,

e como

ξy(ξ , η) , ηy(ξ , η) ̸= 0 , para cada (ξ , η) ∈ T(Ω ′) ,

deveremos ter (veja (5.113))

aµ1 µ2 − b (µ1 + µ2) + c ̸= 0 , em T(Ω ′) .

Portanto a EDP (5.111) tornar-se-�a:

B(ξ , η) vξη(ξ , η) = G(ξ , η , v(ξ , η) , vξ(ξ , η) , vη(ξ , η)) , para (ξ, η) ∈ T(Ω ′) ,

e como

B(ξ , η) ̸= 0 , para cada (ξ , η) ∈ T(Ω ′) ,

segue que

vξη(ξ , η) = g(ξ , η , v(ξ , η) , vξ(ξ , η) , vη(ξ , η)) , para (ξ , η) ∈ T(Ω ′) , (5.115)
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para alguma fun�c~ao g muito bem de�nida, ou, de modo abreviado:

vξη = g(ξ , η , v , vξ , vη) , em T(Ω ′) , (5.116)

ou seja, se a EDP (5.2) �e do tipo hiperb�olico em Ω, com a mudan�ca de vari�aveis (5.10),

transformamos a mesma em uma EDP da forma (5.94) (isto �e, na sua forma canônica) em

Ω ′, um subconjunto aberto contido em Ω.

Apliquemos as id�eias acima ao seguinte:

Exemplo 5.117 Colocar a equa�c~ao da onda

utt(t , x) − c
2 uxx(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ Ω .

= R2 , (5.118)

na sua forma canônica.

Resolução:

A equa�c~ao da onda �e de tipo hiperb�olico em R2 e, como vimos no Exemplo (5.65), as

curvas caracter��sticas planas associadas a equa�c~ao da onda s~ao dadas por

x+ c t = k1 e x− c t = k2 , (5.119)

onde k1 , k2 ∈ R s~ao arbitr�arias (veja a �gura abaixo).

-

6 9

x − ct = k1

K

x + ct = k2

t

x

Baseado nas observa�c~oes acima (isto �e, (5.103) e (5.104)), consideraremos a seguinte trans-

forma�c~ao T : R2 → R2, dada por:

T(t , x)
.
= (ξ(t , x) , η(t , x)) , para cada (t , x) ∈ R2 ,
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onde {
ξ(t , x)

.
= x+ c t

η(t , x)
.
= x− c t

, para cada (t , x) ∈ R2. (5.120)

Como c > 0, teremos que o jacobiano associado a transforma�c~ao T (na verdade �e um

operador linear em R2)
(t , x) 7→ (ξ , η)

ser�a dado por:

j(t , x) =
∂(ξ , η)

∂(t , x)
(t , x)

=

∣∣∣∣∣ξt(t , x) ξx(t , x)

ηt(t , x) ηx(t , x)

∣∣∣∣∣
(5.120)
=

∣∣∣∣∣ c 1

−c 1

∣∣∣∣∣
= c+ c

= 2 c ̸= 0 , para cada (t , x) ∈ R2 .

Com isto temos que a transforma�c~ao T (ou seja, o operador linear T em R2) ser�a uma

mudan�ca de vari�aveis em R2 de classe C2.

Observação 5.121 Notemos que a transforma�c~ao inversa T−1 : R2 → R2, ser�a dada por
x =

ξ+ η

2
,

t =
ξ− η

2 c

, para cada (ξη) ∈ R2 .

Logo, de�nindo-se v : R2 → R, dada por

v(ξ , η)
.
= u(t(ξ , η) , x(ξ , η)) , para cada (ξ , η) ∈ R2 , (5.122)

ou ainda,

u(x , y)
.
= v(ξ(x , y) , η(x , y) , para cada (x , y) ∈ R2 , (5.123)

para cada (t , x) , (ξ , η) ∈ R2, obteremos, de (5.123) e da regra da cadeia (poder��amos ter

utilizado as express~oes (5.41)), que

ut(t , x)
(5.123)
= vξ(ξ , η) ξt(t , x)︸ ︷︷ ︸

(5.120)
= c

+vη(ξ , η) ηt(t , x)︸ ︷︷ ︸
(5.120)

= −c

= c vξ(ξ , η) − c vη(ξ , η) , (5.124)

ux(t , x)
(5.123)
= vξ(ξ , η) ξx(t , x)︸ ︷︷ ︸

(5.120)
= 1

+vη(ξ , η) ηx(t , x)︸ ︷︷ ︸
(5.120)

= 1

= vξ(ξ , η) + vη(ξ , η) , (5.125)
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utt(t , x)
(5.124)
= c

vξξ(ξ , η) ξt(t , x)︸ ︷︷ ︸
(5.120)

= c

+vξη(ξ , η) ηt(t , x)︸ ︷︷ ︸
(5.120)

= −c



− c

vηξ(ξ , η) ξt(t , x)︸ ︷︷ ︸
(5.120)

= c

+vηη(ξ , η) ηt(t , x)︸ ︷︷ ︸
(5.120)

= −c


= c2 vξξ(ξ , η) − 2 c

2 vξη(ξ , η) + c
2 vηη(ξ , η) (5.126)

uxx(t , x)
(5.125)
=

vξξ(ξ , η) ξx(t , x)︸ ︷︷ ︸
(5.120)

= 1

+vξη(ξ , η) ηx(t , x)︸ ︷︷ ︸
(5.120)

= 1


+

vηξ(ξ , η) ξx(t , x)︸ ︷︷ ︸
(5.120)

= 1

+vηη(ξ , η) ηx(t , x)︸ ︷︷ ︸
(5.120)

= 1


= vξξ(ξ , η) + 2 vξη(ξ , η) + vηη(ξ , η) . (5.127)

Para cada (t , x) , (ξ , η) ∈ R2, substituindo (5.126) e (5.127) na EDP (5.118), obteremos:

0 = utt(t , x) − c
2 uxx(t , x)

(5.126),(5.127)
=

[
c2 vξξ(ξ , η) − 2 c

2 vξη(ξ , η) + c
2 vηη(ξ , η)

]
− c2 [vξξ(ξ , η) + 2 vξη(ξ , η) + vηη(ξ , η)]

= −4 c2 vξη(ξ , η) .

Como c ̸= 0, segue que a forma canônica da equa�c~ao da onda (5.118) em R2, ser�a dada

por:

vξη(ξ , η) = 0 , para (ξ , η) ∈ R2 , (5.128)

ou, de modo abreviado,

vξη = 0 , em R2 . (5.129)

�

Observação 5.130 Observemos que podemos encontrar a solu�c~ao geral da EDP (5.128).

Para isto notemos que, para cada ξ ∈ R �xado, integrando a equa�c~ao (5.129), em

rela�c~ao a η, obteremos

vξ(ξ , η) = ϕ(ξ) , para cada ξ ∈ R , (5.131)
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onde ϕ ∈ C2(R ; R) arbitr�aria.
Por sua vez, para cada η ∈ R �xado, integrando a equa�c~ao (5.131) acima, em rela�c~ao

�a ξ, obteremos:

v(ξ , η) = Φ(ξ) + Ψ(η) , para cada (ξ , η) ∈ R2 , (5.132)

onde Φ,Ψ ∈ C2(R ; R) s~ao arbitr�arias (notemos que no caso acima Φ(ξ) =
∫
ϕ(ξ)dξ).

Logo, voltando para as vari�aveis originais, por meio da transforma�c~ao (5.120) (isto

�e, (x , y)), obteremos a solu�c~ao geral para a equa�c~ao da onda (5.118), isto �e,

u(t , x)
(5.123)
= v(ξ(t , x) , η(t , x))

(5.132)
= Φ(ξ(t , x)) + Ψ(η(t , x))

(5.120)
= Φ(x+ c t) + Ψ(x− c t) , para cada (t , x) ∈ R2 , (5.133)

onde Φ,Ψ ∈ C2(R ; R) s~ao arbitr�arias.

Esta solu�c~ao para a equa�c~ao da onda �e conhecida como a solução de d’Alembert

(16/11/1717 �a 29/10/1783).

A seguir temos o seguinte exerc��cio resolvido:

Exerćıcio 5.134 Colocar a equa�c~ao de Tricomi

yuxx(x , y) + uyy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ Ω .
= R× (−∞, 0) , (5.135)

na sua forma canônica.

Resolução:

Lembremos que a equa�c~ao de Tricomi �e de tipo hiperb�olico em Ω e, como vimos no

Exemplo (5.72), temos as seguintes curvas caracter��sticas planas associadas �a EDP (5.135):

− (y±)
3
2 ± 3

2
x = C , para cada (x , y) ∈ Ω, (5.136)

onde C ∈ R �e arbitr�aria.

Baseado nas cosidera�c~oes acima, (isto �e, (5.103) e (5.104)), consideraremos a seguinte

transforma�c~ao T : Ω→ R2, dada por:

T(x , y)
.
= (ξ(x , y) , η(x , y)) , para cada (x , y) ∈ Ω,

onde 
ξ(x , y)

.
= (−y)

3
2 +

3

2
x

η(x , y)
.
= (−y)

3
2 −

3

2
x

, para cada (x , y) ∈ Ω. (5.137)
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Somando-se as duas equa�c~oes acima, obteremos:

ξ+ η = 2(−y)
3
2 ,

ou seja, (−y)
1
2 =

(
ξ+ η

2

) 1
3

ou ainda, y = −

(
ξ+ η

2

) 2
3

, (5.138)

para cada (x , y) ∈ Ω.

Notemos que, se (x , y) ∈ Ω, segue que y < 0 e assim teremos que o jacobiano associado

a transforma�c~ao T : Ω→ Ω ′ = T(Ω), dada por (5.140), ser�a:

j(x , y) =
∂(ξ , η)

∂(x , y)
(x , y)

=

∣∣∣∣∣ξx(x , y) ξy(x , y)

ηx(x , y) ηy(x , y)

∣∣∣∣∣
(5.140)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3

2
−
3

2
(−y)

1
2

−
3

2
−
3

2
(−y)

1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

9

4
(−y)

1
2 ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω.

Com isto temos que a transforma�c~ao ser�a uma mudan�ca de vari�aveis local, de classe C2.

Observação 5.139 Notemos que a transforma�c~ao inversa T−1 : T(Ω) → Ω, ser�a dada

por: 
x =

ξ− η

3

y = −

(
ξ+ η

2

) 2
3

, para cada (ξ , η) ∈ T(Ω) . (5.140)

Logo, de�nindo-se v : R2 → R, dada por

v(ξ , η)
.
= u(x(ξ , η) , y(ξ , η)) , para cada (ξ , η) ∈ Ω ′ , (5.141)

ou ainda,

u(x , y)
.
= v(ξ(x , y) , η(x , y)) , para cada (x , y) ∈ Ω, (5.142)
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para cada (t , x) ∈ Ω e o correspondente (ξ , η) ∈ Ω ′, teremos:

ux(x , y) = vξ(ξ , η) ξx(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.140)

= 3
2

+vη(ξ , η) ηx(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.140)

= − 3
2

=
3

2
vξ(ξ , η) −

3

2
vη(ξ , η) , (5.143)

uy(x , y) = vξ(ξ , η) ξy(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.140)

= − 3
2
(−y)

1
2

+vη(ξ , η) ηy(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.140)

= − 3
2
(−y)

1
2

= −
3

2
(−y)

1
2 vξ(ξ , η) −

3

2
(−y)

1
2 vη(ξ , η) , (5.144)

uxx(x , y)
(5.143)
=

3

2

vξξ(ξ , η) ξx(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.140)

= 3
2

+vξη(ξ , η) ηx(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.140)

= − 3
2



−
3

2

vηξ ξx(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.140)

= 3
2

+vηη(ξ , η) ηx(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.140)

= − 3
2

 ,
=
9

4
vξξ(ξ , η) −

9

2
vξη(ξ , η) +

9

4
vηη(ξ , η) , (5.145)

uyy(x , y)
(5.144)
= −

3

2

[
−
3

2

1

2
(−y)−

1
2 (−1) vξ(ξ , η)

−
3

2
(−y)

1
2

vξξ(ξ , η) ξy(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.140)

= − 3
2
(−y)

1
2

+vξη(ξ , η) ηy(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.140)

= − 3
2
(−y)

1
2


−
3

2

1

2
(−y)−

1
2 (−1) vη(ξ , η)

−
3

2
(−y)

1
2

vηξ(ξ , η) ξy(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.140)

= − 3
2
(−y)

1
2

+vηη(ξ , η) ηy(x , y)︸ ︷︷ ︸
(5.140)

= − 3
2
(−y)

1
2




=
3

4
(−y)−

1
2 (vξ(ξ , η) + vη(ξ , η)) −

9

4
y [vξη(ξ , η) + 2 vξη(ξ , η)

+vηη(ξ , η)] . (5.146)
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Substituindo (5.145) e (5.146) acima na EDP (5.135), obteremos:

0 = yuxx(x , y) + uyy(x , y)

(5.138)
= −

(ξ+ η)
2
3

2
2
3

[
9

4
vξξ(ξ , η) −

9

2
vξη(ξ , η) +

9

4
vηη(ξ , η)

]

+

34
[
−

(
−
(ξ+ η)

2
3

2
2
3

)]− 1
2

[vξ(ξ , η) + vη(ξ , η)]

−
9

4

[
−
(ξ+ η)

2
3

2
2
3

]
[vξη(ξ , η) + 2 vξη(ξ , η) + vηη(ξ , η)]

}
=
9

2
1
3

(ξ+ η)
2
3 vξη(ξ , η) +

3

2
7
3

(ξ+ η)
1
3 [vξ(ξ , η) + vη(ξ , η)] ,

para (ξ , η) ∈ Ω ′.

Como ξ + η ̸= 0 e Ω ′ (veja (5.138)), segue que a forma canônica da equa�c~ao de Tricomi

em Ω, ser�a dada por:

vξη(ξ , η) = −
1

3 2
5
3

(ξ+ η)−
1
3 [vξ(ξ , η) + vη(ξ , η)] , para (ξ , η) ∈ Ω ′ = T(Ω) . (5.147)

�

5.2.2 Mudança de variáveis para o caso parabólico

Nesta subse�c~ao consideraremos o caso em que a EDP (5.2) �e do tipo parab�olico em um

subconjunto aberto contido em Ω.

Suponhamos que as fun�c~oes a , b , c ∈ C1(Ω ; R) e que a fun�c~ao a = a(x , y) n~ao se anule

em Ω, isto �e,

a(x , y) ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω. (5.148)

Neste caso, temos que:

b2(x , y) − a(x , y) c(x , y) = 0 , para cada (x , y) ∈ Ω.

Logo a equa�c~ao (5.60), isto �e,

a(x , y)µ2(x , y) − 2 b(x , y)µ(x , y) + c(x , y) = 0 , para cada (x , y) ∈ Ω,

admitir�a uma (�unica) solu�c~ao real, a saber

µ(x , y) =
2 b(x , y)

2a(x , y)

=
b(x , y)

a(x , y)
, para (x , y) ∈ Ω. (5.149)
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Com isto temos uma fam��lia de curvas caracter��sticas planas associadas �as EDP (5.2), que

ser�a gerada pela fun�c~ao y = y(x , y), que dever�a satisfazer �a seguinte EDO:

dy

dx
(x) = µ(x , y(x)) , para x ∈ I . (5.150)

Como a EDP (5.2) torna-se-�a "mais simples", ao longo das curvas caracter��sticas planas

associadas �as EDP (5.2), uma das fun�c~oes associada a mudan�ca de vari�aveis que estamos

procurando, ser�a do tipo:

ξ(x , y(x)) = K , para x ∈ I . (5.151)

Derivando a identidade (5.151) acima, parcialmente em rela�c~ao �a x, obteremos:

ξx(x , y) + ξy(x , y) y ′(x)︸ ︷︷ ︸
(5.150)

= µ(x ,y(x))

= 0 , para (x , y) ∈ Ω ′ ⊆ Ω,

ou seja, a fun�c~ao ξ = ξ(x , y), dever�a satisfazer a seguinte EDP linear, de 1.a ordem, ho-

mogênea:

ξx(x , y) + µ(x , y) ξy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ Ω ′ ⊆ Ω,

onde a fun�c~ao µ = µ(x , y), �e dada por (5.149) ou, de modo abreviado, teremos:

ξx = −µξy , em ∈ Ω ′ , (5.152)

cuja solu�c~ao (local) existe, pelos cap��tulos anteriores (�e uma EDP linear de 1.a ordem nas

vari�aveis x , y).

Escolhendo-se uma fun�c~ao

η = η(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω ′ ,

de modo que η ∈ C2(Ω ′ ; R) e, para cada (x , y) ∈ Ω ′, o jacobiano

j(x , y) =
∂(ξ , η)

∂(x , y)
(x , y)

=

∣∣∣∣∣ξx(x , y) ξy(x , y)

ηx(x , y) ηy(x , y)

∣∣∣∣∣
= ηx(x , y)ηy(x , y) − ξy(x , y)ηx(x , y) ̸= 0 ,

obtemos uma mudan�ca de vari�aveis local, de classe C2.

De�ndo-se a fun�c~ao v : Ω ′ → R, dada por

v(ξ , η)
.
= u(x(ξ , η) , y(ξ , η)) , para cada (ξ , η) ∈ Ω ′ , (5.153)
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vimos, na Observa�c~ao (5.30) item 1., que a fun�c~ao v = v(ξ , η), ser�a solu�c~ao da seguinte EDP:

A(ξ , η) vξξ(ξ , η) + 2B(ξ, η)(ξ , η) vξη(ξ , η) + C(ξ , η) vηη(ξ , η)

= F(ξ , η , v(ξ , η) , vξ(ξ , η) , vη(ξ , η)) , (5.154)

onde, utilizado-se as express~oes (5.41), teremos:

A(ξ , η)
.
= a(ξ , η) ·


(5.152)

= −µ(x ,y) ξy(x ,y)︷ ︸︸ ︷
ξx(ξ , η)


2

+ 2 b(ξ , η)

(5.152)
= −µ(x ,y) ξy(x ,y)︷ ︸︸ ︷
ξx(ξ , η) ξy(ξ , η)

+ c(ξ , η) [ξy (ξ , η)]
2

= a [−µ1 ξy]
2 + 2 b [−µ1 ξy] ξy + c ξy

2

= aµ2 ξ2y − 2 bµξ
2
y + c ξy

2

= (aµ2 − 2 bµ+ c︸ ︷︷ ︸
(5.60)
= 0

) ξy
2

= 0 , (5.155)

B(ξ , η)
.
= a(ξ , η)

(5.152)
= −µ(x ,y) ξy(x ,y)︷ ︸︸ ︷
ξx(ξ , η) ηx(ξ , η)

+ b(ξ , η)


(5.152)

= −µ(x ,y) ξy(x ,y)︷ ︸︸ ︷
ξx(ξ , η) ηy(ξ , η) + ξy(ξ , η)ηx(ξ , η)


+ c(ξ , η) ξy(ξ , η)ηy(ξ , η)

= (−aµ+ b) ξy ηx + (−bµ+ c) ξy ηy , (5.156)

C(ξ , η)
.
= a(ξ , η) [ηx(ξ , η)]

2 + 2 b(ξ , η)ηx(ξ , η)ηy(ξ , η) + c(ξ , η) [ηy(ξ , η)]
2

= aηx
2 + 2 b ηx ηy + c ηy

2 , (5.157)

e a fun�c~ao F �e o que restou, ou seja, s�o depende de

a , b , c , ξ , η , v , vξ , vη ,

onde, nas identidades acima, para simpli�car a nota�c~ao, consideramos:

a(ξ , η) = a(x(ξ , η) , y(ξ , η)) ,

b(ξ , η) = b(x(ξ , η) , y(ξ , η)) ,

c(ξ , η) = c(x(ξ , η) , y(ξ , η)) .
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Como a a EDP (5.2) �e do tipo parab�olico em um subconjunto aberto contido em Ω, segue

que

b2(x , y) − a(x , y) c(x , y) = 0 ,

ou seja, b2(x , y) = a(x , y) c(x , y) , (5.158)

para (x , y) no aberto onde a EDP (5.2) �e do tipo parab�olico.

Por outro lado, de (5.149), segue que:

µ(x , y) =
b(x , y)

a(x , y)

isto �e, a(x , y)µ(x , y) − b(x , y) = 0 ,

de modo abreviado: aµ− b = 0 , (5.159)

que, multiplicada por b(x , y), implicar�a em: a(x , y)b(x , y)µ(x , y) − b2(x , y) = 0

e, de (5.158), segue: a(x , y)b(x , y)µ(x , y) − a(x , y) c(x , y) = 0

como a(x , y) ̸= 0, teremos: b(x , y)µ(x , y) − c(x , y) = 0 ,

de modo abreviado: bµ− c = 0 , (5.160)

para cada (x , y) no aberto onde a EDP (5.2) �e do tipo parab�olico.

Assim, de (5.159), (5.160) e (5.156), segue que:

B(ξ , η)
(5.156)
= (−aµ+ b︸ ︷︷ ︸

(5.159)
= 0

) ξy ηx + (−bµ+ c︸ ︷︷ ︸
(5.160)

= 0

) ξy ηy = 0 . (5.161)

Portanto de (5.153), (5.154), (5.155) (5.156), (5.157) , (5.161) segue que a EDP (5.2), no

caso parab�olico, tornar-se-�a:

C(ξ , η) vηη(ξ , η) = G(ξ , η , v(ξ , η) , vξ(ξ , η) , vη(ξ , η)) , para cada (ξ , η) ∈ Ω ′ ,

e como C(ξ , η) ̸= 0 (pois a EDP (5.2) �e de 2.a ordem), obteremos a seguinte EDP:

vηη(ξ , η) = g(ξ , η , v(ξ , η) , vξ(ξ , η) , vη(ξ , η)) , para (ξ , η) ∈ Ω ′ , (5.162)

ou, de modo abreviado,

vηη = g(ξ , η , v , vξ , vη)) , (5.163)

que �e a forma canônica da EDP (5.2) que �e do tipo parab�olico.

Observação 5.164 Notemos que a equa�c~ao do calor

ut(t , x) = α
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× R ,

j�a est�a na forma canônica, j�a que pode ser escrita na forma:

uxx(t , x) =
1

α2
ut(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× R .
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Apliquemos as id�eias desenvolvidas acima ao:

Exemplo 5.165 Coloque a EDP:

xuxx(x , y) + 2 xuxy(x , y) + xuyy(x , y) = ux(x , y) + uy(x , y) , (5.166)

para (x , y) ∈ Ω .
= (R \ {0})× R na sua forma canônica.

Resolução:

Notemos que as fun�c~oes a , b , c : Ω→ R ser~ao dadas por

a(x , y)
.
= x , b(x , y)

.
= x , c(x , y)

.
= x , (5.167)

para cada (x , y) ∈ Ω.

Notemos que

a2(x , y) + b2(x , y)
(5.167)
= x2 + x2

= 2 x2 ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω .
= (R \ {0})× R.

e que

b2(x , y) − a(x , y) c(x , y)
(5.167)
= x2 − x2

= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω,

ou seja, a EDP (5.166) �e do tipo parab�olico em Ω.

Logo, para (x , y) ∈ Ω, temos que a equa�c~ao (5.60) ser�a:

a(x , y)µ2(x , y) − 2 b(x , y)µ(x , y) + c = 0

que, de (5.167), segue: xµ2(x , y) − 2 xµ(x , y) + x = 0 ,

e como x ̸= 0, teremos: µ2(x , y) − 2µ(x , y) + 1︸ ︷︷ ︸
(µ(x ,y)−1)2

= 0

ou seja, µ(x , y) = 1 .

Logo a �unica solu�c~ao da equa�c~ao (5.60) ser�a a fun�c~ao µ : Ω→ R, dada por:

µ(x , y) = 1 , para cada (x , y) ∈ Ω. (5.168)

Com isto a EDO (5.57) ser�a da forma:

dy

dx
(x) = µ(x , y(x))

(5.168)
= 1 , para x ∈ I ,

ou seja, y = x+ K , para cada x ∈ I ,
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onde K ∈ R �e arbitr�aria, ou seja, a fam��lia de curvas caracter��sticas associadas �a EDP (5.166)

ser�a dada por:

y− x = K . (5.169)

Como a EDP (5.166) torna-se-�a "mais simples" ao longo das curvas caracter��sticas planas

associadas �as EDP (5.166), uma das fun�c~oes associada a mudan�ca de vari�aveis procurada, a

saber, a fun�c~ao ξ = ξ(x , y), ser�a do tipo

ξ(x , y(x)) = K ,

ou seja, constante ao longo das curvas caracter��sticas planas associadas �as EDP (5.166), assim

de�nimos

ξ
.
= y− x , para cada (x , y) ∈ Ω. (5.170)

Agora precisamos encontrar uma fun�c~ao η ∈ C2(Ω;R) de modo que o jacobiano

j(x , y) =
∂(ξ , η)

∂(x , y)
(x , y)

(5.170)
=

∣∣∣∣∣ −1 1

ηx(x , y) ηy(x , y)

∣∣∣∣∣
= −ηy(x , y) − ηx(x , y)

̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω. (5.171)

Se considerarmos, por exemplo, a fun�c~ao η = η(x , y), dada por:

η
.
= y+ x , para cada (x , y) ∈ Ω, (5.172)

teremos,

j(x , y)
(5.171) e (5.172)

= −2 ̸= 0 , para cada (x , y) ∈ Ω.

Logo, a transforma�c~ao T : Ω→ R2, dada por:

T(x , y) = (ξ , η) ,

onde

ξ = −x+ y , (5.173)

η = x+ y (5.174)

ser�a uma mudan�ca de vari�aveis suave (na verdade �e um operador linear bijetor em R2).
Notemos que a transforma�c~ao inversa, isto �e,

T−1(ξ , η) = (x , y) ,



5.2. FORMAS CANÔNICAS 231

ser�a dada por:

x =
η− ξ

2
, (5.175)

y =
ξ+ η

2
(5.176)

De�nindo-se a fun�c~ao v : Ω ′ .= T(Ω) → R, dada por

v(ξ , η)
.
= u(x(ξ , η) , y(ξ , η)) , para cada (ξ , η) ∈ Ω ′ .= T(Ω) , (5.177)

ou ainda,

u(x, , y)
.
= v(ξ(x , y) , η(x , y))) , para cada (x , y) ∈ Ω, (5.178)

teremos, pela regra da cadeia, que:

ux(x , y)
(5.178)
= vξ(ξ , η)

(5.173)
= −1︷ ︸︸ ︷

ξx(x , y)+vη(ξ , η)

(5.174)
= 1︷ ︸︸ ︷

ηx(x , y)

= −vξ(ξ , η) + vη(ξ , η) , (5.179)

uy(x , y)
(5.178)
= vξ(ξ , η).

(5.173)
= 1︷ ︸︸ ︷

ξy(x , y)+vη(ξ , η)

(5.173)
= 1︷ ︸︸ ︷

ηy(x , y)

= vξ(ξ , η) + vη(ξ , η) , (5.180)

uxx(x , y)
(5.179)
= −

vξξ
(5.173)

= −1︷︸︸︷
ξx +vξη

(5.174)
= 1︷︸︸︷
ηx

+

vηξ
(5.173)

= −1︷︸︸︷
ξx +vηη

(5.174)
= 1︷︸︸︷
ηx


= vξξ(ξ , η) − 2 vξη(ξ , η) + vηη(ξ , η) , (5.181)

uyy(x , y)
(5.180)
=

vξξ
(5.173)

= 1︷︸︸︷
ξy +vξη

(5.174)
= 1︷︸︸︷
ηy

+

vηξ
(5.173)

= 1︷︸︸︷
ξy +vηη

(5.174)
= 1︷︸︸︷
ηy


= vξξ(ξ , η) + 2 vξη(ξ , η) + vηη(ξ , η) (5.182)

uxy(x , y)
(5.179)
= −

vξξ
(5.173)

= 1︷︸︸︷
ξy +vξη

(5.174)
= 1︷︸︸︷
ηy

+

vηξ
(5.173)

= 1︷︸︸︷
ξy +vηη

(5.174)
= 1︷︸︸︷
ηy


= −vξξ(ξ , η) + vηη(ξ , η) . (5.183)
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Substituindo (5.179), (5.180), (5.181), (5.182) e (5.183) na EDP (5.166), obteremos:

0 = xuxx(x , y) + 2 xuxy(x , y) + xuyy(x , y) − ux(x , y) − uy(x , y)

(5.176)
=

η− ξ

2
[(vξξ − 2 vξη + vηη) + 2 (−vξξ + vηη) + (vξξ + 2 vξη + vηη)

−(−vξ + vη) − (vξ + vη)]

= 2 (η− ξ) vηη − 2 vη

(η− ξ) vηη(ξ , η) = vη(ξ , η) .

Como x ̸= 0 (veja a de�ni�c~ao de Ω em (5.166)), de (5.175), segue que ξ − η ̸= 0 em Ω ′,

com isto obteremos a seguinte EDP:

vηη(ξ , η) =
1

η− ξ
vη(ξ , η) , para (ξ , η) ∈ Ω ′, (5.184)

ou seja, esta �e a forma canônica da EDP (5.166).

�

5.2.3 Mudança de variáveis para o caso eĺıtico

O caso da EDP (5.2), por ser do tipo el��tico, n~ao ser�a tratado, em detalhes, devido a sua

complexidade.

Na verdade podemos repetir o processo acima com o aux��lio de fun�c~oes a valores complexo.

O Exerc��cio 2 (p�agina 75 do Livro de V. I�orio) trata deste caso, mais precisamente:

Consideremos a EDP:

a(x , y)uxx(x , y)+2 b(x , y)uxy(x , y)+c(x , y)uyy(x , y) = f(x , y , u(x , y) , ux(x , y) , ux(x , y)) ,

para (x , y) ∈ Ω.

Suponhamos que

δ(x , y)
.
= b2(x , y) − a(x , y) c(x , y) < 0 , para cada (x , y) ∈ Ω,

onde Ω �e um subconjunto aberto de R2 e que

a(x , y) ̸= 0 ,

para cada (x , y) ∈ Ω, ou seja, a EDP acima �e do tipo el��ptico em Ω.

Podemos mostrar que se as fun�c~oes

ξ = ξ(x , y) e η = η(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω ′ ⊆ Ω
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satisfazem ao sistem de EDP's lineares de 1. ordem:

a(x , y) ξx(x , y) + b(x , y) ξy(x , y) −
√

−δ(x , y)ηy(x , y) = 0 (5.185)

a(x , y)ηx(x , y) + b(x , y)ηy(x , y) −
√
−δ(x , y) ξy(x , y) = 0 , (5.186)

em Ω ′ ⊆ Ω ou, de modo abreviado:

aξx + bξy −
√
−δ ηy = 0 , (5.187)

aηx + bηy −
√
−δ ξy = 0 , (5.188)

com

ξx
2(x , y) + ηy

2(x , y) ̸= 0 para cada (x , y) ∈ Ω ′ ,

ent~ao a transforma�c~ao T : Ω ′ → T(Ω ′), dada por

(ξ , η)
.
= T(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω ′ ,

de�ne uma mudan�ca de vari�aveis de classe C2 (localmente) e se considerarmos a fun�c~ao

v : Ω ′ → R, dada por

v(ξ , η)
.
= u(x(ξ , η) , y(ξ , η)) , para cada (ξ , η) ∈ T(Ω ′) ,

segue que a fun�c~ao v = v(ξ , η) vai satisfazer uma EDP da forma

vξξ(ξ , η) + vηη(ξ , η) = g(ξ , η , v(ξ , η) , vξ(ξ , η) , vη(ξ , η)) , para (ξ , η) ∈ Ω ′ ,

que �a forma canônica de uma EDP semi-linear de 2.a ordem em duas vari�aveis (veja o item

1. da De�ni�c~ao (5.91), ou ainda, (5.92)).

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

5.3 Exerćıcios
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Caṕıtulo 6

A Equação da Onda

O objetivo deste cap��tulo �e estudar a equa�c~ao da onda em duas vari�aveis,, a saber, t e x.

Obteremos a solu�c~ao geral da mesma assim como estudaremos o problema da corda in�nita

vibrante, que est�a contida em um plano.

Tamb�em estudaremos o caso da corda �nita vibrante, contida em um plano, que têm com

as extremidades �xas.

6.1 Solução geral da equação da onda

Como vimos no cap��tulo anterior, as curvas caracter��sticas planas desempenham um papel

muito importante no estudo das EDP's de 2.a ordem lineares, do tipo hiperb�olico.

Vamos exempli�car isto estudando o que ocorre com a equa�c~ao da onda:

utt(t , x) = c
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ R2 , (6.1)

onde c > 0 �e uma constante �xada.

Vimos no Exemplo (5.65), que as curvas caracter��sticas planas associadas a equa�c~ao da

onda ser~ao as retas

x± c t = k , (6.2)

onde k ∈ R �e uma constante arbitr�aria.

Tamb�em vimos no Exemplo (5.117) que, fazendo-se a mudan�ca de vari�aveis:

ξ = x+ c t (6.3)

η = c− c t , (6.4)

isto �e, de�nido-se a fun�c~ao v : R2 → R, dada por

v(ξ , η)
.
= u(t(ξ , η) , x(ξ , η)) , para cada (ξ , η) ∈ R2 , (6.5)

235
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ou ainda,

u(t , x)
.
= v(ξ(t , x) , η(t , x)) , para cada (t , x) ∈ R2 , (6.6)

segue que a fun�c~ao v = v(ξ , η) ir�a satisfazer a seguinte EDP:

vξη(ξ , η) = 0 , para (ξ , η) ∈ R2 . (6.7)

Notemos que, para cada η ∈ R �xado, podemos integrar a EDP (6.7) acima, em rela�c~ao a

vari�avel ξ, para obter:

vη(ξ , η) = ψ(η), para (ξ , η) ∈ R2 , (6.8)

onde ψ ∈ C2(R ; R) �e uma fun�c~ao arbitr�aria.

Com isto, para cada ξ ∈ R �xado, podemos integrar a EDP (6.8) acima, em rela�c~ao a

vari�avel η, obtendo-se:

v(ξ , η) = Ψ(η) +Φ(ξ) , para cada (ξ , η) ∈ R2, (6.9)

onde Φ,Ψ ∈ C2(R;R) s~ao fun�c~oes arbitr�arias (na verdade, temos que Ψ(η) =
∫
ψ(η)dη).

Conclusão: a solu�c~ao geral da equa�c~ao da onda (bi-dimensional) (6.1) ser�a dada por:

u(t , x)
(6.6)
= v(ξ , η)

(6.9)
= Φ(ξ) + Ψ(η)

(6.3) ,(6.4)
= Φ(x+ c t) + Ψ(x− c t)

para cada (t , x) ∈ R2, ou seja,

u(t , x) = Φ(x+ c t) + Ψ(x− c t) , para cada (t , x) ∈ R2 , (6.10)

onde Φ,Ψ ∈ C2(R ; R) s~ao fun�c~oes arbitr�arias, ser�a a solu�c~ao geral da equa�c~ao da onda

(bi-dimensional) (6.1), denominada solução de d’Alembert.

Observação 6.11

1. Podemos concluir que, no caso da equa�c~ao da onda (bi-dimensional) (6.1), o uso

das curvas caracter��sticas planas associadas �a mesma, foi o que nos permitiu obter

a solu�c~ao geral da EDP (6.1).

Baseado nisto �e de se esperar que o mesmo ocorra com EDP's de 2.a ordem que

sejam hiperb�olicas em geral.

2. A equa�c~ao da onda foi uma das EDP's mais importantes do s�eculo XVIII.

O primeiro a estud�a-la, de modo sistem�atico, foi d'Alembert, seguido por Euler,

Bernouilli e Lagrange.
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Foram obtidas solu�c~oes de diversas formas e a discuss~ao sobre o m�erito e as

rela�c~oes entre as mesmas levantou quest~oes importantes que s�o foram resolvidas

no s�eculo XIX (um exemplo, foi o conceito de fun�c~ao que conhecemos nos dias de

hoje).

3. Se t denota o tempo (logo, t ≥ 0) a transforma�c~ao

ξ
.
= x+ c t ,

representa uma transla�c~ao do sistema de coordenadas, �a esquerda, com velocidade

c (lembremos que c > 0).

Notemos que se de�nirmos a fun�c~ao u : [0,∞)× R → R, por:

u(t , x)
.
= sen(x+ c t) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× R ,

ent~ao, para cada t ∈ [0 ,∞) �xado, a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao

gt(x)
.
= u(t , x) , para cada x ∈ R

descreve uma sen�oide (ou onda senoidal) que, quando t ∈ [0 ,∞) varia, mover-se-

�a para �a esquerda com velocidade c > 0 (veja a �gura abaixo para os casos t =
π

4
,

t =
π

2
e t = π).
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4. Da mesma forma, dadas as fun�c~oes Φ,Ψ ∈ C(R ; R), teremos que as fun�c~oes

u1 , u2 : [0,∞)× R → R, dadas por:

u1(t , x)
.
= Φ(x+ c t), u2(t , x)

.
= Ψ(x− c t) , para cada (t , x) ∈ R2 ,

descrever~ao ondas, cuja representa�c~ao geom�etrica correspondentes aos respectivos

gr�a�cos das fun�c~oes Φ e Ψ que, quando t ∈ [0 ,∞) vaira, mover~ao-se, respectiva-

mente, �a esquerda e �a direita, com velocidade c > 0, no plano (x , u).

5. Logo, do que vimos acima, a solu�c~ao geral da equa�c~ao da onda (bi-dimensional)

(6.1), dada por (6.10), descrever�a a superposi�c~ao das duas ondas acima, que

movem-se com velocidade c > 0, uma para �a esquerda e a outra para �a direita, no

plano (x , u).

Para ilustrar temos o:

Exerćıcio 6.12 Consideremos aa fun�c~oes ϕ = ψ ∈ C(R ; R), dadas por:

ϕ(x)
.
=


0 , para x ∈ (−∞,−4) ∪ (4 ,∞) ,

−(x+ 4) , para x ∈ [−4 ,−2) ,

x , para x ∈ [−2 , 2) ,

−x+ 4 , para x ∈ [2 , 4]

. (6.13)

Encontre a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da solu�c~ao da equa�c~ao da onda

u(t , x)
.
= Φ(x+ c t) +Φ(x− c t) , para cada (t , x) ∈ R2

para o caso que c
.
= 1, quando

t = 0 , t = 1 , t = 2 e t = 6 .

Resolução:

A veri�ca�c~ao dos fatos abaixo ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor.

Para t = 0, teremos a seguinte representa�c~ao geom�etrica para o gr�a�co da fun�c~ao

t 7→ u(0 , x) :
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-

6

x

u

−2−4 2 4

2

−2

u(0, x)

Para t = 1, teremos a seguinte representa�c~ao geom�etrica para o gr�a�co da fun�c~ao

t 7→ u(1 , x) :

-

6

x

u

−2 2

2

−2

u(1, x)

3

−3

Para t = 2, teremos a seguinte representa�c~ao geom�etrica para o gr�a�co da fun�c~ao

t 7→ u(2 , x) :
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-

6

x

u

−2 2

2

−2

u(2, x)

3

Para t = 6, teremos a seguinte representa�c~ao geom�etrica para o gr�a�co da fun�c~ao

t 7→ u(6 , x) :

-

6

x

u

u(6, x)

�
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6.2 A corda infinita

Nesta se�c~ao utilizaremos a solu�c~ao de d'Alembert para a equa�c~ao da onda (6.1), dada por

(6.10) (a solu�c~ao geral da equa�c~ao da onda unidimensional), para encontrar uma solu�c~ao do

problema de Cauchy associado ao problema da corda vibrante, que tem per�l e velocidades

iniciais conhecidos, ou seja, trataremos do seguinte problema de Cauchy, associado �a equa�c~ao

da onda:

utt(t , x) − c
2 uxx(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ R2 , (6.14)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ R , (6.15)

ut(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ R , (6.16)

onde f , g : R → R s~ao fun�c~oes dadas.

Como queremos encontrar uma solu�c~ao cl�assica do problema de Cauchy acima, pediremos

que

f ∈ C2(R ; R) e g ∈ C1(R ; R) . (6.17)

Notemos que a curva inicial (isto �e, o eixo Ox) n~ao �e uma curva caracter��sitica plana (na

verdade intercepta as curvas caracter��sticas planas transversalmente) e conhecemos a solu�c~ao

e sua derivada parcial, em rela�c~ao �a vari�avel t, ao longo da mesma, dadas por (6.15) e (6.16),

respectivamente (veja a �gura abaixo).

-

6 9

x − ct = k1

K

x + ct = k2

t

x

-
Curva inicial

Da f�ormula de d'Alembert, dada por (6.10), temos que a solu�c~ao geral da equa�c~ao da onda
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bi-dimensional (6.1), ser�a dada por:

u(t , x)
.
= Φ(x+ c t) + Ψ(x− c t) , para cada (t , x) ∈ R2 , (6.18)

onde ϕ ,ψ ∈ C2(R ; R).
Logo, fazendo t = 0 em (6.18) e utilizando (6.15), obteremos:

Φ(x) + Ψ(x)
(6.18) com t=0

= u(0 , x)

(6.15)
= f(x) , para cada x ∈ R . (6.19)

Por outro lado, derivando parcialmente (6.18), em rela�c~ao a t e utilizando a regra da

cadeia, fazendo t = 0 e utilizando (6.16), obteremos:

Φ ′(x+ ct) · c+ Ψ ′(x− c t) · (−c)
d
dt

(6.18)
= ut(t , x) ,

fazendo t = 0, teremos: cΦ ′(x) − cΨ ′(x) = ut(0 , x)

(6.16)
= g(x) , para cada x ∈ R . (6.20)

Conclusão: de (6.19) e (6.20) segue que deveremos encontrar fun�c~oes Φ ,Ψ ∈ C2(R;R)
que satisfazem as seguinte condi�c~oes:

Φ(x) + Ψ(x) = f(x) , (6.21)

cΦ ′(x) − cΨ ′(x) = g(x) , para cada x ∈ R. (6.22)

Notemos que, derivando a equa�c~ao (6.21), em rela�c~ao a x, obteremos:

Φ ′(x) + Ψ ′(x) = f ′(x) , para cada x ∈ R . (6.23)

Multiplicando-se a equa�c~ao (6.23), por c, e somando-se a equa�c~ao (6.22), segue que:

2 cΦ ′(x) = c f ′(x) + g(x) ,

ou seja, Φ ′(x) =
1

2
f ′(x) +

1

2 c
g(x) , para cada x ∈ R . (6.24)

De modo semelhante, multiplicando-se a equa�c~ao (6.23), por −c, e somando-se a equa�c~ao

(6.22), segue que

− 2 cΨ ′(x) = −c f ′(x) + g(x) ,

ou seja, Ψ ′(x) =
1

2
f ′(x) −

1

2 c
g(x) , para cada x ∈ R , (6.25)
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ou seja, de (6.24) e (6.25), segue que as fun�c~oes Φ e Ψ, dever~ao satisfazer as seguintes

condi�c~oes:

Φ ′(x) =
1

2
f ′(x) +

1

2 c
g(x) , (6.26)

Ψ ′(x) =
1

2
f ′(x) −

1

2 c
g(x) , para cada ∈ R . (6.27)

Integrando-se a equa�c~ao (6.26) em rela�c~ao a x, de 0 �a x, obteremos:

Φ(x) −Φ(0) =

∫ x
0

[
1

2
f ′(s) +

1

2c
g(s)

]
ds

=

[
1

2
f(s)

] ∣∣∣∣s=x
s=0

+
1

2 c

∫ x
0

g(s)ds

=
1

2
[f(x) − f(0)] +

1

2 c

∫ x
0

g(s)ds . (6.28)

Do mesmo modo, integrando-se a equa�c~ao (6.27) em rela�c~ao a x, de 0 �a x, obteremos:

Ψ(x) − Ψ(0) =

∫ x
0

[
1

2
f ′(s) −

1

2 c
g(s)

]
ds

=

[
1

2
f(s)

] ∣∣∣∣s=x
s=0

−
1

2 c

∫ x
0

g(s)ds

=
1

2
[f(x) − f(0)] −

1

2 c

∫ x
0

g(s)ds, (6.29)

ou seja, de (6.28) e (6.29), deveremos ter:

Φ(x) = Φ(0) −
1

2
f(0) +

1

2
f(x) +

1

2 c

∫ x
0

g(s)ds , (6.30)

Ψ(x) = Ψ(0) −
1

2
f(0) +

1

2
f(x) −

1

2 c

∫ x
0

g(s)ds , (6.31)

para cada x ∈ R.
Por outro lado, notemos que, se �zermos t = 0, na 1.a equa�c~ao de (6.21), obteremos:

Φ(0) + Ψ(0) = f(0) . (6.32)

Substituindo (6.30), (6.31) e (6.32) em (6.18), obteremos:

u(t , x)
(6.18)
= Φ(x+ c t) + Ψ(x− c t)

(6.30),(6.31)
=

[
Φ(0) −

1

2
f(0) +

1

2
f(x+ c t) +

1

2 c

∫ x+c t
0

g(s)ds

]
+

[
Ψ(0) −

1

2
f(0) +

1

2
f(x− c t) −

1

2 c

∫ x−c t
0

g(s)ds

]
= [Φ(0) + Ψ(0) − f(0)] +

f(x+ c t) + f(x− c t)

2
+
1

2 c

∫ x+c t
x−c t

g(s)ds ,
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(6.32)
=

f(x+ c t) + f(x− c t)

2
+
1

2 c

∫ x+ct
x−ct

g(s)ds ,

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× R, ou seja,

u(t , x)
.
=
f(x+ c t) + f(x− c t)

2
+
1

2 c

∫ x+c t
x−c t

g(s)ds , (6.33)

para cada (t , x) ∈ R2.
Portanto se a fun�c~ao u : [0 ,∞)×R → R �e dada por (6.33), ent~ao ela ser�a solu�c~ao cl�assica

do problema de Cauchy (6.14), (6.15), (6.16).

De fato pois, para cada (t , x) ∈ R2, teremos:

ux(t , x)
d
dx

(6.33), regra da cadeia, teor.fund.C�alc.
=

f ′(x+ c t) · 1+ f ′(x− c t) · 1
2

+
g(x+ c t) − g(x− c t)

2 c

=
f ′(x+ c t) + f ′(x− c t)

2
+
g(x+ c t) − g(x− c t)

2 c
, (6.34)

uxx(t , x)
d
dx

(6.34) e regra da cadeia
=

f ′′(x+ c t) · 1+ f ′′(x− c t) · 1
2

+
g ′(x+ c t) · 1− g ′(x− c t) · 1

2 c

=
f ′′(x+ c t) + f ′′(x− c t)

2
+
g ′(x+ c t) − g ′(x− c t)

2 c
(6.35)

ut(t , x)
d
dt

(6.33), regra da cadeia, teor.fund.C�alc.
=

f ′(x+ c t) · c+ f ′(x− c t) · (−c)
2

+
g(x+ c t) · c− g(x− c t) (−c)

2 c

=
c f ′(x+ c t) − c f ′(x− c t)

2
+
g(x+ c t) + g(x− c t)

2
(6.36)

utt(t , x)
d
dt

(6.36), e regra da cadeia
= c

f ′′(x+ c t) · c+ f ′′(x− c t) · (−c)
2

+
g ′(x+ ct) · c+ g ′(x− ct) · (−c)

2

= c2
f ′′(x+ c t) + f ′′(x− c t)

2
+ c

g ′(x+ c t) − g ′(x− c t)

2
. (6.37)

Logo, para cada (t , x) ∈ R2, de (6.35) e (6.37), segue que:

utt(t , x) − c
2uxx(t , x)

(6.35),(6.37)
=

[
c2
f ′′(x+ c t) + f ′′(x− c t)

2
+ c

g ′(x+ c t) − g ′(x− c t)

2

]
− c2

[
f ′′(x+ c t) + f ′′(x− c t)

2
+
g ′(x+ c t) − g ′(x− c t)

2 c

]
= 0 ,

mostrando que a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (6.33), satisfaz a equa�c~ao da onda (6.14).
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Al�em disso, para cada x ∈ R, temos que:

u(0 , x)
(6.33) com t=0

=

=f(x)+f(x)=2 f(x)︷ ︸︸ ︷
f(x+ c · 0) + f(x− c · 0)

2
+
1

2 c

=
∫x
x
g(s)ds=0︷ ︸︸ ︷∫ x+c·0

x−c·0
g(s)ds

= f(x) , para cada x ∈ R ,

ut(0 , x)
(6.36) com t=0

=

=c f ′(x)−c f ′(x)=0︷ ︸︸ ︷
c f ′(x+ c · 0) − c f ′(x− c · 0)

2
+

=2 g(x)︷ ︸︸ ︷
g(x+ c · 0) + g(x− c · 0)

2

= g(x) , para cada x ∈ R ,

ou seja, a fun�c~ao u = u(t , x) satisfaz (6.15) e (6.16), ou seja, �e uma solu�c~ao cl�assica do

problema de Cauchy (6.14), (6.15), (6.16) como a�rmamos, pois f ∈ C2(R ; R) e g ∈ C1(R ; R).
Podemos aplicar estas id�eias aos:

Exerćıcio 6.38 Obter uma solu�c~ao cl�assica do problema de Cauchy (6.14), (6.15),

(6.16), quando

c
.
= 1, f(x)

.
= sen(x) e g(x)

.
= cos(x) , para cada x ∈ R . (6.39)

Resolução:

Utilizando-se a express~ao (6.33), teremos:

u(t , x)
(6.33)
=

f(x+ c t) + f(x− c t)

2
+
1

2 c

∫ x+c t
x−c t

g(s)ds

(6.39)
=

sen(x+ t) + sen(x− t)

2
+
1

2

∫ x+t
x−t

cos(s)ds

=
sen(x+ t) + sen(x− t)

2
+

[
sen(s)

2

] ∣∣∣∣s=x+t
s=x−t

=
sen(x+ t) + sen(x− t)

2
+

sen(x+ t) − sen(x− t)

2

= sen(x+ t) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× R ,

ou seja,

u(t , x)
.
= sen(x+ t) , para (t , x) ∈ [0 ,∞)× R ,

ser�a uma solu�c~ao do problema de Cauchy, associado �as codni�c~oes (6.39).

�

Observação 6.40

1. Mostraremos, mais a frente, que o problema de Cauchy (6.14), (6.15), (6.16) tem

�unica solu�c~ao cl�assica em C2([0 ,∞)× R ; R).
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2. A express~ao (6.33) mostra, claramente, que o valor da solu�c~ao u = u(t , x), no

ponto (to , xo) ∈ R2 depende, somente, do valor do dado inicial, isto �e, da fun�c~ao

f, nos pontos

xo + c to e xo − c to

e do valor da fun�c~ao g no intervalo (veja a �gura abaixo)

[xo + c to , xo − c to] .

Conclusão: os dados iniciais f, g, podem ser alterados, respectivamente, fora dos

pontos

xo + c to e xo − c to

e do intervalo

[xo + c to , xo − c to] ,

que a solu�c~ao u = u(t , x) não alterar�a seu valor no ponto (to , xo).

-

6

t

x

xo

xo + cto

xo − cto

(to, xo)

3. Relativamente ao problema de Cauchy (6.14), (6.15), (6.16), o intervalo

[xo + c to , xo − c to] ,

ser�a denominado intervalo de dependência do ponto (to , xo).

4. Relativamente ao problema de Cauchy (6.14), (6.15), (6.16), dado um intervalo

[a , b] ⊆ R, a regi~ao, que denotaremos por R, contida no plano tOx delimitada

pelas retas caracter��sticas planas associadas �a equa�c~ao do calor que passam pelos

pontos

(0 , b) e (0 , a)
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e cont�em o conjunto

{0}× [a , b] ,

ser�a dita região de influência do intervalo [a , b] (veja a �gura abaixo).

-

6

t

x

x = a − ctx = a + ct

x = b + ct
x = b − ct

R

(0, a)

(0, b)

5. Na situa�c~ao acima, se (to , xo) ∈ R, ent~ao o intervalo de dependência do ponto

(to , xo) interceptar�a o intervalo [a , b].

Logo, se alterarmos o valor dos dados iniciais do problema de Cauchy (6.14),

(6.15), (6.16) no intervalo [a , b], alterar�a o valor da solu�c~ao u = u(t , x) no ponto

(to , xo) (veja a �gura abaixo).
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-

6

t

x

x = a − ctx = a + ct

x = b + ct
x = b − ct

R

(0, a)

(0, b)

(to, xo)

xo − cto

xo + cto

6. Notemos que, para que a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (6.33), seja solu�c~ao cl�assica

do problema de Cauchy (6.14), (6.15), (6.16) deveremos ter

f ∈ C2(R ; R) e g ∈ C1(R ; R).

Por outro lado, se admitirmos procurar solu�c~oes não cl�assicas do problema de

Cauchy (6.14), (6.15), (6.16) , por exemplo, a fun�c~ao f descont��nua em xo ∈ R, o
que ocorrer�a com a fun�c~ao u = u(t , x), cuja express~ao �e dada por (6.33)?

Neste caso, de (6.18), segue que a fun�c~ao u = u(t , x) ser�a descont��nua ao longo

das retas caracter��sticas

x+ c t = xo e x− c t = xo ,

isto �e, a descontinuidade da fun�c~ao

u(0 , ·) = f

no ponto xo, propagar-se-�a ao longo das retas caracter��sticas que passam pelo

ponto (0 , xo) (veja a �gura abaixo).
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-
t

6
x

(0, xo)

x − ct = xo

x + ct = xo

Neste caso, se

f ∈ C2(R \ {xo} ; R) e g ∈ C2(R ; R) ,

segue que a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (6.33), ir�a satisfazer a equa�c~ao da onda

(6.14) fora das retas caracter��sticas que passam pelo ponto (0 , xo) (isto �e, as retas

cujas representa�c~oes geom�etricas s~ao dadas pela �gura acima).

7. O problema de Cauchy (6.14), (6.15), (6.16) descreve, para cada (t , x) ∈ R2, o

deslocamento, relativamente �a posi�c~ao de repouso, de uma corda in�nita que vibra

em um plano �xado, cuja posi�c~ao inicial �e dada pela representa�c~ao geom�etrica do

gr�a�co da fun�c~ao f e cuja velocidade inicial �e dada pela fun�c~ao g (veja a �gura

abaixo).

-
x

6
u

Para cada to ∈ R �xado.

xo

6

?

u(to, xo)

A seguir consideraremos alguns exerc��cios:
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Exerćıcio 6.41 Obter uma solu�c~ao cl�assica do problema de Cauchy (6.14), (6.15), (6.16),

quando

c
.
= 1 , f(x)

.
= sen(x) e g(x)

.
= 0 , para cada x ∈ R . (6.42)

Resolução:

Utilizando-se a express~ao (6.33), obteremos

u(t , x)
(6.33)
.
=

f(x+ c t) + f(x− c t)

2
+
1

2 c

∫ x+c t
x−c t

g(s)ds

(6.42)
=

sen(x+ t) + sen(x− t)

2
+
1

2

∫ x+t
x−t

0 ds

=
sen(x+ t) + sen(x− t)

2

=
1

2
{[ sen(x) cos(t) + sen(t) cos(x)] + [ sen(x) cos(−t)︸ ︷︷ ︸

=cos(t)

+ sen(−t)︸ ︷︷ ︸
=− sen(t)

cos(x)]}

= sen(x) cos(t) , para cada (t , x) ∈ R2 ,

ou seja,

u(t , x)
.
= sen(x) cos(t) , para cada (t , x) ∈ R2 , (6.43)

ser�a uma solu�c~ao do problema de Cauchy (6.14), (6.15), (6.16) associado �a (6.42).

�

Observação 6.44

1. Em particular, a solu�c~ao u = u(t , x), dada por (6.43), para cada to ∈ R �xado,

ser�a uma sen�oide, cuja representa�c~ao geom�etrica do seu gr�a�co ter�a sua amplitude

aumentada de | cos(to)|.

Abaixo temos algums dessas representadas geom�etricamente no plano xOu, para

os valores

t = 0 , t =
π

3
, t =

2π

3
, t = π e t =

4π

3
.

2. Notemos que quando t varia de:

(a) 0 �a
π

2
, a amplitude da onda, decresce de 1 para 0;

(b)
π

2
�a π, a amplitude da onda cresce, de 0 para 1, mas a oscila�c~ao �e o contr�ario

da registrada no intervalo
[
0 ,
π

2

]
;

(c) π �a
3π

2
, a amplitude da onda decresce, de 1 para 0;
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(d)
3π

2
�a 2π, a amplitude da onda cresce, de 0 para 1, atingindo a posi�c~ao que

se encontrava quando t = 0.

A �gura abaixo ilustra as situa�c~oes descritas acima.

3. Como

cos(t+ 2 kπ) = cos(t) , para cada t ∈ R ,

segue que, de (5.101), que

u(t+ 2 kπ , x) = u(t , x) , para cada (t , x) ∈ R2 ,

logo o movimento da corda, em qualquer intervalo de tempo de amplitude 2π, ser�a

o mesmo que no intervalo [0 , 2π].

Temos tamb�em o seguinte exerc��cio resolvido, que ilustra o caso em que o dado inicial f,

não �e uma fun�c~ao diferenci�avel em algum ponto.

Exerćıcio 6.45 Obter uma solu�c~ao cl�assica do problema de Cauchy (6.14), (6.15), (6.16)

quando,

c
.
= 1 (6.46)
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e as fun�c~oes f , g : R → R s~ao dadas por

f(x)
.
=

{
0 , para cada x ∈ (−∞ ,−1) ∪ (1 ,∞) ,

−2 |x|+ 2 , para x ∈ (−1 , 1) ,
, (6.47)

g(x)
.
= 0 , para cada x ∈ R . (6.48)

Resolução:

A representa�c~ao ge�om�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f �e dada pela �gura abaixo:

-
x1−1

6

Notemos que f ̸∈ C2(R ; R), pois ela n~ao �e diferenci�avel em (veja a �gura acima)

x = −1 , x = 0 d e x = 1 .

Utilizando-se a express~ao (6.33) obteremos:

u(t , x)
(6.33)
=

f(x+ c t) + f(x− c t)

2
+
1

2 c

∫ x+c t
x−c t

g(s)ds

(6.46),(6.48)
=

f(x+ t) + f(x− t)

2
, para cada (t , x) ∈ R2 ,

ou seja,

u(t , x)
.
=
f(x+ t) + f(x− t)

2
, para cada (t , x) ∈ R2 , (6.49)

ser�a uma solu�c~ao (n~ao cl�assica) do problema de Cauchy (6.14), (6.15), (6.16), com (6.46),

(6.47), (6.48).

Observemos que a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (6.49), ser�a cont��nua em R2, mas não ser�a

diferenic�avel em todo R2, mais precisamente, n~ao ser�a diferenci�avel nas retas caracter��siticas

que passam pelos pontos

(0 ,−1) , (0 , 0) e (0 ,−1) ,

ou seja, sobre as retas (veja a �gura abaixo):

x± t = 0 , x± t = 1 e x± t = −1.
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-

6

x − t = 0

x − t = −1

x − t = 1

x + t = 0

x + t = 1

x + t = −1

(0, 1)

(0, 0)

(0,−1)

Considerando somente as retas caracter��sticas que passam pelos pontos

(0 ,−1) e (0 , 1) ,

elas dividir~ao o plano tOx em nove regi~oes, a saber (veja a �gura abaixo):

I
.
=

{
(t , x) ∈ R2 ; x+ t < −1 e x− t < −1

}
, (6.50)

II
.
=

{
(t , x) ∈ R2 ; −1 < x+ t < 1 e x− t < −1

}
, (6.51)

III
.
=

{
(t , x) ∈ R2 ; 1 < x+ t e x− t < −1

}
, (6.52)

IV
.
=

{
(t , x) ∈ R2 ; 1 < x+ t e − 1 < x− t < 1

}
, (6.53)

V
.
=

{
(t , x) ∈ R2 ; 1 < x+ t e 1 < x− t

}
, (6.54)

VI
.
=

{
(t , x) ∈ R2 ; −1 < x+ t < 1 e 1 < x− t

}
, (6.55)

VII
.
=

{
(t , x) ∈ R2 ; x+ t < −1 e 1 < x− t

}
, (6.56)

VIII
.
=

{
(t , x) ∈ R2 ; x+ t < −1 e − 1 < x− t < 1

}
, (6.57)

IX
.
=

{
(t , x) ∈ R2 ; −1 < x+ t < 1 e − 1 < x− t < 1

}
. (6.58)
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-

6

x − t = 1

x − t = −1

x + t = 1

x + t = −1

(0, 1)

(0,−1)

VII

VI

V

IV

III

I

VIII
II

IX

Notemos que:

� para (t , x) ∈ I, de (6.50), teremos:

u(t , x)
(6.49)
=

x+t<−1 e (6.47)
= 0︷ ︸︸ ︷

f(x+ t) +

x−t<−1 e (6.47)
= 0︷ ︸︸ ︷

f(x− t)

2
(6.59)

= 0 ;

� para (t , x) ∈ II, de (6.51), teremos:

u(t , x)
(6.49)
=

−1<x+t<1 e (6.47)
= −2 |x+t|+2︷ ︸︸ ︷
f(x+ t) +

x−t<−1 e (6.47)
= 0︷ ︸︸ ︷

f(x− t)

2

= −|x+ t|+ 1 ; (6.60)

� para (t , x) ∈ III, de (6.52), teremos:

u(t , x)
(6.49)
=

1<x+t e (6.47)
= 0︷ ︸︸ ︷

f(x+ t) +

x−t<−1 e (6.47)
= 0︷ ︸︸ ︷

f(x− t)

2

= 0 ; (6.61)
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� para (t , x) ∈ IV, de (6.53), teremos:

u(t , x)
(6.49)
=

1<x+t e (6.47)
= 0︷ ︸︸ ︷

f(x+ t) +

−1<x−t<1 e (6.47)
= −2 |x−t|+2︷ ︸︸ ︷
f(x− t)

2

= −|x− t|+ 1 ; (6.62)

� para (t , x) ∈ V, de (6.54), teremos:

u(t , x)
(6.49)
=

1<x+t e (6.47)
= 0︷ ︸︸ ︷

f(x+ t) +

1<x−t e (6.47)
= 0︷ ︸︸ ︷

f(x− t)

2

= 0 ; (6.63)

� para (t , x) ∈ VI, de (6.55), teremos:

u(t , x)
(6.49)
=

−1<x+t<1 e (6.47)
= −2 |x+t|+2︷ ︸︸ ︷
f(x+ t) +

1<x−t e (6.47)
= 0︷ ︸︸ ︷

f(x− t)

2

= −|x− t|+ 1 ; (6.64)

� para (t , x) ∈ VII, de (6.56), teremos:

u(t , x)
(6.49)
=

x+t<1 e (6.47)
= 0︷ ︸︸ ︷

f(x+ t) +

1<x−t e (6.47)
= 0︷ ︸︸ ︷

f(x− t)

2

= 0 ; (6.65)

� para (t , x) ∈ VIII, de (6.57), teremos:

u(t , x)
(6.49)
=

x+t<−1 e (6.47)
= 0︷ ︸︸ ︷

f(x+ t) +

−1<x−t<1 e (6.47)
= −2 ,|x−t|+2︷ ︸︸ ︷
f(x− t)

2

= −|x− t|+ 1 ; (6.66)

� para (t , x) ∈ IX, de (6.58), teremos:

u(t , x)
(6.49)
=

−1<x+t<1 e (6.47)
= −2 |x+t|+2︷ ︸︸ ︷
f(x+ t) +

−1<x−t<1 e (6.47)
= −2 |x−t|+2︷ ︸︸ ︷
f(x− t)

2

= −|x+ t|+ 1− |x− t|+ 1

= 2− |x+ t|− |x− t| ; (6.67)
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-

6

x − t = 1

x − t = −1

x + t = 1

x + t = −1

(0, 1)

(0,−1)

u(t, x) = 1 − |x − t|

u(t, x) = 0

u(t, x) = 0

u(t, x) = 1 − |x − t|

u(t, x) = 0

u(t, x) = 2 − |x − t| − x + t|

u(t, x) = 0

u(t, x) = 1 − |x + t|

u(t, x) = 1 − |x + t|

�

Observação 6.68

1. Observemos que a fun�c~ao u = u(t , x), cujas expres~oes s~ao dadas (6.59) �a (6.67),

s�o não �e diferenci�avel sobre as retas caracter��sticas

x± t = 1 , x± t = −1 e x± t = 0 ,

que s~ao as curvas caracter��sticas planas que passam pelos pontos

(1 , 0) , (−1 , 0) e (0 , 0) ,

onde a fun�c~ao u = u(t , x) coincide com a fun�c~ao f e esta �ultima, não �e dife-

renci�avel nos pontos

x = 1 , x = −1 e x = 0 .

A veri�ca�c~ao deste ser�a deixado como exerc��cio para o leitor.

2. Notemos tamb�em que, no problema de Cauchy (6.14), (6.15), (6.16), para (t , x) ∈
R2, se considerarmos

c
.
= 1 e g ≡ 0 , em R ,
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ent~ao, de (6.33), segue que

u(t , x)
.
=
f(x+ t) + f(x− t)

2
, para cada (t , x) ∈ R2 . (6.69)

Assim, para (t , x) ∈ R2, teremos:

u(−t , x)
(6.69)
=

f[x+ (−t)] + f[x− (−t)]

2

=
f(x− t) + f(x+ t)

2
(6.69)
= u(t , x) ,

ou seja, para cada xo ∈ R �xado, a fun�c~ao

t 7→ u(t , xo)

ser�a uma fun�c~ao par, independentemente da fun�c~ao f.

3. Notemos tamb�em que, , no problema de Cauchy (6.14), (6.15), (6.16), para (t , x) ∈
[0 ,∞)× R, para

c
.
= 1 e g ≡ 0 , em R ,

ent~ao, tamb�em de (6.33), se a fun�c~ao f for uma fun�c~ao par, para (t , x) ∈ [0 ,∞)×
R,teremos:

u(t ,−x)
(6.69)
=

f[(−x) + t] + f[(−x) − t]

2

=
f[−(x− t)] + f[−(x+ t)]

2
f �e par
=

f(x− t) + f(x+ t)

2
(6.69)
= u(t , x) ,

ou seja, para cada to ∈ R �xado a fun�c~ao

t 7→ u(to , x)

ser�a uma fun�c~ao par, se a fun�c~ao f for uma fun�c~ao par.

4. As �guras abaixo exibem as representa�c~oes geom�etricas dos gr�a�cos das fun�c~oes

x 7→ u(to , x) ,

no plano xOu, para

to = 0 , to =
1

2
e to = 1 ,

para o caso tratado no Exerc��cio (6.45):
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-

6

x

u

1
−1

2

t = 0

-

6

x

u

t = 1
2

3
2

− 3
2

1
2

− 1
2

1

-

6

x

u

1
−1

t = 1

2−2

1

5. Do ponto de vista geom�etrico, quando t varia, de 0 �a 1, a onda, cujo per�l �e dada

pela representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f, divide-se em duas ondas, que

propagam-se com velocidade c e −c, quando t → ∞ ou t → −∞, repectivamente

(veja a �gura abaixo).

6
u

-
x

−to + 1to − 1 to + 1to − 1 to
−to

-c > 0�
−c < 0

6.3 Funções pares, ı́mpares e periódicas

Na se�c~ao anterior utilizamos a f�ormula de d'Alembert para a solu�c~ao geral da equa�c~ao da

onda (6.14) (isto �e, a express~ao (6.33)) para obter uma solu�c~ao do problema da corda in�nita

vibrante, contida num plano �xado, ou seja, o problema de Cauchy associado �a equa�c~ao da

onda em R2, a saber, o problema de Cauchy (6.14), (6.15) e (6.16).

Nesta se�c~ao trataremos de uma problema semelhante ao tratado na se�c~ao anterior, para o

caso em que a corda �e �nita, mais precisamente, vamos encontrar uma solu�c~ao do problema

de Cauchy

utt(t , x) − c
2 uxx(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) , (6.70)

u(t , 0) = u(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (6.71)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (6.72)

ut(0 , x) = 0 , para cada x ∈ [0 , L] , (6.73)

onde f : [0 , L] → R �e uma fun�c~ao dada, c , L ∈ (0 ,∞) s~ao constantes �xadas.

Observação 6.74 Vimos anteriormente, que o problema de Cauchy acima descreve o

deslocamente da posi�c~ao de repouso de uma corda �nita, de comprimento L, que vibra
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num plano �xado, cujas extremidades est~ao �xadas, cujo per�l inicial �e a representa�c~ao

geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f e a velocidade inicial �e zero (veja a �gura abaixo).

-

x

6
u

l

x

6

?

Para to ≥ 0 �xado

u(to, x)

Como vimos na Observa�c~ao (2.99) (mais precisamente em (2.106)), para o problema de

Cauchy acima admitir solu�c~ao a fun�c~ao f dever�a satisfazer a condi�c~ao de compatibilidade

f(0) = f(L) = 0. (6.75)

Observação 6.76

1. Observemos que não podemos utilizar, diretamente, a f�ormula de d'Alembert (isto

�e, (6.33))!

De fato, notemos que, de (6.33), deveremos ter

u(t , x)
g(x)

(6.73)
= 0, para x∈[0 ,L]

=
f(x+ c t) + f(x− c t)

2
. (6.77)

Como a fun�c~ao f est�a de�nida apenas no intervalo [0 , L], n~ao faz sentido, por

exemplo, computar (fazendo x = L e x = 0 na express~ao acima)

f(L+ c t) ou f(0− c t) ,
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para t ∈ (0 ,∞), isto �e, s�o poder��amos utilizar a express~ao acima quando

x+ c t , x− c t ∈ [0 , L] ,

o que nos forneceria uma solu�c~ao em uma regi~ao do plano relativamente pequena

(veja a �gura abaixo).

-

6

x − ct = 0

t

x

x + ct = l

0

R

O que fazer para encontrar a solu�c~ao nos outros pontos da regi~ao (veja a �gura

acima)

R
.
= [0 ,∞)× [0 , L] ?

2. O que faremos para resolver essa quest~ao �e estendermos, de modo conveniente,

a fun�c~ao f a uma fun�c~ao, que denotaremos por F, que estar�a de�nida em R e

utilizarmos a express~ao (6.77) para a fun�c~ao F, em lugar de utilizarmos a fun�c~ao

f.

A maneira como vamos fazermos esta extens~ao da fun�c~ao f �a R, mostrar�a que a

fun�c~ao F (extens~ao da fun�c~ao f �a R) ser�a �unica e como isto a solu�c~ao que ser�a

obtida do problema de Cauchy em quest~ao tamb�em ser�a �unica (como veremos

mais adiante).

Come�caremos supondo que j�a conhe�camos a extens~ao apropriada da fun�c~ao f �a R, ou seja,

conhecemos a fun�c~ao F : R → R de modo que

F(x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] . (6.78)

Neste caso, a fun�c~ao u = u(t , x) (consequência da f�ormula de d'Alembert, isto �e, (6.33)),

dada por:

u(t , x) =
F(x+ c t) + F(x− c t)

2
, para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× R , (6.79)
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ser�a uma solu�c~ao da equa�c~ao da onda (6.70).

A seguir olharemos com cuidado algumas propriedades da fun�c~ao F:

(i) Fazendo x = 0 em (6.79), obteremos:

u(t , 0) =
F(0+ c t) + F(0− c t)

2

como u(t , 0)
(6.71)
= 0, teremos: F(c t) + F(−c t) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) ,

ou seja, F(−c t) = −F(c t) , para cada t ∈ [0 ,∞) ,

ou ainda, F(−y) = −F(y) , para cada y ∈ R , (6.80)

mostrando que a fun�c~ao F �e uma fun�c~ao ��mpar.

Notemos que, das condi�c~oes de compatibilidade (6.75), sobre a fun�c~ao f, teremos, em

particular, que

f(0) = 0 . (6.81)

Isto implicar�a que a fun�c~ao F estar�a bem de�nida no intervalo [−L , L].

De fato, pois como

F(0)
(6.78)
= f(0)

(6.81)
= 0 ,

faz sentido considerar a extens~ao ��mpar da fun�c~ao f ao intervalo [−L , L].

(ii) Fazendo x = L em (6.79), obteremos:

u(t , L) =
F(L+ c t) + F(L− c t)

2
,

como u(t, L)
(6.71)
= 0, teremos: F(L+ c t) + F(L− c t) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) ,

ou seja, F(L− c t) = −F(L+ c t) , para cada t ∈ [0 ,∞) ,

ou ainda, F(L− y) = −F(L+ y) , para cada y ∈ R . (6.82)

Com isto temos

F(y+ 2 L) = F[L+ (y+ L)]

(6.82)
= −F[L− (y+ L)︸ ︷︷ ︸

=−y

]

= −F(−y)

(6.80)
= −[−F(y)]

= F(y) , para cada y ∈ R ,
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ou seja,

F(y+ 2 L) = F(y) , para cada y ∈ R , (6.83)

mostrando que a fun�c~ao F dever�a ser uma fun�c~ao 2 L-peri�odica.

Notemos que, das condi�c~oes de compatibilidade (6.75), sobre a fun�c~ao f teremos, em

particular, que

f(L) = 0 . (6.84)

Logo a fun�c~ao F estar�a bem de�nida em R.

De fato pois, como

F(L)
(6.78)
= f(L)

(6.84)
= 0 (6.85)

e a fun�c~ao F dever�a ser uma fun�c~ao ��mpar, segue que

F(−L)
(6.80)
= −F(L)

(6.85)
= 0 .

Logo faz sentido conisderarmos uma extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica da fun�c~ao f �a R.

Podemos agora fazer as seguintes observa�c~oes:

Observação 6.86

1. Notemos que as propriedades (6.78), (6.80) e (6.83) (ou seja, saber que a fun�c~ao

F dever�a ser uma fun�c~ao ��mpar e 2 L-peri�odica) determinam, de modo �unico, a

fun�c~ao F.

De fato, notemos que:

� para x ∈ [0 , L], deveremos que

F(x) = f(x) ;

� para x ∈ [−L , 0], como a fun�c~ao F dever�a ser uma fun�c~ao ��mpar, deveremos

ter

F(x) = −F(−x)

−x∈[0 ,L] e (6.78)
= −f(−x) ;

� para x ∈ [L ,∞), existir�a k ∈ N, de modo que

x ∈ [(2 k− 1)L , (2 k+ 1)L] = [2 k L− L , 2 k L+ L] , (6.87)

ou seja, y
.
= x− 2 k L ∈ [−L , L] . (6.88)
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Logo

F(x)
(6.88)
= F(y+ 2 k L)

(6.83)
= F(y)

(6.88)
= F( x− 2 k L︸ ︷︷ ︸

∈[−L ,L], por (6.88)

)

(6.78)
=

{
−f[−(x− 2 k L)] , se x− 2 k L ∈ [−L , 0] ,

f(x− 2 k L) , se x− 2 k L ∈ [0 , L]

=

{
−f(−x+ 2 k L) , se x− 2 k L ∈ [−L , 0] ,

f (x− 2 k L) , se x− 2 k L ∈ [0 , L]
. (6.89)

� para x ∈ (−∞ ,−L], teremos −x ∈ [L ,∞), logo

F(x)
(6.80)
= −F(−x) ,

e a express~ao para F(−x) pode ser obtida como no item acima (pois −x ∈
[L ,∞)).

Conclusão: a fun�c~ao F �e a �unica extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica da fun�c~ao f, �a R.

2. Notemos, uma vez mais que, das condi�c~oes de compatibilidade sobre a fun�c~ao f

(isto �e, (6.75)), a fun�c~ao F estar�a bem de�nida (veja a �gura abaixo).

-

6

xl
−l

�

Gr�a�co da fun�c~ao f

U

Gr�a�co da fun�c~ao F
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3. A fun�c~ao F ser�a dita a extensão ı́mpar e 2 L-periódica da fun�c~ao f, �a R.

4. Se considerarmos a conven�c~ao que a derivada nos extremos inferior e superior

de um intervalo fechado e limitado [a , b], sejam as derivadas laterais pela direita

de x = a e pela esquerda de x = b, respectivamente, ent~ao no caso da fun�c~ao

f : [0 , L] → R denotaremos por

f ′(0)
.
= lim

h→0+
f(h) − f(0)

h
e f ′(L)

.
= lim

h→0−
f(L+ h) − f(L)

h
, (6.90)

ou seja,

f ′(0)
.
= f ′

+(0) e f ′(L)
.
= f ′

−(L) . (6.91)

5. Podemos considerar conven�c~oes semelhantes para as derivadas de ordem maior

ou igual a dois de uma fun�c~ao, a valores reais, de�nida em um intervalo fechado

e limitado [a , b], nos pontos x = a e x = b.

Deixaremos estas considera�c~oes como exerc��cio para o leitor.

Agora estamos preparados para obter uma solu�c~ao cl�assica u = u(t , x) do problema de

Cauchy (6.70), (6.71), (6.72) e (6.73).

Como vimos anteriormente uma candidata a solu�c~ao cl�assica do problema de Cauchy

acima ser�a (veja (6.79)):

u(t , x) =
F(x+ c t) + F(x− c t)

2
, para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× R , (6.92)

onde a fun�c~ao F : R → R �e a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica da fun�c~ao f : [0 , L] → R (o dado

inicial, que aparece em (6.72)).

Lembremos que como estamos procurando solu�c~oes cl�assicas do problema de Cauchy de-

veremos ter F ∈ C2(R ; R).
Uma condi�c~ao necess�aria para que isto ocorra �e que

f ∈ C2([0 , L] ; R) . (6.93)

Notemos que s�o a condi�c~ao acima não implicar�a, necessariamente, que a fun�c~ao F, que �e

a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica da fun�c~ao f �a R, seja uma fun�c~ao que perten�ca �a C2(R ; R).
A seguir veremos que a condi�c~ao (6.93), com as condi�c~oes de compatibilidade (6.75) e,

al�em disso, com aa condi�c�c~oes adicionais

f ′′(0) = f ′′(L) = 0, (6.94)

implicar~ao que F ∈ C2(R ; R) e assim a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (6.92), ser�a uma solu�c~ao

do problema de Cauchy dado.

Mostremos que, com as condi�c~oes acima, teremos F ∈ C2(R ; R).
Para isto, a�rmamos que:
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1. F ∈ C(R ; R).

Como a fun�c~ao F �e a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica da fun�c~ao f, temos que a mesma

ser�a cont��nua no ponto

xo ∈ ((k− 1)L , k L) , para k ∈ Z ,

pois a fun�c~ao f �e cont��nua em (0 , L).

Os detalhes da veri�ca�c~ao deste fato ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

Notemos tamb�em que, como a fun�c~ao F �e a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica da fun�c~ao f,

para mostrar a continuidade da fun�c~ao F no ponto

x = kL , para cada k ∈ Z ,

bastar�a mostrar a continuidade no pontos

x = 0 e x = L .

Os detalhes da veri�ca�c~ao deste fato ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

Observemos que, a continuidade da fun�c~ao F em x = 0, segue da continuidade da fun�c~ao

f �a direita de x = 0 e do fato que a fun�c~ao F �e a extens~ao ��mpar da fun�c~ao f.

Mais precisamente, temos:

lim
x→0+ F(x)

x∈(0 ,L) , teremos: F(x)
(6.78)
= f(x)

= lim
x→0+ f(x)

f �e cont. em x=0
= f(0)

(6.75)
= 0

(6.78)
= F(0) ,

Para a continuidade �a esquerda de x = 0 temos:

lim
x→0− F(x)

x∈(−L ,0) , teremos: F(x)=−F(−x)
(6.78)
= −f(−x)

= lim
x→0−[−f(−x)]

f �e cont. em x=0
= −f(0)

(6.75)
= 0

(6.75)
= f(0)

(6.78)
= F(0) .
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Logo

lim
x→0 F(x) = 0 = F(0) ,

mostrando que a fun�c~ao F �e cont��nua em x = 0.

A continuidade da fun�c~ao F em x = L, segue da continuidade da fun�c~ao f �a esquerda de

x = L e do fato que a fun�c~ao F �e uma fun�c~ao ��mpar e 2 L-peri�odica da fun�c~ao f.

Mais precisamente, teremos:

lim
x→L− F(x)

x∈(0 ,L) , teremos: F(x)
(6.78)
= f(x)

= lim
x→L− f(x)

f �e cont. em x=L
= f(L)

(6.75)
= 0

(6.78)
= F(L) ,

Para a continuidade �a direita de x = L temos:

lim
x→L+ F(x)

x∈(L ,2 L) , teremos: F(x)
(6.89)
= −f(−x+2 L)

= − lim
x→L+ f(−x+ 2 L)

y
.
=2 L−x
= − lim

y→L− f(y)
f �e cont. em x=L

= −f(L)

(6.75)
= 0

(6.75)
= f(L)

(6.78)
= F(L) .

Logo

lim
x→L F(x) = 0 = F(L) ,

mostrando que a fun�c~ao F �e cont��nua em x = L.

Com isto podemos concluir que F ∈ C(R;R).

2. F ∈ C1(R ; R).

De fato, procedendo como no item acima, notamos que se

xo ∈ ((k− 1)L , k L) , para algum k ∈ Z ,

segue, de (6.89), que a fun�c~ao F ser�a continuamente diferenci�avel em xo.

Os detalhes da veri�ca�c~ao destes fatos ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.
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Logo, basta mostrar que a fun�c~ao F �e continuamente diferenci�avel em

x = 0 e x = L .

2.1 A�rmamos que a fun�c~ao F �e diferenci�avel em x = 0.

De fato, pois

lim
h→0+

F(h) − F(0)

h

h∈(0 ,L) e (6.89)
= lim

h→0+
f(h) − f(0)

h
f �e dif. em x=0

= f ′(0) ,

lim
h→0−

F(h) − F(0)

h

h∈(−L ,0) e (6.89)
= lim

h→0−
−f(−h) −

(6.75)
= 0=−f(0)︷︸︸︷
f(0)

h

k
.
=−h
= lim

k→0+
−[f(k) − f(0)]

−k

= lim
k→0+

f(k) − f(0)

k
f �e dif. em x=0

= f ′(0) .

Logo existe o limite lim
h→0

F(h) − F(0)

h
e igual �a f ′(0), mostrando que a fun�c~ao F �e

diferenci�avel em x = 0 e

F ′(0) = f ′(0) . (6.95)

2.2 A�rmamos que a fun�c~ao F �e diferenci�avel em x = L .

De fato, pois

lim
h→0−

F(h+ L) − F(L)

h

h+L∈(0 ,L) e (6.89)
= lim

h→0−
f(h+ L) − f(L)

h
f �e dif. em x=L

= f ′(L) ,

lim
h→0+

F(h+ L) − F(L)

h

h+L∈(L ,2 L) e (6.89)
= lim

h→0+
−f[

=−h+L︷ ︸︸ ︷
(−L− h) + 2 L] −

(6.75)
= 0=−f(L)︷︸︸︷
f(L)

h

= lim
h→0+

−f(−h+ L) − [−f(L)]

h

k
.
=−h
= lim

k→0−
−[f(k+ L) − f(L)]

−k

= lim
k→0−

f(k+ L) − f(L)

k
f �e dif. em x=L

= f ′(L),
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logo existe o limite lim
h→0

F(h+ L) − F(L)

h
e �e igual a f ′(L), mostrando que a fun�c~ao

F �e diferenci�avel em x = L e

F ′(L) = f ′(L) . (6.96)

Logo de (6.89) e dos itens acima, podemos concluir que a fun�c~ao F �e diferenci�avel em

R e, al�em disso, teremos:

F ′(x) =

{
f ′(−x+ 2 k L) , para x− 2 k L ∈ [−L , 0] ,

f ′(x− 2 k L) , para x− 2 k L ∈ [0 , L]
. (6.97)

A veri�ca�c~ao deste daro ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Lembremos que a fun�c~ao F �e uma fun�c~ao ��mpar e 2 L-peri�odica em R, logo a fun�c~ao F ′

ser�a uma fun�c~ao par e 2 L-peri�odica em R.

2.3 F ′ ∈ C(R ; R).
Como a fun�c~ao F ′ �e dada por (6.97) segue que, para

xo ̸= kL , para k ∈ Z ,

ela ser�a cont��nua em x = xo, pois a fun�c~ao f ′ �e cont��nua no correspondente ponto do

intervalo (0 , L).

Os detalhes da veri�ca�c~ao destes fatos ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

Para estudar a continuidade da fun�c~ao F ′ nos pontos

xo = kL , para cada k ∈ Z ,

do fato que a F ′ �e uma fun�c~ao par e 2 L-peri�odica em R (pois �e a derivada de uma

fun�c~ao ��mpar e 2 L-peri�odica), vemos que basta estudar a continuidade da mesma em

xo = 0 e xo = L .

Os detalhes da veri�ca�c~ao destes fatos ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

Para mostrarmos a continuidade da mesma em xo = 0, vejamos que:

lim
x→0+ F ′(x)

x∈(0 ,L) teremos: F ′(x)
(6.78)
= f ′(x)

= lim
x→0+ f ′(x)

f ′ �e cont. em x=0
= f ′(0)

(6.78)
= F ′(0) ,

lim
x→0− F ′(x)

x∈(−L ,0) teremos: F ′(x)
(6.89) com k=0

= f ′(−x)
= lim

x→0−[f ′(−x)]

f ′ �e cont. em x=0
= f ′(0)

(6.89) com k=0
= F ′(0),
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logo

lim
x→0 F ′(x) = F ′(0) ,

mostrando que a fun�c~ao F ′ �e cont��nua em x = 0.

De modo semelhante, estudamos a continuidade da fun�c~ao F ′ no ponto x = L, ou seja:

lim
x→L− F ′(x)

x∈(0 ,L) teremos: F ′(x)
(6.89) com k=0

= f ′(x)
= lim

x→L− f ′(x)

f ′ �e cont. em x=L
= f ′(L)

(6.89) com k=0
= F ′(L) ,

lim
x→L+ F ′(x)

x∈(L ,2 L) teremos: F ′(x)
(6.89) com k=1

= f ′(−x+2 L)
= lim

x→L+[f ′(−x+ 2 L)]

y
.
=2 L−x
= lim

y→L− f ′(y)

f ′ �e cont. em x=L
= f ′(L)

(6.89) com k=0
= = F ′(L) .

Logo

lim
x→L F ′(x) = F ′(L) ,

mostrando que a fun�c~ao F ′ �e cont��nua em x = L.

Com isto podemos concluir que F ∈ C1(R ; R).

Antes de prosseguir na demonstra�c~ao que F ∈ C2(R ; R), faremos algumaa observa�c~oes que

poder~ao ser �uteis em outra ocasi~oes.

Observação 6.98 Observemos que:

1. para mostrar que a fun�c~ao F, a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica da fun�c~ao f, est�a

de�nida em R, precisamos utilizar o fato que a fun�c~ao f, que est�a de�nida somente

em [0 , L], satisfaz

f(0) = f(L) = 0 . (6.99)

Portanto, para mostrar que existe a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica �a R, de uma

fun�c~ao de�nida em [0 , L], precisamos de (6.99).

Conclusão: existe a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica �a R, de uma fun�c~ao de�nida

em [0 , L], se, e somente, se, vale (6.99).
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2. para mostrar que a fun�c~ao F �e cont��nua em R, precisamos utilizar o fato que a

fun�c~ao f �e cont��nua em [0 , L] e que satisfaz (6.99).

Logo, para mostrar que a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica de uma fun�c~ao cont��nua,

de�nida em [0 , L], �e cont��nua em R, precisamos de (6.99).

Conclusão: a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica a R, de uma fun�c~ao de�nida e

cont��nua em [0 , L], ser�a cont��nua em R se, e somente, se, vale (6.99).

3. para mostrar que a fun�c~ao F �e diferenci�avel em R, utilizamos que ela �e a extens~ao

��mpar e 2 L-per��odica da fun�c~ao f que �e diferenci�avel lem [0 , L].

Logo, para mostrar que a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica de uma fun�c~ao de�nida

e diferenci�avel em [0 , L], seja diferenci�avel em R precisamos, al�em da diferencia-

biliade da fun�c~ao dada em [0 , L], de (6.99).

Conclusão: a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica �a R, de uma fun�c~ao de�nida dife-

renci�avel em [0 , L], ser�a diferenci�avel em R se, e somente, se, vale (6.99).

4. sendo a fun�c~ao F uma fun�c~ao ��mpar, 2 L-peri�odica em R e diferenci�avel em R,
segue que a sua fun�c~ao derivada F ′ ser�a uma fun�c~ao par, 2 L-peri�odica em R e,

al�em disso, ser�a a extens~ao par e 2 L-peri�odica �a R, da fun�c~ao f ′, que est�a de�nida

em [0 , L].

Logo, para mostrar que a extens~ao par e 2 L-peri�odica �a R, de uma fun�c~ao cont��nua

de�nida em [0 , L], seja cont��nua em R n~ao precisamos de nenhuma restri�c~ao

adicional.

Portanto, para mostrar que a fun�c~ao F ′ �e cont��nua em R, s�o utilizamos o fato que

ela �e extens~ao par e 2 L-per��odica �a R, da fun�c~ao f ′, que �e cont��nua em [0 , L].

Conclusão: a extens~ao par e 2 L-peri�odica a R, de uma fun�c~ao de�nida e cont��nua

em [0 , L], �e uma fun�c~ao cont��nua em R.

5. se uma fun�c~ao �e par e 2 L-peri�odica em R, ent~ao sua derivada ser�a uma fun�c~ao

��mpar e 2 L-peri�odica em R.

Notemos que, se a fun�c~ao F ′ (a extens~ao par e 2 L-peri�odica a R, da fun�c~ao f ′,

que est�a de�nida em [0 , L]) �e diferenci�avel em R, segue que a fun�c~ao F ′′ ser�a uma

fun�c~ao ��mpar e 2 L-peri�odica em R.

Logo a fun�c~ao F ′′ dever�a ser a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica �a R, da fun�c~ao f ′′,

que est�a de�nida em [0 , L].

Portanto, pelos itens 1. e 2. acima, deveremos ter

f ′′(0) = f ′′(L) = 0 , (6.100)

para que F ∈ C2(R ; R).
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Com isto acabamos de provar os seguintes resultados gerais:

Proposição 6.101 Dada f ∈ C([0 , L] ; R), tal que

f(0) = f(L) = 0 , (6.102)

consideremos a fun�c~ao F : R → R, dada por:

F(x)
.
=

{
f(x− 2 k L) , para x ∈ [2 k L , (2 k+ 1)L] ,

−f(−x+ 2 k L) , para x ∈ [(2 k− 1)L , 2 k L]
, para k ∈ Z. (6.103)

Ent~ao a fun�c~ao F �e a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica �a R, da fun�c~ao f.

Al�em disso F ∈ C(R ; R).

Proposição 6.104 Dada g ∈ C([0 , L] ; R) consideremos a fun�c~ao G : R → R, dada por:

G(x)
.
=

{
g(x− 2 k L) , para x ∈ [2 k L , (2 k+ 1)L] ,

g(−x+ 2 k L) , para x ∈ [(2 k− 1)L , 2 k L]
, para k ∈ Z . (6.105)

Ent~ao a fun�c~ao G �e a extens~ao par e 2 L-peri�odica �a R, da fun�c~ao g.

Al�em disso G ∈ C(R ; R).

Como consequência destes resultados, temos o:

Corolário 6.106 Sejam f ∈ C2([0 , L] ; R), tal que

f(0) = f(L) = f ′′(0) = f ′′(L) = 0 (6.107)

e consideremos a fun�c~ao F : R → R, dada por:

F(x)
.
=

{
f(x− 2 k L) , para x ∈ [2 k L , (2 k+ 1)L] ,

−f(−x+ 2 k L) , para x ∈ [(2 k− 1)L , 2 k L]
, para k ∈ Z . (6.108)

Ent~ao a fun�c~ao F �e a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica �a R, da fun�c~ao f.

Al�em disso, F ∈ C2(R ; R).

Uma outra propriedade muito �util de fun�c~oes peri�odicas �e dada pela:

Proposição 6.109 Seja g ∈ C(R ; R), uma fun�c~ao T-per��odica e integr�avel em cada in-

tervalo [a , b] ⊆ R.
Ent~ao, para todo c ∈ R temos que∫ c+T

c

g(x)dx =

∫ T
0

g(x)dx . (6.110)
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Demonstração:

Como a fun�c~ao g �e cont��nua em [a , b], segue que:∫ c+T
c

g(x)dx =

∫ 0
c

g(x)dx+

∫ T
0

g(x)dx+

∫ c+T
T

g(x)dx

= −

∫ c
0

g(x)dx+

∫ T
0

g(x)dx+

∫ c+T
T

g(x)dx︸ ︷︷ ︸
.
= I

. (6.111)

Fazendo a mudan�ca de vari�aveis
y
.
= x− T , logo: dy = dx

x = T , logo: y = 0

x = c+ T , logo: y = c

,

na integral de�nida I , obteremos:∫ c+T
T

g(x)dx =

∫ c
0

g(y+ T)︸ ︷︷ ︸
g �e T -peri�odica

= g(y)

dy

=

∫ c
0

g(y)dy . (6.112)

Substituindo (6.112) em (6.111), obteremos:∫ c+T
c

g(x)dx = −

∫ c
0

g(x)dx+

∫ T
0

g(x)dx+

∫ c
0

g(y)dy

=

∫ T
0

g(x)dx ,

como quer��amos demonstrar.

�
Retornemos ao problema de Cauchy (6.70), (6.71), (6.72) e (6.73).

Nosso objetivo �e obter um resultado de existência para este problema de Cauchy.

Para isto precisamos estabelecer a classe onde a solu�c~ao dever�a existir que, na situa�c~ao

atual, ser�a

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (0 , L) ; R) . (6.113)

Observemos que, nesta classe, precisamos dizer o que signi�car�a a condi�c~ao (6.73), ou

seja:

ut(0 , x) = 0 , para cada x ∈ [0 , L] , (6.114)
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j�a que, em princ��pio, a fun�c~ao u = u(t , x) n~ao �e, necessariamente, diferenci�avel no ponto

(0 , x), para cada x ∈ [0 , L].

Uma possibilidade seria pensar em ut(0 , x) como a derivada direcional, na dire�c~ao da

normal nos pontos (0 , x) que pertecem �a fronteria de (veja a �gura abaixo)

[0 ,∞)× [0 , L] ,

ou seja, a condi�c~ao (6.73), poderia ser vista como sendo:

lim
h→0+

u(h , x) − u(0 , x)

h
= 0 , para cada x ∈ [0 , L] . (6.115)

Notemos que, para cada h ∈ (0 , δ), temos que faz sentido calcular u(h , x), para cada

x ∈ [0 , L].
6

x

-
t

l

- n⃗(0, x)

Assim procuraremos solu�c~oes u = u(t , x) que perten�cam �a seguinte classe:

V
.
= {u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R)∩C2((0 ,∞)× (0 , L) ; R) , e u satisfazendo (6.115)} . (6.116)

Como vimos anteriormente, se u ∈ V �e uma solu�c~ao do problema de Cauchy acima, como

u ∈ C2((0 ,∞)× (0 , L) ; R) ,

ela dever�a ser da forma (6.79), para cada x ∈ [0 , L], onde a fun�c~ao F dever�a ser a extens~ao

��mpar e 2 L-peri�odica �a R, da fun�c~ao f, que est�a de�nida em [0 , L].

Notemos que, como f ∈ C2([0 , L] ; R) e satisfaz (6.107) segue (das considera�c~oes acima)

que F ∈ C2(R ; R), implicando que

u ∈ C2([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ,

ou seja, a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (6.79), �e a restri�c~ao de uma fun�c~ao que pertence a

C2(R2 ; R), ao conjunto [0 ,∞)× [0 , L].
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Temos tamb�em:

u(t , 0)
(6.79)
=

F(0+ c t) + F(0− c t)

2

=
F(c t) + F(−c t)

2
F �e ��mpar

= 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) ,

u(t , L)
(6.79)
=

F(L+ c t) + (L− c t)

2
F �e 2L-peri�odica

=
F[(L+ c t) − 2 L)] + F(L− c t)

2

=
F(−L+ c t) + F(L− c t)

2

=
F[−(L− c t)] + F(L− c t)

2
F �e ��mpar

=
−F(L− c t) + F(L− c t)

2
= 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) ,

ou seja, a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (6.79), satisfaz as condi�c~oes de contorno (6.71).

Al�em disso, temos

u(0 , x)
(6.79)
=

F(x+ c · 0) + F(x− c · 0)
2

=
F(x) + F(x)

2

= F(x)

(6.78)
= f(x) , para cada x ∈ [0 , L] ,



6.3. FUNC� ~OES PARES, �IMPARES E PERI �ODICAS 275

e

ut(0 , x)
.
= lim

h→0+
u(h , x) − u(0 , x)

h

(6.79)
= lim

h→0+
[F(x+ ch) + F(x− ch)] − [F(x+ c · 0) + F(x− c · 0)]

2h

=
1

2
lim
h→0+

F(x+ ch) − F(x− ch) − 2 F(x)

h

=
1

2
lim
h→0+

{
F(x+ ch) − F(x)

h
−
F(x− ch) − F(x)

h

}
c̸=0
=
1

2
c lim
h→0+

{
F(x+ ch) − F(x)

ch
−
F(x− ch) − F(x)

ch

}
k
.
=c h ,c>0
=

1

2
c lim
k→0+

{
F(x+ k) − F(x)

k
−
F(x− k) − F(x)

k

}
=
1

2
[F ′(x) − F ′(x)]

= 0 , para cada x ∈ [0 , L] , (6.117)

ou seja, a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (6.79), satisfaz (6.73).

Com isto acabamos de porvar o

Teorema 6.118 Suponhamos que f ∈ C2([0, L] ; R) e satisfaz (6.107).

Ent~ao a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (6.79), �e uma solu�c~ao do problema de Cauhy

(6.70), (6.71), (6.72) e (6.73), na classe V (dada por (6.116)), onde a fun�c~ao F �e a

extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica �a R, da fun�c~ao f.

Al�em disso u ∈ C2([0 ,∞)× [0 , L] ; R).

A seguir faremos uma observa�c~ao relacionadas com as hip�otese do Teorema acima.

Observação 6.119 Se a fun�c~ao f, ou alguma de suas derivadas at�e a 2.a ordem, tem

uma descontinuidade em xo ∈ [0 , L], essa descontinuidade ir�a propagar-se ao longo da

curva caracter��stica plana que passa pelo ponto

(0 ,±xo + 2 k L) , para cada k ∈ Z ,

que pertence a faixa

[0 ,∞)× [0 , L] .

Isto se deve ao fato que (veja o item 6. da Observa�c~ao (6.40)) a fun�c~ao F, a extens~ao

��mpar e 2 L-peri�odica de fun�c~ao f �a R, possuir�a descontinuidades nos pontos (veja a

�gura abaixo)

±xo + 2 k L , para cada k ∈ Z .
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6x

l

-

	

]

x = xo − ct

x = −xo + ct

t

xo

−xo

−xo + 2L

Consideremos o seguintes exemplo:

Exemplo 6.120 Encontre uma solu�c~ao do problema de Cauchy (6.70), (6.71), (6.72),

(6.73), na classe V, de�nida em (6.105), onde

c
.
= 1 , L

.
= 2 (6.121)

e a fun�c~ao f : [0 , 2] → R �e dada por:

f(x)
.
=

{
2 x , para x ∈ [0 , 1] ,

4− 2 x , para x ∈ [1 , 2] .
. (6.122)

Resolução:

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f �e dada pela �gura abaixo.

6

-
x0 1 2

2

Notemos que f ∈ C([0 , 2] ; R), n~ao �e diferenci�avel em xo = 1 e

f(0) = f(2) = 0 . (6.123)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Uma solu�c~ao do problema de Cauchy, tendo-se (6.121), �e dada por (6.79), ou seja:

u(t , x)
(6.121)
=

F(x+ t) + F(x− t)

2
, para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , 2] , (6.124)
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onde a fun�c~ao F �e a extens~ao ��mpar de 4-peri�odica �a R, da fun�c~ao f.

Notemos que a fun�c~ao F, a extens~ao ��mpar e 4-peri�odica, da fun�c~ao f �a R, ter�a a repre-

senta�c~ao geom�etrica do seu gr�a�co dada pela �gura abaixo.

6

0 1 2

2

-
4

Gr�a�co da fun�c~ao F

x
−2

Devido a este fato e a Observa�c~ao (6.119), segue que a solu�c~ao dada por (6.124) n~ao ser�a

diferenci�avel ao longo da retas

x± t = ±1+ 4 k , para cada k ∈ Z ,

que s~ao curvas caracter��sticas planas associadas �a equa�c~ao da onda (6.70), tendo-se (6.121),

que interceptam a regi~ao (veja a �gura abaixo)

[0 ,∞)× [0 , 2] .

6x

2

-

	

]
t

1

−1

x + t = ±1 + 4k

x − t = ±1 + 4k

−1 + 4 = 3

Para �nalizar a se�c~ao, temos o:
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Exerćıcio 6.125 Encontre uma solu�c~ao do problema de Cauchy (6.70), (6.71), (6.72) e

(6.73), na classe V, , de�nida em (6.105), onde

c
.
= 1 , L

.
= 1 (6.126)

e a fun�c~ao f : [0 , 1] → R �e dada por:

f(x)
.
= −x2 + x , para cada x ∈ [0 , 1] . (6.127)

Resolução:

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f �e dada pela �gura abaixo.

6

-
x0

1
2 1

1
4

Notemos que f ∈ C2([0 , 1] ; R),

f(0) = f(1) = 0 , (6.128)

e, al�em disso,

f ′(x) = −2 x+ 1 , para x ∈ [0 , 1] ,

logo f ′′(x) = −2 , para cada x ∈ [0 , 1] , (6.129)

assim

f ′′(0)
(6.129)
= f ′′(1)

(6.129)
= −2 ̸= 0 . (6.130)

Portanto, de (6.130), podemos concluir que a fun�c~ao F, que �e a extens~ao ��mpar e 2-

peri�odica (notemos que L = 1), da fun�c~ao f �a R, pertencer�a a C1(R ; R), mas n~ao pertencer�a

C2(R ; R).
Na verdade, a fun�c~ao F não �e duas vezes diferenci�avel nos pontos

x = ±1+ 2 k e x = ±2 k para cada k ∈ Z .

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cios para o leitor.
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A solu�c~ao do problema de Cauchy (6.70), (6.71), (6.72) e (6.73), tendo-se (6.126), ser�a

dada por (veja (6.79) com c = 1 e L = 2):

u(t , x) =
F(x+ t) + F(x− t)

2
, para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , 1] , (6.131)

onde a fun�c~ao F �e a extens~ao ��mpar de 2-peri�odica, da fun�c~ao fun�c~ao f, �a R.
Notemos que a fun�c~ao F, a extens~ao ��mpar de 2-peri�odica da fun�c~ao f, �a R, ter�a a repre-

senta�c~ao geom�etrica do seu gr�a�co dada pela �gura abaixo.

6

0
1
2 1

1
4

-
2

Gr�a�co da fun�c~ao F

x

J�a a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao F ′ ser�a dada pela �gura abaixo.

1
2

-
x

6

− 1
2

1
−1

Devido a este fato e a Observa�c~ao (6.119), segue que a solu�c~ao do problema de Cau-

chy (6.70), (6.71), (6.72) e (6.73), tendo-se (6.126), dada por (6.131), n~ao ser�a duas vezes

diferenci�avel ao longo da retas

x± t = ±1+ 2 k e x± t = ±2 k , para cada k ∈ Z ,

que s~ao curvas caracter��sticas planas associadas �a equa�c~ao da onda (6.70), que interceptam a



280 CAP�ITULO 6. A EQUAC� ~AO DA ONDA

regi~ao (veja a �gura abaixo)

[0 ,∞)× [0 , 1] .

6x

2

-

	

]
t

1

−1

x + t = ±1 + 2k

x − y = ±1 + 2k

�

x + t = 2 k

K

x − t = 2 k

6.4 A corda finita

Nesta se�c~ao estudaremos o problema de Cauchy

utt(t , x) − c
2 uxx(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) , (6.132)

u(t , 0) = u(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (6.133)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (6.134)

ut(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (6.135)

onde as fun�c~oes f , g : [0 , L] → R s~ao fun�c~oes dadas, c , L ∈ (0 ,∞) s~ao constantes �xadas.

Suponhamos que f ∈ C2([0 , L] ; R), g ∈ C1([0 , L] ; R) satisfazem

f(0) = f(L) = f ′′(0) = f ′′(L) = g(0) = g(L) = 0 . (6.136)

Observação 6.137

1. Como vimos anteriormente, o problema de Cauchy (6.132), (6.133), (6.134), (6.135)

acima, descreve o deslocamente da posi�c~ao de repouso de uma corda �nita, de

comprimento L, que vibra num plano �xado e que cujas extremidades est~ao presas,

que tem per�l inicial dado pela representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f e

cuja velocidade inicial �e dada pela fun�c~ao g.
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2. O problema acima pode ser visto como um problema misto, onde as condi�c~oes de

contorno s~ao dadas por (6.133) (a corda est�a presa nas extremidades para todo

t ∈ [0 ,∞)) e as condi�c~oes iniciais s~ao dadas por (6.134) e (6.135).

Para encontrar uma fun�c~ao u : [0 ,∞) × [0 , L] → R que seja solu�c~ao do problema de

Cauchy acima, dividiremos o mesmo em dois, sendo o 1.o de Cauchy com

g ≡ 0

e o 2.o problema de Cauchy com

f ≡ 0 ,

mais precisamente, resolveremos os seguintes problemas de Cauchy:

vtt(t , x) − c
2 vxx(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) , (6.138)

v(t , 0) = v(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (6.139)

v(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (6.140)

vt(0 , x) = 0 , para cada x ∈ [0 , L] , (6.141)

e

wtt(t , x) − c
2wxx(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) , (6.142)

w(t , 0) = w(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (6.143)

w(0 , x) = 0 , para cada x ∈ [0 , L] , (6.144)

wt(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ [0 , L] . (6.145)

Observação 6.146 Observemos que se as fun�c~ao v ,w : [0 ,∞)× [0 , L] → R s~ao solu�c~oes

dos respectivos problemas de Cauchy acima pertencentes a V, dada por (6.116), ent~ao

a fun�c~ao u : [0 ,∞)× [0 , L] → R, dada por:

u(t , x)
.
= v(t , x) +w(t , x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] , (6.147)

ser�a uma solu�c~ao do problema de Cauchy (6.132), (6.133), (6.134), (6.135), pertencente

a V.

De fato, como a EDP (6.132) �e linear, se as fun�c~ao v = v(t , x) e w = w(t , x) s~ao

solu�c~oes da EDP segue que a fun�c~ao u = u(t , x) tamb�em ser�a.
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Notemos tamb�em que

u(t , 0)
(6.147)
= v(t , 0) +w(t , 0)

(6.139) e (6.143)
= 0+ 0

= 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) ,

u(t , L)
(6.147)
= v(t , L) +w(t , L)

(6.139) e (6.143)
= 0+ 0

= 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) ,

u(0 , x)
(6.147)
= v(0 , x) +w(0 , x)

(6.140) e (6.144)
= f(x) + 0

= f(x) , para cada x ∈ [0 , L] ,

ut(0 , x)
(6.147)
= vt(0 , x) +wt(0 , x)

(6.141) e (6.145)
= 0+ g(x)

= g(x) , para cada x ∈ [0 , L] ,

ou seja, a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (6.147), ser�a uma solu�c~ao do problema de

Cauchy (6.132), (6.133), (6.134), (6.135), que pertencer�a a V.

Notemos que o problema de Cauchy (6.138), (6.139), (6.140) e (6.141) foi estudado na

se�c~ao anterior.

Logo, para completar, basta encontrarmos solu�c~ao, pertencente a V , para o problema de

Cauchy (6.142), (6.143), (6.144) e (6.145).

Notemos que fazendo f ≡ 0 na express~ao (6.33), segue que uma candidata a solu�c~ao do

problema de Cauchy acima, ser�a dada por:

w(t , x) =
1

2 c

∫ x+c t
x−c t

G(s)ds , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] , (6.148)

onde a fun�c~ao G : R → R ser�a uma extens~ao, apropriada da fun�c~ao g, que est�a de�nida em

[0 , L], �a R.
Como a fun�c~ao g ∈ C1([0 , L] ; R e satisfaz (6.136) veremos, mais adiante, que a

G ∈ C1(R ; R) .

Notemos que a fun�c~ao G ser�a a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica da fun�c~ao g, �a R.
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Para vermos isto, observemos que, impondo a condi�c~ao (6.143) �a (6.148), obteremos:

0
(6.143)
= w(t , 0)

(6.148)
=

1

2 c

∫ 0+c t
0−c t

G(s)ds

=
1

2 c

∫ c t
−c t

G(s)ds , para cada t ∈ [0 ,∞) , (6.149)

isto �e, ∫ c t
−c t

G(s)ds = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (6.150)

o que implicar�a que a fun�c~ao G dever�a ser uma fun�c~ao ��mpar.

De fato, para todo a , b ∈ R, temos que:∫b
a

[G(x) +G(−x)]dx =

∫−a

a

[G(x) +G(−x)]dx+

∫−b

−a

[G(x) +G(−x)]dx︸ ︷︷ ︸
.
= I

+

∫b
−b

[G(x) +G(−x)]dx . (6.151)

Fazendo a seguinte mudan�ca de vari�aveis na integral de�nida I :
y
.
= −x , logo: dy = −dx

x = −a , logo: y = a

x = −b , logo: y = b

,

obteremos: ∫−b

−a

[G(x) +G(−x)]dx =

∫b
a

[G(−y) +G(y)] (−dy) . (6.152)

Susbtituindo (6.152) em (6.151), obteremos:∫b
a

[G(x) +G(−x)]dx =

∫−a

a

[G(x) +G(−x)]dx︸ ︷︷ ︸
(6.150)

= 0

−

∫b
a

[G(y) +G(−y)]dy

+

∫−b

−b

[G(x) +G(−x)]dx︸ ︷︷ ︸
(6.150)

= 0

,

isto �e, 2

∫b
a

[G(x) +G(−x)]dx = 0 , para cada a , b ∈ R ,
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ou seja,

∫b
a

[G(x) +G(−x)]dx = 0 , para cada a , b ∈ R .

Logo, como a fun�c~ao G �e cont��nua em R, segue que

G(x) +G(−x) = 0 , para cada x ∈ R ,

ou ainda,

G(−x) = −G(−x) , para cada x ∈ R , (6.153)

mostrando que a fun�c~ao G �e uma fun�c~ao ��mpar.

De modo semelhante, teremos que

0
(6.143)
= w(t , L)

(6.148)
=

1

2 c

∫L+c t
L−c t

G(s)ds , para cada t ∈ [0 ,∞) ,

isto �e,

∫ L+c t
L−c t

G(s)ds = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (6.154)

o que implicar�a, juntamente com o fato que a fun�c~ao G �e ��mpar, e cont��nua em R, que a

fun�c~ao G dever�a ser uma fun�c~ao 2 L-peri�odica.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Em analogia com o caso tratado na se�c~ao anterior, a fun�c~ao G ser�a a extens~ao ��mpar e

2 L-peri�odica, da fun�c~ao g que est�a de�nida em [0 , L], �a R.
Notemos que, como g ∈ C1([0 , L] ; R) e

g(0) = g(L) , (6.155)

segue, das Proposi�c~oes (6.101), (6.104) e do Corol�ario (6.106), que G ∈ C1(R ; R), o que

implicar�a que w ∈ C2([0 ,∞)× [0 , L] ; R), dada por (6.148).

Sabemos que a fun�c~ao w = w(t , x), dada por (6.148), �e uma solu�c~ao da equa�c~ao da onda

(6.142) em [0 ,∞)× [0 , L].

Al�em disso, temos

w(t , 0)
(6.148)
=

1

2 c

∫ 0+c t
0−c t

G(s)ds

=
1

2 c

∫ c t
−c t

G(s)ds

G �e ��mpar
= 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) ,

w(t , L)
(6.148)
=

1

2 c

∫L+c t
L−c t

G(s)ds

G �e 2 L-peri�odica e a Proposi�c~ao (6.109)
= =

∫ c t
−c t

G(s)ds

G �e ��mpar
= 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) ,
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u(0 , x)
(6.148)
=

1

2 c

∫ x+c·0
x−c·0

G(s)ds

=
1

2 c

∫ x
x

G(s)ds = 0 , para cada x ∈ [0 , L] ,

ut(0 , x)
(6.148)
=

1

2 c
[G(x+ c · 0) c−G(x− c · 0) (−c)]

=
1

2
[G(x) +G(x)]

G(x)=g(x) , para x∈[0 ,L]
= g(x) ,

para cada x ∈ [0 , L], mostrando que a fun�c~ao w = w(t , x), dada por (6.148), �e uma solu�c~ao

do problema de Cauchy (6.142), (6.143), (6.144) e (6.145) que pertence a V.

Com isto acabamos de provar o:

Teorema 6.156 Sejam f ∈ C2([0 , L] ; R) e g ∈ C1([0 , L] ; R) tais que

f(0) = f(L) = f ′′(0) = f ′′(L) = 0 e g(0) = g(L) = 0 . (6.157)

Ent~ao a fun�c~ao u : [0 ,∞)× [0 , L] → R, dada por:

u(t , x)
.
=
F(x+ c t) + F(x− c t)

2
+
1

2 c

∫ x+c t
x−c t

G(s)ds , (6.158)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞) × [0 , L], ser�a uma solu�c~ao do problema de Cauchy (6.132),

(6.133), (6.134) e (6.135) que pertence �a V, dado por (6.116), onde as fun�c~oes F ,G : R →
R s~ao as extens~oes ��mpares e 2 L-peri�odicas, das fun�coes f e g, �a R, respectivamente.

6.5 Exerćıcios
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Caṕıtulo 7

Método da Separação de Variáveis e
Séries de Fourier

7.1 Introdução

Nas pr�oximas se�c~oes estudaremos uma classe especial de s�eries de fun�c~oes, denominadas

séries de Fourier.

O objetivo �e representar fun�c~oes f : R → R que sejam peri�odicas (por exemplo, 2 π-

peri�odicas) na forma de uma s�erie de fun�c~oes que envolvem somente as fun�c~oes seno e cosseno.

Mais precisamente, para o caso 2π-peri�odico, corresponderia a representar uma fun�c~ao

f : R → R, que �e 2π-peri�odica "bem comportada"(que ser�a explicitado no decorrer das notas)

na seguinte forma:

f(x) =
ao

2
+

∞∑
n=1

[an cos(nx) + bn sen(nx)] , para cada x ∈ R . (7.1)

As perguntas que ser~ao respondidas estar~ao relacionadas com os seguintes t�opicos:

1. Se a fun�c~ao f puder ser representada na forma (7.1) acima, quem ser~ao os coe�cientes

an , para cada n ∈ {0} ∪ N
e os coe�cientes bn , para cada n ∈ N ? (7.2)

2. Que propriedades a fun�c~ao f deve ter para pode ser representada na forma (7.1) acima?

3. Em que sentido a s�erie de fun�c~oes (7.1) converge pontualmente ou uniformemente, em

algum subconjunto de R ?

Na verdade estudaremos uma situa�c~ao um pouco mais geral, a saber, o caso em que a

fun�c~ao f : R → R �e 2 L-peri�odicas e a representa�c~ao que procuraremos, para a fun�c~ao f, ser�a

287
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da forma:

f(x) =
ao

2
+

∞∑
n=1

[
an cos

(nπ
L
x
)
+ bn sen

(nπ
L
x
)]
, para cada x ∈ I ⊆ R . (7.3)

Observação 7.4 Notemos que no caso em que

L = π

temos que (7.3) tornar-se-�a a express~ao a (7.1) acima.

Para motivar o estudo das s�eries de fun�c~oes do tipo (7.3), introduziremos um m�etodo,

denominado método da separação de variáveis que, como consequência, nos levar�a a ne-

cessidade de estudarmos fun�c~oes que possuam representa�c~ao em s�erie de Fourier do tipo

(7.3).

7.2 Método da separação de variáveis ou método de Fou-

rier

Para motivar os t�opicos que ser~ao desenvolvidos nas pr�oximas se�c~oes vamos introduzir um

m�etodo para encontrar solu�c~ao para uma Equa�c~ao Diferencial Parcial (EDP) importante nas

aplica�c~oes, a saber, a Equação do Calor.

Tal m�etodo, que pode ser (e ser�a) aplicado a outros problemas relacionados com ou-

tras EDP's, por exemplo, a Equa�c~ao da Onda, a Equa�c~ao de Laplace e �e denominado

Método da Separação de Variáveis.

Como dito acima, aplicaremos o m�etodo para encontrar (ou tentar encontrar) uma solu�c~ao

para o problema da distribui�c~ao de calor, em um �o �nito, de comprimento L ∈ (0 ,∞), para

os quais conhecemos a temperatura em cada ponto do mesmo, no instante inicial, ou seja,

t = 0, que est�a isolado termicamente, por exemplo, o �o est�a dentro de um isopor, e cujas

extremidades s~ao mantidas temperatuda 0oC, ao longo de todo o processo.

Vamos imaginar que o �o �e o intervalo

[0, L] ⊆ R

e que

u = u(t , x) ,

nos fornece a temperatura no ponto x ∈ [0 , L] do �o, no instante t ∈ [0 ,∞).

0 Lx

?

Tempertatura no instante t no ponto x do �o �e: u(t , x)
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Matematicamente, o problema acima corresponde a encontrar um fun�c~ao

u : [0 ,∞)× [0 , L] → R ,

que venha satisfazer o seguinte problema:

∂u

∂t
(t , x) = α2

∂2 u

∂x2
(t , x) , para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) (7.5)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (7.6)

u(t , 0) = u(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) . (7.7)

A condi�c~ao (7.5) nos diz que, no instante inicial, isto �e, t = 0, a temperatura no ponto

x ∈ [0 , L] do �o �e igual a f(x) oC.

A condi�c~ao (7.6) nos diz que a temperatura nas extremidades do �o igual a 0 oC, ao longo

de todo o processo, isto �e, para t ∈ [0 ,∞).

A Equa�c~ao Diferencial Parcial (7.5) �e, como j�a vimos anteriormente, a Equação do Calor.

A constante

α ∈ (0 ,∞) ,

est�a relacionada com a condutibilidade t�ermica do �o, isto �e, depende do material que o �o

�e feito.

No nosso caso, vamos supor que

α = 1 .

O caso α ∈ (0 ,∞) ser�a tratado mais adiante.

O m�etodo que desenvolveremos a seguir �e simples e o pr�oprio nome j�a nos diz o que

faremos.

Observemos, inicialmente que, por quest~oes de compatibilidade, deveremos ter:

f(0)
x=0 em (7.6)

= u(0 , 0)

t=0 em (7.7)
= 0

t=0 em (7.7)
= u(0 , L)

x=L em (7.6)
= f(L) ,

ou seja, f(0) = f(L) = 0 . (7.8)

Do ponto de vista matem�atico �e razo�avel, �a primeira vista, procurarmos solu�c~oes u =

u(t , x) na seguinte classe:

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (0 , L) ; R) (7.9)

o que implicar�a, por (7.6), que

f(·) (7.6)
= u(0 , ·)

(7.10)
∈ C([0 , L] ; R) , (7.10)
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A EDP (7.5) �e uma equa�c~ao importante que ocorre em muitas aplica�c~oes e tamb�em �e um

exemplo importante das EDP's lineares de 2.a ordem, de tipo parabólico, como vimos no

Exemplo (5.15), do cap��tulo 6.

Um dos primeiros a estudar, de modo sistem�atico, o problema da condu�c~ao de calor foi

Joseph B. Fourier (1768-1830).

Ele desenvolveu o m�etodo que trataremos a seguir, dito Método de Fourier.

O m�etodo consiste em procurar solu�c~oes do problema (7.5), (7.6), (7.7), na classe (7.9),

do tipo

u(t , x) = ψ(t)ϕ(x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× ∈ [0 , L] , (7.11)

isto �e, solu�c~oes do tipo variáveis separadas, dai o nome do m�etodo.

Come�caremos tentando solu�c~oes do tipo acima para (7.5), (7.7) e, posteriormente, uti-

lizaremos (7.6).

De (7.9) e (7.11) segue que

ψ ∈ C([0 ,∞) ; R) ∩ C2((0 ,∞) ; R) e ϕ ∈ C([0 , L] ; R) ∩ C2((0 , L) ; R) . (7.12)

Na verdade estaremos interessados em solu�c~oes, do problema (7.5), (7.6), (7.7), na classe

(7.9), n~ao nulas, isto �e,

u(t , x) ̸= 0 , para algum (t , x) ∈ [0 ,∞)× x ∈ [0 , L] ,

o que implicar�a que

ψ(t) , ϕ(x) ̸= 0 , para algum t ∈ [0 ,∞) e x ∈ [0 , L] . (7.13)

Supondo que as fun�c~oes ψ = ψ(t) e ϕ = ϕ(x) satisfa�cam (7.12), para cada (t , x) ∈
(0 ,∞)× (0 , L), de (7.11), teremos:

∂u

∂t
(t , x)

(7.11)
=

∂

∂t
[ψ(t)ϕ(x)]

= ψ ′(t)ϕ(x) (7.14)

e

∂2 u

∂x2
(t , x)

(7.11)
=

∂2

∂x2
[ψ(t)ϕ(x)]

= ψ(t)ϕ ′′(x) . (7.15)

Substituindo (7.14) e (7.15) em (7.5), obteremos

ψ ′(t)ϕ(x) = ψ(t)ϕ ′′(x) , para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) .



7.2. M�ETODO DA SEPARAC� ~AO DE VARI �AVEIS 291

Dividindo a igualdade acima por ψ(t)ϕ(x) (nos pontos onde ψ(t)ϕ(x) ̸= 0), obteremos

a seguinte identidade:

ψ ′(t)ϕ(x)

ψ(t)ϕ(x)
=
ψ(t)ϕ ′′(x)

ψ(t)ϕ(x)
, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) .

Como ψ(t), ϕ(x) ̸= 0, teremos:

ψ ′(t)

ψ(t)
=
ϕ ′′(x)

ϕ(x)
, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) . (7.16)

Notemos que o lado direito da identidade (7.16) acima, �e uma fun�c~ao que depende de x,

enquanto o lado esquerdo da mesma �e uma fun�c~ao que depende de t.

Logo ambos dever~ao ser iguais a uma constante, que chamaremos de

− λ . (7.17)

O motivo do sinal negativo ser�a justi�cado mais adiante.

Portanto, de (7.16), segue que

ψ ′(t)

ψ(t)
= −λ =

ϕ ′′(x)

ϕ(x)
, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) ,

que dar~ao origem a duas EDO's, a saber:

ψ ′(t) = −λψ(t) , para cada t ∈ (0 ,∞) , (7.18)

ϕ ′′(x) = −λϕ(x) , para cada x ∈ (0 , L) . (7.19)

Impondo a condi�c~ao (7.7), devermos ter:

ψ(t)ϕ(0)
t=0 em (7.11)

= u(t , 0)

(7.7)
= 0

(7.7)
= u(t , L)

t=L em (7.11)
= ψ(t)ϕ(L)

ou seja, ψ(t)ϕ(0) = ψ(t)ϕ(L) , para cada t ∈ [0 ,∞) . (7.20)

Como

ψ(t) ̸= 0 , para algum t ∈ (0 ,∞) ,

dividindo ambos os membros da identidade (7.20) por ψ(t), obteremos:

ϕ(0) = 0 = ϕ(L) , (7.21)
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Portanto, de (7.19), (7.21) e (7.12), segue que a fun�c~ao ϕ = ϕ(x) dever�a satisfazer o

seguinte problema de valor de contorno:

ϕ ′′(x) = −λϕ(x) , para cada x ∈ (0 , L) (7.22)

ϕ(0) = ϕ(L) = 0 (7.23)

ϕ ∈ C([0 , L] ; R) ∩ C2((0 , L) ; R) . (7.24)

Observação 7.25

1. Um valor λ, para os quais o problema de valor de contorno (7.22), (7.23) admite

solu�c~ao n~ao nula, na classe (7.24) ser�a dito autovalor do problema (7.22), e as

solu�c~oes n~ao triviais da equa�c~ao (7.22), na classe (7.24), ser~ao ditas autofunções cor-

respondentes ao autovalor λ.

2. Como estamos procurando solu�c~oes reais, isto �e,

u(t , x) ∈ R , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] ,

s�o nos interessar�a o caso em que

λ ∈ R .

O item a seguir mostrar�a que λ dever�a ser um n�umero real maior do que zero,

isto �e, que

λ ∈ (0 ,∞) .

3. A�rmamos que

λ ∈ (0 ,∞) (7.26)

(em particular, λ ∈ R).

De fato, suponhamos que a fun�c~ao ϕ = ϕ(x) satisfaz (7.22), (7.23) e (7.24), em

[0 , L], para algum λ ∈ C.

A�rmamos que existem os limites laterias

ϕ ′′(0+) e ϕ ′′(L−) .



7.2. M�ETODO DA SEPARAC� ~AO DE VARI �AVEIS 293

De fato pois:

ϕ ′′(0+) = lim
x→0+ϕ ′′(x)

(7.22)
= −λ lim

x→0+ϕ(x)
(7.24)
= −λϕ(0)

(7.23)
= 0 (7.27)

ϕ ′′(L−) = lim
x→L−ϕ ′′(x)

(7.22)
= −λ lim

x→L−ϕ(x)
(7.24)
= −λϕ(L)

(7.23)
= 0 , (7.28)

ou seja, de (7.27) e (7.28), segue que

ϕ ′′(0+) = 0 = ϕ ′′(L−) . (7.29)

Por outro lado, como ϕ ∈ C([0 , L] ; R) ∩ C2((0 , L) ; R), para x ∈ (0 , L), teremos:

−λ

∫ x
0

ϕ(y)dy = lim
a→0+

[∫ x
a

−λϕ(y)dy

]
(7.22)
= lim

a→0+
[∫ x
a

ϕ ′′(y)dy

]
Teor. Fundamental do C�alculo

= lim
a→0+ [ϕ ′(x) − ϕ ′(a)]

= ϕ ′(x) −
[
lim
a→0+ϕ ′(a)

]
, (7.30)

−λ

∫ L
x

ϕ(y)dy = lim
b→L−

[∫b
x

−λϕ(y)dy

]
(7.22)
= lim

b→L−
[∫b
x

ϕ ′′(y)dy

]
Teor. Fundamental do C�alculo

= lim
b→L− [ϕ ′(b) − ϕ ′(x)]

=
[
lim
b→L−ϕ ′(b)

]
− ϕ ′(x) , (7.31)

portanto, de (7.30) e (7.31), segue que existem os limites lateriais

ϕ ′(0+)
.
= lim

a→0+ϕ ′(a) e ϕ ′(L−)
.
= lim

b→L−ϕ ′(b) . (7.32)
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Logo podemos integrar as fun�c~oes ϕ ′ e ϕ ′′, no intervalo [0 , L], o que permite

fazermos os seguintes c�alculos a seguir.

Observemos que

λ

∫L
0

|ϕ(x)|2 dx
|z|2=z�z
= λ

∫L
0

ϕ(x)ϕ(x)dx

=

∫L
0

[λϕ(x)] ϕ(x)dx

(7.22)
= −

∫L
0

ϕ ′′(x)ϕ(x)dx

= − lim
a→ 0+

b→ L−

[∫b
a

ϕ ′′(x)ϕ(x)dx

]

Integra�c~ao por Partes
= − lim

a→ 0+

b→ L−

{[
ϕ ′(x)ϕ(x)

∣∣∣∣x=b
x=a

]
−

∫b
a

ϕ ′(x)ϕ ′(x)dx

}

= − lim
a→ 0+

b→ L−

[
ϕ ′(b)ϕ(b) − ϕ ′(a)ϕ(a)

]
−

∫ L
0

|ϕ ′(x)|
2
dx

(7.32)
= −

ϕ ′(L−) ϕ(L)︸︷︷︸
(7.23)
= =0

− ϕ ′(0+)ϕ(0)︸︷︷︸
(7.23)
= 0

−

∫L
0

|ϕ ′(x)|2 dx

=

∫L
0

|ϕ ′(x)|2︸ ︷︷ ︸
≥0

dx ≥ 0 . (7.33)

A�rmamos que ∫L
0

|ϕ ′(x)|2 dx > 0 . (7.34)

De fato, suponhamos, por absurdo que∫L
0

|ϕ ′(x)|2 dx = 0 .

Como a fun�c~ao ϕ ′ �e cont��nua em (0 , L) (veja (7.24)), ter��amos que ter

ϕ ′(x) = 0 , para cada x ∈ (0 , L)
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ou seja , a fun�c~ao ϕ seria constante em (0 , L).

Mas a fun�c~ao ϕ �e cont��nua em [0 , L] (veja (7.24)) e, de (7.23), ter��amos

ϕ(x) = 0 , para cada x ∈ [0 , L] ,

que n~ao nos interessa pois neste caso

u(t , x) = ψ(t)ϕ(x) = 0 , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] .

Assim

λ

∫L
0

|ϕ(x)|2︸ ︷︷ ︸
∈(0 ,∞)

dx
(7.33)
=

∫L
0

|ϕ ′(x)|2 dx
(7.34)
> 0 ,

mostrando que λ > 0 (em particular, λ ∈ R), como hav��amos a�rmado.

4. Observemos que se

λ1 , λ2 ∈ (0 ,∞)

s~ao autovalores distintos do problema (7.22)-(7.24) e a fun�c~oes

ϕ1 = ϕ(x) e ϕ2 = ϕ2(x)

s~ao suas correspondentes autofun�c~oes, ent~ao:

λ1

∫ L
0

ϕ1(x)ϕ2(x)dx =

∫L
0

[λ1ϕ1(x)]ϕ2(x)dx

(7.22)
=

∫L
0

[−ϕ1
′′(x)] ϕ2(x)dx

Integra�c~ao por Partes
= −

{[
ϕ1

′(x)ϕ2(x)

∣∣∣∣x=L
x=0

]
−

∫L
0

ϕ1
′(x)ϕ2

′(x)dx

}

−


ϕ1 ′(L) ϕ2(L)︸ ︷︷ ︸

(7.23)
= 0

−ϕ1
′(0) ϕ2(0)︸ ︷︷ ︸

(7.23)
= 0

−

∫ L
0

ϕ1
′(x)ϕ2

′(x)dx


(7.23)
=

∫L
0

ϕ1
′(x)ϕ2

′(x)dx

Integra�c~ao por Partes
=

[
ϕ1(x)ϕ2

′(x)

∣∣∣∣x=L
x=0

]
−

∫L
0

ϕ1(x)ϕ2
′′(x)dx
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=

ϕ1(L)︸ ︷︷ ︸
(7.23)
= 0

ϕ2
′(L) − ϕ1(0)︸ ︷︷ ︸

(7.23)
= 0

ϕ2
′(0)

−

∫ L
0

ϕ1(x)ϕ2
′′(x)dx

= −

∫L
0

ϕ1(x)ϕ2
′′(x)dx

(7.22)
= −

∫L
0

ϕ1(x)
[
−λ2ϕ2(x)

]
dx

λ2∈R= λ2

∫L
0

ϕ1(x)ϕ2(x)dx ,

ou seja,

λ1

∫ L
0

ϕ1(x)ϕ2(x)dx = −λ2

∫L
0

ϕ1(x)ϕ2(x)dx,

ou ainda ,

(λ1 − λ2)

∫L
0

ϕ1(x)ϕ2(x)dx = 0 . (7.35)

Como

λ1 ̸= λ2 ,

de (7.35), segue que ∫ L
0

ϕ1(x)ϕ2(x)dx = 0 ,

ou seja, as fun�c~oes

ϕ1 = ϕ1(x) e ϕ2 = ϕ2(x) ,

s~ao ortogonais, relativamente, ao produto interno de C([0 , L] ; C) de�nido por:

(f , g) =

∫L
0

f(x)g(x)dx ,

para f , g ∈ C([0 , L] ; C).

5. Como

λ > 0 ,

temos que a solu�c~ao geral da EDO (7.22) ser�a dada por:

ϕ(x) = a cos
(√
λ x
)
+ b sen

(√
λ x
)
, para cada x ∈ [0 , L] , (7.36)

onde a e b s~ao constantes.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor (visto na disci-

plina de EDO).
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Mas a fun�c~ao ϕ = ϕ(x), deve satisfazer as condi�c~oes (7.23), ou seja:

a
(7.36)
= ϕ(0)

(7.23)
= 0 ,

logo , ϕ(x)
a=0 em (7.36)

= b sen
(√
λ x
)
, (7.37)

b sen
(√
λ L
)

(7.37)
= ϕ(L)

(7.23)
= 0 . (7.38)

Como

ϕ(x) ̸= 0 , para cada x ∈ [0 , L] ,

segue que deveremos ter

b ̸= 0 ,

pois a = 0.

Assim, da identidade (7.38) acima, segue que

sen
(√
λ L
)
= 0 ,

ou seja,
√
λ L = nπ , para cada n ∈ N ,

isto �e,

λ = λn =
n2 π2

L2
, para cada n ∈ N , (7.39)

e assim, para cada n ∈ N, de (7.36), (7.38) e (7.39), teremos que:

ϕ(x) = ϕn(x) = sen

√n2 π2
L2

x


= sen

(nπ
L
x
)
, para cada x ∈ [0 , L] . (7.40)

6. Resolvendo a EDO (7.18), com

λ = λn =
n2π2

L2
, para cada n ∈ N ,

obtemos, para cada n ∈ N, que

ψ(t) = ψn(t) = e
−n

2π2

L2
t
, para cada t ∈ [0 ,∞) . (7.41)
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A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor (visto na disciplina

de EDO)

Podemos resumir tudo nisso no seguinte resultado, cuja demonstra�c~ao foi feita na Ob-

serva�c~ao (7.25) acima:

Proposição 7.42

1. Se λ ∈ C �e um autovalor ent~ao a fun�c~ao ϕ = ϕ(x) �e autofun�c~ao, associada a λ,

para o problema (7.22), (7.23) e (7.24), ent~ao

λ = λn

=
n2 π2

L2
,

isto �e, λ = λn ∈ R+ e

ϕ(x) = ϕn(x)

= sen
(nπ
L
x
)
, para cada x ∈ [0 , L] .

Al�em disso, toda solu�c~ao do problema (7.22), (7.23) e (7.24), dever�a ser uma

combina�c~ao linear �nita das fun�c~oes abaixo:

ϕn(x) = sen
(nπ
L
x
)
, (7.43)

para cada x ∈ [0 , L] e n ∈ N.

2. Toda solu�c~ao da EDO (7.18), na classe

C([0 ,∞) ; R) ∩ C2((0 ,∞) ; R) ,

com

λ = λn =
n2 π2

L2
, para cada n ∈ N ,

dever�a ser uma combina�c~ao linear �nita das fun�c~oes abaixo:

ψn(t) = e
−n

2 π2

L2
t
, (7.44)

para cada t ∈ [0 ,∞) e n ∈ N.

Observação 7.45
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1. Obtivemos, agindo segundo a Observa�c~ao (7.25), para cada n ∈ N, teremos solu�c~oes

do problema (7.5) e (7.7), da forma:

un(t , x)
(7.11)
= ψn(t)ϕn(x)

(7.43) e (7.44)
= e

−n
2π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)
, (7.46)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].

Utilizando o princ��pio da superposi�c~ao (in�nita), tentaremos encontrar solu�c~oes

do problema (7.5), (7.6), (7.7) da forma

u(t , x) =

∞∑
n=1

bn un(t , x)

(7.46)
=

∞∑
n=1

bnψn(t)ϕn(x)

(7.43) e (7.44)
=

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)
, (7.47)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× ∈ [0 , L].

Observemos que se soubermos que a s�erie de fun�c~oes (7.47) acima, pode ser deri-

vada, termo a termo, uma vez, em rela�c~ao �a t e duas vezes, em rela�c~ao �a x, em

(t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L), ent~ao a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (7.47), ir�a satisfazer

(7.5) e (7.7).

Isto ocorrer�a porque, para cada n ∈ N, a fun�c~ao

un(t , x) = ψn(t)ϕn(x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× ∈ [0 , L] ,

tem essa propriedade, por constru�c~ao.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Para que a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (7.47), venha satisfazer a condi�c~ao (7.6),

deveremos ter:

f(x)
(7.6)
= u(0 , x)

t=0 em (7.47)
=

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
0︸ ︷︷ ︸

=1

sen
(nπ
L
x
)

=

∞∑
n=1

bn sen
(nπ
L
x
)
, (7.48)

para cada x ∈ [0 , L].

Ou seja, devemos saber expressar a fun�c~ao f = f(x), como uma s�erie de fun�c~oes

do tipo (7.48), isto �e, uma série de senos.
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2. Podemos aplicar as mesmas ideias acima a seguinte situa�c~ao:

Vamos imaginar que o �o do problema anterior, est�a isolado termicamente e que

suas extremidades n~ao troquem calor com o meio ambiente.

Matematicamente, o problema acima corresponde a encontrar uma fun�c~ao

u = u(t , x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] ,

que satisfaz as seguintes condi�c~oes:

∂u

∂t
(t , x) =

∂2 u

∂x2
, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) (7.49)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (7.50)

∂u

∂x
(t , 0) =

∂u

∂x
(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) . (7.51)

A condi�c~ao (7.49) nos diz que a temperatura no ponto x ∈ [0 , L] do �o �e igual a

f(x)oC.

A condi�c~ao (7.49) nos diz que os extremos n~ao trocam calor com o meio ambiente.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Observemos, inicialmente que, por quest~oes de compatibilidade, deveremos ter:

f ′(0)
d
dx

(7.50) com x=0
=

∂u

∂x
(0 , 0)

(7.51), com t=0
= 0

(7.51), com t=0
=

∂u

∂x
(0 , L)

d
dx

(7.50), com x=L
= f ′(L) ,

ou seja, f ′(0) = f ′(L) = 0 . (7.52)

Do ponto de vista aplicado �e razo�avel procurarmos solu�c~oes u = u(t , x) na seguinte

classe

u ∈ C1([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (0 , L) ; R) , (7.53)

o que implicar�a que

f
(7.50)
= u(0 , .) ∈ C1([0 , L] ; R) .

Como no caso tratado anteriormente (veja (7.11)), procuraremos solu�c~oes do pro-

blema do tipo

u(t , x)
.
= ψ(t)ϕ(x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] , (7.54)
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isto �e, solu�c~oes do tipo variáveis separadas.

Come�caremos tentando solu�c~oes do tipo acima para (7.49), (7.51) e posteriormente

utilizaremos (7.50).

De (7.53) e (7.54) segue que

ψ ∈ C1([0 ,∞) ; R) ∩ C2((0 ,∞) ; R) e ϕ ∈ C1([0 , L] ; R) ∩ C2((0 , L) ; R) . (7.55)

Estaremos interessados em solu�c~oes n~ao constantes, isto �e,

u(t , x) ̸= C , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L]

o que implicar�a que

ψ(t) , ϕ(x) ̸= C , para algum t ∈ [0 ,∞) e x ∈ [0 , L] , (7.56)

para qualquer C ∈ R �xado.

Supondo que as fun�c~oes ψ = ψ(t) e ϕ = ϕ(x) satisfa�cam (7.55), de (7.54), para

cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L), teremos:

∂u

∂t
(t , x)

(7.11)
=

∂

∂t
[ψ(t)ϕ(x)]

= ψ ′(t)ϕ(x) (7.57)

e

∂2 u

∂x2
(t , x)

(7.11)
=

∂2

∂x2
[ψ(t)ϕ(x)]

= ψ(t)ϕ ′′(x) . (7.58)

Substituindo (7.57) e (7.58) em (7.49), obteremos

ψ ′(t)ϕ(x) = ψ(t)ϕ ′′(x) , para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) .

Dividindo a identidade acima por ψ(t)ϕ(x), nos pontos de [0 ,∞)× [0 , L] onde este

�e diferente se zero, obteremos:

ψ ′(t)ϕ(x)

ψ(t)ϕ(x)
=
ψ(t)ϕ ′′(x)

ψ(t)ϕ(x)
, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) .

Como ψ(t) , ϕ(x) ̸= 0, em algun ponto de [0 ,∞)× [0 , L], segue que

ψ ′(t)

ψ(t)
=
ϕ ′′(x)

ϕ(x)
, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) . (7.59)
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Como no caso tratado anteriormente (veja (7.16)), o lado direito da identidade

(7.59), �e uma fun�c~ao de x, enquanto o lado esquerdo da mesma, �e uma fun�c~ao de

t.

Logo ambos os lados da identidade (7.59) dever~ao ser iguais a uma constante que

chamaremos de −λ.

O motivo do sinal negativo ser�a tratado a seguir, como no caso anterior (veja

(7.17)).

Portanto

ψ ′(t)

ψ(t)
= −λ =

ϕ ′′(x)

ϕ(x)
, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) .

Com isto obtemos duas Equa�c~oes Diferencias Ordin�arias (EDO), a saber:

ψ ′(t) = −λψ(t) , para cada t ∈ (0 ,∞) (7.60)

ϕ ′′(x) = −λϕ(x) , para cada x ∈ (0 , L) . (7.61)

Impondo as condi�c~oes (7.51), teremos:

ψ(t)ϕ ′(0)
(7.54)
=

∂u

∂x
(t , 0)

(7.51)
= 0

(7.51)
=

∂u

∂x
(t , L)

(7.54)
= ψ(t)ϕ ′(L) , para cada t ∈ [0 ,∞) . (7.62)

Como

ψ(t) ̸= 0 ,

dividindo ambos os membros da identidade (7.62), por ψ(t), obteremos

ϕ ′(0) = 0 = ϕ ′(L) , (7.63)

ou seja, a fun�c~ao ϕ = ϕ(x), dever�a satisfazer o seguinte problema de valor de

contorno:

ϕ ′′(x) = −λϕ(x) , para cada x ∈ (0 , L) (7.64)

ϕ ′(0) = ϕ ′(L) = 0 (7.65)

ϕ ∈ C1([0 , L) ; R) ∩ C1([0 , L] ; R) . (7.66)
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3. A�rmamos que

λ ∈ (0 ,∞) (7.67)

(em particular, λ ∈ R).
De fato, suponhamos que a fun�c~ao ϕ = ϕ(x) satisfaz (7.64), (7.65), (7.66), para

algum λ ∈ C.
Observemos que existem os limites laterias:

ϕ ′′(0+) e ϕ ′′(L−) .

De fato, notemos que

ϕ ′′(0+) = lim
x→0+ϕ ′′(x)

(7.64)
= lim

x→0+ [−λϕ(x)]
= −λ lim

x→0+ϕ(x)
ϕ �e cont��nua em x = 0 - veja (7.66)

= −λϕ(0) ,

ϕ ′′(L−) = lim
x→L−ϕ ′′(x)

(7.64)
= lim

x→L− [−λϕ(x)]
= −λ lim

x→L−ϕ(x)
ϕ �e cont��nua em x = 0 - veja (7.66)

= −λϕ(L) .

Logo podemos fazer os seguintes c�alculos:

λ

∫L
0

ϕ(x)ϕ(x)dx =

∫L
0

[λϕ(x)] ϕ(x)dx

(7.64)
=

∫L
0

[−ϕ ′′(x)] ϕ(x)dx

= −

∫L
0

ϕ ′′(x)ϕ(x)dx

integra�c~ao por partes
= = −

{[
ϕ ′(x)ϕ(x)

∣∣∣∣x=L
x=0

]
−

∫b
a

ϕ ′(x)ϕ ′(x)dx

}

= −


ϕ ′(L)︸ ︷︷ ︸

(7.65)
= 0

ϕ(L) − ϕ ′(0)︸ ︷︷ ︸
(7.65)
= 0

ϕ(0)

−

∫ L
0

|ϕ ′(x)|2 dx


=

∫L
0

|ϕ ′(x)|2 dx ≥ 0 . (7.68)
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A�rmamos que ∫L
0

|ϕ ′(x)|2 dx > 0 . (7.69)

De fato, suponhamos, por absurdo que∫L
0

|ϕ ′(x)|2 dx = 0 .

Como ϕ ∈ C1([0 , L] ; R) segue que

ϕ ′(x) = 0 , para cada x ∈ [0 , L] ,

ou seja, a fun�c~ao ϕ = ϕ(x) deveria ser constante, o que contraria (7.56).

Assim

λ

∫L
0

|ϕ(x)|2 dx
(7.68)
=

∫ L
0

|ϕ ′(x)|2 dx
(7.69)
> 0

implicando que

λ > 0 ,

como a�rmamos.

Em particular, λ ∈ R.

4. Observemos ainda que se

λ1 e λ2

satisfazem o problema (7.64), (7.65), (7.66) e as fun�c~oes

ϕ1 = ϕ1(x) e ϕ2 = ϕ2(x)

s~ao duas correspondentes solu�c~oes do problema acima, ent~ao:

λ1

∫L
0

ϕ1(x)ϕ2(x)dx =

∫L
0

[λ1ϕ1(x)]ϕ2(x)dx

(7.64)
=

∫L
0

[−ϕ1
′′(x)] ϕ2(x)dx

= −

∫L
0

ϕ1
′′(x)ϕ2(x)dx

integra�c~ao por partes
= −

{[
ϕ1

′(x)ϕ2(x)

∣∣∣∣x=L
x=0

]
−

∫L
0

ϕ1
′(x)ϕ2

′(x)dx

}

= −


ϕ1 ′(L)︸ ︷︷ ︸

(7.65)
= 0

ϕ2(L) − ϕ1
′(0)︸ ︷︷ ︸

(7.65)
= 0

ϕ2(0)

−

∫L
0

ϕ1
′(x)ϕ2 ′(x)dx


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=

∫ L
0

ϕ1
′(x)ϕ2 ′(x)dx

integra�c~ao por partes
=

[
ϕ1(x)ϕ2 ′(x)

∣∣∣∣x=L
x=0

]
−

∫L
0

ϕ1(x)ϕ2 ′′(x)dx

=

ϕ1(L) ϕ2 ′(L)︸ ︷︷ ︸
(7.65)
= 0

−ϕ1(0) ϕ2 ′(0)︸ ︷︷ ︸
(7.65)
= 0

−

∫ L
0

ϕ1(x)ϕ2 ′′(x)dx

= −

∫L
0

ϕ1(x)ϕ2 ′′(x)dx

(7.64)
= −

∫L
0

ϕ1(x) [−λ2ϕ2(x)]dx

λ2∈R= λ2

∫L
0

ϕ1(x)ϕ2(x)dx . (7.70)

Logo:

λ1

∫L
0

ϕ1(x)ϕ2(x)dx
(7.70)
= λ2

∫L
0

ϕ1(x)ϕ2(x)dx ,

ou seja, (λ1 − λ2)

∫L
0

ϕ1(x)ϕ2(x)dx = 0 . (7.71)

Logo, se

λ1 ̸= λ2 ,

de (7.71), segue que ∫L
0

ϕ1(x)ϕ2(x)dx = 0 ,

ou seja, a sfun�c~oes ϕ1 = ϕ1(x) e ϕ2 = ϕ2(x) s~ao ortogonais, relativamente, ao

produto interno de C([0 , L] ; C) de�nido por:

(f , g) =

∫ L
0

f(x)g(x)dx ,

para f , g ∈ C([0 , L] ; C).

5. Como

λ > 0 ,

temos que a solu�c~ao geral da EDO (7.64) �e dada por:

ϕ(x) = a cos
(√
λ x
)
+ b sen

(√
λ x
)
, para cada x ∈ [0 , L] , (7.72)
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onde a e b s~ao constantes reais.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor (visto na disci-

plina de EDO)

Com isto, segue que

ϕ ′(x)
(7.72)
= −a

√
λ sen

(√
λ x
)
+ b

√
λ cos

(√
λ x
)
, (7.73)

para cada x ∈ [0 , L].

Mas a fun�c~ao ϕ = ϕ(x), deve satisfazer:

b
√
λ

(7.73)
= ϕ ′(0)

(7.65)
= 0 ,

como
√
λ > 0, teremos: b = 0

ϕ(x)
b=0 em (7.72)

= a cos
(√
λ x
)

(7.74)

logo, − a
√
λ sen

(√
λ L
)

(7.73)
= ϕ ′(L)

(7.65)
= 0 . (7.75)

Como

ϕ(x) ̸= C

segue que

a ̸= 0 ,

pois b = 0.

Assim, de (7.75), segue que

sen
(√
λ L
)
= 0 ,

ou seja,
√
λ L = nπ , para cada n ∈ N

isto �e,

λ = λn =
n2 π2

L2
, para cada n ∈ N , (7.76)

e assim, de (7.74) e (7.76), segue que

ϕ(x) = ϕn(x)

= cos

√n2 π2
L2

x


= cos

(nπ
L
x
)
, para cada x ∈ [0 , L] e n ∈ N . (7.77)
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6. Para cada n ∈ N, resolvendo a EDO (7.60), com (7.76), obteremos

ψ(t) = ψn(t) = e
−n

2 π2

L2
t
, para cada t ∈ [0 ,∞) . (7.78)

7. Obtivemos, para cada n ∈ N, agindo da forma acima, solu�c~oes de (7.49) e (7.51),

da forma:

un(t , x)
(7.54)
= ψn(t)ϕn(x)

(7.78) e (7.77)
= e

−n
2 π2

L2
t cos

(nπ
L
x
)
, (7.79)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].

Utilizando o princ��pio da superposi�c~ao (in�nita), tentaremos encontrar solu�c~oes

do problema (7.49), (7.44), (7.51), da forma:

u(t , x) =
ao

2
+

∞∑
n=1

an un(t , x)

(7.54)
=

ao

2
+

∞∑
n=1

anψn(t)ϕn(x)

(7.78) e (7.77)
=

ao

2
+

∞∑
n=1

an e
−n

2 π2

L2
t cos

(nπ
L
x
)
, (7.80)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].

Observemos que se soubermos que a s�erie de fun�c~oes acima puder se derivada

parcialmente, termo a termo, uma vez em rela�c~ao t e duas vezes, em rela�c~ao �a x,

a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (7.80), ir�a satisfazer (7.49) e (7.51).

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Finalmente, para satisfazer (7.50), deveremos ter:

f(x)
(7.50)
= u(0 , x)

(7.80)
=

ao

2
+

∞∑
n=1

an e
−n

2 π2

L2
0 cos

(nπ
L
x
)

=
ao

2
+

∞∑
n=1

an cos
(nπ
L
x
)
, (7.81)

para cada x ∈ [0 , L].

Ou seja, devemos saber expressar a fun�c~ao f = f(x) como uma s�erie do tipo (7.81),

isto �e, uma série de cossenos.
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8. Uma outra situa�c~ao, �e o estudo da temperatura em um �o, cujo 
uxo de calor nas

extremidades do �o seja proporcional �a temperatura nas extremidades do mesmo.

Matematicamente, em uma vers~ao simpli�cada, o problema acima corresponde a

encontrar um afun�c~ao

u = u(t , x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L]

que satisfa�ca:

∂u

∂t
(t , x) =

∂2u

∂x2
(t , x) , para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) (7.82)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] (7.83)

∂u

∂x
(t , 0) + u(t , 0) = 0 =

∂u

∂x
(t , L) + u(t , L) , para cada t ∈ [0 ,∞) . (7.84)

Agindo como nos dois casos anteriores, ou seja, aplicando o m�etodo da separa�c~ao

de vari�aveis, podemos mostrar que, neste caso chegaremos a seguinte express~ao

para as solu�c~oes do problema (7.82), (7.83), (7.84):

u(t , x) =
ao

2
+

∞∑
n=1

e
−n

2 π2

L2
t
[
an cos

(nπ
L
x
)
+ bn sen

(nπ
L
x
)]
, (7.85)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].

Observemos que se soubermos que a s�erie de fun�c~oes acima puder se derivada

parcialamente, termo a termo, uma vez, em rela�c~ao �a underlinet, e duas vezes,

em rela�c~ao �a x, em (0 ,∞) × (0 , L), ent~ao a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (7.85),

ir�a satisfazer (7.82) e

eqrefE24.

Para satisfazer (7.83) deveremos ter:

f(x)
(7.83)
= u(0 , x)

t=0 em (7.85)
=

ao

2
+

∞∑
n=1

e
−n

2 π2

L2
0
[
an cos

(nπ
L
x
)
+ bn sen

(nπ
L
x
)]

=
ao

2
+

∞∑
n=1

[
an cos

(nπ
L
x
)
+ bn sen

(nπ
L
x
)]
, (7.86)

para cada x ∈ [0 , L].

Ou seja, devemos saber expressar a fun�c~ao f = f(x) em uma s�erie do tipo (7.86),

isto �e, uma série de senos e cossenos, tamb�em denominada de série de Fourier

associada a função f.

Isto nos motiva a estudar as fun�c~oes que podem ser representadas nesse tipo de

s�eries de fun�c~oes.
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9. Podemos aplicar o m�etodo da separa�c~ao de vari�aveis para estudar outros tipos

de problemas, como por exemplo, o problema da corda de comprimento L > 0,

vibrante num plano com as extremidades presas.

Suponhamos que a corda acima, esteja estendida sobre o eixo dos Ox e que seus

extremos sejam

x = 0 e x = L .

Neste caso, a fun�c~ao, que denotaremos por

u = u(t , x) ,

que nos fornece a de
ex~ao da corda, em rela�c~ao �a posi�c~ao de repouso, sendo

f = f(x) e g = g(x) , para cada x ∈ [0 , L] ,

a posi�c~ao inicial da corda e a velocidade inicial de vibra�c~ao da corda, respec-

tivamente, ent~ao, matematicamente, a fun�c~ao u = u(t , x), dever�a satisfazer ao

seguinte problema:

∂2u

∂t2
(t , x) − c2

∂2u

∂x2
(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) (7.87)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] (7.88)

∂u

∂t
(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ [0 , L] (7.89)

u(t , 0) = u(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) . (7.90)

Notemos que, (7.88) nos diz que a posi�c~ao da corda, no ponto x ∈ [0 , L], ser�a igula

a f(x), e (7.89), nos diz que e velocidade inicial, no ponto x ∈ [0 , L], ser�a igual a

g(x), respectivamente.

Al�em disso, (7.90) nos diz que as extremidades da corda est~ao �xas.

A cosntante c > 0 depende do material com que a corda �e feita.

A �gura abaixo ilustra a situa�c~ao acima.
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-

6

x

u(t , x)

6

?
L

u(0 , x) = f(x)

6

?
?

∂u

∂t
(0 , x) = g(x)

A EDP (7.87) acima, como vimos anteriormente, �e a Equação da Onda.

Essa equa�c~ao �e um exemplo importante de EDP's do tipo hiperbólico.

10. Podemos considerar outros tipos de problemas relacionados com a corda vibrante.

Eles aparecer~ao nas listas exerc��cios.

11. Outro problema importante que podemos aplicar o m�etodo da separa�c~ao de vari�aveis

�e para encontrar uma fun�c~ao

u = u(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω
aberto
⊆ R2 ,

que satisfaz as seguinte condi�c~oes:

∂2u

∂x2
(x , y) +

∂2u

∂y2
(x , y) = 0 , para cada (x , y) ∈ Ω (7.91)

u|∂Ω = f (7.92)

onde ∂Ω �e a fronteira do conjunto Ω, em R2.

O problema acima, como vimos anteriormente, �e o Problema de Dirichlet.

Tamb�em podemos considerar problema de encontrar uma fun�c~ao

u = u(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω ⊆ R2 ,

que satisfaz as seguinte condi�c~oes:

∂2u

∂x2
(x , y) +

∂2u

∂y2
(x , y) = 0 , para cada (x , y) ∈ Ω (7.93)

∂

∂ν
u|∂Ω = f, (7.94)
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onde
∂

∂ν
denota a derivada direcional na dire�c~ao do vetor normal unit�ario exterior

da fronteira de Ω, em R2, como vimos anteriormente, �e o Problema de Newman.

12. Esses dois �ultimos problemas, aparecer~ao nas listas de exerc��cios para serem tra-

tados nos casos em que

Ω = (a , b)× (c , d) ,

ou seja,o interior de um retângulo em R2, e no caso em que

Ω
.
=

{
(x , y) ; x2 + y2 ≤ R2

}
,

ou seja, o interior da circunferência de centro na origem (0 , 0) e tem raio igual

a R ∈ (0 ,∞) �xado, em R2, respectivamente.

Passaremos, a seguir, a estudar as fun�c~oes que possuem represent~ao na forma (7.86).

7.3 Os Coeficientes de Fourier e a transformada de Fou-

rier

Come�caremos tentanto responder a 2.a quest~ao colocada no in��cio do cap��tulo (veja (7.2)),

isto �e, sabendo-se que a fun�c~ao f pode ser representada por uma s�erie de fun�c~oes do tipo

(7.3), como dever~ao ser os coe�cientes am e bn, para cada m ∈ {0} ∪ N e n ∈ N ?

Para isto, introduziremos uma classe de fun�c~oes que nos ajudar�a a tratar da resposta a

essa pergunta.

Definição 7.95 Dado c ∈ R, diremos que uma fun�c~ao a valores reais (ou comple-

xos), de vari�avel real, f : I \ {c} → R (ou C), onde I �e um intervalo de R, tem uma

descontinuidade de 1.a espécie em x = c, se a fun�c~ao f n~ao for cont��nua em x = c,

mas existem, e s~ao �nitos, os limites lateriais

lim
x→c+ f(x) e lim

x→c− f(x) .
Neste caso, denotaremos por

f (c+)
.
= lim

x→c+ f(x)
e f(c−)

.
= lim

x→c− f(x) . (7.96)

A �gura abaixo ilustra a situa�c~ao acima, para o caso da fun�c~ao f ser a valores reais

(isto �e, f : I \ {c} → R).
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6

-

f

c

-

�

f
(
c−

)

f
(
c+

)

Na situa�c~ao acima, diremos que a fun�c~ao f �e cont́ınua por partes em I (ou seccio-

nalmente cont́ınua em I), se em cada intervalo (a , b), contido em I, a fun�c~ao f, tem,

no m�aximo, um n�umero �nito de pontos de descontinuidade de 1.a esp�ecie.

A �gura abaixo ilustra a situa�c~ao acima, para o caso da fun�c~ao ser a valores reais.

-

6

f

c1

c2

c3

O conjunto formado por todas as fun�c~oes, a valores reais (respectivamente, valo-

res complexos), cont��nuas por partes (ou seccionalmente cont��nuas) em I ⊆ R, ser�a
indicado por

SC(I ; R) (respectivamente, SC(I ; C)) . (7.97)

Observação 7.98

1. Do ponto de vista geom�etrico, dizer que uma fun�c~ao f tem uma descontinuidade

de 1.a esp�ecie em x = c �e equivalente a dizer que a representa�c~ao geom�etrica do

seu gr�a�co tem um salto �nito, em x = c.

2. Do ponto de vista geom�etrico, dizer que uma fun�c~ao f �e cont��nua por partes em I �e

equivalente a dizer que a representa�c~ao geom�etrica do seu gr�a�co tem um n�umero

�nito de saltos, em cada intervalo (a , b) contido em I.

3. Notemos tamb�em que se f, g ∈ SC(I ; R) (respectivamente, SC(I ; C)) e α ∈ R
(respectivamente, C) ent~ao (f + g) , (α f) ∈ SC(I ; ,R) (respectivamente, SC(I ; C)),
isto �e,

SC(I ; R) (respectivamente, SC(I ; C))

�e um espa�co vetorial sobre R (respectivamente, sobre C), quando munido das

opera�c~oes usuais de adi�c~ao de fun�c~oes e multiplica�c~ao de n�umero real (respecti-

vamente, complexo) por uma fun�c~ao.
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A seguir exibiremos alguns exemplos importantes de seccionalmente cont��nuas de�nidas

em I
.
= R.

Exerćıcio 7.99 Considere a fun�c~ao f : R → R dada por

f(x)
.
=


1 , para x ∈ [0 , π)

−1 , para x ∈ [−π , 0)

f(x+ 2π) = f(x) , para cada x ∈ R
. (7.100)

Mostre que a fun�c~ao f �e seccionalmente cont��nua (ou cont��nua por partes) em R.

Resolução:

Notemos que os pontos de descontinuidade da fun�c~ao f ser~ao somente os pontos da forma

x = kπ , para cada k ∈ Z .

Observemos que em cada um desse pontos a fun�c~ao f tem um ponto de descotinuidade

de 1.a esp�ecie pois, para cada k ∈ Z, existem os limites laterais

lim
x→(k π)+

f(x) e lim
x→(k π)−

f(x) .

De fato, se k ∈ Z for par, isto �e,

k = 2m para algum m ∈ Z ,

teremos que:

lim
x→(k π)+

f(x) = lim
x→(2mπ)+

f(x)

x∈(2mπ ,2 (m+1)π) , logo, (7.100)
= 1

lim
x→(k π)−

f(x) = lim
x→(2mπ)−

f(x)

x∈((2m−1)π ,2mπ) , logo, (7.100)
= −1 .

Por outro lado, se k ∈ Z for ��mpar, isto �e,

k = 2m+ 1 para algum m ∈ Z ,

teremos que:

lim
x→(k π)+

f(x) = lim
x→[(2m+1)π]+

f(x)

x∈(2m+1 π ,2 (m+1)π) , logo, (7.100)
= −1 ,

lim
x→(k π)−

f(x) = lim
x→[(2m+1)π]−

f(x)

x∈((2m)π ,(2m+1)π) , logo, (7.100)
= 1 ,
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mostrando que a fun�c~ao f tem um ponto de descontinuidade de 1.a esp�ecie no ponto x = kπ,

para cada k ∈ Z.
Logo em qualquer intervalo limitado [a , b], a fun�c~ao f ter�a, no m�aximo, um n�umero �nito

de pontos de descotinuidade de 1.a esp�ecie, pois em cada intevalo [a , b] existe, no m�aximo,

um n�umero �nito de pontos do tipo x = kπ, para cada k ∈ Z.
�

Observação 7.101 A fun�c~ao f do Exemplo (7.99), ser�a denominda onda quadrada.

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f do Exemplo (7.99) �e dada pela

�gura abaixo.

-

6

x

y

π 2π 3π−π−2π−3π

Onda Quadrada

Outro exemplo importante �e:

Exerćıcio 7.102 Considere a fun�c~ao f : R → R, dada por

f(x)
.
=

{
x , para x ∈ [−π , π)

f(x+ 2π) = f(x) , para cada x ∈ R
. (7.103)

Mostre que a fun�c~ao f �e seccionalmente cont��nua (ou cont��nua por partes) em R.

Resolução:

Notemos que os pontos de descontinuidade da fun�c~ao f ser~ao somente os pontos da forma

x = (2 k+ 1)π , para cada k ∈ Z .

Observemos que em cada um desse pontos a fun�c~ao f tem um ponto de descotinuidade

de 1.a esp�ecie pois, para cada k ∈ Z, existem os limites laterais

lim
x→[(2 k+1)π]+

f(x) e lim
x→[(2 k+1)π]−

f(x) .
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Como a fun�c~ao f �e 2π-peri�odica basta estudarmos os pontos de descontinuidade da fun�c~ao

no intervalo [−π , π], ou seja, nos pontos

−π e π .

Notemos que

se x ∈ (π , 3 π) , segue que: f(x)
(7.100)
= x− 2π (7.104)

se x ∈ (−3π ,−π) , segue que: f(x)
(7.100)
= x+ 2π (7.105)

Logo

lim
x→π+ f(x)

x∈(π ,3 π) , logo, (7.104)
= lim

x→π+(x− 2 π)
= −π ,

lim
x→π− f(x)

x∈(−π ,π) , logo, (7.100)
= lim

x→π− x
= π ,

e

lim
x→−π+

f(x)
x∈(−π ,π) , logo, (7.100)

= lim
x→−π+

x

= −π ,

lim
x→−π−

f(x)
x∈(−3 π ,−π) , logo, (7.105)

= lim
x→π−(x+ 2π)

= π ,

mostrando que a fun�c~ao f tem um ponto de descontinuidade de 1.a esp�ecie no ponto x =

(2 k+ 1)π, para cada k ∈ Z.
Logo em qualquer intervalo limitado [a , b], a fun�c~ao f ter�a, no m�aximo, um n�umero �nito

de pontos de descotinuidade de 1.a esp�ecie, pois em cada intevalo [a , b] existe, no m�aximo,

um n�umero �nito de pontos do tipo x = (2 k+ 1)π, para cada k ∈ Z.
�

Observação 7.106 A fun�c~ao f do Exemplo (7.102), ser�a denominda onda dente de serra.

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f do Exemplo (7.102) �e dada pela

�gura abaixo.
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-

6

x

y

π 3π−π−3π

Onda Dente de Serra

Temos tamb�em o:

Exerćıcio 7.107 Considere a fun�c~ao f : R → R, dada por

f(x)
.
=


1

x
, para x ∈ (0 ,∞)

0 , para x ∈ (−∞ , 0]

. (7.108)

Mostre que a fun�c~ao f não �e seccionalmente cont��nua (ou cont��nua por partes) em

R.

Resolução:

De fato, a fun�c~ao f tem um, �unico ponto de descont��nuidade, que �e o ponto x = 0.

Notemos que no ponto x = 0 a fun�c~ao f tem uma descotinuidade que não �e de 1.a esp�ecie,

pois n~ao existe

lim
x→0+ f(x) = lim

x→0+
1

x
(= +∞) .

A �gura abaixo nos fornece a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f.

6

-
x

y

f(x)
.
= 1

x

�

Observação 7.109
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1. Notemos que, uma fun�c~ao seccionalmente cont��nua em [a , b] não precisa, neces-

sariamente, estar de�nida em todo o intervalo [a , b] mas apenas em uma reuni~ao

�nita, do tipo
N∪
j=0

(xj , xj−1) ,

onde xj ∈ [a , b], para cada j ∈ {0 , 1 , · · · ,N}.

Al�em disso, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · ,N}, dever�a ser uma fun�c~ao cont��nua no inter-

valo aberto (xj , xj−1) e existirem, e serem �nitos, os limites laterais

lim
x→xj+ f(x) e lim

x→xj− f(x) .

Essas observa�c~oes ser~ao importantes para incluirmos as derivadas de fun�c~oes (a

valores reais ou complexos), cujas representa�c~oes geom�etricas dos gr�a�cos s~ao

formadas, por exemplo, por poligonais.

A �gura abaixo ilustra a situa�c~ao acima, para o caso da fun�c~ao considerada, ser

a valores reais.

-

6

a = xo x1 x2 x3 x4 b = x5

2. Observemos tamb�em que, toda fun�c~ao f seccionalmente cont��nua em [a , b] �e uma

fun�c~ao limitada em [a , b], isto �e, existe M ∈ (0 ,∞) tal que

|f(x)| ≤M, para cada x ∈ [a , b] . (7.110)

De fato, como a fun�c~ao f �e seccionalmente cont��nua em [a , b] segue que existem,

no m�aximo, um n�umero �nito de pontos xj ∈ [a , b], para j ∈ {0 , 1 , 2 , · · · ,N}, de
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modo que a fun�c~ao f �e cont��nua em
N∪
j=1

(xj−1 , xj) e, al�em disso, existem, e s~ao

�nitos, os limites laterais

lim
x→xj+ f(x) e lim

x→xj− f(x) ,
excetuando-se, eventualmente, se xo

.
= a e xN

.
= b que, neste caso, seriam consi-

derados, nos extremos do intervalo [a , b], os limites laterias

lim
x→a+ f(x) e lim

x→b− f(x)
serem �nitos.

Assim, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · ,N}, a restri�c~ao da fun�c~ao f a cada um dos intervalos

abertos (xj−1 , xj), que denotaremos por

Fj
.
= f|(xj−1 ,xj) ,

pode ser estendida a uma fun�c~ao cont��nua no intervalo [xj−1, xj], de�nido-se

Fj(xj−1)
.
= lim

x→xj+ f(x) e Fj(xj+1)
.
= lim

x→xj+1− f(x) ,
e portanto esta ser�a uma fun�c~ao limitada nesse intervalo, implicando que a fun�c~ao

f tamb�em ser�a uma fun�c~ao limitada nesse intervalo.

Como temos somente N intervalos desse tipo, segue que a fun�c~ao f ser�a uma

fun�c~ao limitada em [a , b].

3. Notemos tamb�em que toda fun�c~ao f : I ⊆ R → R (respectivamente, C) cont��nua

em I, ser�a uma fun�c~ao seccionalmente cont��nua em I, ou seja,

C(I ; R) ⊆ SC(I ; R) (respectivamente, C(I ; C) ⊆ SC(I ; C)) .

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

4. Para �nalizar temos que toda fun�c~ao f : [a , b] → R (respectivamente, C), que �e

seccionalmente cont��nua em [a , b], ser�a uma fun�c~ao integr�avel em [a , b].

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor (visto em C�alculo

1).

Definição 7.111 Dadas as fun�c~oes f , g : [a , b] → R, seccionalmente cont��nuas em [a , b]

(isto �e, a valores reais), de�niremos

⟨f , g⟩ .=
∫b
a

f(x)g(x)dx ∈ R , (7.112)
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ou seja,

⟨ · , ·⟩ : SC([a , b] ; R)× SC([a , b] ; R) → R ,
dada por (7.112).

Se as fun�c~oes f , g : [a , b] → C s~ao seccionalmente cont��nuas em [a , b] (isto �e, a

valores complexos), de�niremos

⟨f , g⟩ .=
∫b
a

f(x)g(x)dx ∈ C , (7.113)

onde, se

Z = A+ i B ∈ C ,
com A ,B ∈ R, ent~ao de�nimos

Z
.
= A− B i , (7.114)

dito conjugado do número complexo Z, ou seja,

⟨ · , ·⟩ : SC([a , b] ; C)× SC([a , b] ; C) → C ,

dada por (7.113).

Com isto temos as seguints propriedades de ⟨ · , ·⟩:

Proposição 7.115 A fun�c~ao ⟨ · , ·⟩ : SC([a , b] ; R)× SC([a , b] ; R) → R (respectivamente,

⟨ · , ·⟩ : SC([a , b] ; C)× SC([a , b] ; C) → C) tem as seguintes propriedades:

Se f, g, h ∈ SC([a , b] ; R) (respectivamente, SC([a , b] ; C)) e α ∈ R (respectivamente,

C), temos que:

1. ⟨α · f+ g , h⟩ = α ⟨f , h⟩+ ⟨g , h⟩ , (7.116)

2. ⟨f , g⟩ = ⟨g , f⟩ (respectivamente, ⟨f , g⟩ = ⟨g , f⟩) , (7.117)

3. ⟨f , f⟩ ≥ 0 . (7.118)

Demonstração:

Faremos a demonstra�c~ao para o caso ⟨ · , ·⟩ : SC([a , b] ; R)× SC([a , b] ; R) → R.
O caso relacionado a fun�c~oes a valores complexo, ser�a deixado como exerc��cio para o leitor.

De 1.:

Notemos que:

⟨α · f+ g , h⟩ (7.112)
=

∫b
a

(α f+ g) (x)h(x)dx

=

∫b
a

[α f(x) + g(x)] h(x)dx

propriedades da integral de�nida
= α

∫b
a

f(x)h(x)dx+

∫b
a

g(x)h(x)dx

(7.112)
= α ⟨f , h⟩+ ⟨g , h⟩ ,
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mostrando a validade da identidade (7.116).

De 2.:

Observmeos que

⟨f , g⟩ (7.112)
=

∫b
a

f(x)g(x)dx

propriedades de R
=

∫b
a

g(x) f(x)dx

(7.112)
= ⟨g , f⟩ ,

mostrando a validade da identidade (7.117).

De 3.:

Notemos que:

⟨f , f⟩ (7.112)
=

∫b
a

f(x) f(x)dx

=

∫b
a

f 2(x)︸ ︷︷ ︸
≥0

dx
propriedades da integral de�nida

≥ 0 ,

mostrando a validade da identidade (7.118), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 7.119

1. A func~ao

⟨ · , ·⟩ : SC([a , b] ; R)× SC([a , b] ; R) → R ,

dada por (7.112) (respectivamente, ⟨ · , ·⟩ : SC([a , b] ; C)× SC([a , b] ; C) → C, dada
por (7.113) �e quase um produto interno no espa�co vetorial real (respectivamente,

complexo) (SC([a , b] ; R) ,+ , ·) (respectivamente, (SC([a , b] ; C) ,+ , ·)), onde + de-

nota a opera�c~ao usual de adi�c~ao de fun�c~oes e · denota a opera�c~ao multiplica�c~ao

de n�umero real (respectivamente, complexo) por uma fun�c~ao.

Para a fun�c~ao ⟨ · , ·⟩ ser um produto interno no respectivo espa�co vetorial, ela

teria que satisfazer, al�em das propriedades da Proposi�c~ao (7.115) (ou seja, (7.116),

(7.117) e (7.118)), tamb�em deveria satisfazer a seguinte propriedade:

se f ∈ SC([a , b] ; R) , ent~ao ⟨f , f⟩ = 0 se, e somente se, f = O ,

(respectivamente, em SC([a , b] ; C)).
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Mas essa propriedade não vale em SC([a , b] ; R) (respectivamente, SC([a , b] ; C)),
como mostra o seguinte exemplo:

Considere a fun�c~ao f : [0 , 1] → R, dada por

f(x) =

{
0 , para x ∈ (0 , 1]

1 , para x = 0
. (7.120)

Observemos que f ∈ SC([0 , 1] ; R) e

⟨f , f⟩ (7.112) com a=0 e b=1
=

∫ 1
0

f 2(x)dx
C�alculo I

= 0 ,

mas

f ̸= O .

Mesmo assim, a fun�c~ao ⟨ · , ·⟩, dada por (7.112) (respectivamente, (7.113)) desem-

penhar�a um papel inportante na determina�c~ao dos coe�cientes

am e bn , para m ∈ {0} ∪ N e n ∈ N ,

que aparecem na expans~ao (7.3), associada �a fun�c~ao f, como veremos mais adiante.

2. Notemos que a fun�c~ao ⟨ · , ·⟩, dada por (7.112) (respectivamente, (7.113)), satisfaz

a desiguladade de Cauchy-Schwartz, isto �e,

Dadas f , g ∈ SC([a , b] ; R) (respectivamente, SC([a , b] ; C)), segue que

| ⟨f , g⟩ | ≤ ∥f∥ ∥g∥ , (7.121)

onde ∥ · ∥ : SC([a , b] ; R) → R (respectivamente, ∥ · ∥ : SC([a , b] ; C) → R), dada por

∥f∥ .=
√
⟨f , f⟩ , (7.122)

para f ∈ SC([a , b] ; R) (respectivamente, f ∈ SC([a , b] ; C)) que ser�a denominada

semi-norma da função f, associada à função ⟨ · , ·⟩.

Faremos a demonstra�c~ao da desigualdade acima para o caso de fun�c~oes a valores

reais, isto �e, em SC([a , b] ; R).

O caso relacionado a fun�c~oes a valores complexo, isto �e, em SC([a , b] ; C), ser�a
deixado com exerc��cio para o leitor.
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Notemos que, dada λ ∈ R \ {0}, sabemos que

0
(7.118)

≤ ⟨λ · f+ g , λ · f+ g⟩
(7.116)
= λ2 ⟨f , f⟩+ λ ⟨f , g⟩+ λ ⟨g , f⟩︸ ︷︷ ︸

(7.117) caso real
= ⟨f ,g⟩

+ ⟨g , g⟩

= λ2 ⟨f , f⟩+ 2 λ ⟨f , g⟩+ ⟨g , g⟩
(7.122)
= ∥f∥ 2 λ 2 + 2 ⟨f , g⟩ λ+ ∥g∥ 2 . (7.123)

Logo o trinômio do 2.o grau �a direita dever�a ser n~ao negativo, para todo λ ∈
R \ {0}, para que isto aconte�ca �e necess�ario e su�ciente, que o discriminante, que

indicaremos por ∆, do trinômio do 2.o grau �a direita dever�a ser n~ao positivo, isto

�e

∆ ≤ 0 ,

ou seja,

0 ≥ ∆ (7.123)
= 4 ⟨f , g⟩2 − 4 ∥f∥ 2 ∥g∥2 ,

que dividindo por 4, implicar�a em

| ⟨f , g⟩ | ≤ ∥f∥ ∥g∥,

como quer��amos demonstrar.

3. Como consequência de (7.121), temos que a fun�c~ao ∥ · ∥ : SC([a , b] ; R) → R (res-

pectivamente, ∥·∥ : SC([a , b] ; C) → R) satisfaz a, assim denominada, desigualda-

de triangular, ou seja:

∥f+ g∥ ≤ ∥f∥+ ∥g∥ (7.124)

onde f , g ∈ SC([a , b] ; R) (respectivamente, SC([a , b] ; C)).

De fato, notemos que

∥f+ g∥2 (7.122)
= ⟨f+ g , f+ g⟩

(7.116)
= ⟨f , f⟩+ ⟨f , g⟩+ ⟨g , f⟩︸ ︷︷ ︸

(7.117) caso real
= ⟨f ,g⟩

+ ⟨g , g⟩

(7.122)
= ∥f∥ 2 + 2 ⟨f , g⟩+ ∥g∥ 2

≤ ∥f∥ 2 + 2 |⟨f , g⟩|+ ∥g∥ 2

(7.121))

≤ ∥f∥ 2 + 2 ∥f∥ ∥g∥+ ∥g∥ 2

= (∥f∥+ ∥g∥)2 ,
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mostrando que

∥f+ g∥ ≤ ∥f∥+ ∥g∥ ,

como quer��amos demonstrar.

4. Al�em disso vale, o assim denominado Teorema de Pitágoras, ou seja, se f , g ∈
SC([a , b] ; R) (respectivamente, SC([a , b] ; C)), ent~ao

⟨f , g⟩ = 0 se, e somente se, ∥f+ g∥ 2 = ∥f∥ 2 + ∥g∥ 2 (7.125)

∥f+ g∥2 = ∥f∥2 + ∥g∥2 (7.126)

De fato, notemos que

∥f+ g∥2 (7.122)
= ⟨f+ g , g+ g⟩

(7.116)
= ⟨f , f⟩+ ⟨f , g⟩+ ⟨g , f⟩︸ ︷︷ ︸

(7.117) caso real
= ⟨f ,g⟩

+ ⟨g , g⟩

(7.122)
= ∥f∥ 2 + 2 ⟨f , g⟩+ ∥g∥ 2 (7.127)

Logo, de (7.127), segue que

⟨f , g⟩ = 0 se, e somente se, ∥f+ g∥ 2 = ∥f∥ 2 + ∥g∥ 2

como quer��amos demonstrar.

A segui exibiremos algumas propriedades gerais de integrais de�nidas de algumas classes

de fun�c~oes especiais, que ser~ao importantes no calculo dos coe�cientes

an e bn , para m ∈ {0} ∪ N e m ∈ N

na express~ao (7.3).

Observação 7.128 Seja L ∈ (0 ,∞) �xado.

Observemos que:

1. Se a fun�c~ao f : R → R (respectivamente, f : R → C) �e 2 L− peri�odica, ou seja,

f(x+ 2 L) = f(x) , para cada x ∈ R , (7.129)
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e �e integr�avel em [−L , L], segue que∫ 2 L
0

f(x)dx =

∫L
−L

f(x)dx . (7.130)

Em geral, para cada xo ∈ R �xado, temos:∫ xo+L
xo−L

f(x)dx =

∫L
−L

f(x)dx . (7.131)

De fato, notemos que∫L
−L

f(x)dx
propriedades da integral de�nida

=

∫ 0
−L

f(x)dx+

∫ 2 L
0

f(x)dx+

∫L
2 L

f(x)dx . (7.132)

Aplcando mudan�ca de vari�aveis na integral de�nida, obteremos:

∫L
2 L

f(x)dx =

⟨ y = x− 2 L , logo: dy = dx

assim x = y+ 2 L

x = 2 L , logo: y = 0

x = L , logo: y = −L

⟩
=

∫−L

0

f(y+ 2 L)dy

(7.129)
=

∫−L

0

f(y)dy

= −

∫ 0
−L

f(y)dy . (7.133)

Substituindo (7.133) em (7.132), obteremos∫ L
−L

f(x)dx =

∫ 0
−L

f(x)dx+

∫ 2 L
0

f(x)dx−

∫ 0
−L

f(x)dx

=

∫ 2 L
0

f(x)dx , (7.134)

mostrando a validade da identidade (7.130).

A veri�ca�c~ao da identidade (7.131) ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

2. Suponhamos que a fun�c~ao f : [−L , L] → R (respectivamente, f : [−L , L] → C) �e uma

fun�c~ao par, isto �e,

f(−x) = f(x) , para cada x ∈ [−L , L] . (7.135)

e integr�avel em [−L , L].
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Ent~ao teremos ∫L
−L

f(x)dx = 2

∫ L
0

f(x)dx . (7.136)

De fato, notemos que∫L
−L

f(x)dx
propriedades da integral de�nida

=

∫ 0
−L

f(x)dx+

∫ L
0

f(x)dx . (7.137)

Mas, de uma mudan�ca de vari�aveis na integral de�nida, obteremos:

∫ 0
−L

f(x)dx =

⟨ y = −x , logo : dy = −dx

assim : x = −y

x = −L , logo : y = L

x = 0 , logo : y = 0

⟩
=

∫ 0
L

f(−y) (−dy)

(7.135)
= −

∫ 0
L

f(y)dy

propriedade da integral de�nida
=

∫L
0

f(y)dy , (7.138)

ou seja, ∫ 0
−L

f(x)dx =

∫L
0

f(x)dx . (7.139)

Portanto, substituindo (7.139) em (7.137), teremos∫L
−L

f(x)dx =

∫L
0

f(x)dx+

∫L
0

f(x)dx

= 2

∫L
0

f(x)dx ,

como quer��amos demonstrar.

3. Suponhamos que a fun�c~ao f : [−L , L] → R (respectivamente, f : [−L , L] → C) seja

uma fun�c~ao ��mpar, isto �e,

f(−x) = −f(x) , para cada x ∈ [−L , L] , (7.140)

e integr�avel em [−L , L].

Ent~ao, teremos ∫L
−L

f(x)dx = 0 . (7.141)
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De fato, observemos que∫L
−L

f(x)dx
propriedades da integral de�nida

=

∫ 0
−L

f(x)dx+

∫L
0

f(x)dx . (7.142)

Mas, de uma mudan�ca de vari�aveis na integral de�nida, obteremos:

∫ 0
−L

f(x)dx =

⟨ y = −x , logo: dy = −dx

assim: x = −y

x = −L , logo: y = L

x = 0 , logo: y = 0

⟩
=

∫ 0
L

f(−y) (−dy)

(7.140)
= −

∫L
0

f(y)dy ,

ou seja, ∫ 0
−L

f(x)dx = −

∫L
0

f(x)dx . (7.143)

Portanto, substituindo (7.143) em (7.142), teremos∫L
−L

f(x)dx = −

∫ L
0

f(x)dx+

∫L
0

f(x)dx

= 0 ,

como quer��amos demonstrar.

4. Lembremos que se f , g : [−L , L] → R (respectivamente, f , g : [−L , L] → C) s~ao

fun�c~oes pares, ent~ao as fun�coes

f · g , f+ g , f− g , e
f

g

(na �ultima, onde ela estiver de�nida) tamb�em ser~ao fun�c~oes pares.

Por outro lado, se as fun�c~ao f , g : [−L , L] → R (respectivamente, f , g : [−L , L] → C)
forem fun�c~oes ��mpares, ent~ao as fun�c~oes

f · g e
f

g

(esta �ultima, onde estiver de�nida) ser~ao fun�c~oes pares e as fun�c~oes

f+ g e f− g

ser~ao fun�c~oes ��mpares.
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Por �m se a fun�c~ao f : [−L , L] → R for uma fun�c~ao par e a fun�c~ao g : [−L , L] → R
for uma fun�c~ao ��mpar (respectivamente, f , g : [−L , L] → C) ent~ao as fun�c~oes

f · g e
f

g

(esta �ultima, onde estiver de�nida) ser~ao fun�c~oes ��mpares.

As demonstra�c~oes destes fatos ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor.

5. No resultado que vem a seguir, precisaremos das seguintes rela�c~oes trigonom�etricas:

cos(a+ b) = cos(a) cos(b) − sen(a) sen(b) (7.144)

cos(a− b) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b) (7.145)

Notemos que, somando-se (7.144) com (7.145), obteremos

cos(a) cos(b) =
cos(a+ b) + cos(a− b)

2
(7.146)

e subtraindo-se (7.144) de (7.145), teremos

sen(a) sen(b) =
cos(a− b) − cos(a+ b)

2
. (7.147)

Al�em disso,

sen(a+ b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a) (7.148)

sen(a− b) = sen(a) cos(b) − sen(b) cos(a) (7.149)

Notemos que, somando-se (7.148) com (7.149), obteremos

sen(a) cos(b) =
sen(a+ b) + sen(a− b)

2
. (7.150)

A seguir de�niremos duas fam��lias de fun�c~oes que ser~ao muito importantes no estudo das

fun�c~oes que podem ser expandidas em uma s�erie de fun�c~oes do tipo (7.3).

Definição 7.151 Para cada n ∈ N, de�niremos a fun�c~ao ϕn : R → R, dada por

ϕn(x)
.
= sen

(nπ
L
x
)
, para cada x ∈ R , (7.152)

e para cada m ∈ {0} ∪ N, de�niremos a fun�c~ao ψm : R → R, dada por

ψm(x)
.
= cos

(mπ
L
x
)
, para cada x ∈ R . (7.153)
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Estas duas fam��lias de fun�c~oes têm as seguintes propriedades:

Proposição 7.154

1. Para cada n ∈ N, as fun�c~oes ψn e ϕn s~ao
2 L

n
-peri�odicas.

Em particular, todas elas ser~ao 2 L-peri�odicas;

2. Para cada n ∈ N, a fun�c~aos ϕn �e uma fun�c~ao ��mpar;

3. Para cada m ∈ N, a fun�c~ao ψm �e uma fun�c~ao par;

4. Valem as seguintes identidades:

⟨ψk , ψm⟩ =


0 , para k ,m ∈ {0} ∪ N , com k ̸= m
L , para k = m ∈ N
2 L , para k = m = 0

; (7.155)

⟨ψm , ϕn⟩ = 0 , para m ∈ {0} ∪ N e n ∈ N ; (7.156)

⟨ϕn , ϕj⟩ =

{
0 , para n , j ∈ N com n ̸= j
L , para n = j ∈ N

. (7.157)

Demonstração:

De 1.:

Seja n ∈ N e consideremos

T
.
=
2 L

n
. (7.158)

Para a fun�c~ao ϕn teremos:

Para cada x ∈ R, temos que

ϕn(x+ T)
(7.152)
= sen

[nπ
L

(x+ T)
]

(7.158)
= sen

[
nπ

L

(
x+

2 L

n

)]
= sen

(nπ
L
x+ 2π

)
sen �e 2 π-peri�odica

= sen
(nπ
L
x
)

(7.152)
= ϕn(x) .

Logo o n�umero real T , dado por (7.158), �e um per��odo para a fun�c~ao ϕn.
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Por outro lado, notemos que se T ′ ∈ (0 ,∞) �e um outro per��odo para a fun�c~ao ϕn ent~ao,

para cada x ∈ R, deveremos ter

ϕn(x+ T
′) = ϕn(x) ,

de (7.152), teremos sen
[nπ
L

(x+ T ′)
]
= sen

(nπ
L
x
)
,

de (7.148), segue que sen
(nπ
L
x
)
cos
(nπ
L
T ′
)

+ cos
(nπ
L
x
)

sen
(nπ
L
T ′
)
= sen

(nπ
L
x
)
. (7.159)

Tomando-se

x =
L

2n
,

na identidade (7.159), obteremos:

sen
(π
2

)
︸ ︷︷ ︸

=0

cos
(nπ
L
T ′
)
+ cos

(π
2

)
︸ ︷︷ ︸

=1

sen
(nπ
L
T ′
)
= sen

(π
2

)
︸ ︷︷ ︸

=0

,

isto �e, cos
(nπ
L
T ′
)
= 1 ,

logo,
nπ

L
T ′ = 2 kπ ,

para algum k ∈ Z.

Portanto

T ′ = k
2 L

n

(7.158)
= k T ,

para algum k ∈ Z, mostrando que T , dado por (7.158), �e o per��odo fundamental da

fun�c~ao ϕn, para cada n ∈ N.

Para a fun�c~ao ψm:

Para cada x ∈ R, temos que

ψm(x+ T)
(7.153)
= cos

[mπ
L

(x+ T)
]

(7.158)
= cos

[
mπ

L

(
x+

2 L

m

)]
= cos

(mπ
L
x+ 2π

)
cos �e 2π-peri�odica

= cos
(mπ
L
x
)

(7.153)
= ψm(x) .
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Por outro lado se T ′ ∈ (0 ,∞) �e um outro per��odo para a fun�c~ao ψm ent~ao, para cada

x ∈ R, deveremos ter

ψm(x+ T
′) = ψm(x) ,

de (7.153), teremos cos
[mπ
L

(x+ T ′)
]
= cos

(mπ
L
x
)
,

de (7.144), segue que cos
(mπ
L
x
)
cos
(mπ
L
T ′
)

+ sen
(mπ
L
x
)

sen
(mπ
L
T ′
)
= cos

(mπ
L
x
)
. (7.160)

Tomando-se

x =
L

m

na identidade (7.160), obteremos:

cos(π)︸ ︷︷ ︸
=−1

cos
(mπ
L
T ′
)
+ sen(π)︸ ︷︷ ︸

=0

sen
(mπ
L
T ′
)
= cos(π)︸ ︷︷ ︸

=−1

,

isto �e, cos
(mπ
L
T ′
)
= 1 ,

logo,
mπ

L
T ′ = 2 kπ ,

para algum k ∈ Z.

Portanto

T ′ = k
2 L

n

(7.158)
= k T ,

mostrando que T , dado por (7.158), �e o per��odo fundamental da fun�c~ao ψn, para cada

n ∈ N, completando a demonstra�c~ao do item 1. .

De 2.:

Observemos que, para cada n ∈ N e x ∈ R, temos que:

ϕn(−x)
(7.152)
= sen

[nπ
L

(−x)
]

sen �e uma fun�c~ao ��mpar
= − sen

(nπ
L
x
)

(7.152)
= −ϕn(x) ,

mostrando que a fun�c~ao ϕn �e uma fun�c~ao ��mpar, completando a demonstra�c~ao do item

2. .

De 3.:
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Observemos que, para cada m ∈ N e x ∈ R, temos que:

ψm(−x)
(7.153)
= cos

[mπ
L

(−x)
]

cos �e uma fun�c~ao par
= cos

(mπ
L
x
)

(7.153)
= ψm(x) ,

mostrando que a fun�c~ao ψm �e uma fun�c~ao par, completando a demonstra�c~ao do item

3. .

De 4.:

Notemos que, para k ,m ∈ N, teremos:

⟨ψk , ψm⟩
(7.112)
=

∫L
−L

ψk(x)ψm(x)dx

(7.153)
=

∫L
−L

cos

(
kπ

L
x

)
cos
(mπ
L
x
)
dx

(7.146)
=

∫L
−L

1

2

[
cos

(
kπ

L
x+

mπ

L
x

)
+ cos

(
kπ

L
x−

mπ

L
x

)]
dx

=
1

2

∫L
−L

[
cos

(
(k+m)π

L
x

)
+ cos

(
(k−m)π

L
x

)]
dx . (7.161)

Logo, se k ̸= m, segue que:

⟨ψk , ψm⟩
(7.161)
=

1

2

∫L
−L

[
cos

(
(k+m)π

L
x

)
+ cos

(
(k−m)π

L
x

)]
dx

Teorema Fundamental do C�alculo
=

1

2

{
sen

[
(k+m)π

L
x

]
L

(k+m)π

∣∣∣∣L
−L

+ sen

[
(k−m)π

L
x

]
L

(k−m)π

∣∣∣∣x=L
x=−L

}

=
1

2

{
L

(k+m)π
{ sen[(n+m)π] − sen[(k+m) (−π)]}

+
L

(k−m)π
{ sen[(k−m)π) − sen[(k−m) (−π)])}

}
= 0 . (7.162)
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Se k = m ∈ N, teremos:

⟨ψm , ψm⟩
(7.161)
=

1

2

∫L
−L


cos

(
(k+m)π

L
x

)
+

=1︷ ︸︸ ︷
cos


=0︷ ︸︸ ︷

(k− k) π

L
x



dx

=
1

2

∫ L
−L

[
cos

(
2nπ

L
x

)
+ 1

]
dx

Teorema Fundamental do C�alculo
=

1

2

[
sen

(
2mπ

L
x

)
L

2mπ
+ x

] ∣∣∣∣x=L
x=−L

=
1

2

 L

2mπ
sen(2mπ)︸ ︷︷ ︸

=0

+L−

 L

2mπ
sen(−2mπ)︸ ︷︷ ︸

=0

−L


= L .

Se k = m = 0, teremos:

⟨ψo , ψo⟩
(7.153)
=

1

2

∫L
−L

2 dx

= 2 L ,

com isto completamos a demonstra�c~ao de (7.155).

Por outro lado se n , j ∈ N, teremos:

⟨ϕn , ϕj⟩
(7.112)
=

∫L
−L

ϕn(x)ϕj(x)dx

(7.152)
=

1

2

∫L
−L

[
sen
(nπ
L
x
)

sen

(
j π

L
x

)]
dx

(7.147)
=

1

2

∫L
−L

[
cos

(
(n− j)π

L
x

)
− cos

(
(n+ j)π

L
x

)]
. (7.163)
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Se j = n ∈ N, teremos:

(ϕn, ϕn)
(7.163)
=

1

2

∫L
−L

cos


=0︷ ︸︸ ︷
(n− n) π

L
x


︸ ︷︷ ︸

=1

− cos

(
(n+ n)π

L
x

)


=
1

2

∫L
−L

[
1− cos

(
(n+ n)π

L
x

)]
Teorema Fundamental do C�alculo

=
1

2

[
x− cos

(
2nπ

L
x

)
L

2nπ

] ∣∣∣∣x=L
x−L

=
1

2

{[
L− cos

(
2nπ

L
L

)
L

2nπ

]
−

[
(−L) − cos

(
2nπ

(−L)

)
L

2nπ

]}

=
1

2


[
L− cos (2nπ)

L

2nπ

]
−

−L− cos (−2nπ)︸ ︷︷ ︸
=cos(2 nπ)

L

2nπ




=
1

2


L− cos (2nπ)︸ ︷︷ ︸

=1

L

2nπ

−

−L− cos (−2nπ)︸ ︷︷ ︸
=1

L

2nπ


=
1

2

{[
L−

L

2nπ

]
−

[
−L−

L

2nπ

]}
= L ,

mostrando (7.157).

Por outro lado j ̸= n, teremos:

⟨ϕn , ϕj⟩
(7.163)
=

1

2

∫L
−L

[
cos

(
(n− j)π

L
x

)
− cos

(
(n+ j)π

L
x

)]
= 0 .

A veri�ca�c~ao da �ultima igualdade acima �e semelhante ao que �zemos em (7.162) e assim,

deixaremos os detalhes como exerc��cio para o leitor.
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Al�em disso, se n ∈ {0} ∪N e m ∈ N, segue que

⟨ψn , ϕm⟩
(7.112)
=

∫L
−L

ψn(x)ϕm(x)dx

(7.153) e (7.152)
=

∫L
−L

cos
(nπ
L
x
)

sen
(mπ
L
x
)
dx

(7.150)
=

∫L
−L

1

2

[
sen
(nπ
L
x+

mπ

L
x
)
+ sen

(nπ
L
x−

mπ

L
x
)]
dx

=
1

2

∫ L
−L

{
sen

[
(n+m)π

L
x

]
+ sen

[
(n−m)π

L
x

]}
dx . (7.164)

Se n ̸= m, segue que:

⟨ψn , ϕm⟩
(7.164)
=

1

2

∫L
−L

{
sen

[
(n+m)π

L
x

]
+ sen

[
(n−m)π

L
x

]}
dx

Teorema Fundamental do C�alculo
=

1

2

{
− cos

[
(n+m)π

L
x

]
L

(n+m)π

∣∣∣∣x=L
x=−L

− cos

[
(n−m)π

L
x

)
L

(n−m)π

∣∣∣∣x=L
x=−L

}
Exerc��cio

= 0

e, �nalmente, para n = m ∈ N, teremos:

⟨ψn , ϕn⟩
(7.164)
=

∫L
−L


sen

[
(n+ n)π

L
x

]
+

=0︷ ︸︸ ︷
sen


=0︷ ︸︸ ︷

(n− n) π

L
x



dx

(7.164)
=

1

2

∫L
−L

sen

(
2nπ

L
x

)
dx

Teorema Fundamental do C�alculo
= −

1

2
cos

(
2nπ

L
x

)
L

2nπ

∣∣∣∣x=L
x=−L

(7.165)

Exerc��cio
= 0 ,

mostrando (7.156) e completando do item 4. e do resultado.

�

Observação 7.166
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1. Suponhamos que a fun�c~ao f : [−L , L] → R pode ser representada por uma s�erie de

fun�c~oes do tipo

f(x) =
ao

2
+

∞∑
n=1

[
an cos

(nπ
L
x
)
+ bn sen

(nπ
L
x
)]
, (7.167)

para cada x ∈ [−L , L], que, de (7.153) e (7.152), �e o mesmo que escrever

f(x) =
ao

2
ψo(x) +

∞∑
n=1

[anψn(x) + bnϕn(x)] . (7.168)

Formalmente, notemos que:

⟨f , ψo⟩
(7.168)
=

⟨
ao

2
ψo +

∞∑
n=1

[anψn + bnϕn] , ψo

⟩

todo cuidado!
=

ao

2
⟨ψo , ψo⟩︸ ︷︷ ︸
(7.155)

= 2 L

+

∞∑
n=1

an ⟨ψn , ψo⟩︸ ︷︷ ︸
(7.155)

= 0

+bn ⟨ϕn , ψo⟩︸ ︷︷ ︸
(7.156)

= 0


=
ao

2
2 L

= ao L , (7.169)

ou seja,

ao
(7.169)
=

1

L
⟨f , ψo⟩

(7.112)
=

1

L

∫ L
−L

f(x)ψo(x)dx

=
1

L

∫L
−L

f(x) .dx (7.170)

De modo an�alogo, se m ̸= 0, temos:

⟨f , ψm⟩ =

⟨
ao

2
ψo +

∞∑
n=1

[anψn + bnϕn] , ψm

⟩

todo cuidado!
=

ao

2
⟨ψo , ψm⟩︸ ︷︷ ︸

(7.155) com m̸=0
= 0

+

∞∑
n=1


an ⟨ψn , ψm⟩︸ ︷︷ ︸

(7.155) com n ,m̸=0
=


0 , se n ̸= m
L , se n = m

+bn ⟨ϕn , ψm⟩︸ ︷︷ ︸
(7.156)

= 0


= am L , (7.171)
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ou seja, para m ∈ N, teremos

am
(7.171)
=

1

L
⟨f , ψm⟩

(7.112)
=

1

L

∫ L
−L

f(x)ψm(x)dx

(7.153)
=

1

L

∫ L
−L

f(x) cos
(mπ
L
x
)
dx . (7.172)

Finalmente, para k ∈ N, temos:

⟨f , ϕk⟩ =

⟨
ao

2
ψo +

∞∑
n=1

[anψn + bnϕn] , ϕk

⟩
todo cuidado!

=
ao

2
⟨ψo , ϕk⟩︸ ︷︷ ︸

(7.156)
= 0

+

∞∑
n=1

[an ⟨ψn , ϕk⟩︸ ︷︷ ︸
(7.156)

= 0

+bn ⟨ϕn , ϕk⟩︸ ︷︷ ︸
(7.157)

=


0 , se n ̸= k
L , se n = k

]

= bk L , (7.173)

ou seja, para k ∈ N, teremos

bk
(7.173)
=

1

L
⟨f , ϕk⟩

(7.112)
=

1

L

∫L
−L

f(x)ϕk(x)dx

(7.152)
=

1

L

∫L
−L

f(x) sen

(
kπ

L
x

)
dx . (7.174)

Conclus~ao, de (7.169), (7.172) e (7.174), segue que os coe�cientes da s�erie de

fun�c~oes (7.167) (ou, equivalentemente, da s�erie de fun�c~oes (7.168)) ser~ao dados

por:

am
.
=
1

L

∫L
−L

f(x) cos
(mπ
L
x
)
dx , para cada m ∈ {0} ∪ N (7.175)

e

bk
.
=
1

L

∫ L
−L

f(x) sen

(
kπ

L
x

)
dx , para cada k ∈ N . (7.176)

2. A obten�c~ao de (7.175) e (7.176) foi formal, isto �e, sem o rigor matem�atico ne-

cess�ario com rela�c~ao a convergência das s�eries de fun�c~oes envolvidas.

Na verdade precisar��amos justi�car o "todo cuidado!" nos c�aculos acima.
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3. Dada uma fun�c~ao f : [−L , L] → R que seja integr�avel em [−L , L], segue que os

coe�cientes (7.175) e (7.176) existem, e podemos considerar a s�erie de fun�c~oes,

que denotaremos por S[f]:

S[f](x)
.
=
ao

2
+

∞∑
n=1

[
an cos

(nπ
L
x
)
+ bn sen

(nπ
L
x
)]
, (7.177)

ou ainda,

S[f]
.
=
ao

2
ψo +

∞∑
n=1

[anψn + bnϕn] , (7.178)

onde, para cada m ∈ {0} ∪ N, o coe�ciente am ser�a dado por (7.175) e, para cada

k ∈ N, o coe�ciente bk ser�a dado por (7.176), e assim podemos pensar em estudar

a convergência da serie de fun�c~oes (7.177) (ou, equivalentemente, da s�erie de

fun�c~oes (7.178)).

A f�ormulas (7.175) e (7.176), que nos fornecem express~oes para os coe�cientes na

s�erie de fun�c~oes (7.177) (ou, equiavelentemente, da s�erie de fun�c~oes (7.178)), s~ao

denominadas fórmulas de Euler-Fourier.

Com isto podemos introduzir a:

Definição 7.179 Sejam L > 0 �xado e f : [−L , L] → R uma fun�c~ao integr�avel em [−L , L].

A s�erie de fun�c~oes (7.177) (ou, equivalentemente, da s�erie de fun�c~oes (7.178)), onde

os coe�cientes am e bk s~ao dados por (7.175) e (7.176), respectivamente, ser�a denomi-

nada série de Fourier associada à fun-ção f.

Os coe�cientes am e bk, dados por (7.175) e (7.176), respectivamente, ser~ao ditos

coeficientes de Fourier associados à função f.

A seguir faremos algumas observa�c~oes sobre as no�c~oes introduzidas acima.

Observação 7.180

1. Se f ∈ SC([−L , L] ; R), logo ser�a uma fun�c~ao integr�avel em [−L , L].

Portanto, existem os coe�cientes de Fourier associados a fun�c~ao f, ou seja, os

coe�cientes am e bk, para cada m ∈ {0} ∪ N e k ∈ N, dados por (7.175) e (7.176),

respectivamente.

2. Do item 1. da Proposi�c~ao (7.154), segue que cada termo da s�erie de fun�c~oes (7.177)

(ou, equivalentemente, da s�erie de fun�c~oes (7.178)) ser�a uma fun�c~ao 2 L-peri�odica.

Logo se a s�erie de fun�c~oes (7.177) (ou, equivalentemente, da s�erie de fun�c~oes

(7.178)) for convergente, ela ser�a convergente para uma fun�c~ao que dever�a ser

2 L-peri�odica em R.
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Em particular, se a fun�c~ao f ∈ SC([−L , L] ; R) tem a propriedade

f(−L) ̸= f(L) , (7.181)

n~ao poderemos esperar que a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f, ou seja, a

s�erie de fun�c~oes (7.177) (ou, equivalentemente, a s�erie de fun�c~oes (7.178)), venha

a convergir para a fun�c~ao f, em [−L , L], pois a f deveria possuir uma extens~ao

2 L-peri�odica �a R, que denotatemos por F : R → R, e esta deveria satisfazer

f(−L)
F �e extens~ao de f

= F(−L)

F �e 2 L-peri�odica
= F(−L+ 2L)

= F(L)

F �e extens~ao de f
= = f(L) ,

contrariando (7.181).

Portanto, �e natural estudarmos as s�eries de Fourier associadas �a fun�c~oes que est~ao

de�nidas em R e que sejam 2 L-peri�odicas, ou ainda, se a fun�c~ao f : [−L , L] → R,
ent~ao deveremos ter

f(−L) = f(L) (7.182)

e assim, se a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f, ou seja, S[f], for convergente

para a fun�c~ao f, em [−L , L], ent~ao a s�erie de fun�c~oes S[f] ir�a convergir para uma

fun�c~ao F : R → R, de modo que a fun�c~ao F ser�a a extens~ao 2 L-peri�odica da fun�c~ao

f �a R.

3. Observemos que se a fun�c~ao f : [−L , L] → R �e uma fun�c~ao integr�avel em [−L , L] e

for uma fun�c~ao par ent~ao, para cada m ∈ {0} ∪ N, temos que a fun�c~ao

x 7→ f(x) cos
(mπ
L
x
)

tamb�em ser�a uma fun�c~ao par e, para cada k ∈ N, a fun�c~ao

x 7→ f(x) sen

(
kπ

L
x

)
ser�a uma fun�c~ao ��mpar.

Logo, dos itens 2. e 3. da Observa�c~ao (7.128), para cada m ∈ {0} ∪ N, teremos:

am
(7.175)
=

1

L

∫L
−L

f(x) cos
(mπ
L
x
)

︸ ︷︷ ︸
fun�c~ao par

dx

(7.136)
=

2

L

∫L
0

f(x) cos
(mπ
L
x
)
dx (7.183)
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e, para cada k ∈ N, segue que

bk
(7.176)
=

1

L

∫L
−L

f(x) sen

(
kπ

L
x

)
︸ ︷︷ ︸

fun�c~ao ��mpar

dx

(7.141)
= 0 . (7.184)

4. Observemos que se a fun�c~ao f : [−L , L] → R �e uma fun�c~ao integr�avel em [−L , L] e

for uma fun�c~ao ��mpar ent~ao, para cada m ∈ {0} ∪ N, a fun�c~ao

x 7→ f(x) cos
(mπ
L
x
)

ser�a uma fun�c~ao ��mpar e, para cada k ∈ N, a fun�c~ao

x 7→ f(x) sen

(
kπ

L
x

)
ser�a uma fun�c~ao par.

Logo, dos itens 2. e 3. da Observa�c~ao (7.128), para cada m ∈ {0} ∪ N, teremos:

am
(7.175)
=

1

L

∫L
−L

f(x) cos
(mπ
L
x
)

︸ ︷︷ ︸
fun�c~ao ��mpar

dx

(7.141)
= 0 (7.185)

e, para cada k ∈ N, segue que

bk
(7.176)
=

1

L

∫L
−L

f(x) sen

(
kπ

L
x

)
︸ ︷︷ ︸

fun�c~ao par

dx

(7.136)
=

2

L

∫L
0

f(x) sen

(
kπ

L
x

)
dx . (7.186)

Apliquemos os conceitos desenvolvidos acima aos seguintes exemplos:

Exemplo 7.187 Encontrar a s�erie de Fourier, qua denotaremos por S[f], associada �a

fun�c~ao f : [−1 , 1] → R, dada por

f(x) =

{
−x , para cada x ∈ [−1 , 0)

x , para cada x ∈ [0 , 1]
. (7.188)

Resolução:

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f �e dada pela �gura abaixo.
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-

6

−1 1

Onda Dente de Serra

Notemos que, neste caso, temos que

L
.
= 1

e a fun�c~ao f �e cont��nua e par em [−1 , 1].

Logo

ao
(7.175) com m=0

=
1

L

∫L
−L

f(x)dx

=

∫ 1
−1

f(x)dx

f �e par, (7.183) com m = 0
= 2

∫ 1
0

f(x)dx

(7.188)
= 2

∫ 1
0

xdx

Teor. Fund. C�alculo
= 2

[
x2

2

∣∣∣∣x=1
x=0

]
Exerc��cio

= 1 . (7.189)
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Por outro lado, m ∈ N temos:

am
(7.175) com m∈N

=

∫ L
−L

f(x) cos
(mπ
L
x
)
dx

L=1
=

∫ 1
−1

f(x) cos(mπx)dx

f e cos s~ao pares, (7.183) com m ∈ N
= 2

∫ 1
0

f(x) cos(mπx)dx

(7.188)
= 2

∫ 1
0

x cos(mπx)dx⟨
u
.
= x , logo, du = dx

dv
.
= cos(mπx)dx , logo, v =

sen(mπx)
mπ

⟩

= 2

[
x
sen(mπx)

mπ

∣∣∣∣x=1
x=0

−

∫ 1
0

sen(mnπx)

mπ
dx

]

Teor. Fund. C�alculo
= 2




=0︷ ︸︸ ︷
sen(mπ)

mπ
−

=0︷ ︸︸ ︷
sen(mπ0)

mπ

+
cos(mπx)

(mπ)2

∣∣∣∣x=1
x=0


=

=(−1)m︷ ︸︸ ︷
cos(mπ)

(mπ)2
−

=1︷ ︸︸ ︷
cos(mπ0)

(mπ)2

=
2

m2 π2
[(−1)m − 1]

=


−4

m2 π2
, para cada m ��mpar

0 , para cada m par

. (7.190)

e, para cada k ∈ N, teremos

bk
(7.176) com k∈N

=

∫L
−L

f(x) sen

(
kπ

L
x

)
dx

L=1
=

∫ 1
−1

f(x) sen(kπx)dx

f �e par e sen �e ��mpar - (7.184)
= 0 . (7.191)
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Portanto, de (7.189), (7.190) e (7.191), segue que

S[f](x)
(7.177) com L=1

=
ao

2
+

∞∑
n=1

[an cos(nπx) + bn sen(nπx)]

(7.189) e (7.191)
=

1

2
+

∞∑
n=1

an cos(nπx)

(7.190)
=

1

2
−
4

π2

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
cos[(2n− 1)πx)] . (7.192)

�
Temos tamb�em o:

Exemplo 7.193 Encontrar a s�erie de Fourier, que denotaremos por S[f], associada �a

fun�c~ao f : [−π , π] → R, dada por

f(x) =

{
0 , para cada x ∈ [−π , 0) ou x = π

π , para cada x ∈ [0 , π)
. (7.194)

Resolução:

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f �e dado pela �gura abaixo.

-

6

π−π

π

Onda Quadrada

Notemos que, neste caso

L = π

e a fun�c~ao f �e seccionalmente cont��nua em [−π , π], logo �e uma fun�c~ao integr�avel em [−π , π].
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Assim temos que

ao
(7.175) com m=0

=
1

L

∫L
−L

f(x)dx

L=π
=
1

π

∫π
−π

f(x)dx

=
1

π

[∫ 0
−π

f(x)dx+

∫π
0

f(x)dx

]
(8.196)
=

1

π

∫π
0

πdx

Teor. Fund. C�alculo
=

[
x

∣∣∣∣x=π
x=0

]
= π . (7.195)

Por outro lado, para cada m ∈ N, temos:

am
(7.175) com m∈N

=
1

L

∫L
−L

f(x) cos
(mπ
L
x
)
dx

L=π
=
1

π

∫π
−π

f(x) cos(mx)dx

=
1

π

[∫ 0
−π

f(x) cos(mx)dx+

∫π
0

f(x) cos(mx)dx

]
(8.196)
=

1

π

∫π
0

π cos(mx)dx

Teor. Fund. C�alculo
=

[
sen(mx)

πm

∣∣∣∣x=π
x=0

]
Exerc��cio

= 0 . (7.196)
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Finalmente, para cada k ∈ N, teremos:

bk
(7.176) com k∈N

=
1

L

∫ L
−L

f(x) sen

(
kπ

L
x

)
dx

L=π
=
1

π

∫π
−π

f(x) sen(k x)dx

=
1

π

[∫ 0
−π

f(x) sen(k x)dx+

∫π
0

f(x) sen(k x)dx

]
(8.196)
=

1

π

∫π
0

π sen(k x)dx

Teor. Fund. C�alculo
=

[
−
cos(k x)

k

∣∣∣∣x=π
x=0

]

=
1

k
[−

=(−1)k︷ ︸︸ ︷
cos(kπ)+1]

=
1

k

[
1− (−1)k

]
=


2

k
, para cada k ��mpar

0 , para cada k par

. (7.197)

Portanto, de (8.197), (8.198) e (8.202), segue que:

S[f](x)
(7.177) com L=π

=
ao

2
+

∞∑
n=1

[an cos(nx) + bn sen(nx)]

(8.198)
=

ao

2
+

∞∑
n=1

bn sen(nx)

(8.197) e (8.202)
=

π

2
+

∞∑
n=1

2

2n− 1
sen[(2n− 1)x)] . (7.198)

�
Antes de prosseguirmos faremos algumas considera�coes que ser~ao importantes no estudo

da convergência de series de Fourier associadas �a certas fun�c~oes.

Observação 7.199

1. Utilizando vari�aveis complexas, vamos encontrar as express~oes para os coe�cientes

de Fourier am e bk, para m ∈ {0} ∪ N e k ∈ N, dados por (7.175) e (7.176),

repectivamente, em uma forma diferente.
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Para isto lembremos que

ei x = cos(x) + i sen(x) , para cada x ∈ R , (7.200)

onde i2
.
= −1.

Logo

e−i x = cos(−x) + i sen(−x)

= cos(x) − i sen(x) , para cada x ∈ R . (7.201)

Somando-se (7.200) com (7.201), obteremos

cos(x) =
ei x + e−i x

2
, para cada x ∈ R , (7.202)

e subtraindo-se (7.201) de (7.200), obteremos

sen(x) =
ei x − e−i x

2 i
, para cada x ∈ R . (7.203)

Em particular, para cada n ∈ N, teremos:

cos
(nπ
L
x
)
=
ei
nπ
L
x + e−i

nπ
L
x

2
, para cada x ∈ R, (7.204)

e, para cada k ∈ N, segue que

sen

(
kπ

L
x

)
=
ei
kπ
L
x − e−i

kπ
L
x

2 i

= i
e−i

kπ
L
x − ei

kπ
L
x

2
, para cada x ∈ R . (7.205)

Com isto, para cada x ∈ R, temos que

S[f](x)
(7.177)
=

ao

2
+

∞∑
n=1

[
an cos

(nπ
L
x
)
+ bn sen

(nπ
L
x
)]

(7.204) e (7.205)
=

ao

2
+

∞∑
n=1

[
an
ei
nπ
L
x + e−i

nπ
L
x

2
+ bn i

e−i
nπ
L
x − ei

nπ
L
x

2

]
=
ao

2
+

∞∑
n=1

[
an − i bn

2
ei
nπ
L
x +

an + i bn
2

e−i
nπ
L
x

]
. (7.206)
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De�ninamos a fun�c~ao f̂ : Z → C, dada por

f̂ (0)
.
=
ao

2
, (7.207)

e f̂ (n)
.
=
an − i bn

2
(7.208)

f̂ (−n)
.
=
an + i bn

2
, para cada n ∈ N , (7.209)

segue, de (7.206), (7.207), (7.208) e (8.211), que

S[f](x) = f̂ (0) +

∞∑
n=1

[
f̂ (n) ei

nπ
L
x + f̂ (−n) e−i

nπ
L
x
]

= f̂ (0) +

∞∑
n=1

[
f̂ (n) ei

nπ
L
x + f̂ (−n) ei

(−n)π
L

x
]

=

∞∑
m=−∞ f̂ (m) ei

mπ
L
x , (7.210)

onde a �ultima s�erie de fun�c~oes considerada em (7.210), ser�a encarada como uma

s�erie do tipo valor principal, isto �e, para cada x ∈ R, de�nimos

∞∑
m=−∞ f̂ (m) ei

mπ
L
x .= lim

N→∞
N∑

m=−N

f̂ (m) ei
mπ
L
x . (7.211)

Para cada m ∈ Z, o coe�ciente f̂ (m), dado por (7.207), (7.208) e (8.211), ser�a de-

nominadom-ésimo coeficiente de Fourier na forma complexa, associados a fun-

ção f.

A s�erie de fun�c~oes (7.210) ser�a denominada série de Fourier na forma complexa,

associada à função f.

2. Estudar a convergência da s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f : [−L , L] → R na

forma (7.206) �e equivalente a estudar a convergência da s�erie de Fourier, na foma

comexa, isto �e, na forma (7.210), associada �a fun�c~ao f (no sentido (7.211)).

3. Observemos que teremos:

f̂ (0)
(7.207)
=

ao

2

(7.175) com m=0
=

1

L

∫ L
−L

f(x)dx

=
1

L

∫L
−L

f(x)

=1︷ ︸︸ ︷
e−i

0 π
L
x dx , (7.212)
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Al�em disso, para cada n ∈ N, segue que:

f̂ (n)
(7.208)
=

an − i bn
2

(7.175) e (7.176)
=

1

2

[
1

L

∫L
−L

f(x) cos
(nπ
L
x
)
dx− i

1

L

∫L
−L

f(x) sen
(nπ
L
x
)
dx

]
=
1

2 L

∫ L
−L

f(x)
[
cos
(nπ
L
x
)
− i sen

(nπ
L
x
)]
dx,

(7.204) e (7.205)
=

1

2L

∫L
−L

f(x)

[
ei
nπ
L
x + e−i

nπ
L
x

2
− i

ei
nπ
L
x − e−i

nπ
L
x

2 i

]
dx

Exerc��cio
=

1

2L

∫ L
−L

f(x)e−i
nπ
L
x dx , (7.213)

f̂ (−n)
(8.211)
=

an + i bn
2

(7.175) e (7.176)
=

1

2

[
1

L

∫L
−L

f(x) cos
(nπ
L
x
)
dx+ i

1

L

∫L
−L

f(x) sen
(nπ
L
x
)
dx

]
=
1

2L

∫L
−L

f(x)
[
cos
(nπ
L
x
)
+ i sen

(nπ
L
x
)]
dx

(7.204) e (7.205)
=

1

2L

∫L
−L

f(x)

[
ei
nπ
L
x + e−i

nπ
L
x

2
+ i

ei
nπ
L
x − e−i

nπ
L
x

2 i

]
dx

Exerc��cio
=

1

2 L

∫L
−L

f(x) ei
nπ
L
x dx

=
1

2 L

∫ L
−L

f(x) e−i
(−n)π
L

x dx . (7.214)

Portanto, de (8.214), (7.213) e (7.214), segue que

f̂ (m) =
1

2 L

∫ L
−L

f(x) e−i
mπ
L
x dx , para cada m ∈ Z . (7.215)

4. Mesmo para fun�c~oes a valores reais, isto �e, fun�c~oes f : [−L , L] → R (que foi o

caso que est�avamos tratando no problema da condu�c~ao de calor no �o no in��cio

do cap��tulo), os coe�cientes de Fourier, na forma complexa, associados �a fun�c~ao

f s~ao, em geral, n�umeros complexos e n~ao reais, excetuando-se o caso em que os

bn = 0 , para cada n ∈ N ,

isto �e, o caso que fun�c~ao f �e uma fun�c~ao par (veja o item 3. da Observa�c~ao

(7.180), ou ainda (7.184)).
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7.4 Interpretação Geométrica dos Coeficientes de Fou-

rier

Observemos que a maneira como obtivemos os coe�cientes de Fourier associados �a uma fun�c~ao

f : [−L , L] → R (isto �e, am, para m ∈ {0} ∪ N e bk, para k ∈ N, dados por (7.175) e (7.176),
respectivamente) �e bastante natural olharmos os mesmos do modo que faremos a seguir.

Consideremos, no espa�co vetorial real (Rn ,+ , ·) (onde + �e a opera�c~ao de adi�c~ao usual de

n-uplas e · �e a mulplica�c~ao usual de n�umero real por n-uplas), o produto interno usual, a

saber:

⟨⃗x , y⃗⟩ =
n∑
j=1

xj yj , (7.216)

onde os vetores u⃗ , v⃗ ∈ Rn, s~ao dados por:

x⃗ = (x1 , x2 , · · · , xn) e y⃗ = (y1 , y2 , · · · , yn) . (7.217)

Para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n}, de�namos o seguinte vetor de Rn:

e⃗i
.
= (0 , · · · , 0 ,

i-�esima posi�c~ao↓
1 , 0 , · · · , 0) . (7.218)

Como foi visto na disciplina de �Algebra Linear, temos que o conjunto

{e⃗1 , e⃗2 , · · · , e⃗n}

�e uma base ortonormal do espa�co vetorial real (Rn ,+ , ·), relativamente ao produto interno

(7.216).

Tal base �e denominada base canônica de (Rn ,+ , ·), ou seja, para i , j ∈ {1 , 2 , · · · , n},
teremos:

⟨e⃗i , e⃗j⟩ =

{
1 , se i = j

0 , se i ̸= j
. (7.219)

Notemos que, se x⃗ ∈ Rn �e dado por (7.217), teremos:

x⃗
(7.217)
= (x1 , x2 , · · · , xn)

= (x1 , 0 , · · · , 0) + (0 , x2 , 0 , · · · , 0) + · · ·+ (0 , , · · · , 0 , xn)
= x1 · (1 , 0 , · · · , 0) + x2 · (0 , 1 , 0 , · · · , 0) + · · ·+ xn · (0 , · · · , 0 , 1)
= x1 · e⃗1 + x2 · e⃗2 + · · ·+ xn · e⃗n

=

n∑
j=1

xj · e⃗j . (7.220)
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Com isto, para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n}, teremos:

⟨⃗x , e⃗i⟩
(7.220)
=

⟨
n∑
j=1

xj · e⃗j , e⃗i

⟩
propriedades de produto interno

=

n∑
j=1

xj ⟨e⃗j , e⃗i⟩

(7.219)
= xi ,

ou seja, xi · e⃗i = ⟨⃗x , e⃗i⟩ · e⃗i ,

o que signi�ca dizer que, geometricamente, para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n}, temos que o vetor

xi · e⃗i

�e a proje�c~ao ortogonal do vetor x⃗, na dire�c~ao do vetor (unit�ario) e⃗i.

A �gura abaixo ilustra a situa�c~ao acima.

-

>

-
e⃗i

x⃗

xi · e⃗i

Apliquemos as ideias acima para o caso de s�eries de Fourier:

Observação 7.221

1. Notemos que

C([−L , L] ; R) ,

o conjunto formado por todas as fun�c~oes cont��nuas, a valores reais, de�nidas em

[−L , L], �e um espa�co vetorial sobre R, quando munido das opera�c~oes de soma de

fun�c~oes, indicada por +, e multiplica�c~ao de n�umero real por fun�c~ao, indicada por

·.
A veri�ca�c~ao deste fato foi vista na disciplina de �Algebra Linear e ser�a deixada

como exerc��cio para o leitor.

Com iso o espa�co vetorial real (C([−L , L] ; R) ,+ , ·), poder�a ser munido do seguinte

produto interno

⟨f , g⟩ .=
∫ L
−L

f(x)g(x)dx , (7.222)
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onde f , g ∈ C([−L , L] ; R).

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

2. Do item 4. da Proposi�c~ao (7.154), segue que o conjunto

{ψm ; m ∈ {0} ∪ N} ∪ {ϕk ; k ∈ N} (7.223)

�e um subconjunto do espa�co vetorial real (C([−L , L] ; R) ,+ , ·), que �e ortogonal,

relativamente ao produto interno (7.222) (veja (7.155), (7.156) e (7.157)).

Notemos que o conjunto (7.223) ser�a ortonormal, relativamente ao produto interno

(7.222), se

L = 1 ,

excetuando-se o caso de m = 0 (veja (7.155), (7.156) e (7.157)).

3. Embora o conjunto (7.223) não seja uma base para o espa�co vetorial real

C([−L , L] ; R) ,+ , ·) ,

no sentido alg�ebrico, se uma fun�c~ao f ∈ C([−L , L] ; R) puder ser expandida em

s�erie de Fourier (associada �a mesma), se a s�erie convergir para a fun�c~ao f, em

[−L , L], e se a s�erie de Fourier puder ser integrada, termo a termo, (por exemplo,

se a convergência da s�erie de Fourier for uniforme, em [−L , L]), ent~ao podemos

justi�car as contas formais (onde se vê: todo cuidado!) feitas na Observa�c~ao

(7.166), para obter as f�ormulas de Euler-Fourier (7.175), (7.176) .

4. Para ilustrar consideraremos o caso em que L = 1, ou seja, o conjunto (7.223) �e

um conjunto ortonormal, relativamente ao produto interno (7.222), exceto quando

m = 0.

Neste caso, para cada m ∈ {0} ∪ N e n ∈ N, teremos:

am
(7.175)
=

1

L

∫L
−L

f(x) cos
(mπ
L
x
)
dx

(7.153)
=

1

L

∫L
−L

f(x)ψm(x)dx

L=1
=

∫ 1
−1

f(x)ψm(x)dx

(7.222)
= ⟨f , ψm⟩ ,
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bn
(7.176)
=

1

L

∫L
−L

f(x) sen
(nπ
L
x
)
dx

(7.152)
=

1

L

∫L
−L

f(x)ϕn(x)dx

L=1
=

∫ 1
−1

f(x)ϕn(x)dx

(7.222)
= ⟨f , ϕn⟩ ,

ou seja, para cada m ∈ {0} ∪ N e n ∈ N, os vetores

am ·ψm e bn · ϕn

ser~ao as proje�c~oes ortogonais da fun�c~ao f, na dire�c~ao dos vetores ψm e ϕn (neste

caso, ser~ao unit�arios), respectivamente, relativamente ao produto interno (7.222).

5. Observemos que se L ̸= 1 ent~ao, para cada m ∈ {0} ∪ N e n ∈ N, trocando-se as

fun�c~oes

ψm e ϕn

pelas fun�c~oes

Ψm e Φn ,

respectivamente, dadas por:

Ψn(x)
.
=
ψn(x)

∥ψn∥
e Φn(x)

.
=
ϕn(x)

∥ϕn∥
, para cada x ∈ R , (7.224)

onde, para cada f ∈ C([−L , L] ; R), de�nimos

∥f∥ .=
√
⟨f , f⟩ (7.222)

=

(∫ L
−L

f 2(x)

) 1
2

, (7.225)

(que �e uma norma no espa�co vetorial real (C([−L , L] ; R) ,+ , ·)), ent~ao o conjunto

{Ψm ; m ∈ {0} ∪N} ∪ {Φn ; n ∈ N} (7.226)

ser�a um conjunto ortonormal, relativamente ao produto interno (7.222), e pode-

remos aplicar as mesma ideias do item 4. acima, utilizando o conjunto (7.226),

para concluir que, para cada m ∈ {0} ∪ N e n ∈ N, os vetores

am · Ψm e bn ·Φn

ser~ao as proje�c~oes ortogonais da fun�c~ao f, na dire�c~ao dos vetores (unit�arios) Ψm
e Φn, respectivamente, relativamente ao produto interno (7.222).
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Notemos que, neste caso, teremos:

am
(7.175)
=

1

L

∫L
−L

f(x) cos
(mπ
L
x
)
dx

(7.153) e (7.112)
=

1

L
⟨f , ψm⟩ ,

=
1

L
⟨f , ψm⟩ , (7.227)

e

bn
(7.176)
=

1

L

∫L
−L

f(x) sen
(mπ
L
x
)
dx

(7.152) e (7.112)
=

1

L
⟨f , ϕn⟩ , (7.228)

para cada m ∈ {0} ∪ N e n ∈ N.

Utilizaremos algumas das ideias acima para obter algumas propriedades da s�eries de Fou-

rier associada a uma f : [−L , L] → R, que �e fun�c~ao integr�avel em [−L , L].

Consideraremos o espa�co vetorial real (SC([−L , L] ; R) ,+ , ·) em vez do espa�co vetorial

real (C([−L , L] ; R) ,+ , ·) para o que faremos a seguir.

O primeiro resultado interessante �e dado pela:

Proposição 7.229 Para f ∈ SC([−L , L] ; R) consideremos a s�erie de Fourier associada

�a fun�c~ao f, isto �e, (7.177) (ou (7.178)).

Ent~ao para M ∈ {0} ∪ N e N ∈ N �xados, se considerarmos

cm , dn ∈ R , para cada m ∈ {0 , 1 , · · · ,M} e n ∈ {1 , 2 , · · · ,N} (7.230)

teremos:∥∥∥∥∥f−
[
ao

2
ψo +

M∑
m=1

amψm +

N∑
n=1

bnϕn

]∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥f−
[
co

2
ψo +

M∑
m=1

cmψm +

N∑
n=1

dnϕn

]∥∥∥∥∥ ,
(7.231)

onde as fun�c~oes ψm e ϕn s~ao dadas por (7.153) e (7.152), respectivamente.

Al�em disso, a ocorrer�a igualdade em (7.231) se, e somente se,

cm = am e dn = bn , para cada m ∈ {0 , 1 , · · · ,M} e n ∈ {1 , 2 , · · · ,N}. (7.232)

Demonstração:

Dados M,N ∈ N de�namos o conjunto SMN, como sendo o seguinte subconjunto de

SC([−L , L] ; R):

SMN
.
= {ψm ; m ∈ {0 , 1 , · · · ,M}} ∪ {ϕn ; n ∈ {1 , 2 , · · · ,N}} . (7.233)
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Observemos que o conjunto SMN �e um conjunto �nito de vetores de L.I., do espa�co vetorial

real (SC([−L , L] ; R) ,+ , ·).
De fato, pois da Proposi�c~ao (7.154) (veja (7.155), (7.156) e (7.157)), segue que o conjunto

SMN um conjunto ortogonal, relativamente ao produto interno (7.112), e formado por vetores

n~ao nulos.

Consideremos o subespa�co vetorial gerado pelo conjunto SMN, do espa�co vetorial real

(SC([−L , L] ; R) ,+ , ·), que indicaremos por [SMN], isto �e, o conjunto formado por todas as

combin�c~oes lineares de elementos do conjunto SMN, do espa�co vetorial real (SC([−L , L] ; R) ,+ , ·).
Mais precisamente:

[SMN]
.
=

{
co

2
ψo +

M∑
m=1

cmψm +

N∑
n=1

dnϕn ; cm , dn ∈ R ,

para cada m ∈ {0 , 1 , · · · ,M} e n ∈ {1 , · · · ,N}} . (7.234)

De�namos a fun�c~ao g : [−L , L] → R, dada por:

g(x)
.
= f(x) −

[
ao

2
ψo(x) +

M∑
m=1

amψm(x) +

N∑
n=1

bnϕn(x)

]
, (7.235)

para cada x ∈ [−L , L].

Deste modo, teremos:

⟨g ,ψo⟩
(7.235)
=

⟨
f−

[
ao

2
ψo +

M∑
m=1

amψm +

N∑
n=1

bnϕn

]
, ψo

⟩
item 1. da Proposi�c~ao (7.115)

= ⟨f , ψo⟩︸ ︷︷ ︸
(7.227) com m=0

= L ao

−
ao

2
⟨ψo , ψo⟩︸ ︷︷ ︸

(7.155) com m=0
= 2 L

−

N∑
n=1

an ⟨ψn , ψo⟩︸ ︷︷ ︸
(7.155)

= 0

+

M∑
m=1

bm ⟨ϕm , ψo⟩︸ ︷︷ ︸
(7.157)

= 0

= Lao −
ao

2
2 L

= 0 .

Por outro lado, para k ∈ N �xado, teremos:

⟨g ,ψk⟩ =

⟨
f−

[
ao

2
ψo +

M∑
m=1

amψm +

N∑
n=1

bnϕn

]
, ψk

⟩
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item 1. da Proposi�c~ao (7.115)
= ⟨f , ψk⟩︸ ︷︷ ︸

(7.227)
= L ak

−
ao

2
⟨ψo, ψk⟩︸ ︷︷ ︸

(7.155) com k ̸=1
= 0

−

M∑
m=1

am ⟨ψm , ψk⟩︸ ︷︷ ︸
(7.157)

=


0 , se m ̸= k
L , se m = k

+

N∑
n=1

bn ⟨ϕn , ψk⟩︸ ︷︷ ︸
(7.155)

= 0

= Lak − Lak

= 0 ,

e

⟨g ,ϕk⟩ =

⟨
f−

[
ao

2
ψo +

M∑
m=1

amψm +

N∑
n=1

bnϕn

]
, ϕk

⟩
item 1. da Proposi�c~ao (7.115)

= ⟨f , ϕk⟩︸ ︷︷ ︸
(7.228)

= L bk

−
ao

2
⟨ψo , ϕk⟩︸ ︷︷ ︸

(7.155) com k ̸=1
= 0

−

M∑
n=1

am ⟨ψm , ϕk⟩︸ ︷︷ ︸
(7.157)

= 0

+

N∑
n=1

bn ⟨ϕn , ϕk⟩︸ ︷︷ ︸
(7.157)

=


0 , se n ̸= k
L , se n = k

= Lbk − Lbk

= 0 ,

isto �e, a fun�c~ao g, dada por (7.235), �e ortogonal a cada um dos elementos do conjunto SMN.

Logo, como os elementos do conjunto SMN s~ao geradores do subsepa�co vetorial gerado

pelo vetores do conjunto SMN, segue que a fun�c~ao g ser�a ortogonal a todos elementos do

subespa�co vetorial [SNM] (a ortogonalidade �e relativa ao produto intermo (7.112)), ou seja,

g ⊥ [SMN] . (7.236)

De�namos a fun�c~ao h : [−L , L] → R, dada por

h(x)
.
=
ao − co
2

ψo(x) +

M∑
m=1

(am − cm)ψm(x) +

N∑
n=1

(bn − dn)ϕn(x) , (7.237)

para cada x ∈ [−L , L].

Notemos que a fun�c~ao h �e uma combina�c~ao linear dos elementos do conjunto SMN, ou

seja,

h ∈ [SNM] . (7.238)
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Logo, de (7.236) e (7.238), segue que a fun�c~ao g ser�a ortogonal �a fun�c~ao h, relativamente

ao produto intermo (7.112), ou seja,

g ⊥ h . (7.239)

Portanto, pelo Teorema de Pit�agoras (isto �e, o item 4. da Observa�c~ao (7.119), ou ainda,

(7.125)), segue que∥∥∥∥∥f−
[
co

2
ψo +

M∑
m=1

cmψm +

N∑
n=1

dnϕn

]∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
f−

[
ao

2
ψo +

M∑
m=1

amψm +

N∑
n=1

bnϕn

]
︸ ︷︷ ︸

(7.235)
= g

+

[
ao

2
ψo +

M∑
m=1

amψm +

N∑
n=1

bnϕn

]

−

[
co

2
ψo +

M∑
m=1

cmψm +

N∑
n=1

dnϕn

]∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g+


ao − co
2

ψo +

M∑
m=1

(am − cm)ψm +

N∑
n=1

(bn − dn)ϕn︸ ︷︷ ︸
(7.237)

= h



∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

= ∥g+ h∥2

g⊥h e (7.125)
= ∥g∥2 + ∥h∥2︸︷︷︸

≥0

(∗)
≥ ∥g∥2 (7.240)

(7.235)
=

∥∥∥∥∥f−
[
ao

2
ψo +

M∑
m=1

amψm +

N∑
n=1

bnϕn

]∥∥∥∥∥
2

,

isto �e,∥∥∥∥∥f−
[
co

2
ψo +

M∑
m=1

cmψm +

N∑
n=1

dnϕn

]∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥f−
[
ao

2
ψo +

M∑
m=1

amψm +

N∑
n=1

bnϕn

]∥∥∥∥∥
2

mostrando a desigualdade (7.231).

Observemos que se

cm = am e dn = bn , para cada m ∈ {0 , 1 , · · · ,M} e n ∈ {1 , 2 , · · · ,N}

ent~ao vale a igualdade em (7.231).
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Reciprocamente, se vale a igualdade em (7.231), de (*) em (7.240), teremos:

∥g∥2 + ∥h∥2 Pit�agoras
= ∥g+ h∥2 vale a igualdade em (*)

= ∥g∥2 ,

ou seja,

∥h∥2 = 0 ,

isto �e, de (7.112), deveremos ter:

∫L
−L

|h(x)|2 dx = 0 . (7.241)

Como a fun�c~ao h �e uma fun�c~ao cont��nua em [−L , L] (veja (7.237)) e

|h(x)| ≥ 0 , para cada x ∈ [−L , L] e vale (8.240) ,

segue que que

h(x) = 0 , para cada x[−L , L] ,

que, de (7.237), �e equivalente a:

ao − co
2

ψo +

M∑
m=1

(am − cm)ψm +

N∑
n=1

(bn − dn)ϕn = 0 , em [−L , L] . (7.242)

Como o conjunto SMN �e um conjunto L.I. no espa�co vetorial real (SC([−L , L] ; R) ,+ , ·),
segue que todos os coe�cientes da combina�c~ao linear (7.242) devem ser iguais a zero, ou seja,

cm = am e dn = bn ,

para m ∈ {0 , 1 , · · · ,N} e m ∈ {1 , 2 , · · · ,M}, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 7.243 A Proposi�c~ao (7.229) acima, nos diz que a soma parcial da s�erie de

Fourier de uma fun�c~ao que pertence �a SC([−L , L] ; R), nos fornece a melhor aproxima�c~ao

poss��vel entre todas as aproxima�c~oes, por combina�c~oes lineares envolvendo senos e

cossenos, relativamente �a norma que prov�em do produto interno (7.112).

Uma outra propriedade importante das s�eries de Fourier associada a uma fun�c~ao "bem

comportada", �e dado pela:

Proposição 7.244 (Desigualdade de Bessel, na forma real)

Seja f ∈ SC([−L , L] ; R) e consideremos a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f, isto

�e, (7.177) (ou (7.178)).

Ent~ao as s�eries num�ericas

∞∑
m=1

am
2 e

∞∑
n=1

bm
2 ,
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s~ao convergentes e al�em disso, vale

L

(
ao

2

2
+

∞∑
m=1

am
2 +

∞∑
n=1

bn
2

)
≤ ∥f∥2 , (7.245)

onde

∥f∥ .=
[∫L

−L

|f(x)|2 dx

] 1
2

(7.246)

�e a semi-norma que prov�em do "quase" produto interno (7.112).

Demonstração:

Notemos que, para cada M,N ∈ N, teremos

0 ≤

∥∥∥∥∥f−
[
ao

2
ψo +

M∑
m=1

amψm +

N∑
n=1

bnϕn

]∥∥∥∥∥
2

(7.122)
=

⟨
f−

ao

2
ψo −

M∑
k=1

akψk −

N∑
l=1

blϕl , f−
ao

2
ψo −

M∑
m=1

amψm −

N∑
n=1

bnϕn

⟩
item 1. da Proposi�c~ao (7.115)

= ⟨f , f⟩︸ ︷︷ ︸
(7.246)

= ∥f∥2

−
ao

2
⟨f , ψo⟩︸ ︷︷ ︸

(7.227) com m=0
= L ao

−

M∑
m=1

am ⟨f , ψm⟩︸ ︷︷ ︸
(7.227) com m̸=0

= L am

−

N∑
n=1

bn ⟨f , ϕn⟩︸ ︷︷ ︸
(7.228)

= L bn

−
ao

2
⟨ψo , f⟩︸ ︷︷ ︸

(7.227) com m=0
= L ao

+
ao

2

4
⟨ψo , ψo⟩︸ ︷︷ ︸

(7.155) com k=m=0
= 2 L

+

M∑
m=1

ao

2
am ⟨ψo , ψm⟩︸ ︷︷ ︸

(7.155) com m̸=0
= 0

+

N∑
n=1

ao

2
bn ⟨ψo , ϕn⟩︸ ︷︷ ︸

(7.156)
= 0

−

M∑
k=1

ak ⟨ψk , f⟩︸ ︷︷ ︸
(7.227)

= L ak

+

M∑
k=1

ak
ao

2
⟨ψk , ψo⟩︸ ︷︷ ︸

(7.155) com k ̸=0
= 0

+

M∑
k=1

M∑
m=1

ak am ⟨ψk , ψm⟩︸ ︷︷ ︸
(7.155)

=


0 , se m ̸= k
L , se m = k

+

M∑
k=1

N∑
n=1

ak bn ⟨ψk , ϕn⟩︸ ︷︷ ︸
(7.156)

= 0

−

N∑
l=1

bl ⟨ϕl , f⟩︸ ︷︷ ︸
(7.228)

= L bl

+

N∑
l=1

bl
ao

2
⟨ϕl , ψo⟩︸ ︷︷ ︸

(7.156)
= 0

+

N∑
l=1

M∑
m=1

bl am ⟨ϕl , ψm⟩︸ ︷︷ ︸
(7.156)

= 0

+

N∑
l=1

N∑
n=1

bl bn ⟨ϕl , ϕn⟩︸ ︷︷ ︸
(7.155)

=


0 , se n ̸= l
L , se n = l
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= ∥f∥2 − L

2
ao

2 − L

M∑
m=1

am
2 − L

N∑
n=1

bn
2 −

L

2
ao

2 +
L

2
ao

2 − L

M∑
k=1

ak
2 + L

M∑
k=1

ak
2

− L

N∑
l=1

bl
2 + L

N∑
l=1

bl
2

= ∥f∥2 − L

(
ao

2

2
+

M∑
m=1

am
2 +

N∑
n=1

bn
2

)
, (7.247)

isto �e,

0 ≤ ∥f∥2 − L

(
ao

2

2
+

M∑
m=1

am
2 +

N∑
n=1

bn
2

)
,

ou seja,

0 ≤ ao
2

2
+

M∑
m=1

am
2 +

N∑
n=1

bn
2 ≤ 1

L
∥f∥2 , (7.248)

para todo M,N ∈ N �xado.

Assim, segue de (7.248), que as sequências das somas parcias das s�eries num�ericas

∞∑
m=1

am
2 e

∞∑
n=1

bn
2 , (7.249)

s~ao limitadas em R.
Como

am
2, bn

2 ≥ 0 , para cada n ,m ∈ N ,

segue que as sequências das somas parcias das s�eries num�ericas (7.249) ser~ao crescentes em

R.
Logo as sequências das somas parcias das s�eries num�ericas (7.249) ser~ao mon�otonas (cres-

centes) e limitadas em R, de um resultado de An�alise I, temos que elas ser~ao convergentes

em R.
Portanto podemos passar os limites, quando

M,N→ ∞ ,

em (7.248), e com isto obteremos a desigualdade (7.245), completando a demosntra�c~ao do

resultado.

�
Temos uma vers~ao na forma complexa para ao resultado acima, a saber:
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Corolário 7.250 (Desigualdade de Bessel, na forma complexo)

Suponhamos que f ∈ SC([−L , L] ; R) e

S[f](x) =

∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
x , para cada x ∈ [−L , L] , (7.251)

onde, para cada n ∈ Z, o n�umero complexo f̂ (n) �e o n-�esimo coe�ciente de Fourier na

forma complexa, dado por (7.215).

Ent~ao a s�erie num�erica ∞∑
n=1

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2
ser�a convergente e vale

∞∑
n=∞

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2 ≤ 1

2 L
∥f∥2 , (7.252)

onde

∥f∥ .=
[∫L

−L

|f(x)|2 dx

] 1
2

(7.253)

�e a semi-norma que prov�em do "quase" produto interno (7.113).

Demonstração:

Segue, de (7.207), (7.208) e (8.211), que:

∣∣∣f̂ (0)∣∣∣2 (7.207)
=

ao
2

4
, (7.254)∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2 (7.208)

=

∣∣∣∣an − i bn2

∣∣∣∣2
=
1

4

(
an

2 + bn
2
)

(7.255)

e ∣∣∣f̂ (−n)∣∣∣2 (8.211)
=

∣∣∣∣an + i bn2

∣∣∣∣2
=
1

4

(
an

2 + bn
2
)
, para cada n ∈ N . (7.256)
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Logo, para cada N ∈ N temos

N∑
n=−N

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2 = ∣∣∣f̂ (0)∣∣∣2 + N∑
n=1

∣∣∣f̂ (−n)∣∣∣2 + N∑
n=1

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2
(7.254),(7.255),(7.256)

=
ao

2

4
+
1

4

N∑
n=1

(
an

2 + bn
2
)
+
1

4

N∑
n=1

(
an

2 + bn
2
)

=
ao

2

4
+
1

2

(
N∑
n=1

an
2 +

N∑
n=1

bn
2

)

=
1

2

(
ao

2

2
+

N∑
n=1

an
2 +

N∑
n=1

bn
2

)
. (7.257)

Logo, de um crit�erio da compara�c~ao, na vers~ao complexa e da Proposi�c~ao (7.244), segue

que a s�erie num�erica
∞∑

n=−∞
∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2 �e convergente em R.

Lembremos que o sentido da convergência da s�erie acima ser�a

∞∑
n=−∞

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2 = lim
N→∞

N∑
n=−N

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2 .
Al�em disso, passando o limite, quando

N→ ∞
em (7.257), obteremos:

∞∑
n=∞

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2 = lim
N→∞

N∑
n=−N

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2
(7.257)
= lim

N→∞
[
1

2

(
ao

2

2
+

N∑
n=1

an
2 +

N∑
n=1

bn
2

)]

=
1

2

(
ao

2

2
+

∞∑
n=1

an
2 +

∞∑
n=1

bn
2

)
(7.245))

≤ 1

2 L
∥f∥2 ,

completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 7.258
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1. Seja f ∈ SC([−L , L] ; R) ent~ao

f̂ (0)
(7.208)
=

ao

2
a∈R
=
ao

2
(7.208)
= f̂ (−0) .

Se n ∈ N, teremos:

f̂ (n)
(7.208)
=

an − i bn
2

=
an − i bn

2

=
an − i bn

2
an ,bn∈R=

an + i bn
2

(7.208)
= f̂ (−n)

f̂ (−n)
(7.208)
=

an + i bn
2

=
an + i bn

2

=
an + i bn

2
an ,bn∈R=

an − i bn
2

(7.208)
= f̂ (n)

= f̂ [−(−n)] ,

ou seja,

f̂ (n) = f̂ (−n) , para cada n ∈ Z . (7.259)

2. Seja f ∈ SC(R ; R) uma fun�c~ao 2 L-peri�odica e consideremos a fun�c~ao h : R → R,
dada por

h(x)
.
= f(−x) , para cada x ∈ R . (7.260)

Ent~ao, teremos que h ∈ SC(R ; R) e tamb�em ser�a uma fun�c~ao 2 L-peri�odica.
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Al�em disso, para n ∈ Z, temos que:

ĥ (n)
(7.215)
=

1

2 L

∫L
−L

h(x) e−i
nπ
L
x dx

(7.260)
=

1

2 L

∫L
−L

f(−x) e−i
nπ
L
x dx⟨ y = −x , logo: dy = −dx

x = −L , logo: y = L

x = L , logo: y = −L

⟩
=
1

2 L

∫−L

L

f(y) e−i
nπ
L

(−y) (−dy)

=
1

2 L

∫L
−L

f(y) e−i
(−n)π
L

ydy

(7.215)
= f̂ (−n) ,

isto �e,

ĥ (n) = f̂ (−n) , para cada n ∈ Z . (7.261)

3. As conclus~oes do Corol�ario (7.250) permanece v�alido se a fun�c~ao f �e a valores

complexos, isto �e, se f ∈ SC([−L , L] ; C).
De fato, se f : [−L , L] → C �e seccionalmente cont��nua em [−L , L], ent~ao existem

fun�c~oes u , v ∈ SC([−L , L] ; R), de modo que

f(x) = u(x) + i v(x) , para cada x ∈ [−L , L] . (7.262)

Com isto, para n ∈ Z, segue que:

f̂ (n)
(7.215)
=

1

2 L

∫ L
−L

f(x)e−i
nπ
L
x dx

(7.262)
=

1

2 L

∫ L
−L

[u(x) + i v(x)] e−i
nπ
L
x dx

propriedade da integral de�nida
=

1

2 L

∫L
−L

u(x) e−i
nπ
L
x dx+ i

1

2 L

∫L
−L

v(x) e−i
nπ
L
x dx

(7.215)
= û (n) + i v̂ (n) . (7.263)

Logo, para cada n ∈ Z, temos:∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2 = f̂ (n) f̂ (n)
(7.262)
= [û (n) + i v̂ (n)]

[
û (n) + i v̂ (n)

]
= [û (n) + i v̂ (n)]

[
û (n) + i v̂ (n)

]
= [û (n) + i v̂ (n)]

[
û (n) + i v̂ (n)

]
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(7.259)
= [û (n) + i v̂ (n)]

[
û (n) − i v̂ (−n)

]
= û (n) û (−n) − i û (n) v̂ (−n)) + i v̂ (n) û (−n) + v̂ (n) v̂ (−n)

(7.259)
= û (n) û (n) + i [û (−n) v̂ (n) − û (n) v̂ (−n)] + v̂ (n) v̂ (n)

= |û (n)|2 + i [û (−n) v̂ (n) − û (n) v̂ (−n)] + |v̂ (n)|2 . (7.264)

Portanto, para N ∈ N, segue que

N∑
n=−N

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2 (7.264)
=

N∑
n=−N

{
|û (n)|2 + |v̂ (n)|2 + i [û (−n) v̂ (n) − û (n) v̂ (−n)]

}
somas �nitas

=

N∑
n=−N

[
|û (n)|2 + |v̂ (n)|2

]
+ i

N∑
n=−N

[û (−n) v̂ (n) − û (n) v̂ (−n)]

=

N∑
n=−N

[
|û (n)|2 + |v̂ (n)|2

]
+ i


N∑

n=−N

û (−n) v̂ (n) −

(∗)︷ ︸︸ ︷
N∑

n=−N

û (n) v̂ (−n)


m = −n, em (*)

=

N∑
n=−N

[
|û (n)|2 + |v̂ (n)|2

]
+ i

[
N∑

n=−N

û (−n) v̂ (n) −

N∑
m=−N

û (−m) v̂ (m)

]

=

N∑
n=−N

[
|û (n)|2 + |v̂ (n)|2

]
. (7.265)

Como, u , v ∈ SC([−L , L] ; R), do Corol�ario (7.250), segue que as s�eries num�ericas

∞∑
n−∞ |û (n)|2 e

∞∑
n−∞ |v̂ (n)|2

ser~ao convergentes.

Logo, deste fato e de (7.265), segue que a s�erie num�erica

∞∑
n−∞

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2
�e convergente e, al�em disso:∞∑

n−∞
∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2 (7.265)

=

∞∑
n=−∞

[
|û (n)|2 + |v̂ (n)|2

]
(7.252) para u e v)

≤ 1

2 L

(
∥u∥2 + ∥v∥2

)
(7.262)
=

1

2 L
∥f∥2 ,
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ou seja, vale uma desigualdade de Bessel para o caso da fun�c~ao f ser a valores

complexos, isto �e, se f ∈ SC([−L , L] ; C), temos que:

∞∑
n−∞

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2 ≤ 1

2 L
∥f∥2 , (7.266)

Como consequência da desiguladade de Bessel temos o:

Corolário 7.267 (Lema de Riemann-Lebesgue, na forma real) Seja f ∈ SC[−L , L] ; R)
e consideremos a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f, isto �e, (7.177) (ou (7.178)).

Ent~ao:

lim
m→∞am = lim

n→∞bn = 0 , (7.268)

onde, para cada m ∈ {0} ∪ N e n ∈ N, os n�umeros reais am e bn, s~ao dados por (7.175)

e (7.176), respectivamente.

Demonstração:

Notemos que, da Proposi�c~ao (7.244), segue que as s�eries num�erica

∞∑
m=1

am
2 e

∞∑
n=1

bm
2

s~ao convergentes em R.
Logo, do crit�erio da divergência para s�eries num�ericas, segue que

lim
m→∞am2 = lim

n→∞bn2 = 0 ,
o que implicar�a que:

lim
m→∞am = lim

n→∞bn = 0 ,

completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Na forma complexa o resultado acima torna-se-�a:

Corolário 7.269 (Lema de Riemann-Lebesgue, na forma complexa)

Seja f ∈ SC([−L , L] ; R) (respectivamete, f ∈ SC([−L , L] ; C)) e consideremos a s�erie

de Fourier associada �a fun�c~ao f, na forma complexa, isto �e, dados por (7.251).

Ent~ao

lim
|n|→∞ f̂ (n) = 0 , (7.270)

ou seja,

lim
n→∞ f̂ (n) = lim

n→−∞ f̂ (n) = 0 . (7.271)
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Demonstração:

Observemos que, do Corol�ario (7.250) (ou do item 3. da Observa�c~ao (7.258)), temos que

as s�eries num�erica ∞∑
n=−∞

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2
�e convergente em R (respectivamente, C).

Logo, como consequência do crit�erio da divergência para s�eries num�ericas, visto em An�alise

I, segue que

lim
n→∞ f̂ (n) = lim

n→−∞ f̂ (n) = 0 ,
como quer��amos demonstrar.

�

Observação 7.272

1. De�namos o conjunto

l2(R) .=

{
(an)n∈N ;

∞∑
n=1

an
2 <∞}

, (7.273)

isto �e, o conjunto formado pelas sequências reais, cuja s�erie num�erica formada

pelos quadrados dos seus termos, seja convergente em R.

Com as opera�c~oes usuais de soma de sequência num�ericas, que denotaremos por

+, e multiplica�c~ao de n�umero real por uma sequência num�erica, que denotaremos

por ·, segue que
(
l2(R) ,+ , ·

)
�e um espa�co vetorial sobre R.

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

2. Al�em disso, a fun�c~ao

∥ · ∥l2(R) : l2(R) → R ,

dada por

∥(an)n∈N∥l2(R)
.
=

√√√√ ∞∑
n=1

an2 , (7.274)

para (an)n∈N ∈ l2(R), ser�a uma norma no espa�co vetorial real
(
l2(R) ,+ , ·

)
.

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

3. Na verdade a norma de�nida em (7.274), prov�em do seguinte produto interno no

espa�co vetorial real
(
l2(R) ,+ , ·

)
:

Consideremos a fun�c~ao

⟨ · , · ⟩l2(R) : l2(R)× l2(R) → R ,
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dada por:

⟨(an)n∈N , (bn)n∈N⟩l2(R)
.
=

∞∑
n=1

an bn , (7.275)

para cada (an)n∈N , (bn)n∈N ∈ l2(R).

Notemos que a fun�c~ao acima bem de�nida no espa�co vetorial real
(
l2(R) ,+ , ·

)
e

�e realmente um produto interno no espa�co vetorial real
(
l2(R) ,+ , ·

)
.

A demonstra�c~ao destes fatos ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor.

Notemos que

∥(an)n∈N∥l2(R)
(7.274)
=

√√√√ ∞∑
n=1

an2

(7.275)
=

√
⟨(an)n∈N , (an)n∈N⟩l2(R) , (7.276)

para cada (an)n∈N ∈ l2(R), ou seja, a norma, de�nida por (7.274), prov�em do

produto interno, de�nido por (7.275), no espa�co vetorial real
(
l2(R) ,+ , ·

)
.

4. Na verdade podemos mostrar que o espa�co vetorial real, com produto interno(
l2(R) ,+ , · , ⟨ · , · ⟩l2(R)

)
�e um espa�co de Hilbert, ou seja, �e completo segundo a

m�etrica induzida pela norma ∥ · ∥l2(R).

A veri�ca�c~ao deste fato �e um pouco mais delicada e ser�a tratada no curso de

An�alise Funcional.

5. Podemos, de modo semelhante, considerar o conjunto

l2(C) .=

{
(an)n∈N ;

∞∑
n=1

|an|
2 <∞}

, (7.277)

isto �e, o conjunto formado pelas sequências complexas, cuja s�erie num�erica for-

mada pelos m�odulos ao quadrado dos seus termos, seja convergente em C.

Com as opera�c~oes usuais de soma de sequência num�ericas, que denotaremos por

+, e multiplica�c~ao de n�umero complexo por uma sequência num�erica, que deno-

taremos por ·, segue que
(
l2(C) ,+ , ·

)
�e um espa�co vetorial sobre C.

Al�em disso, a fun�c~ao

∥ · ∥l2(C) : l2(C) → R ,

dada por

∥(an)n∈N∥l2(C)
.
=

√√√√ ∞∑
n=1

|an|2 , (7.278)
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para (an)n∈N ∈ l2(C), ser�a uma norma no espa�co vetorial complexo
(
l2(C) ,+ , ·

)
.

Na verdade a norma de�nida em (7.278), prov�em do seguinte produto interno no

espa�co vetorial complexo
(
l2(C) ,+ , ·

)
:

Consideremos a fun�c~ao

⟨ · , · ⟩l2(C) : l2(C)× l2(C) → C ,

dada por:

⟨(an)n∈N , (bn)n∈N⟩l2(C)
.
=

∞∑
n=1

an bn , (7.279)

para cada (an)n∈N , (bn)n∈N ∈ l2(C).

Notemos que a fun�c~ao acima bem de�nida no espa�co vetorial complexo
(
l2(C) ,+ , ·

)
e um produto interno no espa�co vetorial complexo

(
l2(C) ,+ , ·

)
.

Notemos ainda, que

∥(an)n∈N∥l2(C)
(7.278)
=

√√√√ ∞∑
n=1

|an|2

(7.279)
=

√
⟨(an)n∈N , (an)n∈N⟩l2(C) , (7.280)

para cada (an)n∈N ∈ l2(C), ou seja, a norma, de�nida por (7.278), prov�em do

produto interno, de�nido por (7.279), no espa�co vetorial complexo
(
l2(C) ,+ , ·

)
A demonstra�c~ao dos fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

6. Na verdade podemos mostrar que o espa�co vetorial real com produto interno(
l2(C) ,+ , · , ⟨ · , · ⟩l2(C)

)
�e um espa�co de Hilbert, ou seja, �e completo segundo a

m�etrica induzida pela norma ∥ · ∥l2(C).

A veri�ca�c~ao deste fato �e um pouco mais delicada e ser�a tratada no curso de

An�alise Funcional.

7. Logo, com as nota�c~oes acima segue, do Corol�ario (7.250), que a aplica�c~ao

^ : SC([−L , L] ; R) → l2(C)
f 7→ f̂

est�a bem de�nida.
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8. Observemos que se f , g ∈ SC([−L , L] ; R) e α ∈ R ent~ao, para cada n ∈ Z, teremos:

̂(α f+ g) (n)
(7.215)
=

1

2 L

∫L
−L

(α f+ g)(x) e−i
nπ
L
x dx

=
1

2 L

∫L
−L

[α f(x) + g(x)] e−i
nπ
L
x dx

propriedades da integral de�nida
= α

[
1

2 L

∫ L
−L

f(x) e−i
nπ
L
x dx

]
+
1

2 L

∫L
−L

g(x) e−i
nπ
L
x dx

(7.215)
= α f̂ (n) + ĝ (n) , (7.281)

ou seja, a aplica�c~ao

^ : SC([−L , L] ; R) → l2(C)

�e uma transforma�c~ao linear de (SC([−L , L] ; R) ,+ , ·) em (l2(C) ,+ , ·) (onde + e ·
s~ao as respectivas opera�c~oes nos respectivos espa�cos vetoriais).

9. Notemos tamb�em que, se f , g ∈ SC([−L , L] ; R), ent~ao:∥∥∥f̂ − ĝ∥∥∥2
l2(C)

(7.281) com α=1
=

∥∥∥ ̂f− g∥∥∥2
l2(C)

(7.278)
=

∞∑
n=1

∣∣∣ ̂(f− g) (n)∣∣∣2
(7.252)

≤ 1

2 L
∥f− g∥2L2([−L ,L] ,R) ,

onde

∥f∥L2([−L ,L] ;R)
.
=

√∫L
−L

|f(x)|2 dx , (7.282)

para cada f ∈ SC([−L , L] ; R).

Com isto, teremos ∥∥∥f̂ − ĝ ∥∥∥
l2(C)

≤ 1√
2 L

∥f− g∥L2([−L ,L] ;R). (7.283)

Logo, (7.281) e (7.283), segue que a aplica�c~ao

^ : SC([−L , L] ; R) → l2(C)
f 7→ f̂

�e uma transforma�c~ao linear que �e cont��nua do espa�co vetorial real

(SC([−L , L] ; R) ,+ , ·) ,
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no espa�co vetorial complexo

(l2(C) ,+ , ·) ,

munidos das normas (7.282) e (7.278), respectivamente.

10. Notemos que, na verdade, (7.282) não �e uma norma no espa�co vetorial real

(SC([−L , L] ; R) ,+ , ·) ,

mas sim, uma semi-norma.

A demonstra�c~ao dos fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

11. Se conhecermos os espa�co vetorial real (respectivamente complexo)
(
L2([−L , L] ; R) ,+ , ·

)
(respectivamente,

(
L2([−L , L] ; C) ,+ , ·

)
), formado pelas "fun�c~oes" de�nidas em

[−L , L], cujo m�odulo ao quadrado �e Lebesgue integr�avel em [−L , L], munido do pro-

duto interno ⟨ · , · ⟩ : L2([−L , L] ; R) × L2([−L , L] ; R) → R (respectivamente, ⟨ · , · ⟩ :
L2([−L , L] ; C)× L2([−L , L] ; C) → C), dada por

⟨f , g⟩L2([−L ,L] ;R)
.
=

∫ L
−L

f(x)g(x)dx

(
respectivamente, ⟨f , g⟩L2([−L ,L] ;C)

.
=

∫L
−L

f(x)g(x)dx

)
para cada f , g ∈ L2([−L , L] ; R) (respectivamente, L2([−L , L] ; C) teremos que espa�co

vetorial real munido do produto interno (respectivamente complexo)(
L2([−L , L] ; R) ,+ , · , ⟨ · , · ⟩

)
(respectivamente,

(
L2([−L , L] ; C) ,+ , · , ⟨ · , · ⟩

)
) teremos que este ser�a Hilbert, ou

seja, completo e, al�em disso, como veremos mais adiante (veja a identidade de

Parseval, dada pelo Teorema (7.373)) poderemos mostrar que a aplica�c~ao

^ : L2([−L , L] ; R) ( respectivamente, C) → l2(C)
f 7→ f̂

ser�a um isomor�smo e homeomor�smo.

7.5 Convergência Pontual da Série de Fourier

A seguir iniciaremos o estudo da convergência da s�erie de Fourier associada a uma fun�c~ao

f ∈ SC([−L , L] ; R).
Nesta se�c~ao estudaremos a convergência pontual da s�erie de Fourier e na pr�oxima se�c~ao a

convergência uniforme.

Antes por�em, vale observar que dada uma fun�c~ao f ∈ SC([−L , L] ; R), que satisfaz

f(−L) = f(L) ,
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podemos estendê-la a uma fun�c~ao F : R → R, que �e 2 L-peri�odica e que seja seccionalmente

cont��nua em cada intervalo [a , b] ⊆ R, da seguinte forma:

Consideremos F : R → R dada por

F(x) = f(x− 2 k L), (7.284)

onde

x− 2 k L ∈ [−L , L] ,

para algum k ∈ Z.

-
x−L Lx − 2kL

︷ ︸︸ ︷Dom��nio de f

Com isto temos a:

Definição 7.285 De�namos

SCper(2L)
.
= {F : R → R ; F �e 2 L-peri�odica e seccional/e cont��nua em qualquer [a , b] ⊆ R}

e

Cper(2L)
.
= {F : R → R ; F �e 2 L-peri�odica e cont��nua R} .

Observação 7.286

1. Observemos que os conjunto

SCper(2 L) e Cper(2 L)

tornam-se espa�cos vetorias sobre R, quando munido das opera�c~oes usuais de soma

de fun�c~oes e multiplica�c~ao de n�umero real por uma fun�c~ao.

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

2. Se f ∈ SCper(2 L), para cada xo ∈ R, denotaremos por

f (x+o )
.
= lim

x→x+o f(x) e f (x−o )
.
= lim

x→x−o f(x) . (7.287)

3. Podemos indenti�car de maneira natural, o espa�co vetorial SC([−L , L] ; R) com

SCper(2 L).

Para isto dado f ∈ SC([−L , L] ; R), rede�nimos , se necess�ario,

f(L)
.
= f(−L) ,
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para que a fun�c~ao f assuma o mesmo valor nos extremos do intervalo [−L , L].

Com isto podemos considerar sua extens~ao 2 L-peri�odica �a R, que pertencer�a �a

SCper(2 L), como vimos em (7.284).

Analogamente, se F ∈ SCper(2 L), ent~ao sua restri�c~ao ao intervelo [−L , L], perten-

cer�a �a SC([−L , L] ; R).

4. Se f ∈ SCper(2 L), ent~ao a s�erie de Fourier de f estar�a bem de�nida (ou seja, os

coe�cientes de Fourier estar~ao bem de�nidos).

Logo,

S[f](x)
.
=
ao

2
+

∞∑
n=1

an cos
(nπ
L
x
)
+ bn sen

(nπ
L
x
)
, (7.288)

onde

an
.
=
1

L

∫ L
−L

f(x) cos
(nπ
L
x
)
dx , (7.289)

e

bn
.
=
1

L

∫ L
−L

f(x) sen
(nπ
L
x
)
dx , para cada n ∈ N , (7.290)

ou

S[f](x)
.
=

∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
x , (7.291)

onde

f̂(n)
.
=
1

2 L

∫L
−L

f(x) e−i
nπ
L
x dx , para cada n ∈ Z . (7.292)

Iniciaremos o nosso estudo da convergência pontual da s�erie de Fourirer estabelecendo o

seguinte resultado:

Lema 7.293 Seja f ∈ SCper(2 L), diferenci�avel em [−L , L], exceto em um n�umero �nito

de pontos, e de modo que que f ′ ∈ SCper(2 L).
Suponhamos tamb�em que a fun�c~ao f seja cont��nua em x = 0 e que

f(0) = 0 . (7.294)

Ent~ao a s�erie de Fourier associada a fun�c~ao f, converge para 0, no ponto x = 0, isto
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�e, fazendo x = 0 em (7.288), respectivamente (7.291), teremos:

ao

2
+

∞∑
n=1

an = 0 = f(0) , (7.295)

respectivamente,
∞∑

n=−∞ f̂ (n) = 0 = f(0) . (7.296)

Demonstração:

Demonstraremos a identidade para a forma complexa da s�erie de Fourier, isto �e, provare-

mos que

∞∑
n=−∞ f̂ (n) = lim

N→∞
N∑

n=−N

f̂ (n) = 0 .

Como consequência teremos que valer�a o mesmo para a s�erie de Fourier na forma real.

Para isto, consideremos a fun�c~ao g : R → R, dada por

g(x) =


f(x)

ei
π
L
x − 1

, para x ∈ [−L , 0) ∪ (0 , L]

−i L
f ′(0+)

π
, para x = 0

(7.297)

e de modo que

g(x+ 2 L) = g(x) , para cada x ∈ R . (7.298)

Observemos que existem

g (0+) e g (0−) .

De fato, pois:

g (0+)
(7.287)
= lim

x→0+ g(x)
x ̸=0 e (7.297)

= lim
x→0+

f(x)

ei
π
L
x − 1

f(0)
(7.294)

= 0
= lim

x→0+
f(x) − f(0)x− 0

1

ei
π
L
x − 1

x− 0

 . (7.299)
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Notemos que

lim
x→0+

f(x) − f(0)

x− 0

(7.287)
= f ′(0+) , que existe pois f ′ ∈ SC−per(2 L) (7.300)

e

lim
x→0+

1

ei
π
L
x − 1

x− 0

=
1

d

dx

[
ei
π
L
x

∣∣∣∣
x=0

]
=
L

i π
. (7.301)

Logo, de (7.300), (7.301) e (7.299), segue que

g(0+) = f ′(0+)
L

i π

= −i
L

π
f ′(0+)

(7.297)
= g(0) ,

portanto existe g(0+) e �e igual a g(0).

De modo semelhante, teremos:

g (0−)
(7.287)
= lim

x→0− g(x)
(7.298)
= lim

x→0− g(x+ 2 L)
x+2 L∈(−L ,L) e (7.297)

= lim
x→0−

f(x+ 2L)

ei
π
L
(x+2 L) − 1

f(x+2L)=f(x)
= lim

x→0−
f(x)

ei
π
L
x ei 2 π − 1

ei 2 π=1
= lim

x→0−
f(x)

ei
π
L
x − 1

= lim
x→0−

f(x) − f(0)x− 0

1

ei
π
L
x − 1

x− 0


(7.300) e (7.301)

= f ′(0−)
L

i π

= −i
L

i π
f ′(0−) ,

isto �e, existe g(0−).
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Observemos que f ∈ SCper(2 L) e a fun�c~ao

x→ ei
π
L
x − 1

�e cont��nua e 2 L-peri�odica em R, e s�o se anula em x = 0, no intervalo [−L , L].

A�rmamos que g ∈ SCper(2 L).
De fato pois, al�em dos pontos onde a fun�c~ao f tem uma descontinuidade de 1.a esp�ecie em

[−L , L] (que s~ao, no m�aximo, um n�umero de pontos do intervalo [−L , L]), o �unico "problema"

da fun�c~ao g no intervalo [−L , L] seria x = 0, mas nesse ponto existem os limites laterais, como

vimos acima, assim o conjunto dos pontos de descontinuidade da fun�c~ao g ser�a o conjunto

dos pontos de descontinuidade de 1.a esp�ecie da fun�c~ao f, juntamente, eventualmente, com os

pontos 2 k L, onde k ∈ Z (onde a fun�c~ao g possui limites laterias pela direita e pela esquerda

�nitos nesses pontos).

Logo, do Lema de Riemman-Lebesgue, na forma complexa, (isto �e, do Corol�ario 7.269))

segue que

lim
n→∞ ĝ (n) = lim

n→−∞ ĝ (n) = 0 . (7.302)

Por outro lado, para cada n ∈ Z, temos que:

f̂ (n)
(7.292)
=

1

2 L

∫L
−L

f(x) e−i
nπ
L
x dx

(7.297)
=

1

2L

∫L
−L

g(x)
(
ei
π
L
x − 1

)
e−i

nπ
L
x dx

propriedades da integral de�nida
=

1

2 L

∫L
−L

g(x) e−i
(n−1)π
L

x dx−
1

2 L

∫L
−L

g(x) e−i
nπ
L
x dx

(7.292) com n−1 e n
= ĝ (n− 1) − ĝ (n) . (7.303)

Logo, para cada N ∈ N, teremos:

N∑
n=−N

f̂ (n) = f̂ (−N) + f̂ (−N+ 1) + · · ·+ f̂ (N− 1) + f̂ (N)

(7.303)
= [ĝ (−N− 1) − ĝ (−N)] + [ĝ (−N) − ĝ (−N+ 1)] + · · ·

+ [ĝ (N− 2) − ĝ (N− 1)] + [ĝ (N− 1) − ĝ (N)]

= ĝ (−N− 1) − ĝ (N) . (7.304)

Portanto,

∞∑
n=−∞ f̂ (n) = lim

N→∞
N∑

n=−N

f̂ (n)

(7.304)
= lim

n→∞ [ĝ (−N− 1) − ĝ (N)]
(7.302)
= 0 ,
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ou seja, ∞∑
n=−∞ f̂ (n) = 0

(7.294)
= f(0).

Portanto a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f, em x = 0, converge para 0 = f(0), como

quer��amos demonstrar.

�

Observação 7.305

1. A demonstra�c~ao do Lema (7.293) acima mostra, na verdade, que a convergência

da s�erie de Fourier, na forma complexa
∞∑

n=−∞ f̂ (n), ocorre em um sentido mais

forte, a saber,

lim
N→∞
M→∞

M∑
n=−N

f̂ (n) = 0

e n~ao apenas no sentido de valor principal, isto �e,

lim
N→∞

N∑
n=−N

f̂ (n) = 0 .

De fato, pelo que vimos da demonstra�c~ao do Lema (7.293) acima (veja a identidade

(7.304)) temos que:

M∑
n=−N

f̂ (n) = f̂ (−N) + f̂ (−N+ 1) + · · ·+ f̂ (M− 1) + f̂ (M)

(7.303)
= [ĝ (−N− 1) − ĝ (−N)] + [ĝ (−N) − ĝ (−N+ 1)] + · · ·

+ [ĝ (M− 2) − ĝ (M− 1)] + [ĝ (M− 1) − ĝ (M)]

= ĝ (−N− 1) − ĝ (M)

N→∞
M→∞→ 0, devido a (7.302). (7.306)

Portanto, de (7.306), segue que

lim
N→∞
M→∞

M∑
n=−N

f̂ (n) = 0 .
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2. A soma (7.304) �e dita soma telescópica.

Podemos agora tratar do resultado principal, a saber:

Teorema 7.307 Suponhamos que f ∈ SCper(2 L) �e uma fun�c~ao diferenci�avel em [−L , L],

exceto em um n�umero �nito de pontos, com f ′ ∈ SCper(2 L) e xo ∈ R.

Ent~ao a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f, em xo, converge, para
f (x+o ) + f (x

−
o )

2
,

isto �e,

f (x+o ) + f (x
−
o )

2
=
ao

2
+

∞∑
n=1

an cos
(nπ
L
xo

)
+ bn sen

(nπ
L
xo

)
, (7.308)

onde,

an
.
=
1

L

∫L
−L

f(x) cos
(nπ
L
x
)
dx , (7.309)

e

bn =
1

L

∫L
−L

f(x) sen
(nπ
L
x
)
dx , para cada n ∈ N , (7.310)

ou

f (x+o ) + f (x
−
o )

2
=

∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
xo , (7.311)

onde,

f̂ (n) =
1

2 L

∫L
−L

f(x) e−i
nπ
L
x dx , para cada n ∈ Z . (7.312)

Demonstração:

Consideremos a transforma�c~ao T : R2 → R2, dada por

T(x , y)
.
=

(
x− xo , y−

f (x+o ) + f (x
−
o )

2

)
, para cada (x , y) ∈ R2 . (7.313)

Observemos que

T

(
xo ,

f (x+o ) + f (x
−
o )

2

)
(7.313)
=

(
xo − xo ,

f (x+o ) + f (x
−
o )

2
−
f (x+o ) + f (x

−
o )

2

)
= (0 , 0) e

T(x , f(x))
(7.313)
=

(
x− xo , f(x) −

f(x+o ) + f(x
−
o )

2

)
.

De�namos a fun�c~ao g : R → R, dada por

g(x)
.
= f(x+ xo) −

f(x+o ) + f(x
−
o )

2
, para cada x ∈ R . (7.314)



7.5. CONVERGÊNCIA PONTUAL DA S�ERIE DE FOURIER 377

Ent~ao os pontos do gr�a�co da fun�c~ao g, s~ao da forma:

(x , g(x))
(7.314)
=

(
x , f(x+ xo) −

f(x+o ) + f(x
−
o )

2

)
z
.
=x+xo=

(
z− xo , f(z) −

f(x+o ) + f(x
−
o )

2

)
(7.313)
= T(z , f(z))

z=x+xo= T(x+ xo, f(x+ xo)) , (7.315)

para cada x ∈ R.
Observemos que

g(0+) = lim
x→0+ g(x)

(7.314)
= lim

x→0+
[
f(x+ xo) −

f(x+o ) + f(x
−
o )

2

]
= f(x+o ) −

f(x+o ) + f(x
−
o )

2

=
f(x+o ) − f(x

−
o )

2
, (7.316)

g(0−) = lim
x→0− g(x)

(7.314)
= = lim

x→0−
[
f(x+ xo) −

f(x+o ) + f(x
−
o )

2

]
= f(x−o ) −

f(x+o ) + f(x
−
o )

2

=
f(x−o ) − f(x

+
o )

2
. (7.317)

Logo, de (7.316) e (7.317), segue que

g(0+) + g(0−)

2
=
1

2

[
f(x+o ) − f(x

−
o )

2
+
f(x−o ) − f(x

+
o )

2

]
=
1

4
[f(x+o ) − f(x

−
o ) + f(x

−
o ) − f(x

+
o )]

= 0 . (7.318)

Observemos que do fato que f , f ′ ∈ SCper(2 L) e de (7.314), segue que g , g ′ ∈ SCper(2 L).
A veri�ca�c~ao destes fatos ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

De�namos a fun�c~ao h : R → R, dada por

h(x)
.
=


g(x) + g(−x)

2
, para x ∈ [−L , 0) ∪ (0 , L]

0 , para x = 0
, (7.319)
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e

h(x+ 2 L) = h(x) , para cada x ∈ R .

Com isto teremos que h , h ′ ∈ SCper(2 L).
A veri�ca�c~ao destes fatos ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

Notemos tamb�em que a fun�c~ao h �e cont��nua em x = 0.

De fato, pois

lim
x→0+ h(x)

x̸=0 e (7.319)
= lim

x→0+
g(x) + g(−x)

2

=
g(0+) + g(0−)

2
(7.318)
= 0

(7.319)
= h(0)

e

lim
x→0− h(x)

x̸=0 e (7.319)
= lim

x→0−
g(x) + g(−x)

2

=
g(0−) + g(0+)

2
(7.318)
= 0

(7.319)
= h(0) .

Logo

lim
x→0h(x) = 0

(7.319)
= h(0) ,

mostrando a continuidade da fun�c~ao h em x = 0.

Aplicando o Lema (7.293) para a fun�c~ao h (notemos que a fun�c~ao h satisfaz todas as

hip�otese do Lema, veri�que!), teremos que

∞∑
n=−∞ ĥ (n) = lim

N→∞
N∑

n=−N

f̂ (n)

= 0 = h(0). (7.320)

Mas, para cada n ∈ Z, temos que:

ĥ (n)
(7.281) e (7.261)

=
ĝ (n) + ĝ (−n)

2
, para cada n ∈ Z . (7.321)
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Logo, para cada N ∈ N, �xado, teremos

N∑
n=−N

ĥ (n)
(7.321)
=

N∑
n=−N

ĝ (n) + ĝ (−n)

2

=

N∑
n=−N

ĝ (n)

2
+

N∑
n=−N

ĝ (−n)

2⟨
temos que:

N∑
n=−N

ĝ (−n) =

N∑
n=−N

ĝ (n)

⟩

=

N∑
n=−N

ĝ (n) . (7.322)

Por outro lado, para cada n ∈ Z, segue que:

ĝ (n)
(7.312)
=

1

2 L

∫L
−L

g(x) e−i
nπ
L
x dx

(7.314)
=

1

2 L

∫L
−L

[
f(x+ xo) −

f(x+o ) + f(x
−
o )

2

]
e−i

nπ
L
x dx

propriedades da integral de�nida
=

1

2 L

∫L
−L

f(x+ xo) e
−i nπ

L
x dx−

1

2 L

∫L
−L

f(x+o ) + f(x
−
o )

2
e−i

nπ
L
x dx

=

⟨
na 1.a integral fazendo:

y = x+ xo , logo: dy = dx

x = −L , logo: y = −L+ xo
x = L , logo: y = L+ xo

⟩
=

=
1

2 L

∫L+xo
−L+xo

f(y) e−i
nπ
L

(y−xo) dy−
1

2 L

f(x+o ) + f(x
−
o )

2

∫L
−L

e−i
nπ
L
x dx

y 7→f(y) e−i n πL (y−xo) �e 2 L-per, e (7.131)
=

1

2L

∫L
−L

f(y) e−i
nπ
L
y ei

nπ
L
xo dy

−
1

2 L

f(x+o ) + f(x
−
o )

2

∫L
−L

e−i
nπ
L
x dx

= ei
nπ
L
xo

[
1

2L

∫L
−L

f(y) e−i
nπ
L
y dy

]
−
1

2 L

f(x+o ) + f(x
−
o )

2

∫ L
−L

e−i
nπ
L
x dx

(7.312)
= f̂ (n) ei

nπ
L
xo −

1

2 L

f(x+o ) + f(x
−
o )

2

∫L
−L

e−i
nπ
L
x dx . (7.323)

Observemos que, para cada n ∈ Z �xado, temos que:

∫L
−L

e−i
nπ
L
x dx =


2 L , para n = 0

e−i
nπ
L
x

−i nπ
L

∣∣∣∣x=L
x=−L

=
L

−i nπ
[e−i n π − e+i n π]︸ ︷︷ ︸

=0

= 0 , para n ̸= 0 . (7.324)
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Assim, para cada n ∈ Z, de (7.323) e (7.324), segue que

ĝ (n) =

 f̂ (0) −
f(x+o ) + f(x

−
o )

2
, para = 0

f̂(n) ei
nπ
L
xo , para n ̸= 0

. (7.325)

Logo

N∑
n=−N

f̂ (n) ei
nπ
L
xo −

f(x+o ) + f(x
−
o )

2
=

N∑
n=−N ,N ̸=0

f̂ (n) ei
nπ
L
xo︸ ︷︷ ︸

(7.325) com n̸=0
= ĝ (n)

+ f̂ (0) −
f(x+o ) + f(x

−
o )

2︸ ︷︷ ︸
(7.325) com n̸=0

= ĝ (0)

(7.325)
=

N∑
n=−N

ĝ (n)

(7.322)
=

N∑
n=−N

ĥ (n)
N→∞−→ 0 , por (7.320),

ou seja:

∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
xo =

f(x+o ) + f(x
−
o )

2
,

como quer��amos demonstrar.

�

Observação 7.326

1. A demonstra�c~ao do Teorema (7.307) acima �e devido a P.R.Cherno� (1980).

2. O Teorema (7.307) acima, nos diz que nas hip�otese do Teorema (7.307), a s�erie de

Fourier associada a fun�c~ao f, converge para a m�edia do valor do salto da fun�c~ao

f, em cada ponto xo.

3. Se al�em de satisfazer as hip�oteses do Teorema (7.307) acima, a fun�c~ao f for

cont��nua em xo, ent~ao teremos que

f(x+o ) = f(x
−
o ) = f(xo) .



7.5. CONVERGÊNCIA PONTUAL DA S�ERIE DE FOURIER 381

Logo, de (7.308), respectivamente, (7.311), segue que

f(xo) =
ao

2
+

∞∑
n=1

an cos
(nπ
L
xo

)
+ bn sen

(nπ
L
xo

)
, (7.327)

ou

f(xo) =

∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
xo . (7.328)

onde,

am
.
=
1

L

∫L
−L

f(x) cos
(mπ
L
x
)
dx , para cada m ∈ {0} ∪ N , (7.329)

bk
.
=
1

L

∫L
−L

f(x) sen

(
kπ

L
x

)
dx , para cada k ∈ N , (7.330)

ou

f (x+o ) + f (x
−
o )

2
=

∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
xo , (7.331)

onde,

f̂ (n)
.
=
1

2 L

∫L
−L

f(x) e−i
nπ
L
x dx , para cada n ∈ Z . (7.332)

4. Em particular, se f ∈ C1(R ; R) �e uma fun�c~ao 2 L-peri�odica ent~ao, do Teorema

(7.307) acima, a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f converge, pontualmente,

para a fun�c~ao f, em R, isto �e, para cada x ∈ R, teremos

f(x) =
ao

2
+

∞∑
n=1

an cos
(nπ
L
x
)
+ bn sen

(nπ
L
x
)
, (7.333)

ou

f(x) =

∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
x , (7.334)

onde, para cada m ∈ {0} ∪ N, k ∈ N e n ∈ Z, os coe�cientes am, bk e f̂ (n), s~ao

dados por (7.329), (7.330) e (7.332), respectivamente.

Aplicaremos, a seguir, as ideias e resultados acima a dois exemplos os quais j�a foram

calculados os coe�cientes de Fourier anteriormente.

Exemplo 7.335 Consideremos a fun�c~ao f : R → R, dada por

f(x) =

{
−x , para x ∈ [−1 , 0)

x , para x ∈ [0 , 1)
, (7.336)
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satisfazendo

f(x+ 2) = f(x) , para cada x ∈ R . (7.337)

Estude a convergência da s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f.

Resolução:

Neste caso, temos

L = 1

e

f(x) = |x| , para cada x ∈ [−1 , 1]

e satisfaz (7.337).

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f, �e dada pela �gura abaixo.

-

6

−1 1

Onda Dente de Serra

Vimos, no Exemplo (7.187), para cada n ∈ N, vimos que

bn
(7.191)
= 0 ,

ao
(7.190)
=

1

2
,

a2 n
(7.190)
= 0 ,

a2 n+1
(7.190)
=

−4

(2n+ 1)2 π2
,

ou seja, a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f ser�a dada por:

S[f](x) =
1

2
−
4

π2

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
cos [(2n+ 1)πx] . (7.338)
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Observemos que f ∈ Cper(2) e a fun�c~ao f ′ �e seccionalmente cont��nua em qualquer intervalo

[a , b] ⊆ R, pois, de (7.336), temos que

f ′(x) = −1 , para cada x ∈ (−1 , 0) e f ′(x) = 1 , para cada x ∈ (0 , 1) .

Logo, do Teorema (7.307) e do item 2. da Observa�c~ao (7.326), segue que a s�erie de Fourier

associada �a fun�c~ao f (isto �e, (7.338)) converge para a fun�c~ao f, pontualmente em R, isto �e,

f(x) =
1

2
−
4

π2

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
cos [(2n+ 1)πx] , para cada x ∈ R . (7.339)

�

Observação 7.340 Em particular, segue que

0
(7.336)
= f(0)

(7.339) com x=0
=

1

2
−
4

π2

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
cos [(2n+ 1)π · 0]︸ ︷︷ ︸

=1 , para todo n∈N

=
1

2
−
4

π2

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
,

isto �e,
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=
π2

8
.

Exemplo 7.341 Consideremos a fun�c~ao f : R → R, dada por

f(x) =

{
0 , para cada x ∈ [π , 0) ou x = π

π , para cada x ∈ [0 , π)
, (7.342)

satisfazendo

f(x+ 2π) = f(x) , para cada x ∈ R . (7.343)

Estude a convergência da s�erie de Fourier associada a fun�c~ao f.

Resolução:

Neste caso, temos que

L = π .

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f, �e dada pela �gura abaixo.
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-

6

π−π

π

Onda Quadrada

−2 π 2 π

Vimos, no Eexemplo (7.193), que a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f �e dada por:

S[f](x) =
π

2
+

∞∑
n=0

2

2n+ 1
sen [(2n+ 1) x)] . (7.344)

Observemos que f ∈ SCper(2π) e a fun�c~ao f ′ �e seccionalmente cont��nua em qualquer

intervalo [a , b] ⊆ R.
De fato, pois

f ′(x) = 0 , para cada x ∈ (−π , 0) ∪ (0 , π) .

Logo, do Teorema (7.307) e do item 3. da Observa�c~ao (7.326), segue que a s�erie de Fourier

associada �a fun�c~ao f, converge para fun�c~ao f, pontualmente em R, exceto nos pontos da forma

x = kπ , para cada ∈ Z ,

pois a fun�c~ao f n~ao �e cont��nua, somente, neste pontos de R, ou seja,

f(x) =
π

2
+

∞∑
n=0

2

2n+ 1
sen[(2n+ 1) x)] , (7.345)

para cada x ∈ R com x ̸= kπ, para cada k ∈ Z.
Notemos que, do Teorema (7.307), em x = 0 teremos:

π

2

(7.342)
=

f(0+) + f(0−)

2

(7.308) e (7.344)
=

π

2
+

∞∑
n=0

2

2n+ 1
sen[(2n+ 1) · 0]︸ ︷︷ ︸
=0 , para todo n∈N

=
π

2
.
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Notemos que, do Teorema (7.307), em x = π teremos:

π

2

(7.342)
=

f (π+) + f (π−)

2

(7.308) e (7.344)
=

π

2
+

∞∑
n=0

2

2n+ 1
sen[(2n+ 1)π]︸ ︷︷ ︸
=0 , para todo n∈N

=
π

2
.

Notemos que, do Teorema (7.307), em x = −π teremos:

π

2

(7.342)
=

f (−π+) + f (−π−)

2

(7.308) e (7.344)
=

π

2
+

∞∑
n=0

2

2n+ 1
sen[(2n+ 1) (−π)]︸ ︷︷ ︸

=0 , para todo n∈N

=
π

2
.

Como a fun�c~ao f �e cont��nua em x =
π

2
, pelo do Teorema (7.307) e do item 3. da Observa�c~ao

(7.326), temos que a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f ser�a convergente para f
(π
2

)
, isto

�e,

π
(7.342)
= f

(π
2

)
(7.308) e (7.344)

=
π

2
+

∞∑
n=0

2

2n+ 1
sen
[
(2n+ 1)

π

2
)
]

︸ ︷︷ ︸
=(−1)n , para todo n∈N

=
π

2
+

∞∑
n=0

2

2n+ 1
(−1)n

=
π

2
+

∞∑
n=0

2 (−1)n

2n+ 1
,

ou seja, ∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
=
π

4
.

�

7.6 Convergência Uniforme da Série de Fourier

O objetivo desta se�c~ao �e apresentar um resultado que garanta a convergência uniforme da

s�erie de Fourier associada a uma fun�c~ao peri�odica "bem comportada".
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Para a demonstra�c~ao desse resultado precisaremos de alguns outros, entre eles da:

Proposição 7.346 Consideremos f ∈ SCper(2 L) que seja uma fun�c~ao diferenci�avel em

[−L , L], exceto em um n�umero �nito de pontos, e de modo que f ′ ∈ SCper(2 L).
Ent~ao os coe�cientes de Fourier, na forma complexa, da fun�c~ao f e da fun�c~ao f ′,

se relacionam da seguinte forma:

f̂ ′ (n) =
i nπ

L
f̂ (n) , para cada n ∈ Z, (7.347)

ou seja, se

S[f](x) =

∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
x (7.348)

ent~ao

S [f ′] (x) =

∞∑
n=−∞

i nπ

L
f̂ (n) ei

nπ
L
x . (7.349)

Em rela�c~ao aos coe�cientes de Fourier, na forma real, associados �a fun�c~ao f, tere-

mos que:

ao
′ = 0 ,

an
′ =

nπ

L
bn , (7.350)

bn
′ = −

nπ

L
an , para cada n ∈ N , (7.351)

onde

S[f] =
ao

2
ψo +

∞∑
n=1

anψn + bnϕn

S[f ′] =
ao

′

2
ψo +

∞∑
n=1

an
′ψn + bn

′ϕn ,

com, para cada m ∈ {0} ∪ N e n ∈ N, as fun�c~oes ψm e ϕn, dadas por (7.153) e (7.152),

respectivamente.

Demonstração:

Observemos que se a identidade (7.347) ocorrer, ent~ao as identidades em (7.350), tamb�em

ocorrer~ao.
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De fato, pois:

ao
′ (7.207)= 2 f̂ ′ (0)

(7.347) com n=0)
= 2

(
0 · f̂ (0)

)
= 0 ,

an
′ − i bn

′

2

(7.208)
= f̂ ′ (n)

(7.347)
=

i nπ

L
f̂ (n)

(7.208)
=

i nπ

L

(
an − i bn

2

)

=

nπ

L
bn + i

nπ

L
an

2
, para cada n ∈ N ,

ou seja,

an
′ =

nπ

L
bn e bn

′ = −
nπ

L
an , para cada n ∈ N,

isto �e, vale as identidades em (7.350).

Mostremos que a identidade (7.347) ocorre.

Para isto notemos que, para cada n ∈ Z, teremos, por integra�c~ao por partes para a integral

de�nida, que:

f̂ ′ (n)
(7.332)
=

1

2 L

∫L
−L

f ′(x) e−i
nπ
L
x dx⟨

u
.
= e−i

nπ
L
x , logo: du = −inπ

L
e−i

nπ
L
x dx

dv
.
= f ′(x)dx , logo: v = f(x)

⟩

=
1

2 L

 f(x) e−i
nπ
L
x

∣∣∣∣x=L
x=−L︸ ︷︷ ︸

f(·) e e−i
n π
L

·
s~ao 2 L-peri�odicas
= 0

−

∫L
−L

f(x)
(
−i
nπ

L
e−i

nπ
L
x
)
dx


= i

nπ

L

[
1

2 L

∫L
−L

f(x) e−i
nπ
L
x)dx

]
(7.332)
= i

nπ

L
f̂ (n) ,

como quer��amos demonstrar.

�

Observação 7.352
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1. Observemos que a identidade (7.347), nos diz que quanto mais derivadas a fun�c~ao

f tiver, mais r�apido a sequência dos coe�cientes complexos de Fourier decai a

zero, quando |n|, tende a +∞.

Para ver isto, observemos que se a fun�c~ao f : R → R for uma fun�c~ao 2 L-peri�odica

que �e duas vezes diferenci�avel, exceto em um n�umero �nito de pontos do intervalo

[−L , L], e f ′′ ∈ SCper(2 L) ent~ao, para cada n ∈ Z, teremos:

f̂ ′′ (n) = (̂f ′) ′ (n)

(7.347)
=

i nπ

L
f̂ ′ (n)

(7.347)
=

(
i nπ

L

)2
f̂ (n) , (7.353)

e, em termos dos coe�cientes na forma real da fun�c~ao f, teremos:

ao
′′ (7.207)= 2 f̂ ′′ (0)

(7.353) com n=0)
= 2

(
0 · f̂ (0)

)
= 0 ,

e, para cada n ∈ N, segue que:

an
′′ (7.350)=

nπ

L
bn

′

(7.350)
=

nπ

L

(
−
nπ

L
an

)
= −

n2 π2

L2
an , (7.354)

bn
′′ (7.351)= −

nπ

L
an

′

=
(7.351)
= −

nπ

L

(nπ
L
bn

)
= −

n2 π2

L2
bn , (7.355)

2. Se a fun�c~ao f : R → R for uma fun�c~ao 2 L-peri�odica que �e três vezes diferenci�avel,

exceto em um n�umero �nito de pontos do intervalo [−L , L], e f ′′′ ∈ SCper(2 L)

ent~ao, para cada n ∈ Z, teremos:

f̂ ′′′ (n) = (̂f ′) ′′ (n)

(7.353)
=

(
i nπ

L

)2
f̂ ′ (n)

(7.347)
=

(
i nπ

L

)3
f̂ (n) , (7.356)
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e, em termos dos coe�cientes na forma real da fun�c~ao f, teremos:

ao
′′′ (7.207)= 2 f̂ ′′′ (0)

(7.356) com n=0)
= 2

(
0 · f̂ (0)

)
= 0 ,

an
′′′ (7.350)

=
nπ

L
bn

′′

(7.355)
=

nπ

L

(
−
n2 π2

L2
bn

)
= −

n3 π3

L3
bn , (7.357)

bn
′′′ (7.351)= −

nπ

L
an

′′

=
(7.354)
= −

nπ

L

(
−
n2 π2

L2
an

)
=
n3 π3

L3
an . (7.358)

3. Em geral, para k ∈ N �xado, se a fun�c~ao f : R → R for uma fun�c~ao 2 L-peri�odica

�e k-vezes diferenci�avel e f(k) ∈ SCper(2 L), podemos mostrar, por indu�c~ao, que que

f̂(k) (n) =

(
i nπ

L

)k
f̂ (n) , para cada n ∈ Z . (7.359)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Temos uma situa�c~ao semelhante para os coe�cientes reais de Fourier.

Deixaremos a elabora�c~ao destas rela�c~oes como exerc��cio para o leitor.

4. Observemos que se f , f ′ ∈ Cper(2 L) e f ′′ existe, exceto em um n�umero �nito de

pontos de [−L , L], e satisfaz f ′′ ∈ SCper(2 L) ent~ao, podemos a�rmar que a s�erie de

Fourier associada �a fun�c~ao f, converge uniformemente para a fun�c~ao f, em R.

De fato, do Lema de Riemann-Lebesgue (isto �e, do Corol�ario (7.267)) aplicado �a

fun�c~ao f ′′, segue que

lim
|n|→∞ f̂ ′′ (n) = 0 .
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Logo, de um resultado de An�alise I, segue que a sequência num�erica
(
f̂ ′′ (n)

)
n∈Z

ser�a limitada, ou seja, exite M > 0 tal que∣∣∣f̂ ′′ (n)
∣∣∣ ≤M, para cada n ∈ Z . (7.360)

Mas, para cada n ∈ Z, com n ̸= 0, temos que:∣∣∣f̂ (n) ei nπL x
∣∣∣ = ∣∣∣f̂ (n)∣∣∣ ∣∣ei nπL x

∣∣︸ ︷︷ ︸
=1

(7.353)
=

∣∣∣∣∣
(

L

inπ

)2
f̂ ′′ (n)

∣∣∣∣∣
=

L2

π2 n2

∣∣∣f̂ ′′ (n)
∣∣∣

(7.360)

≤ ML2

π2
1

n2
, para todo x ∈ R . (7.361)

Como a s�erie num�erica
∞∑
n=1

1

n2
�e convergente (visto na disciplina de An�alise I))

segue, de (7.361) e do Teste M.de Weierstrass (visto na disciplina de An�alise II),

que a s�erie de fun�c~oes ∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
x

(a s�erie de Fourier, na forma complexa, associada �a fun�c~ao f) ser�a uniformemente

convergente, em R, para alguma fun�c~ao g : R → R.

Notemos que, do Teorema (7.327), segue que a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao

f converge pontualmente para a fun�c~ao f, em R, pois a fun�c~ao f �e cont��nua em

R.

Portanto, das propriedades acima, segue que

f(x) =

∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
x , (7.362)

para x ∈ R, onde a convergência da s�erie de fun�c~oes (7.362), ser�a a uniforme em

R, isto �e,
N∑

n=−N

f̂ (n) ei
nπ
L
x N→∞−→ f(x) , unifomemente em R. (7.363)

Na verdade temos um resultado um pouco mais geral, a saber:
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Teorema 7.364 Consideremos f ∈ Cper(2 L) que seja uma fun�c~ao diferenci�avel em [−L , L],

exceto em um n�umero �nito de pontos deste intervalo, e satisfazendo f ′ ∈ SCper(2 L).
Ent~ao a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f, converge uniformemente para a

fun�c~ao f, em R, isto �e,

lim
N→∞

{
ao

2
+

N∑
n=1

[
an cos

(nπ
L
x
)
+ bn sen

(nπ
L
x
)]}

= f(x) , uniforme|e em R , (7.365)

onde, para cada m ∈ {0} ∪ N e k ∈ N, temos que:

am
.
=
1

L

∫L
−L

f(x) cos
(mπ
L
x
)
dx , e bk

.
=
1

L

∫L
−L

f(x) sen

(
kπ

L
x

)
dx , (7.366)

ou

lim
N→∞

N∑
n=−N

f̂ (n) ei
nπ
L
x = f(x) , uniformemente em R , (7.367)

onde, para cada n ∈ Z, temos que:

f̂ (n)
.
=
1

2 L

∫L
−L

f(x) e−i
nπ
L
x dx . (7.368)

Demonstração:

Faremos a demonstra�c~ao de (7.367).

A demonstra�c~ao de (7.365) �e consequência da demonstra�c~ao de (7.367), e os detalhes ser~ao

deixados como exerc��cio para o leitor.

Notemos que, para cada N ∈ N, temos:

N∑
n=−N

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣ = ∣∣∣f̂ (0)∣∣∣+ ∑
1≤|n|≤N

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣
(7.347)
=

∣∣∣f̂ (0)∣∣∣+ ∑
1≤|n|≤N

∣∣∣∣ Linπ f̂ ′ (n)

∣∣∣∣
|i|=1
=
∣∣∣f̂ (0)∣∣∣+ L

π

∑
1≤|n|≤N

1

|n|

∣∣∣f̂ ′ (n)
∣∣∣

(7.121)

≤
∣∣∣f̂ (0)∣∣∣+ L

π

 ∑
1≤|n|≤N

1

|n|2

 1
2
 ∑
1≤|n|≤N

∣∣∣f̂ ′ (n)
∣∣∣2
 1

2

≤
∣∣∣f̂ (0)∣∣∣+ L

π

 ∑
1≤|n|≤N

1

|n|2

 1
2 ( ∞∑

n=−∞
∣∣∣f̂ ′ (n)

∣∣∣2) 1
2
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f ′∈SCper(2 L) e Corol�ario (7.250) - veja (7.252)

≤
∣∣∣f̂ (0)∣∣∣+ L

π

 ∑
1≤|n|≤N

1

|n|2

 1
2

1√
2 L

∥f ′∥

≤
∣∣∣f̂ (0)∣∣∣+ √

L√
2π

(
2

∞∑
n=1

1

n2

) 1
2

∥f ′∥

=
∣∣∣f̂ (0)∣∣∣+ √

L

π

( ∞∑
n=1

1

n2

) 1
2

∥f ′∥ . (7.369)

Como f ′ ∈ SCper(2 L) segue

∥f ′∥ =

(∫L
−L

f ′(x)dx

) 1
2

<∞ . (7.370)

Logo, de (7.369) e (7.370) segue que a sequência das somas parciais(
N∑

n=−N

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣)
N∈N

�e limitada em R.
Como ela tamb�em �e mon�otona, de um resultado de An�alise II, segue que ser�a convergente

em R, ou seja, existe ∞∑
n=−∞

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣ = lim
N→∞

N∑
n=−N

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣ .
Como a s�erie num�erica

∞∑
n=−∞

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣ �e convergente em R segue, do Teste M.de Weierstrass

(visto em An�alise II), que a s�erie de fun�c~oes

∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
x

(a s�erie de Fourier, na forma complexa, associada �a fun�c~ao f) ser�a uniformemente convergente

em R, para uma fun�c~ao g : R → R.
Notemos que, do Teorema (7.307), temos que a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f,

converge para a fun�c~ao f, pontualmente em R, pois a fun�c~ao f �e cont��nua em R.
Portanto, das conclus~oes acima, segue que

f(x) =

∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
x, (7.371)
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para x ∈ R, onde a convergência da s�erie de fun�c~oes (7.371), ser�a a uniforme em R, isto �e,

N∑
n=−N

f̂ (n) ei
nπ
L
x N→∞−→ f(x) , uniformemente em R ,

completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 7.372 Na demonstra�c~ao do Teorema 7.364 mostramos que se f ∈ Cper(2 L)
�e uma fun�c~ao diferenci�avel em [−L , L], exceto em um n�umero �nito de pontos deste in-

tervalo, e satisfazendo f ′ ∈ SCper(2 L), ent~ao a s�erie num�erica
∞∑

n=−∞
∣∣∣f̂ (n)∣∣∣ �e convergente

em R.
Em particular, da rela�c~ao (7.208), segue que as s�eries num�ericas∞∑

n=1

|an| e
∞∑
n=1

|bn|

tamb�em ser~ao convergentes em R.
De fato, pois para cada n ∈ N, temos que:∣∣∣f̂ (n)∣∣∣ (7.208)=

∣∣∣∣an − i bn2

∣∣∣∣
=
1

2
|an − i bn|

=
1

2

√
an
2 + bn

2

≥ 1

2

{√
an
2√

bn
2

=
1

2

{
|an|

|bn|
.

Logo, das desigualdades acima, obteremos:∞∑
n=1

|an| ≤ 2
∞∑
n=1

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣
≤ 2,

∞∑
n=−∞

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣ <∞
e, de modo semelhante, temos que∞∑

n=1

|bn| ≤ 2
∞∑

n=−∞
∣∣∣f̂ (n)∣∣∣ <∞ ,

completando a demonstra�c~ao da a�rma�c~ao.
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Nas condi�c~oes do Teorema (7.364), podemos mostrar que a desigualdade de Bessel, isto

�e, (7.252) �e, na verdade, uma igualdade, mais precisamante, temos o:

Teorema 7.373 Consideremos f , g ∈ Cper(2 L) duas fun�c~oes que s~ao diferenci�aveis em

[−L , L], exceto em um n�umero �nito de pontos deste intevalo, satisfazendo f ′ , g ′ ∈
SCper(2 L).

Ent~ao

1

2 L
⟨f , g⟩ =

∞∑
n=−∞ f̂ (n) ĝ (n) . (7.374)

Em particular,

1

2 L
∥f∥2 =

∞∑
n=−∞

∣∣∣f̂ (n)∣∣∣2 , (7.375)

que �e conhecida como a Identidade de Parseval.

Demonstração:

Notemos que, do Teorema (7.364), segue que as s�eries de Fourier associadas �as fun�c~oes f

e g, convergem uniformemente para a fun�c~ao f e g, em R, respectivamente.

Em particular, teremos

f(x) =

∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
x (7.376)

e

g(x) =

∞∑
n=−∞ ĝ (n) ei

nπ
L
x , (7.377)

para x ∈ R.
Logo, de um resultado de An�alise II, segue que:

1

2 L
⟨f , g⟩ (7.113)

=
1

2 L

∫L
−L

f(x)g(x)dx

(7.376)
=

1

2 L

∫L
−L

[ ∞∑
n−∞ f̂ (n) e

i nπ
L
x

]
g(x)dx
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convergência uniforme de (7.376) e o An�alise II
=

1

2 L

∞∑
n−∞

[∫ L
−L

f̂ (n) ei
nπ
L
x g(x)dx

]

=

∞∑
n−∞ f̂(n)

[
1

2L

∫ L
−L

ei
nπ
L
xg(x)dx

]

=

∞∑
n−∞ f̂ (n)

[
1

2 L

∫ L
−L

g(x) e−i
nπ
L
x dx

]

=

∞∑
n−∞ f̂ (n)

[
1

2 L

∫L
−L

g(x) e−i
nπ
L
x dx

]
(7.368) com f

.
=g

=

∞∑
n−∞ f̂ (n) ĝ (n) ,

completando a demonstra�c~ao da validade da identidade (7.374).

Para obtermos a identidade (7.375), basta considerarmos g
.
= f em (7.374) e obteremos a

mesma, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�

Observação 7.378

1. O Teorema (7.373) pode ser generalizado para situa�c~oes mais gerais, como por

exemplo, se f , g ∈ SCper(2 L), ou at�e f ∈ L2([−L , L] ; R), o conjunto formado pelas

fun�c~oes de�nidas em [−L , L], a valores reais (ou complexos) que tenham quadrado

Lebesgue-integr�avel em [−L , L].

2. Em termos dos coe�cientes de Fourier, na forma real, associados a uam fun�c~ao f

que satisfa�ca as hip�otese do Teorema (7.373), as rela�c~oes (7.374) e (7.375), tornar-

se-~ao:

1

L
⟨f , g⟩ = aoAo

2
+

∞∑
n=1

(anAn + bn Bn) (7.379)

e
1

L
∥f∥2 = ao

2

2
+

∞∑
n=1

(
an

2 + bn
2
)
, (7.380)

onde

S[f] =
ao

2
ψo +

∞∑
n=1

anψn + bnϕn

e S[g] =
Ao

2
ψo +

∞∑
n=1

Anψn + Bnϕn ,
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onde, para cada m ∈ {0}∪N e k ∈ N, as fun�c~oes ψm e ϕk, s~ao dadas por (7.153) e

(7.152), respectivamente.

Para mostrar isso basta notar que, para:

n = 0 : f̂ (0) ĝ (0)
(7.207)
=

ao

2

Ao

2
Ao∈R=

aoAo

4
; (7.381)

n ∈ N : f̂ (n) ĝ (n)
(7.208)
=

an − i bn
2

An − i Bn
2

An ,Bn∈R=
an − i bn

2

An + i Bn
2

=
1

4
[anAn + bn Bn + i (an Bn − bnAn)] ; (7.382)

n ∈ N : f̂ (−n) ĝ (−n)
(8.211)
=

an + i bn
2

An + i Bn
2

An,Bn∈R=
an + i bn

2

An − i Bn
2

=
1

4
[anAn + bn Bn + i (−an Bn + bnAn)] . (7.383)

Logo

1

L
⟨f , g⟩ (7.374)

= 2

∞∑
n=−∞ f̂ (n) ĝ (n)

= 2 lim
N→∞

N∑
n=−N

f̂ (n) ĝ (n)

= 2 lim
N→∞

[
f̂ (0)ĝ (0) +

N∑
n=1

f̂ (−n)ĝ (−n) +

N∑
n=1

f̂ (n) ĝ (n)

]

(7.381) ,(7.382) e (7.383)
= 2 lim

N→∞
{
aoAo

4
+

N∑
n=1

1

4
[anAn + bn Bn + i (−an Bn + bnAn)]

+

N∑
n=1

1

4
[anAn + bn Bn + i (an Bn − bnAn)]

}

=
aoAo

2
+ lim
N→∞

N∑
n=1

(anAn + bn Bn)

=
aoAo

2
+

∞∑
n=1

(anAn + bn Bn) ,

como quer��amos demonstrar.
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3. No caso real, a identidade de Parseval, tornar-se-�a:

1

L
∥f∥2 = ao

2

2
+

∞∑
n=1

(
an

2 + bn
2
)
. (7.384)

4. A identidade de Parseval pode ser muito �util, tanto na forma complexa, isto �e,

(7.375), como na forma real, o seja, (7.384), para, por exemplo, encontrarmos a

soma de certas s�eries num�ericas que sabemos serem convergentes, como veremos

em alguns exemplos a seguir.

Apliquemos as ideias acima aos seguintes exemplos:

Exemplo 7.385 Consideremos a fun�c~ao f : R → R, dada por e

f(x)
.
=

{
−x , para cada x ∈ [−1 , 0)

x , para cada x ∈ [0 , 1)
, (7.386)

satisfazendo

f(x+ 2) = f(x) , para cada x ∈ R .

Estudar a convergência da s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f.

Resolução:

Vimos no Exemplo (7.335), que

f(x)
(7.338)
=

1

2
−
4

π2

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
cos[(2n+ 1)πx)] , para cada x ∈ R ,

onde a conververgência da s�erie de fun�c~oes acima �e pontual em R.
Em particular, para cada n ∈ N, vimos que

bn
(7.191)
= 0 ,

ao
(7.189)
= 1 ,

a2 n
(7.190)
= 0 ,

a2 n+1
(7.190)
=

−4

(2n+ 1)2 π2
. (7.387)

Como f ∈ Cper(2π) e f ′ ∈ SCper(2π) segue, do Teorema (7.364), que a convergência da

s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f, ser�a uniforme em R.
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Logo, da identidade de Parseval, para o caso real, (isto �e, do item 2. da Observa�c~ao

(7.378)), segue que (com L = 1):

12

2
+

∞∑
n=1

[
−4

(2n+ 1)2 π2

]2
(7.387)
=

ao
2

2
+

∞∑
n=1

(
an

2 + bn
2
)

(7.380)
= ∥f∥2∫ 1

−1

f(x)2 dx

f �e fun�c~ao par
= 2

∫ 1
−1

f(x)2 dx

(7.386)
= 2

∫ 1
0

x2 dx

= 2

[
x3

3

∣∣∣∣x=1
x=0

]
=
2

3
,

ou seja,

∞∑
n=1

1

(2n+ 1)4
=
π4

96
.

�

Exemplo 7.388 Consideremos a fun�c~ao f : R → R, dada por

f(x)
.
= sen(10 x) + 5 cos(5 x) − 2 sen(20 x) − 4 cos(11 x) , (7.389)

para cada x ∈ [−π , π), e satisfazendo

f(x+ 2 π) = f(x) , para cada x ∈ R .

Estudar a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f.

Resolução:

Observemos que, neste caso,

L = π .

Notemos que cada fun�c~oes que s~ao as parcelas da fun�c~ao f tem 2π como um de seus

per��odos.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.
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Com isto segue que

f(x) = sen(10 x) + 5 cos(5 x) − 2 sen(20 x) − 4 cos(11 x) , para cada x ∈ R .

Logo teremos f ∈ C∞
per(2π) e, do Teorema (7.364), segue que a s�erie de Fourier associada

�a fun�c~ao f ir�a convergir uniformemente para a fun�c~ao f em R, isto �e,

sen(10 x) + 5 cos(5 x) − 2 sen(20 x) − 4 cos(11 x)
(7.389)
= f(x)

(7.365) com L=π
=

ao

2
+

∞∑
n=1

an cos(nx) + bn sen(nx) , (7.390)

para x ∈ R, onde a convergência da s�erie de fun�c~oes acima �e uniformemente em R.
Comparando, na identidade (7.390), o lado direito como o lado esquerdo, observamos que:

bn = 0 para n ̸= 10 , 20 ,
b10 = 1 , b20 = −2 ,

an = 0 , para n ̸= 5 , 11 ,
a5 = 5 , para a11 = −4 ,

isto �e, S[f](x) = sen(10 x) + 5 cos(5 x) − 2 sen(20 x) − 4 cos(11 x) , , para cada x ∈ R ,

ou seja, �e a expresss~ao da fun�c~ao f �e a expans~ao da fun�c~ao f em s�erie de Fourier, em [−π , π].

�
Temos o seguinte exerc��cio resolvido:

Exerćıcio 7.391 Consideremos a fun�c~ao f : R → R, dada por

f(x)
.
= x , para cada x ∈ [−π , π) , (7.392)

satisfazendo

f(x+ 2π) = f(x) , para cada x ∈ R .

Estude a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f.

Resolução:

Notemos que, neste caso,

L = π .

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f, no per��odo fundamental, �e dado pela

�gura abaixo.
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-

6

iπ

π x

y

y = x

−π

π

Notemos que f ∈ SCper(2π) e a fun�c~ao f ′ �e seccionalmente cont��nua em qualquer intervalo

[a , b] ⊆ R.
Observemos que

f ′(x) = 1 , para cada x ∈ (−π , π) .

Logo, teremos que f ′ ∈ SCper(2π) e assim, do Teorema (7.307), segue que a s�erie de

Fourier associada �a fun�c~ao f, converge pontualmente, para

f(x+) + f(x−)

2
,

para cada x ∈ R.
Notemos que a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao ��mpar em (−π , π).

Logo, do item 4. da Observa�c~ao (7.180) (veja (7.185)), segue que

an = 0 , para cada n =∈ {0} ∪ N . (7.393)

Por outro lado, para cada n ∈ N, teremos:

bn
(7.176) com L=π

=
1

π

∫π
−π

f(x) sen (nx) dx

f �e fun�c~ao ��mpar
=

2

π

∫π
0

x sen(nx)dx⟨
u = x , logo du = dx

dv = sen(nx) , logo v = −
cos(nx)

n

⟩

=
2

π

[
−x

cos(nx)

n

∣∣∣∣x=π
x=0

−

∫π
0

−
cos(nx)

n
dx

]
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=
2

π

−π
=(−1)n para cada n∈N︷ ︸︸ ︷

cos(nπ)

n
+

=0 para todo n∈N︷ ︸︸ ︷
sen(nx)

n2

∣∣∣∣x=π
x=0


= (−1)n+1

2

n
. (7.394)

Portanto, substituindo (7.394) em (7.393), obteremos:

f (x+) + f (x−)

2
=

∞∑
n=1

(−1)n+1 2

n
sen(nx) , para cada x ∈ R .

Observemos que se

xo ̸= kπ , para cada k ∈ Z ,

ent~ao a fun�c~ao f ser�a cont��nua em xo.

Logo, nesses pontos, a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao f, no ponto xo, convergir�a para

a f(xo), isto �e

f(xo) =

∞∑
n=1

(−1)n+1 2

n
sen(nxo) .

�

7.7 Notas Históricas

A seguir vamos fornecer um breve relato do desenvolvimento da teria associada as s�eries de

Fourier.

1. d'Almbert (1747) e Euler (1748) encontraram solu�c~ao geral para a equa�c~ao da onda em

R2:
∂2 u

∂t2
(t , x) −

∂2 u

∂x2
(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ R2 , (7.395)

dada por:

u(t , x)
.
= F(x+ t) +G(x− t) , para cada (t , x) ∈ R2 , (7.396)

onde F ,G ∈ C2(R ; R).

2. D.Bernoulli (1753) a�rmou que a equa�c~ao da onda (7.395), deveria ter solu�c~ao da forma

(caso L
.
= π) :

u(t , x)
.
=

∞∑
n=1

an sen(nx) cos(n t) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , π] . (7.397)
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3. Lagrange (1759) a�rmou que a equa�c~ao da onda em [0 , 1] (caso L
.
= 1), com dado inicial

dado pela fun�c~ao f, e velocidade inicial dada pela fun�c~ao g, deveria ser dada por:

u(t , x) = 2

∫ 1
0

∞∑
n=1

[
sen(nπy) sen(nπx) cos(nπ t)

]
f(y)dy

+ 2

∫ 1
0

∞∑
n=1

[
1

n
sen(nπy) sen(nπx) sen(nπ t)

]
g(y)dy , (7.398)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , 1].

Ovservação:

Se �zermos t = 0 em (7.398) e trocarmos a integral com a s�erie de fun�c~oes (precisar��amos

garantir que podemos fazer isso), obteremos:

f(x) = u(0 , x)
t=0 em (7.398)

= 2

∫ 1
0

∞∑
n=1

 sen(nπy) sen(nπx)

=1 , para todo n∈N︷ ︸︸ ︷
cos(nπ0)

 f(y)dy
+ 2

∫ 1
0

∞∑
n=1

 1
n

sen(nπy) sen(nπx) sen(nπ0)︸ ︷︷ ︸
=0 , para todo n∈N

 g(y)dy
= 2

∫ 1
0

∞∑
n=1

[
sen(nπy) sen(nπx

]
f(y)dy

∫ 1
0

∞∑
n=1

=

∞∑
n=1

∫ 1
0

= 2

∞∑
n=1

 ∫ 1
0

sen(nπy) f(y)dy︸ ︷︷ ︸
n-�esimo coe�ciente de Fourier

 sen(nπx) ,

para cada x ∈ [0 , 1].

4. Fourier (1811) obteve os coe�cientes de Fourier associados �a algumas fun�c~oes e escreveu

as s�eries de senos e cossenos de v�arias fun�c~oes.

Segundo consta, ele dizia que qualquer fun�c~ao peri�odica poderia ser expressa por uma

tal s�erie.

Mais tarde foi mostrado que isso, em geral, não �e verdade !

5. Dirichlet (1829 e 1837) foi um dos primeiros a reconhecer que nem toda fun�c~ao peri�odica

poderia ser representada por uma s�erie de Fourier.

Produziu os primeiros crit�erios de convergência das s�eries de Fourier.
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6. Riemann (s�eculo XIX) propôs encontrar condi�c~oes necess�arias e su�cientes para que

uma fun�c~ao pudesse ser representada por uma s�erie de Fourier.

Como estas quest~oes estavam ligadas a integra�c~ao de fun�c~oes, neste instante, come�ca o

desenvolvimento mais profundo da teoria de integra�c~ao de Riemann.

7. de Bois e Reymond (1876) construiram uma fun�c~ao cont��nua, cuja s�erie de Fourier

divergia em um ponto.

Mais tarde, construiram uma outra para o qual a s�erie de Fourier divergia num conjunto

denso de R.

F�ej�er (1909) exibiu exemplos, relacionados o problema acima, mais simples.

8. Dini (1880) obteve crit�erios para a convergência da s�erie de Fourier, conhecido como

teste ou critério de Dini.

9. Jordan (1881) demonstrou outro crit�erio de convergência da s�erie de Fourier, denomi-

nado teste ou critério de Jordan.

Observação: Todos estes trabalhos, e muitos outros, conduziram a uma melhor com-

preens~ao das fun�c~oes descont��nuas e propiciaram os trabalhos de Harnack, Hankel, Borel

e Lebesgue, culminando com a introdu�c~ao de um novo conceito de integra�c~ao, a saber,

a integral de Lebesgue.

Assim come�ca a teoria moderna das s�eries de Fourier.

10. Riesz e Fischer (1907) mostraram a convergência da s�erie de Fourier na norma ∥ · ∥2,
para fun�c~oes, cujo m�odulo, ao quadrado, s~ao Lebesgue-integr�aveis em [0 , L].

11. Carleson (1966) mostrou que para uma fun�c~ao, cujo m�odulo ao quadrado �e Lebesgue-

integr�avel em [0 , L], a s�erie de Fourier associadada �a mesma converge, exceto num

conjunto de medida de Lebesgue zero, para a pr�opria fun�c~ao.

7.8 Exerćıcios
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Caṕıtulo 8

Aplicação de Série de Fourier às EDP’s

Faremos uso da teoria das s�eries de Fourier desenvolvida no cap��tulo anterior, para resolver

alguns problemas aplicados relacionados com algumas EDP's importantes.

Na verdade trataremos de alguns problemas f��sicos que envolvem EDP's (Equa�c~oes Dife-

renciais Parciais).

8.1 O Problema da Condução do Calor em um Fio

O objetivo �e encontrar a temperatura em cada ponto de um �o �nito, cujo comprimento �e

igual

L ∈ (0 ,∞) ,

os quais conhecemos a temperatura em cada ponto do mesmo no instante inicial t = 0, sendo

o que o �o est�a isolado termicamente (imagine que o �o est�a dentro de um isopor) e cujas

extremidades s~ao mantidas a 0oC, ao longo de todo o processo.

Se imaginarmos que o �o �e o intervalo

[0 , L] ⊆ R

e que u = u(t , x), nos fornece a temperatura no ponto x do �o, no instante t, para cada

x ∈ [0 , L] e t ∈ [0 ,∞), ent~ao, matematicamente, o problema acima corresponde a encontrar

uma fun�c~ao

u = u(t , x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] ,

que satisfaz:

Matematicamente, o problema acima corresponde a encontrar um fun�c~ao

u = u(t , x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] ,

405
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que venha satisfazer o seguinte problema:

∂u

∂t
(t , x) = α2

∂2 u

∂x2
(t , x) , para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) (8.1)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (8.2)

u(t , 0) = u(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) . (8.3)

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (0 , L) ; R) . (8.4)

A condi�c~ao (8.1) nos diz que, no instante inicial, isto �e, t = 0, a temperatura no ponto

x ∈ [0 , L] do �o �e igual a f(x) oC.

A condi�c~ao (8.2) nos diz que a temperatura nos extremos do �o igual a 0 oC, ao longo de

todo o processo, isto �e, para t ∈ [0 ,∞).

A Equa�c~ao Diferencial Parcial (8.1) �e denominada Equação do Calor.

A constante α ∈ (0 ,∞) est�a relacionada com a condutibilidade t�ermica do �o, isto �e,

depende do material que o �o �e feito.

No nosso caso, vamos supor que

α = 1 ,

para facilitarmos as contas que iremos tratar.

Aplicando o m�etodo da separa�c~ao de vari�aveis desenvolvido no in��cio do Cap��tulo anterior

(veja (7.11)) obtemos que a fun�c~ao u = u(t , x), dever�a ter a seguinte forma (veja (7.47)):

u(t , x) =

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)
, (8.5)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].

Fazendo t = 0 em (8.5) e utilizando (8.2), obteremos:

f(x)
(8.2)
= u(0 , x)

(8.5) com t=0
=

∞∑
n=1

bn sen
(nπ
L
x
)
, (8.6)

para cada x ∈ [0 , L], isto �e, precisamos saber expandir a fun�c~ao f (o dado inicial) em uma

s�erie de Fourier (em senos), em [0 , L].

Observemos que o lado direito de (8.6) (ou seja, a s�erie de Fourier), caso seja convergente,

de�nir�a uma fun�c~ao ��mpar e 2 L-peri�odica.

Logo, precisamos estender a fun�c~ao f, de modo ��mpar e 2 L-peri�odicamente, a R.
Notemos que para estender, de modo ��mpar, a fun�c~ao f ao intervalo [−L , L], basta consi-

derarmos a fun�c~ao, que denotaremos por, F : [−L , L] → R, dada por:

F(x)
.
=

{
f(x) , para cada x ∈ [0 , L]

−f(−x) , para cada x ∈ [−L , 0]
. (8.7)
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Notemos que (condi�c~oes de compatibilidade):

f(0)
x=0 em (8.2)

= u(0 , 0)

t=0 em (8.3)
= 0

t=0 em (8.3)
= u(0 , L)

x=L em (8.2)
= f(L) ,

ou seja,

f(0) = f(L) = 0 . (8.8)

Logo como a fun�c~ao f �e cont��nua em [0 , L] e satisfaz (8.8), temos que a extens~ao ��mpar

da mesma ao intervalo [−L , L], isto �e, a fun�c~ao F, dada por (8.7), ser�a uma fun�c~ao cont��nua

em [−L , L].
�A esquerda, na �gura abaixo, temos ilustrado a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da

fun�c~ao f, e �a direitatemos ilustrado a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao F.

-

6

−L L

y = f(x)

?

x

y

-

6

L
?

y = F(x)

x

y

−L

Notemos que

F(−L)
(8.7)
= −f[−(−L)]

= −f(L)

(8.7)
= F(L) .

Logo

F(−L) = F(L)

(8.7)
= f(L)

(8.8)
= 0 ,
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ou seja,

F(−L) = F(L) = 0 . (8.9)

Portanto, de (8.9), podemos considerar uma extens~ao (na verdade, ser�a �unica) 2 L−peri�odica

da fun�c~ao F �a R, que indicaremos tamb�em por F, ou seja, F : R → R, ser�a dada por

F(x) = F(x+ 2 k L) , (8.10)

onde k ∈ Z �e escolhido de modo que

x+ 2 k L ∈ [−L , L] . (8.11)

Como f ∈ C([0 , L] ; R) e satisfaz (8.8), ent~ao teremos que sua extens~ao ��mpar e 2 L-

peri�odica �a R, isto �e, a fun�c~ao F, de�nida por (8.7) e (8.10), satisfaz F ∈ Cper(2 L ; R) e ser�a
uma fun�c~ao ��mpar.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Logo a s�erie de Fourier associada �a fun�c~ao F (e portanto da fun�c~ao f) ter�a a seguinte

forma:

S[f](x) =
ao

2
+

∞∑
n=1

an cos
(nπ
L
x
)
+ bn sen

(nπ
L
x
)
, (8.12)

onde

am = 0 , para cada m ∈ {0} ∪ N ,

pois a fun�c~ao F �e uma fun�c~ao ��mpar (veja o item 4. da Observa�c~ao (7.180), ou ainda, (7.185)

e, para cada n ∈ N, teremos:

bn
(7.176)
=

1

L

∫L
−L

F(x) sen
(nπ
L
x
)
dx

=
1

L

∫L
−L

e F(x)︸︷︷︸
�e ��mpar

sen
(nπ
L
x
)

︸ ︷︷ ︸
�e ��mpar︸ ︷︷ ︸

ser�a par

dx

item 4. da Observa�c~ao (7.180), ou ainda, (7.186)
=

2

L

∫L
0

F(x) sen
(nπ
L
x
)
dx

(8.7)
=

2

L

∫L
0

f(x) sen
(nπ
L
x
)
dx ,

ou seja,

am = 0 , para cada m ∈ {0} ∪ N , (8.13)

bn =
2

L

∫ L
0

f(x) sen
(nπ
L
x
)
dx , para cada n ∈ N (8.14)
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Logo, substituindo (8.13) em (8.12), segue que a s�erie de Fourier, associada �a fun�c~ao f,

ter�a a seguinte forma:

S[f](x) =

∞∑
n=1

bn sen
(nπ
L
x
)
, (8.15)

onde, para cada n ∈ N, temos que o coe�cientes bn ser�a dado por (8.14).

Portanto, voltando a (8.5), segue que, uma candidata a solu�c~ao do problema (8.1), (8.2),

(8.3), (8.4), ser�a dada por:

u(t , x)
.
=

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)
, (8.16)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L], onde, para cada n ∈ N, temos que

bn
.
=
2

L

∫L
0

f(x) sen
(nπ
L
x
)
dx . (8.17)

Para completar precisamos mostrar que a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (8.16), �e realmente

solu�c~ao do problema (8.1), (8.2), (8.3), (8.4), isto �e:

i. a s�erie de fun�c~oes (8.16) converge, para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] ;

ii. a s�erie de fun�c~oes (8.16) pode ser derivada, termo a termo, duas vezes em rela�c~ao �a x e

uma vez, rela�c~ao �a t, em (0 ,∞)× (0 , L) ;

iii. a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (8.16), satisfaz (8.1), (8.2), (8.3) e (8.4).

Na verdade mostraremos que

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C∞((0 ,∞)× [0 , L] ; R)

e que a s�erie de fun�c~oes (8.16), pode ser derivada, termo a termo, quantas vezes precisarmos,

tanto em rela�c~ao �a t, quanto em rela�c~ao �a x, em

(0 ,∞)× [0 , L] ,

se f ∈ C([0 , L)] ; R) satisfaz (8.8), �e diferenci�avel em [0 , L], exceto em um n�umero �nito de

pontos de [0 , L], de modo que f ′ ∈ SC([0 , L] ; R).
Notemos que, neste caso, a extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica da fun�c~ao f, �a R, isto �e, fun�c~ao

F, dada por (8.7) e (8.10), ir�a satisfazer as seguintes condi�c~oes: F ∈ Cper(2 L) �e diferenci�avel
em R, exceto um n�umero �nito de pontos de [a , b] ⊆ R, e F ′ ∈ SCper(2 L).

Mais especi�camente, provaremos o seguinte resultado:
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Teorema 8.18 Suponhamos que f ∈ C([0 , L)] ; R), satisfaz (8.8), �e diferenci�avel em

[0 , L], exceto um n�umero �nito de pontos de [0 , L], e f ′ ∈ SC([0 , L] ; R).
Ent~ao a s�erie de fun�c~oes (8.16), converge uniformemente em [0,∞)×[0, L], para uma

fun�c~ao u, de modo que

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C∞((0 ,∞)× [0 , L] ; R) , (8.19)

e �e solu�c~ao de (8.1), (8.2), (8.3)) onde, para cada n ∈ N, o coe�ciente bn, ser�a dado por

(8.17)) , ou seja,

u(t , x)
.
=

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)
,

ou ainda,

u(t , x)
.
=
2

L

∞∑
n=1

[∫L
0

f(y) sen
(nπ
L
y
)
dy

]
e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)
, (8.20)

Demonstração:

Mostremos, primeiramente que a s�erie de fun�c~oes (8.16) (ou (8.20)) converge uniforme-

mente em [0 ,∞)× [0 , L].

Para isto, observemos que, do Teorema (7.364), segue que a s�erie de Fourier associada

�a fun�c~ao f (na verdade, �a sua extens~ao ��mpar e 2L-peri�odica �a R), converge uniformemente

para a fun�c~ao f, isto �e,

f(x) =

∞∑
n=1

bn sen
(nπ
L
x
)
, uniformemente em R,

onde, para cada n ∈ N, o coe�ciente bn �e dados por (8.17).

Logo, fazendo t = 0 em (8.16), segue que a s�erie de fun�c~oes (8.16) (ou (8.20)) converge

uniformemente para a fun�c~ao f em R, em particular,

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] ,

ou seja, a fun�c~ao u, dada por (8.16) (ou (8.20)), satisfaz (8.2).

Notemos tamb�em que, do Lema de Riemann-Lebesgue (isto �e, do Corol�ario (7.267)) segue

que

lim
n→∞bn = 0 .

Em particular, de An�alise I, segue que a sequência num�erica (bn)n∈N ser�a limitada, isto

�e, existe M ∈ R tal que

|bn| ≤M, para cada n ∈ N . (8.21)
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Mostremos agora que a s�erie de fun�c~oes (8.16) (ou (8.20)), converge uniformemente em

[0 ,∞)× [0 , L] .

De fato, notemos que, para cada n ∈ N, e (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L], teremos:∣∣∣∣bn e−n2 π2L2
t sen

(nπ
L
x
)∣∣∣∣ ≤ |bn|

∣∣∣∣e−n2 π2L2
t

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤1 , pois t≥0

∣∣∣ sen(nπ
L
x
)∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤1

≤ |bn| .

Como a s�erie num�erica
∞∑
n=1

|bn| �e convergente em R (veja a Observa�c~ao (7.372)) segue, do

teste M.de Weierstrass de An�alise II, segue que a s�erie de fun�c~oes (8.16) (ou (8.20)), converge

uniformemente em

[0 ,∞)× [0 , L] .

Notemos que, para cada n ∈ N, a fun�c~ao

(t , x) 7→ bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)

�e cont��nua em [0 ,∞)× [0 , L].

Logo, de An�alise II, segue que

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) , (8.22)

A�rmamos que

u ∈ C∞((0 ,∞)× [0 , L] ; R)

e que a s�erie de fun�c~oes (8.16) (ou (8.20)), pode ser derivada parcialmente (a qualquer ordem),

em rela�c~ao �a t ou, em rela�c~ao �a x, termo a termo, em

(0 ,∞)× [0 , L] .

Para isto, para to ∈ (0 ,∞) �xado, e para cada n ∈ N, de�namos a fun�c~ao un : [to ,∞)×
[0 , L] → R, dada por

un(t , x)
.
= bn e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)
, (8.23)

para cada (t , x) ∈ [to ,∞)× [0 , L].

Com isto temos que, para cada n ∈ N, segue que

un ∈ C∞([to ,∞)× [0 , L] ; R) .
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Observemos tamb�em que:

∂un

∂t
(t , x)

(9.28)
=

∂

∂t

[
bn e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)]

= bn

(
−
n2 π2

L2

)
e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)

= −
n2 π2

L2
bn e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)
, (8.24)

para cada (t , x) ∈ [to ,∞)× [0 , L].

Logo, para cada n ∈ N �xado, e (t , x) ∈ [to ,∞)× [0 , L], teremos:

∣∣∣∣∂un∂t (t , x)

∣∣∣∣ (8.24)=

∣∣∣∣−n2 π2L2
bn e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)∣∣∣∣

=
n2 π2

L2
|bn|︸︷︷︸

(8.21)

≤ M

e
−n

2 π2

L2
t︸ ︷︷ ︸

≤e
−n
2 π2

L2
to
, para todo t∈[to ,∞)

∣∣∣ sen(nπ
L
x
)∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤1 , para todo x∈R

≤M n2 π2

L2
e
−n

2 π2

L2
to = sn , (8.25)

onde, para cada n ∈ N, de�nimos

sn
.
=M

n2 π2

L2
e
−n

2 π2

L2
to . (8.26)

Notemos que

lim
n→∞

sn

dn

(8.26) e (9.27)
= lim

n→∞
M
n2 π2

L2
e
−n

2 π2

L2
to

1

n2

=M lim
n→∞

n2
n2 π2

L2

e
n2 π2

L2
to

=
Mπ2

L2
lim
n→∞

n4

e
n2 π2

L2
to

=
Mπ2

L2
lim
x→∞

x4

e
x2 π2

L2
to
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L'Hôpital, caso ∞∞ :
=

Mπ2

L2
lim
x→∞

d

dx

[
x4
]

d

dx

[
e
x2 π2

L2
to

]
=
Mπ2

L2
lim
x→∞

3 x3

2 xπ2

L2
to e

x2 π2

L2
to

=
3M

2 to
lim
x→∞

x2

e
x2 π2

L2
to

L'Hôpital, caso ∞∞ :
=

3M

2 to
lim
x→∞

d

dx

[
x2
]

d

dx

[
e
x2 π2

L2
to

]
=
3M

2 to
lim
x→∞

2 x

2 xπ2

L2
to e

x2 π2

L2
to

=
3ML2

2π2 to2
lim
x→∞

1

e
x2 π2

L2
to

Exerc��cio
= 0 .

Como a s�erie num�erica
∞∑
n=1

1

n2
�e convergente segue, do crit�erio da raz~ao por limites, para

s�eries num�ericas cujos termos s~ao n~ao negativos, visto em An�alise I, que s�erie num�erica

∞∑
n=1

sn
(8.26)
=

∞∑
n=1

M
n2 π2

L2
e
−n

2 π2

L2
to (8.27)

�e convergente em R.
Logo, de (8.25), (8.27) e do teste M.de Weierstrass visto em An�alise II, segue que a s�erie

de fun�c~oes ∞∑
n=1

∂un

∂t
(t , x)

(8.24)
=

∞∑
n=1

−
n2 π2

L2
bn e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)

converge uniformemente em

[to ,∞)× [0 , L] .

Como a s�erie de fun�c~oes

∞∑
n=1

un(t , x) =

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)
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converge em cada ponto de [0 ,∞) × [0 , L] segue, de um resultado de An�alise II, que a s�erie

de fun�c~oes (8.16) (ou (8.20)), pode ser derivada parcialmente, em rela�c~ao �a t, termo a termo,

em [to ,∞)× [0 , L], ou seja:

∂u

∂t
(t , x)

(8.16)
=

∂

∂t

[ ∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)]

=

∞∑
n=1

∂

∂t

[
bn e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)]

=

∞∑
n=1

(
−
n2 π2

L2

)
bn e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)

= −
π2

L2

∞∑
n=1

n2 bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)
, (8.28)

para cada (t , x) ∈ [to ,∞)× [0 , L].

Em particular, notemos que, (8.28), implicar�a que a fun�c~ao
∂u

∂t
�e cont��nua em [to ,∞)×

[0 , L], para cada to ∈ (0 ,∞), ou seja,

∂u

∂t
∈ C((0 ,∞)× [0 , L] ; R) . (8.29)

De modo semelhante, para cada n ∈ N �xado e (t , x) ∈ [to ,∞)× [0 , L], temos que

∂un

∂x
(t , x)

(9.28)
=

∂

∂x

[
bn e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)]

= bn

(nπ
L

)
e
−n

2 π2

L2
t cos

(nπ
L
x
)

=
nπ

L
bn e

−n
2 π2

L2
t cos

(nπ
L
x
)
, (8.30)

assim ∣∣∣∣∂un∂x (t , x)

∣∣∣∣ (8.30)=

∣∣∣∣−nπL bn e
−n

2 π2

L2
t cos

(nπ
L
x
)∣∣∣∣

=
nπ

L
|bn|︸︷︷︸

(8.21)

≤ M

e
−n

2 π2

L2
t︸ ︷︷ ︸

≤e
−n
2 π2

L2
to

∣∣∣cos(nπ
L
x
)∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤1 , para todo x∈R

≤ Mπn

L
e
−n

2 π2

L2
to = rn , (8.31)

onde, para cada n ∈ N, de�nimos

rn
.
=
Mπn

L
e
−n

2 π2

L2
to . (8.32)
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Mas

lim
n→∞

rn

dn

(8.32) e (9.27)
= lim

n→∞
Mπn

L
e
−n

2 π2

L2
to

1

n2

=
Mπ

L
lim
n→∞

n3

e
n2 π2

L2
to

=
Mπ

L
lim
x→∞

x3

e
x2 π2

L2
to

L'Hôpital, caso ∞∞ :
=

Mπ

L
lim
x→∞

d

dx

[
x3
]

d

dx

[
e
x2 π2

L2
to

]
=
Mπ

L
lim
x→∞

3 x2

2 xπ2

L2
to e

x2 π2

L2
to

=
3ML

2π to
lim
x→∞

x

e
x2 π2

L2
to

L'Hôpital, caso ∞∞ :
= =

3ML

2π to
lim
x→∞

d

dx
[x]

d

dx

[
e
x2 π2

L2
to

]
=
3ML

2π to
lim
x→∞

1

2 x π
2

L2
to e

x2 π2

L2
to

=
3ML3

4π3 to2
lim
x→∞

1

x e
x2 π2

L2
to

Exerc��cio
= = 0 .

Como a s�erie num�erica
∞∑
n=1

1

n2
�e convergente segue, do crit�erio da raz~ao por limites, para

s�eries num�ericas cujos termos s~ao n~ao negativos, segue que s�erie num�erica∞∑
n=1

M
nπ

L
e
−n

2π2

L2
to

�e convergente em R.
Logo, do teste M.de Weierstrass, de An�alise II, segue que a s�erie de fun�c~oes∞∑

n=1

∂un

∂x
(t , x)

(8.30)
=

∞∑
n=1

nπ

L
bn e

−n
2 π2

L2
t cos

(nπ
L
x
)
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converge uniformemente em

[to ,∞)× [0 , L] .

Como a s�erie de fun�c~oes

∞∑
n=1

un(t , x) =

∞∑
n=1

bne
−n

2π2

L2
t sen(

nπ

L
x)

converge em [0 ,∞)× [0 , L] segue, de um resultado de An�alise II, que a s�erie de fun�c~oes (8.16)

(ou (8.20)), pode ser derivada parcial, em rela�c~ao a x , termo a termo, em [to ,∞) × [0 , L],

ou seja:

∂u

∂x
(t , x)

(8.16)
=

∂

∂x

[ ∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)]

=

∞∑
n=1

∂

∂x

[
bn e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)]

=

∞∑
n=1

nπ

L
bn e

−n
2 π2

L2
t cos

(nπ
L
x
)
, (8.33)

para cada (t , x) ∈ (to ,∞)× [0 , L].

Em particular, notemos que, (8.33), implicar�a que a fun�c~ao
∂u

∂x
�e cont��nua em [to ,∞)×

[0 , L], para cada to ∈ (0 ,∞), ou seja,

∂u

∂x
∈ C((0 ,∞)× [0 , L] ; R) . (8.34)

Logo, de (8.120), (8.29) e (8.34) , segue que

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C1((0 ,∞)× [0 , L] ; R) (8.35)

e que a s�erie de fun�c~oes (8.16) (ou (8.20)), pode ser derivada parcialmente, em rela�c~ao �a t

ou, em rela�c~ao �a x, termo a termo, em

(0 ,∞)× [0 , L] .

De modo an�alogo mostra-se que

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C∞((0 ,∞)× [0 , L] ; R)

e que a s�erie de fun�c~oes (8.16) (ou (8.20)), pode ser derivada parcialmente, em rela�c~ao �a t

ou, em rela�c~ao �a x, a qualquer ordem, termo a termo, em

(0 ,∞)× [0 , L] ,
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isto �e:

∂k+m u

∂tk xm
(t , x)

(8.16)
=

∂k+m u

∂tk xm

[ ∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)]

∞∑
n=1

∂k+m

∂tk xm

[
bn e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)]
,

para (t , x) ∈ (0 ,∞)× [0 , L] e k ,m ∈ N.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Finalmente, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× [0 , L], temos que:

∂2 u

∂x2
(t , x)

(8.16)
=

∂2

∂x2

[ ∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)]

=

∞∑
n=1

∂2

∂x2

[
bn e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)]

=

∞∑
n=1

∂

∂x2

[
bn e

−n
2 π2

L2
t
(nπ
L

)
cos
(nπ
L
x
)]

=

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t
(nπ
L

)2 [
− sen

(nπ
L
x
)]

= −
π2

L2

∞∑
n=1

bn n
2 e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)
. (8.36)

Utilizando-se (8.28) e (8.36), obteremos:

∂u

∂t
(t , x) −

∂2 u

∂x2
(t , x)

(8.28) e (8.36)
= −

π2

L2

∞∑
n=1

bn n
2 e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)

−

[
−
π2

L2

∞∑
n=1

bn n
2 e

−n
2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)]

= 0 ,

para cada (t , x) ∈ (0 ,∞) × [0 , L], isto �e, a fun�c~ao u : [0 ,∞) × [0 , L] → R, dada por (8.16)

(ou (8.20)), satisfaz a EDP (8.1), em (0 ,∞)× [0 , L].
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Al�em disso, para cada t ∈ [0 ,∞), temos:

u(t , 0)
(8.16)) com x=0

=

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
0
)

︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

=

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
L
)

︸ ︷︷ ︸
=0

(8.16)) com x=L
= u(t , L) ,

isto �e, a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (8.16) (ou (8.20)), satisfaz a condi�c~ao (8.3)).

Conclusão: A fun�c~ao u : [0 ,∞)× [0 , L] → R, dada por:

u(t , x)
.
=

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)
, para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] (8.37)

�e uma solu�c~ao do problema (8.1), (8.2), (8.3) e, al�em disso,

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C∞((0 ,∞)× [0 , L] ; R) ,

onde os coe�cientes

bn , para cada n ∈ N ,

s~ao os coe�cientes de Fourier da expans~ao ��mpar e 2 L-peri�odica da fun�c~ao f �a R, ou seja,

bn =
2

L

∫L
0

f(x) sen
(nπ
L
x
)
dx . (8.38)

�

Observação 8.39

1. Pode-se mostrar que a solu�c~ao, dada por (8.37), �e a �unica solu�c~ao do problema

na classe (8.4).

2. De modo semelhante podemos tratar do problema de encontrar a temperatura em

cada ponto de um �o �nito, de comprimento

L ∈ (0 ,∞) ,

os quais conhecemos a temperatura em cada ponto do mesmo, no instante inicial,

isto �e, quando t = 0, supondo que as extremidades do mesmo n~ao trocam calor

com o meio ambiente, ao longo de todo o processo.
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Se imaginarmos que o �o �e o intervalo [0 , L] ⊆ R e que a fun�c~ao u = u(t , x) nos

fornece a temperatura no ponto x do �o, no instante t ∈ (0 ,∞) ent~ao, matemati-

camente, o problema acima corresponde a encontrar uma fun�c~ao u = u(t , x), para

(t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L], que satisfa�ca:

∂u

∂t
(t , x) = α2

∂2u

∂x2
(t , x) , para cada (t x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) , (8.40)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (8.41)

∂u

∂x
(t , 0) =

∂u

∂x
(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (8.42)

u ∈ C1([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (0 , L) ; R) . (8.43)

A condi�c~ao (8.41) nos diz que a temperatura no ponto x ∈ [0 , L] do �o �e igual a

f(x)oC.

A condi�c~ao (8.42) nos diz que os extremos n~ao trocam calor com o meio ambiente.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

No nosso caso, vamos supor que

α = 1 ,

para facilitarmos as contas.

Aplicando o m�etodo da separa�c~ao de vari�aveis (como �zemos no item 2. da Ob-

serva�c~ao (7.45) - veja (7.80)), podemos mostrar que uma candidata a solu�c~ao do

problema acima �e a fun�c~ao u : [0 ,∞)× [0 , L] → R, dada por

u(t , x)
.
=
ao

2
+

∞∑
n=1

an e
−n

2 π2

L2
t cos

(nπ
L
x
)

(8.44)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L], onde

an , para cada n ∈ {0} ∪ N

s~ao os coe�cientes da extens~ao par, 2 L-peri�odica da fun�c~ao f �a R.

Neste caso, para cada n ∈ {0} ∪ N, teremos (veja o item 2 da Observa�c~ao (7.180),

ou ainda, (7.183)):

an =
2

L

∫L
0

f(x) cos
(nπ
L
x
)
dx . (8.45)

Com isto podemos provar o seguinte resultado, cuja demosntra�c~ao �e an�aloga ao

caso tratado acima e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.
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Teorema 8.46 Suponhamos que f ∈ C([0 , L)] ; R) �e uma fun�c~ao diferenci�avel, exceto um

n�umero �nito de pontos [0 , L], e al�em disso f ′ ∈ SC([0 , L] ; R).
Ent~ao a s�erie de fun�c~oes (8.44)) converge uniformemente em

[0 ,∞)× [0 , L]

para uma fun�c~ao

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C∞((0 ,∞)× [0 , L] ; R)

que �e solu�c~ao de (8.40)), (8.41), (8.42)), onde os coe�cientes

an , para cada n ∈ {0} ∪ N ,

s~ao dados por (8.45)).

Observação 8.47 Pode-se mostrar que, como no caso anterior, que a solu�c~ao (8.44) �e

�unica.

A seguir aplicaremos as ideias acima a um exemplo onde a temperatura inicial no �o, f,

�e dada.

Exemplo 8.48 Determine uma solu�c~ao u = u(t , x) do problema:

∂u

∂t
(t , x) =

∂2u

∂x2
(t , x), (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , π) , (8.49)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , π] , (8.50)

u(t , 0) = u(t , π) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (8.51)

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , π] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (0 , π) ; R) , (8.52)

onde f : [0 , π] → R �e dada por

f(x)
.
=


x , para cada x ∈

[
0 ,
π

2

]
π− x , para cada x ∈

(π
2
, π
] . (8.53)

Resolução:

Neste caso temos que

L
.
= π .

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f �e dada pela �gura abaixo.
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-

6

ππ
2

π
2

x

y

Consideremos a fun�c~ao F : R → R, como sendo a extens~ao ��mpar, 2 π-peri�odica da fun�c~ao

f �a R.

Como

f(0) = f(π) = 0 ,

das observa�c~oes feitas anteriormente (veja (8.7) e o que segue a esta) segue que a fun�c~ao F

ser�a cont��nua R.

Observemos que a fun�c~ao F : R → R, ser�a dada por:

F(x) =



−x− π , para cada x ∈
[
−π ,−

π

2

]
−x , para cada x ∈

[
−
π

2
, 0
)

x , para cada x ∈
[
0 ,
π

2

]
π− x , para cada x ∈

[π
2
, π
)

(8.54)

e satisfazendo F(x+ 2π) = F(x) para cada x ∈ R.

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao F, no per��odo fundamental [π , π], �e dada

pela �gura abaixo.
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-

6

ππ
2

π
2

x

y

−π

−π
2

Como vimos anteriormente (veja (8.37)), uma candidata a solu�c~ao a fun�c~ao u : [0 ,∞) ×
[0 , L] → R, dada por:

u(t , x)
.
=

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

L2
t sen

(nπ
L
x
)

L=π
=

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2

π2
t sen

(nπ
π
x
)

=

∞∑
n=1

bn e
−n2 t sen(nx) , (8.55)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] onde, para cada n ∈ N, temos que:

bn
(8.17)
=

2

L

∫L
0

f(x) sen
(nπ
L
x
)
dx

L=π
=
2

π

∫π
0

f(x) sen
(nπ
π
x
)
dx

=
2

π

∫π
0

f(x) sen(nx)dx

0

[∫ π
2

0

f(x) sen(nx)dx+

∫π
π
2

f(x) sen(nx)dx

]
(8.53)
=

2

π

[∫ π
2

0

x sen(nx)dx+

∫π
π
2

(π− x) sen(nx)dx

]

=
2

π

[∫ π
2

0

x sen(nx)dx+ π

∫π
π
2

sen(nx)dx−

∫π
π
2

x sen(nx)dx

]
. (8.56)
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Notemos que, para cada n ∈ N, temos que:

∫
x sen(nx)dx

integra�c~ao por partes
=

⟨
u = x , logo: du = dx

dv = sen(nx)dx , logo: v = − cos(nx)
n

⟩

= −x
cos(nx)

n
−

∫
−
cos(nx)

n
dx

= −x
cos(nx)

n
+

sen(nx)

n2
. (8.57)

Logo, do Teorema fundamental do C�alculo, segue que:

bn
(8.56)
=

2

π

[∫ π
2

0

x sen(nx)dx+ π

∫π
π
2

sen(nx)dx−

∫π
π
2

x sen(nx)dx

]
(8.57)
=

2

π

{[
−x

cos(nx)

n
+

sen(nx)

n2

] ∣∣∣∣x=π2
x=0

+

[
−π

cos(nx)

n

] ∣∣∣∣x=π
x=π

2

+

[
−x

cos(nx)

n
+

sen(nx)

n2

] ∣∣∣∣x=π
x=π

2

}

=
2

π


−π

2

cos
(
n
π

2

)
n

+
sen
(
n
π

2

)
n2

−

[
−0

cos(n0)

n
+

sen(n0)

n2

]
−π

cos(nπ)
n

−
cos
(
n
π

2

)
n


+

−π cos(nπ)

n
+

sen(nπ)

n2
−

−π
2

cos
(
n
π

2

)
n

+
sen
(
n
π

2

)
n2


=
2

π

−π

cos(nπ)
n

−
cos
(
n
π

2

)
n

− π
cos(nπ)

n


=
2

n

{
−2 (−1)n + cos

(
n
π

2

)}
. (8.58)

Observemos que:

cos
(
n
π

2

)
=

{
(−1)

n
2 , para cada n par

0 , para cada n ��mpar
. (8.59)
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Assim, para cada n ∈ N, de (8.58) e (8.59), segue que

b2 n =
1

n
[−2− (−1)n]

b2 n+1 =
4

n
. (8.60)

Com isto, segue que uma candidata a solu�c~ao do problema (8.49), (8.50), (8.51) e (8.52),

ser�a:

u(t , x)
.
=

∞∑
n=1

bn e
−n2 t sen(nx) (8.61)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L], onde os coe�cientes bn s~ao dados por (8.60).

Observemos que f ∈ C([0 , π] ; R) �e uam fun�c~ao diferenci�avel, exceto um n�umero �nito de

pontos de [0 , L] e que f ′ ∈ SC([0 , π] ; R), pois

f ′(x) =


1 , para cada x ∈

(
0 ,
π

2

)
−1 , para cada x ∈

(π
2
, 0
)

e

f(0) = f(π) = 0 .

Logo, do Teorema (8.18)), segue que a fun�c~ao u = u(t , x), dada por (8.61), ser�a a (�unica)

solu�c~ao do problema (8.49), (8.50), (8.51) e (8.52).

�
Temos o seguinte exerc��cio resolvido:

Exerćıcio 8.62 Determine uma fu�c~ao u : [0 ,∞) × [0 , π] → R que seja solu�c~ao do pro-

blema:

∂u

∂t
(t , x) =

∂2u

∂x2
(t , x) , para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , π) , (8.63)

u(0 , x) = x , para cada x ∈ [0 , π] , (8.64)

∂u

∂x
(t , 0) =

∂u

∂x
(t , π) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (8.65)

u ∈ C1([0 ,∞)× [0 , π] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (0 , π) ; R) . (8.66)

Resolução:

Neste caso, temos que

L
.
= π .

Notemos que o dado incial (veja (9.64), ser�a a fun�c~ao f : [0 , π] → R dada por

f(x)
.
= x , para cada x ∈ [0 , π] . (8.67)

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f �e dada pela �gura abaixo.
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-

6

π

π

x

y

Consideremos a fun�c~ao F : R → R como sendo a extens~ao par, 2π-peri�odica da fun�c~ao f �a

R.
Logo, das observa�c~oes feitas anteriormente (veja (8.7) e o que segue a esta) segue que a

fun�c~ao F ser�a cont��nua R.
Observemos que a fun�c~ao F : R → R, ser�a dada por:

F(x) = |x| , para cada x ∈ [−π , π] , (8.68)

satisfazendo

F(x+ 2π) = F(x) , para cada x ∈ R .

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao F, no per��odo fundamental [π , π], �e dada

pela �gura abaixo.

-

6

π x

y

π

−π

Como vimos anteriormente (veja (8.44)), uma candidata a solu�c~ao a fun�c~ao u : [0 ,∞) ×
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[0 , L] → R, dada por:

u(t , x) =
ao

2
+

∞∑
n=1

an e
−n

2 π2

L2
t cos

(nπ
L
x
)

L=π
=
ao

2
+

∞∑
n=1

an e
−n

2 π2

π2
t cos

(nπ
π
x
)

=
ao

2
+

∞∑
n=1

an e
−n2 t cos(nx) , (8.69)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , π], onde, para cada n ∈ {0} ∪N, an �e o n-�esimo coe�ciente da

extens~ao par, 2π-peri�odica da fun�c~ao f �a R, ou seja, da fun�c~ao F.

Logo para cada n ∈ {0} ∪ N, teremos:

an
(8.45)
=

2

L

∫L
0

f(x) cos
(nπ
L
x
)
dx

L=π
=
2

π

∫π
0

f(x) cos
(nπ
π
x
)
dx

(8.67)
=

2

π

∫π
0

x cos(nx)dx . (8.70)

Notemos que, para cada n ∈ {0} ∪ N, segue que:

∫
x cos(nx)dx

integra�c~ao por partes
=

⟨
u = x , logo: du = dx

dv = cos(nx)dx , logo: v = sen(nx)
n

⟩

= x
sen(nx)

n
−

∫
sen(nx)

n
dx

= x
sen(nx)

n
+

cos(nx)

n2
. (8.71)
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Logo, de (8.70), (8.71) e do Teorema Fundamental do C�alculo, teremos:

an =
2

π

∫π
0

x cos(nx)dx

(8.71)
=

2

π

[
x
sen(nx)

n
+

cos(nx)

n2

] ∣∣∣∣x=π
x=0

=
2

π

π
=0 para todo n∈{0}∪N︷ ︸︸ ︷

sen(nπ)

n
+

cos(nπ)

n2
−

0
=0 para todo n∈{0}∪N︷ ︸︸ ︷

sen(n0)

n
+

=1 para todo n∈{0}∪N︷ ︸︸ ︷
cos(n0)

n2




=
2

π


=(−1)n︷ ︸︸ ︷

cos(nπ)

n2
−
1

n2


=
2 [(−1)n − 1]

n2 π
. (8.72)

Substituindo (8.72) em (8.69), obteremos

u(t , x) =

∞∑
n=1

2

0 , para n par e −2 , para n ��mpar︷ ︸︸ ︷
(−1)n − 1


n2 π

e−n
2 t cos(nx)

=

∞∑
m=1

−4

(2m+ 1)2 π
e−(2m+1)2 t cos[(2m+ 1) x] , (8.73)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , π].

Observemos que f ∈ C([0 , π] ; R) �e uma fun�c~ao diferenci�avel em (0 , π), pois

f ′(x) = 1 , para cada x ∈ (0 , π) ,

logo f ′ ∈ SC([0 , π] ; R).
Logo, do Teorema (8.18)), segue que a fun�c~ao u : [0 ,∞) × [0 , π] → R, dada por (8.73) �e

a (�unica) solu�c~ao do nosso problema (9.62), (9.64), (8.65) e (8.66).

Na verdade

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C∞((0 ,∞)× [0 , L] ; R) ,

como a�rma (9.18).

�
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8.2 O Problema da Corda Vibrante

Consideraremos dois problemas associados �as vibra�c~oes de uma corda �nita num plano, a

saber:

8.2.0.1 Corda Vibrante com as Extremidades Fixas

Trataremos a seguir do problema de encontrar a posi�c~ao, em cada instante, de cada ponto

de uma corda de comprimento L, que vibra num plano, cujas extremidades da mesma est~ao

presas.

Denotemos a amplitude da vibra�c~ao em cada instante, t ∈ [0 ,∞), em cada ponto, x ∈
[0 , L], da corda por u = u(t , x).

A �gura abaixo ilustra a situa�c~ao acima.

-

6 Per�l da Corda no Instante t ≥ 0

u(t , x)

x L

6

?

x

y

Ent~ao, um modelo matem�atico que est�a associado a esse problema ser�a o de encontrar

uma fun�c~ao u : [0 ,∞)× [0 , L] → R que satisfa�ca:

∂2u

∂t2
(t , x) = c2

∂2u

∂x2
(t , x) , para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× [0 , L] , (8.74)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (8.75)

∂u

∂t
(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (8.76)

u(t , 0) = u(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (8.77)

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , Li] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (0 , L) ; R) , (8.78)

onde a constante c2, �e uma constante que est�a relacionada com a tens~ao e a densidade da

corda.

A condi�c~ao (8.75) nos diz que, no instante inicial, isto �e, t = 0, o deslocamento do ponto

x ∈ [0 , L] do �o �e igual a f(x).

A condi�c~ao (8.76) nos diz que, no instante inicial, isto �e, t = 0, a velocidade do desloca-

mento do ponto x ∈ [0 , L] do �o �e igual a g(x).
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A condi�c~ao (8.77) nos diz que as extremidades do �o igual est~ao presas, ao longo de todo

o processo, isto �e, para t ∈ [0 ,∞).

A Equa�c~ao Diferencial Parcial (8.74)) �e denominada Equação da Onda.

Esta equa�c~ao �e um exemplo importante de uma classe de EDP's do tipo hiperbólica.

Para simpli�carmos as contas, consideraremos o caso em que

c = 1 .

O caso geral ser�a deixado como exerc��cio para o leitor.

Aplicaremos o m�etodo da separa�c~ao de vari�aveis ao problema (8.74)), (8.75)), (8.76)),

(8.77)) e (8.78), isto �e, tentaremos solu�c~oes de (8.74)), (8.75)), (8.76)) e (8.77)) e (8.78), do

tipo

u(t , x) = ψ(t)ϕ(x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] , (8.79)

onde ψ : [0 ,∞) → R e ϕ : [0 , L] → R.
Notemos que, supondo que as fun�c~oes ψ e ϕ s~ao duas vezes diferenci�aveis em (0 ,∞) e

(0 , L), respectivamente, ent~ao, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L), teremos:

∂u

∂t
(t , x)

(8.79)
=

∂

∂t
[ψ(t)ϕ(x)]

= ψ ′(t)ϕ(x) , (8.80)

∂2u

∂t2
(t , x) =

∂

∂t

[
∂u

∂t
(t , x)

]
(8.80)
=

∂

∂t
[ψ ′(t)ϕ(x)]

= ψ ′′(t)ϕ(x) , (8.81)

∂u

∂x
(t , x)

(8.79)
=

∂

∂x
[ψ(t)ϕ(x)]

= ψ(t)ϕ ′(x) , (8.82)

∂2u

∂x2
(t , x) =

∂

∂x

[
∂u

∂x
(t , x)

]
(8.82)
=

∂

∂x
[ψ(t)ϕ ′(x)]

= ψ(t)ϕ ′′(x) , (8.83)

Substituindo (8.81) e (8.83) em (8.74)), obteremos:

0 =
∂2u

∂t2
(t , x) −

∂2u

∂x2
(t , x)

(8.81) e (8.83)
= ψ ′′(t)ϕ(x) −ψ(t)ϕ ′′(x) , (8.84)
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para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L).

Supondo que

u ̸= O ,

ou seja, a solu�c~ao trivial n~ao nos interessar�a, deveremos ter

ψ(t) , ϕ(x) ̸= 0 ,

para algum (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L).

Logo, dividindo (8.84), por

ψ(t)ϕ(x) ,

obteremos:

ψ ′′(t)ϕ(x) −ψ(t)ϕ ′′(x)

ψ(t)ϕ(x)
= 0

ou seja,
ψ ′′(t)

ψ(t)
−
ϕ ′′(x)

ϕ(x)
= 0 ,

ou ainda,
ψ ′′(t)

ψ(t)
=
ϕ ′′(x)

ϕ(x)
.

Portanto, deveremos ter:
ψ ′′(t)

ψ(t)
= −λ =

ϕ ′′(x)

ϕ(x)

para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L), ou seja, teremos:

ψ ′′(t) = −λψ(t) , para cada t ∈ (0 ,∞) , (8.85)

ϕ ′′(x) = −λϕ(x) , para cada x ∈ (0 , L) . (8.86)

Notemos que, para cada t ∈ [0 ,∞), de (8.77)), segue:

ψ(t)ϕ(0)
(8.79)
= u(t , 0)

(8.76)
= 0

(8.76)
= u(t , L)

(8.79)
= ψ(t)ϕ(L) , (8.87)

Como ψ(t) ̸= 0, para algum t ∈ [0 ,∞) (pois caso contr�ario, ter��amos u(t , x) = 0, para

todo (t , x) ∈ [0 ,∞)× ∈ [0 , L]), dividindo ambos os membros da identidade (8.87), por ψ(t),

obteremos

ϕ(0) = 0 = ϕ(L) . (8.88)
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Portanto, de (8.86) e (8.88), segue quea fun�c~ao ϕ, dever�a satisfazer o seguinte problema

(dito problema de valor de contorno):

ϕ ′′(x) = −λϕ(x) , para cada x ∈ (0 , L) (8.89)

ϕ(0) = ϕ(L) = 0 , (8.90)

ϕ ∈ C([0 , L] ; R) ∩ C2((0 , L) ; R) , (8.91)

que j�a foi tratado anteriormente (veja (7.22)), (7.23)) e (7.24))).

Vimos que, para cada n ∈ N,

λ = λn
.
=
n2 π2

L2

e que

ϕ(x) = ϕn(x) = sen
(nπ
L
x
)
, (8.92)

para cada x ∈ [0 , L].

Temos tamb�em que, a solu�c~ao geral da EDO (8.85)) (com λ = λn
.
=
n2 π2

L2
). ser�a dada

por:

ψn(t) = A cos
(nπ
L
t
)
+ B sen

(nπ
L
t
)

(8.93)

para cada t ∈ [0 ,∞).

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor (veja (7.36), com x = t

e λ como acima).

Assim, do m�etodo da separa�c~ao de vari�aveis, para cada n ∈ N, , de (8.93) e (8.92), temos

que a fun�c~ao un : [0 ,∞)× [0 , L] → R, dada por

un(t , x)
.
= ψn(t)ϕn(x) ,

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] ser�a da forma:

un(t , x) = ψn(t)ϕn(x)

(8.93) e (8.92)
=

[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)

= bfn cos
(nπ
L
t
)

sen
(nπ
L
x
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)

sen
(nπ
L
x
)
, (8.94)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L], ser�a um solu�c~ao de (8.74)) e (8.77)).

Logo, formalmente, temos que a fun�c~ao u : [0 ,∞)× [0 , L] → R, dada por:

u(t , x)
.
=

∞∑
n=1

un(t , x)

=

∞∑
n=1

ψn(t)ϕn(x)

(8.94)
=

∞∑
n=1

[
bfn cos

(nπ
L
t
)

sen
(nπ
L
x
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)

sen
(nπ
L
x
)]
, (8.95)
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para cada (t , x) ∈ [0 ,∞) × [0 , L], ser�a uma candidata a solu�c~ao para o problema (8.74),

(8.75), (8.76), (8.77) e (8.78).

Para que a fun�c~ao u, dada por (8.95), seja solu�c~ao do problema, ela dever�a satisfazer a

condi�c~ao (8.75)), ou seja:

f(x) = u(0 , x)

t=0 em (8.95)
=

∞∑
n=1

bfn

=1 , para todo n∈N︷ ︸︸ ︷
cos
(nπ
L
0
)

sen
(nπ
L
x
)
+ Bgn

=0 , para todo n∈N︷ ︸︸ ︷
sen
(nπ
L
0
)

sen
(nπ
L
x
)

=

∞∑
n=1

bfn sen
(nπ
L
x
)
, (8.96)

para cada x ∈ [0 , L], isto �e, a fun�c~ao f (ou melhor, sua extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica �a R)
dever�a possuir uma expans~ao em s�erie de Fourier (no caso, uma s�erie em senos), ou seja:

bfn
(7.186)
=

2

L

∫ L
0

f(x) sen
(nπ
L
x
)
dx , para cada n ∈ N . (8.97)

Por outro lado, para a fun�c~ao u, dada por (8.95), satisfazer (8.76)) (supondo que possamos

derivar parcialmente, a s�erie de fun�c~oes, termo a termo, em rela�c~ao a t), deveremos ter:

g(x)
(8.76)
=

∂u

∂t
(0 , x)

(8.95)
=

∂

∂t

{ ∞∑
n=1

[
bfn cos

(nπ
L
t
)

sen
(nπ
L
x
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)

sen
(nπ
L
x
)]} ∣∣∣∣

t=0

cuidado !
=

∞∑
n=1

∂

∂t

[
bfn cos

(nπ
L
t
)

sen
(nπ
L
x
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)

sen
(nπ
L
x
)] ∣∣∣∣

t=0

=

∞∑
n=1

{[
−bfn sen

(nπ
L
t
) nπ
L

]
sen
(nπ
L
x
)
+ Bgn

[
cos
(nπ
L
t
) nπ
L

]
sen
(nπ
L
x
)}

=

∞∑
n=1

−bfn
=0 , para todo n∈N︷ ︸︸ ︷
sen
(nπ
L
0
) nπ

L
sen
(nπ
L
x
)
+ Bgn

=1 , para todo n∈N︷ ︸︸ ︷
cos
(nπ
L
0
) nπ

L
sen
(nπ
L
x
)

=

∞∑
n=1

(
Bgn
nπ

L

)
sen
(nπ
L
x
)
, (8.98)

para cada x ∈ [0 , L], isto �e, a fun�c~ao g (ou melhor, sua extens~ao ��mpar e 2 L-peri�odica �a R)
dever�a possuir uma expans~ao em s�erie de Fourier (no caso, uma s�erie em senos), ou seja, para
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cada n ∈ N, deveremos ter:

Bgn
nπ

L
= bgn

(7.186)
.
=

2

L

∫L
0

g(x) sen
(nπ
L
x
)
dx , (8.99)

ou seja,

Bgn =
2 L

Lnπ

∫L
0

g(x) sen
(nπ
L
x
)
dx

=
2

nπ

∫L
0

g(x) sen
(nπ
L
x
)
dx , (8.100)

para cada n ∈ N
Portanto uma candidata u : [0 ,∞)× [0 , L] → R, a solu�c~ao do problema dado inicialmente,

ser�a:

u(t , x)
.
=

∞∑
n=1

[
bfn cos

(nπ
L
t
)

sen
(nπ
L
x
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)

sen
(nπ
L
x
)]

(8.101)

=

∞∑
n=1

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

, (8.102)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] onde, para cada n ∈ N, temos que os coe�cientes bfn e Bgn,

s~ao dados por:

bfn
.
=
2

L

∫L
0

f(x) sen
(nπ
L
x
)
dx . (8.103)

Bgn

(8.99)
.
=

L

nπ
bgn (8.104)

(7.186)
=

2

nπ

∫ L
0

g(x) sen
(nπ
L
x
)
dx , (8.105)

onde, para cada n ∈ N, bn denota o seguinte n-�esimo coe�ciente de Fourier associado �a fun�c~ao

g, ou seja,

bgn
.
=
2

L

∫L
0

g(x) sen
(nπ
L
x
)
dx . (8.106)

Com isto podemos enunciar e demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 8.107 Suponhamos que f ∈ C2([0 , L] ; R) �e tal que a fun�c~ao f ′′ seja dife-

renci�avel, exceto em um n�umero �nito de pontos de [0 , L], com f ′′′ ∈ SC([0 , L] ; R) e
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g ∈ C1([0 , L] ; R) �e tal que a fun�c~ao g ′ seja diferenci�avel, exceto em um n�umero �nito

de pontos de [0 , L], com g ′′ ∈ SC([0 , L] ; R)

f(0) = f(L) = f ′′(0) = f ′′(L) = g(0) = g(L) = 0 . (8.108)

Ent~ao a s�erie de fun�c~oes (8.102), converge uniformemente em [0 ,∞)×[0 , L] para uma

fun�c~ao u : [0 ,∞) × [0 , L] → R, que �e solu�c~ao de (8.74), (8.75), (8.76), (8.77) onde, para

cada n ∈ N, os coe�cientes bfn e Bgn, s~ao dados por (8.103) e (8.105), respectivamente .

Demonstração:

Mostremos, primeiramente que a s�erie de fun�c~oes (8.102) converge uniformemente em

[0 ,∞)× [0 , L].

Para isto, como f ∈ C2([0 , L] ; R), do Teorema (7.364), segue que a s�erie de Fourier associ-

ada �a fun�c~ao f (na verdade, �a sua extens~ao��mpar e 2 L-peri�odica �a R), converge uniformemente

para a fun�c~ao f, isto �e,

f(x) =

∞∑
n=1

bfn cos
(nπ
L
x
)
, uniformemente em R, (8.109)

onde, para cada n ∈ N, o coe�ciente bfn �e dado por (8.103).

Observação 8.110 Observemos que, a fun�c~ao f tendo uma extens~ao��mpar e 2 L-peri�odica

�a R e sua extens~ao tiver derivada, ent~ao esta ser�a uma fun�c~ao par e 2 L-peri�odica, e se

extens~ao da fun�c~ao f, for duas vezes deriv�avel, sua derivada segunda ser�a uma fun�c~ao

��mpar, da�� porque precisamos das condi�c~oes:

f(0) = f(L) = f ′′(0) = f ′′(L) = 0 .

Logo, fazendo t = 0 na s�erie de fun�c~oes (8.102), teremos:

u(0 , x)
(8.102)
=

∞∑
n=1


bfn

=1︷ ︸︸ ︷
cos
(nπ
L
0
)
+Bgn

=0︷ ︸︸ ︷
sen
(nπ
L
0
) sen

(nπ
L
x
)

=

∞∑
n=1

bfn sen
(nπ
L
x
)

(8.109)
= f(x) , (8.111)

para cada x ∈ [0 , L], ou seja, a s�erie de fun�c~oes (8.102), em t = 0, converge uniformemente

para a fun�c~ao f em R, em particular,

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] ,
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ou seja, a fun�c~ao u, dada por (8.102), satisfaz (8.75).

A�rmamos que a s�erie de fun�c~oes (8.102), converge uniformemente em

[0 ,∞)× [0 , L] .

Para isso, observemos que para

(t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] e n ∈ N ,

teremos:∣∣∣[bfn cos
(nπ
L
t
)

+Bgn sen
(nπ
L
t
) ]

sen
(nπ
L
x
)∣∣∣ ≤ ∣∣∣bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)∣∣∣

×
∣∣∣ sen(nπ

L
x
)∣∣∣

≤

∣∣bfn∣∣ ∣∣∣cos(nπL t
)∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤1

+ |Bgn|
∣∣∣ sen(nπ

L
t
)∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤1

 ∣∣∣ sen(nπL x
)∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤1

≤ |bfn|+ |Bgn| . (8.112)

Como f ′′′ ∈ SC([0 , L] ; R) e g ′′ ∈ SC([0 , L] ; R) dos itens 3. e 2. da Observa�c~ao (7.352),

aplicados a fun�c~ao f e g, respectivamente, segue que, para cada n ∈ N, teremos:

∣∣afn ′′′∣∣ (7.357)≤
∣∣∣∣−n3 π3L3

bfn

∣∣∣∣
=
n3 π3

L3

∣∣bfn∣∣ ,
ou seja,

|bfn| ≤
L3

n3 π3

∣∣afn′′′∣∣ (8.113)

|bgn
′′|

(7.355)

≤ 1

n

∣∣∣∣−n2 π2L2
bgn

∣∣∣∣
=
n2 π2

L2
|bgn| ,

ou seja,

|bgn| ≤
L2

n2 π2
|bgn

′′| , (8.114)
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onde, para cada n ∈ N e x ∈ [0 , L], temos:

f(x) =

∞∑
n=1

[
afn cos

(nπ
L
x
)
+ bfn sen

(nπ
L
x
)]
,

f ′(x) =

∞∑
n=1

[
afn

′ cos
(nπ
L
x
)
+ bfn

′ sen
(nπ
L
x
)]
,

f ′′(x) =

∞∑
n=1

[
afn

′′ cos
(nπ
L
x
)
+ bfn

′′ sen
(nπ
L
x
)]

f ′′′(x) =

∞∑
n=1

[
afn

′′′ cos
(nπ
L
x
)
+ bfn

′′′ sen
(nπ
L
x
)]
,

g(x) =

∞∑
n=1

[
agn cos

(nπ
L
x
)
+ bgn sen

(nπ
L
x
)]
,

g ′(x) =

∞∑
n=1

[
agn

′ cos
(nπ
L
x
)
+ bgn

′ sen
(nπ
L
x
)]
,

g ′′(x) =

∞∑
n=1

[
agn

′′ cos
(nπ
L
x
)
+ bgn

′′ sen
(nπ
L
x
)]
,

Al�em disso, como f ′′′ , g ′′ ∈ SC([0 , L] ; R), do Lema de Riemann-Lebesgue (isto �e, do

Corol�ario (7.267)), segue que

lim
n→∞afn ′′′ = lim

n→∞bgn ′′ = 0 ,

em particular, as sequências num�erica
(
afn

′′′)
n∈N e (bgn

′′)n∈N ser~ao limitadas, ou seja, existe

M,K ∈ (0 ,∞) de modo que

∣∣afn′′′∣∣ ≤M, (8.115)

|bgn
′′| ≤ K , (8.116)

para todo n ∈ N.
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Portanto, de (8.113), (8.115) e (8.114) e (8.116), segue que

∣∣bfn∣∣ (8.113)≤ L3

n3 π3

∣∣afn′′′∣∣
(8.115)

≤ L3

n3 π3
M, (8.117)

|Bgn|
(8.104)
=

∣∣∣∣ 1n bgn
∣∣∣∣

=
1

n
|bgn|

(8.114)

≤ 1

n

(
L2

n2 π2
|bgn

′′|

)
(8.116)

≤ L2

n3 π3
K , (8.118)

para cada n ∈ N.
Para todo (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L], como consequência de (8.117), (8.118) e (8.112), segue

que: ∣∣∣[bfn cos
(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)∣∣∣ (8.112)≤ |bfn|+ |Bgn|

(8.117),(8.118)

≤ L3

n3 π3
M+

L2

n3 π2
K

=

(
L3M

π3
+
L2 K

π2

)
︸ ︷︷ ︸

constante

1

n3
, (8.119)

para cada n ∈ N.

Como a s�erie num�erica
∞∑
n=1

1

n3
�e convergente em R, segue do teste M.de Weierstrass (de

An�alise II), segue que a s�erie de fun�c~oes (8.102), converge uniformemente em

[0 ,∞)× [0 , L] .

Notemos que, para cada n ∈ N, a fun�c~ao

(t , x) 7→ [
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)
,

�e cont��nua em [0 ,∞)× [0 , L].

Como a convergência da s�erie de fun�c~oes (8.102) �e uniforme em [0 ,∞) × [0 , L], de um

resutado de An�alise II, segue que

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) . (8.120)
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A�rmamos que

u ∈ C2([0 ,∞)× [0 , L] ; R)

e que a s�erie de fun�c~oes (8.102) pode ser derivada parcialmente, em rela�c~ao �a t ou, em rela�c~ao

�a x, termo a termo, at�e a 2.a ordem, em

[0 ,∞)× [0 , L] .

Para para n ∈ N, de�namos a fun�c~ao un : [0 ,∞)× [0 , L] → R, dada por

un(t , x)
.
=
[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)
, (8.121)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].

Com isto temos que, para cada n ∈ N, segue que

un ∈ C∞([0 ,∞)× [0 , L] ; R) .

Observemos tamb�em que:

∂un

∂t
(t , x)

(8.121)
=

∂

∂t

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

=
[
−bfn sen

(nπ
L
t
) nπ
L

+ Bgn cos
(nπ
L
t
) nπ
L

]
sen
(nπ
L
x
)

(8.122)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].

Logo, para cada n ∈ N �xado, (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L], teremos:∣∣∣∣∂un∂t (t , x)

∣∣∣∣ (8.122)=
∣∣∣[−bfn sen

(nπ
L
t
) nπ
L

+ Bgn cos
(nπ
L
t
) nπ
L

]
sen
(nπ
L
x
)∣∣∣

≤ nπ

L

∣∣bfn∣∣ ∣∣∣ sen(nπL t
)∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤1

+ |Bgn|
∣∣∣cos(nπ

L
t
)∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤1

 ∣∣∣ sen(nπL x
)∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤1

≤ nπ

L

[∣∣bfn∣∣+ |Bgn|
]

(8.117) ,(8.118)

≤ nπ

L

[
ML3

n3 π3
+
KL3

n3 π3

]
=

(M+ K)L2

π2
1

n2
. (8.123)

Como a s�erie num�erica
∞∑
n=1

1

n2
�e convergente em R, segue do teste M.de Weierstrass (de

An�alise II), que a s�erie de fun�c~oes

∞∑
n=1

∂un

∂t
(t , x)

(8.122)
=

∞∑
n=1

{[
−bfn sen

(nπ
L
t
) nπ
L

+ Bgn cos
(nπ
L
t
) nπ
L

]
sen
(nπ
L
x
)}
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converge uniformemente em

[0 ,∞)× [0 , L] . (8.124)

Como a s�erie de fun�c~oes

∞∑
n=1

un(t , x) =

∞∑
n=1

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

converge em cada ponto de [0 ,∞) × [0 , L] segue, de um resultado de An�alise II, que a s�erie

de fun�c~oes (8.102), pode ser derivada parcialmente, em rela�c~ao �a t, termo a termo, em

[0 ,∞)× [0 , L], ou seja:

∂u

∂t
(t , x)

(8.102)
=

∂

∂t

{ ∞∑
n=1

[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

An�alise II
=

∞∑
n=1

∂

∂t

{ ∞∑
n=1

[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

=

∞∑
n=1

{[
−bfn sen

(nπ
L
t
) nπ
L

+ Bgn cos
(nπ
L
t
) nπ
L

]
sen
(nπ
L
x
)}

(8.125)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].

Como, para cada n ∈ N, a fun�c~ao

(t , x) 7→ [
−bfn sen

(nπ
L
t
) nπ
L

+ Bgn cos
(nπ
L
t
) nπ
L

]
sen
(nπ
L
x
)

�e cont��nua em [0 ,∞) × [0 , L], e a convergência da s�erie de fun�c~oes (8.125) �e uniforme em

[0 ,∞)× [0 , L] (veja (8.124)), de um resultado de Anal��se II, segue que a fun�c~ao
∂u

∂t
�e cont��nua

em [0 ,∞)× [0 , L], ou seja,

∂u

∂t
∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) . (8.126)

Observemos tamb�em que, para cada n ∈ N, teremos:

∂un

∂x
(t , x)

(8.121)
=

∂

∂x

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

=
[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

cos
(nπ
L
x
) nπ
L

(8.127)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].
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Logo, para cada n ∈ N �xado, e (t , x) ∈ [to ,∞)× [0 , L], teremos:∣∣∣∣∂un∂x (t , x)

∣∣∣∣ (8.127)=
∣∣∣[bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

cos
(nπ
L
x
) nπ
L

∣∣∣
≤ nπ

L

∣∣bfn∣∣ ∣∣∣cos(nπL t
)∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤1

+ |Bgn|
∣∣∣ sen(nπ

L
t
)∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤1

 ∣∣∣cos(nπL x
)∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤1

≤ nπ

L

[∣∣bfn∣∣+ |Bgn|
]

(8.117),(8.118)

≤ nπ

L

[
ML3

n3 π3
+
KL3

n3 π3

]
=

(M+ K)L2

π2
1

n2
. (8.128)

Como a s�erie num�erica
∞∑
n=1

1

n2
�e convergente em R, segue do teste M.de Weierstrass (de

An�alise II), segue que a s�erie de fun�c~oes

∞∑
n=1

∂un

∂x
(t , x)

(8.122)
=

∞∑
n=1

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

cos
(nπ
L
x
) nπ
L

}
converge uniformemente em

[0 ,∞)× [0 , L] . (8.129)

Como a s�erie de fun�c~oes

∞∑
n=1

un(t , x) =

∞∑
n=1

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

converge em cada ponto de [0 ,∞) × [0 , L] segue, de um resultado de An�alise II, que a s�erie

de fun�c~oes (8.102), pode ser derivada parcialmente, em rela�c~ao �a x, termo a termo, em

[0 ,∞)× [0 , L], ou seja:

∂u

∂x
(t , x)

(8.102)
=

∂

∂x

{ ∞∑
n=1

[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

Teor. de An�alie II
=

∞∑
n=1

∂

∂x

{ ∞∑
n=1

[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

=

∞∑
n=1

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

cos
(nπ
L
x
) nπ
L

}
(8.130)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].
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Como, para cada n ∈ N, a fun�c~ao

(t , x) 7→ [
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

cos
(nπ
L
x
) nπ
L

�e cont��nua em [0 ,∞) × [0 , L], e a convergência da s�erie de fun�c~oes (8.171) �e uniforme em

[0 ,∞)× [0 , L] (veja (8.129)), de um resultado de Anal��se II, segue que a fun�c~ao
∂u

∂x
�e cont��nua

em [0 ,∞)× [0 , L], ou seja,
∂u

∂x
∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) . (8.131)

Portanto de (8.120), (8.126) e (8.131) segue que

u ∈ C1([0 ,∞)× [0 , L] ; R) . (8.132)

Notemos que:

∂2un

∂t2
(t , x)

(8.121)
=

∂2

∂t2

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

=
∂

∂t

{
∂

∂t

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}}

=
∂

∂t

[
−bfn sen

(nπ
L
t
) nπ
L

+ Bgn cos
(nπ
L
t
) nπ
L

]
sen
(nπ
L
x
)

=

[
−bfn cos

(nπ
L
t
) n2 π2

L2
− Bgn sen

(nπ
L
t
) n2 π2

L2

]
sen
(nπ
L
x
)

(8.133)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].

Logo, para cada n ∈ N �xado, e (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L], teremos:∣∣∣∣∂2un∂t2
(t , x)

∣∣∣∣ (8.145)=

∣∣∣∣[−bfn cos
(nπ
L
t
) n2 π2

L2
− Bgn sen

(nπ
L
t
) n2 π2

L2

]
sen
(nπ
L
x
)∣∣∣∣

≤ n2 π2

L2

∣∣bfn∣∣
≤1︷ ︸︸ ︷∣∣∣cos(nπ
L
t
)∣∣∣+ |Bgn|

≤1︷ ︸︸ ︷∣∣∣ sen(nπ
L
t
)∣∣∣


≤1︷ ︸︸ ︷∣∣∣ sen(nπ
L
x
)∣∣∣

≤ n2 π2

L2

[∣∣bfn∣∣+ |Bgn|
]

(8.113),(8.114)

≤ n2 π2

L2

[
L3

n3 π3

∣∣afn′′′∣∣+ L2

n2 π2
|bgn

′′|

]
=
L

π

[∣∣afn′′′∣∣+ |bgn
′′|
] 1
n

.
= Dn . (8.134)

A�rmamos que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

Dn �e convergente em R. *
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Para mostramos isto, lembremos que f ′′′ ∈ SC([0 , L] ; R) logo da desigualdade Bessel,

para o caso real (veja a Proposi�c~ao (7.244)), segue que

∞∑
n=1

∣∣afn′′′∣∣2 ≤ ∥f ′′′∥2 <∞ . (8.135)

Logo, para cada N ∈ N segue, da desigualdade de Cauchy-Schwartz, que

N∑
n=1

(
1

n

∣∣afn′′′∣∣) ≤

(
N∑
n=1

1

n2

) 1
2
(

N∑
n=1

∣∣afn′′′∣∣2
) 1
2

≤


∞∑
n=1

1

n2︸ ︷︷ ︸
convergente


1
2


∞∑
n=1

∣∣afn′′′∣∣2︸ ︷︷ ︸
convergente, por (8.135)


1
2

. (8.136)

Logo a s�erie num�erica
∞∑
n=1

L

π

[
1

n

∣∣afn′′′∣∣] �e convergente em R.

De modo semelhante, utilizando o fato que g ′′ ∈ C([0 , L] ; R) (na verdade a Proposi�c~ao

(7.244)), mostra-se que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

1

n
|bgn

′| �e convergente em R.

Deixaremos os detalhes como exerc��cio para o leitor.

Portanto a s�erie num�erica �e
∞∑
n=1

Dn �e convergente em R e assim, de (8.134) e do teste M.

de Weierstrass, de An�alise II, segue que a s�erie de fun�c~oes

∞∑
n=1

∂2un

∂t2
(t , x)

(8.145)
=

∞∑
n=1

{[
−bfn cos

(nπ
L
t
) n2 π2

L2
− Bgn sen

(nπ
L
t
) n2 π2

L2

]
sen
(nπ
L
x
)}

converge uniformemente em

[0 ,∞)× [0 , L] . (8.137)

Como a s�erie de fun�c~oes

∞∑
n=1

∂un

∂t
(t , x) =

∞∑
n=1

{[
bfn cos

(nπ
L
t
) nπ
L

+ Bgn sen
(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
) nπ
L

}
converge em cada ponto de [0 ,∞)× [0 , L] segue, de An�alise II, que a s�erie de fun�c~oes (8.102),

pode ser derivada parcialmente �a segunda ordem, em rela�c~ao �a t, termo a termo, em [0 ,∞)×
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[0 , L], ou seja:

∂2u

∂t2
(t , x)

(8.102)
=

∂2

∂t2

{ ∞∑
n=1

[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

An�alie II
=

∞∑
n=1

∂2

∂t2

{ ∞∑
n=1

[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

=

∞∑
n=1

{[
−bfn cos

(nπ
L
t
) n2 π2

L2
− Bgn sen

(nπ
L
t
) n2 π2

L2

]
sen
(nπ
L
x
)}

(8.138)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].

Como, para cada n ∈ N, a fun�c~ao

(t , x) 7→ [
−bfn cos

(nπ
L
t
) n2 π2

L2
− Bgn sen

(nπ
L
t
) n2 π2

L2

]
sen
(nπ
L
x
)

�e cont��nua em [0 ,∞) × [0 , L], e a convergência da s�erie de fun�c~oes (8.137) �e uniforme em

[0 ,∞) × [0 , L] (veja (8.124)), de um resultado de Anal��se II, segue que a fun�c~ao
∂2u

∂t2
�e

cont��nua em [0 ,∞)× [0 , L], ou seja,

∂2u

∂t2
∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) . (8.139)

Observemos tamb�em que:

∂2un

∂x2
(t , x)

(8.121)
=

∂2

∂x2

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

=
∂

∂x

{
∂

∂x

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}}

=
∂

∂x

[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
) nπ
L

]
cos
(nπ
L
x
) nπ
L

=
[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)] [

− sen
(nπ
L
x
)] n2 π2

L2
, (8.140)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].
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Logo, para cada n ∈ N �xado, e (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L], teremos:∣∣∣∣∂2un∂x2
(t , x)

∣∣∣∣ (8.140)=

∣∣∣∣[bfn cos
(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)] [

− sen
(nπ
L
x
)] n2 π2

L2

∣∣∣∣
≤ n2 π2

L2

∣∣bfn∣∣
≤1︷ ︸︸ ︷∣∣∣cos(nπ
L
t
)∣∣∣+ |Bgn|

≤1︷ ︸︸ ︷∣∣∣ sen(nπ
L
t
)∣∣∣


≤1︷ ︸︸ ︷∣∣∣− sen
(nπ
L
x
)∣∣∣

≤ n2 π2

L2

[∣∣bfn∣∣+ |Bgn|
]

(8.113),(8.114)

≤ n2 π2

L2

[
L3

n3 π3

∣∣afn′′′∣∣+ L2

n2 π2
|bgn

′′|

]
=
L

π

[∣∣afn′′′∣∣+ |bgn
′′|
] 1
n

.
= Dn . (8.141)

Como vimos em * (logo depois de (8.134)) a s�erie num�erica
∞∑
n=1

Dn �e convergente em R.

Portanto a s�erie num�erica �e
∞∑
n=1

Dn �e convergente em R e assim, de (8.141) e do teste M.

de Weierstrass visto em An�alise II, segue que a s�erie de fun�c~oes

∞∑
n=1

∂2un

∂x2
(t , x)

(8.145)
=

∞∑
n=1

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)] [

− sen
(nπ
L
x
)] n2 π2

L2

}
converge uniformemente em

[0 ,∞)× [0 , L] . (8.142)

Como a s�erie de fun�c~oes

∞∑
n=1

∂un

∂x
(t , x) =

∞∑
n=1

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
) nπ
L

]
cos
(nπ
L
x
) nπ
L

}
converge em cada ponto de [0 ,∞) × [0 , L] segue, de um resultado de An�alise II, que a s�erie

de fun�c~oes (8.102), pode ser derivada parcialmente de segunda ordem, em rela�c~ao �a x, termo

a termo, em [0 ,∞)× [0 , L], ou seja:

∂2u

∂x2
(t , x)

(8.102)
=

∂2

∂x2

{ ∞∑
n=1

[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

Teor. de An�alie II
=

∞∑
n=1

∂2

∂x2

{ ∞∑
n=1

[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)]

sen
(nπ
L
x
)}

=

∞∑
n=1

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)] [

− sen
(nπ
L
x
)] n2 π2

L2

}
(8.143)
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para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].

Como, para cada n ∈ N, a fun�c~ao

(t , x) 7→ [
−bfn cos

(nπ
L
t
) n2 π2

L2
− Bgn sen

(nπ
L
t
) n2 π2

L2

]
sen
(nπ
L
x
)

�e cont��nua em [0 ,∞)× [0 , L], e a convergência da s�erie de fun�c~oes (8.143) em [0 ,∞)× [0 , L] �e

uniforme em [0 ,∞)× [0 , L] (veja (8.124)), de um resultado de Anal��se II, segue que a fun�c~ao
∂2u

∂x2
�e cont��nua em [0 ,∞)× [0 , L], ou seja,

∂2u

∂x2
∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) . (8.144)

Portanto de (8.120), (8.126), (8.131), (8.139) e (8.144) segue que

u ∈ C2([0 ,∞)× [0 , L] ; R) , (8.145)

e a s�erie de fun�c~oes (7.120) pode ser deirvada parcialemente ate �a 2.a ordem, em rela�c~ao �a t

e em rela�c~ao �a x em [0 ,∞)× [0 , L].

Para �nalizar, observemos que:

∂2u

∂t2
(t , x) −

∂2u

∂x2
(t , x)

(8.138),(8.143)
=

∞∑
n=1

{[
−bfn cos

(nπ
L
t
) n2 π2

L2
− Bgn sen

(nπ
L
t
) n2 π2

L2

]
sen
(nπ
L
x
)}

−

∞∑
n=1

{[
bfn cos

(nπ
L
t
)
+ Bgn sen

(nπ
L
t
)] [

− sen
(nπ
L
x
)] n2 π2

L2

}
= 0 , (8.146)

para (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].

Temos tamb�em, por (8.111)

u(0 , x) = f(x) ,
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para cadat ∈ [0 ,∞) e

∂u

∂t
(0 , x)

(8.125)
= =

∞∑
n=1

−bfn
=0︷ ︸︸ ︷

sen
(nπ
L

· 0
) nπ
L

+ Bgn

=1︷ ︸︸ ︷
cos
(nπ
L

· 0
) nπ
L

 sen
(nπ
L
x
)

=

∞∑
n=1

bfn nπL︸ ︷︷ ︸
(8.104)

= B
g
n

sen
(nπ
L
x
)

=

∞∑
n=1

[
Bgn sen

(nπ
L
x
)]

(8.98)
= g(x) ,

para cada x ∈ [0 , L].

Conclus~ao, a fun�c~ao u : [0 ,∞)× [0 , L] → R, dada por (8.102), �e uma solu�c~ao do problema

(8.74), (8.75), (8.76), (8.77) e (8.78).

�

Observação 8.147

1. Pode-se mostrar que a solu�c~ao, dada por (8.102), acima �e �unica na classe (8.77).

2. Nas hip�otese do Teorema (8.107) (sobre as fun�c~oes f e g) pedimos mais que nas

hip�oteses do Teorema (6.156).

8.2.0.2 Corda Vibrante com as Extremidades num Trilho Vertical

Podemos tratar, de modo semelhante, o problema de encontrar a posi�c~ao, em cada instante,

de uma corda de comprimento L, que vibra num plano, cujas extremidades est~ao variando

em um trilho vertical.

A �gura abaixo ilustra a situa�c~ao descrita acima.
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-

6

Corda Vibrante com as Extremidades sobre um Trilho Vertical

u(t , x)

x L

6

?

x

y

Se denotarmos a amplitude da vibra�c~ao em cada instante t ∈ [0 ,∞), em cada ponto

x ∈ [0 , L] da corda pela fun�c~ao u : [0 ,∞) × [0 , L] → R (veja a �gura aciam), ent~ao um

modelo matem�atico que est�a associado a esse problema �e que a fun�c~ao u que satisfa�ca as

seguinte condi�c~oes:

∂2u

∂t2
(t , x) = c2

∂2u

∂x2
(t , x) , para cada [0 ,∞)× [0 , L] , (8.148)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (8.149)

∂u

∂t
(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (8.150)

∂u

∂x
(t , 0) =

∂u

∂x
(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (8.151)

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , π] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (0 , π) ; R) , (8.152)

onde c2 �e uma constante que est�a relacionada com a tens~ao e a densidade da corda.

A condi�c~ao (8.149) nos diz que, no instante inicial, isto �e, t = 0, o deslocamento do ponto

x ∈ [0 , L] do �o �e igual a f(x).

A condi�c~ao (8.150) nos diz que, no instante inicial, isto �e, t = 0, a velocidade do desloca-

mento do ponto x ∈ [0 , L] do �o �e igual a g(x).

A condi�c~ao (8.151) nos diz que as extremidades do �o igual est~ao variando em um trilho

vertical, ao longo de todo o processo, isto �e, para t ∈ [0 ,∞).

Trataremos, como anteriormente, o caso em que

c = 1 .

O caso geral ser�a deixado como exerc��cio pra o leitor.

Aplicaremos o m�etodo da separa�c~ao de vari�aveis ao problema (8.148), (8.149), (8.150),

(8.151) e (8.152), isto �e, tentaremos solu�c~oes de (8.148), (8.149), (8.150) e (8.151) e (8.152),

do tipo

u(t , x) = ψ(t)ϕ(x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] , (8.153)
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onde ψ : [0 ,∞) → R e ϕ : [0 , L] → R.
Notemos que, supondo que as fun�c~oes ψ e ϕ s~ao duas vezes diferenci�aveis em (0 ,∞) e

(0 , L), respectivamente, ent~ao, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L), teremos:

∂u

∂t
(t , x)

(8.153)
=

∂

∂t
[ψ(t)ϕ(x)]

= ψ ′(t)ϕ(x) , (8.154)

∂2u

∂t2
(t , x) =

∂

∂t

[
∂u

∂t
(t , x)

]
(8.154)
=

∂

∂t
[ψ ′(t)ϕ(x)]

= ψ ′′(t)ϕ(x) , (8.155)

∂u

∂x
(t , x)

(8.153)
=

∂

∂x
[ψ(t)ϕ(x)]

= ψ(t)ϕ ′(x) , (8.156)

∂2u

∂x2
(t , x) =

∂

∂x

[
∂u

∂x
(t , x)

]
(8.156)
=

∂

∂x
[ψ(t)ϕ ′(x)]

= ψ(t)ϕ ′′(x) , (8.157)

Substituindo (8.155) e (8.157) em (8.148), obteremos:

0 =
∂2u

∂t2
(t , x) −

∂2u

∂x2
(t , x)

(8.155) e (8.157)
= ψ ′′(t)ϕ(x) −ψ(t)ϕ ′′(x) , (8.158)

para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L).

Supondo que

u ̸= O ,

ou seja, a solu�c~ao trivial n~ao nos interessar�a, deveremos ter

ψ(t) , ϕ(x) ̸= 0 ,

para algum (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L).

Logo, dividindo (8.158), por

ψ(t)ϕ(x) ,
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obteremos:

ψ ′′(t)ϕ(x) −ψ(t)ϕ ′′(x)

ψ(t)ϕ(x)
= 0

ou seja,
ψ ′′(t)

ψ(t)
−
ϕ ′′(x)

ϕ(x)
= 0 ,

ou ainda,
ψ ′′(t)

ψ(t)
=
ϕ ′′(x)

ϕ(x)
.

Portanto, deveremos ter:
ψ ′′(t)

ψ(t)
= −λ =

ϕ ′′(x)

ϕ(x)

para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L), ou seja, teremos:

ψ ′′(t) = −λψ(t) , para cada t ∈ (0 ,∞) , (8.159)

ϕ ′′(x) = −λϕ(x) , para cada x ∈ (0 , L) . (8.160)

Notemos que, para cada t ∈ [0 ,∞), de (8.155), segue:

ψ(t)ϕ ′(0)
(8.156)
=

∂u

∂x
(t , 0)

(8.151)
= 0

(8.151)
=

∂u

∂x
(t , L)

(8.156)
= ψ(t)ϕ ′(L) . (8.161)

Como ψ(t) ̸= 0, para algum t ∈ [0 ,∞), (pois caso contr�ario, ter��amos u(t , x) = 0, para

todo (t , x) ∈ [0 ,∞)× ∈ [0 , L]), dividindo ambos os membros da identidade (8.161), por ψ(t),

obteremos

ϕ ′(0) = 0 = ϕ ′(L) ,

ou seja, ϕ : [0 , L] → R, dever�a satisfazer o seguinte problema de valor de contorno:

ϕ ′′(x) = −λϕ(x) , para cada x ∈ (0 , L) (8.162)

ϕ ′(0) = ϕ ′(L) = 0 , (8.163)

ϕ ∈ C([0 , L] ; R) ∩ C2((0 , L) ; R) . (8.164)

cuja solu�c~ao ser�a, para cada n ∈ {0} ∪ N, dada por (teremos λ = λn = n2 π2

L2
):

ϕ(x) = ϕn(x)

= cos
(nπ
L
x
)
, para cada x ∈ [0 , L] . (8.165)
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A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a diexada como exerc��cio para o leitor.

Como no caso anterior (veja (8.93)), a solu�c~ao geral da EDO (8.159) ser�a :

ψn(t) = A cos
(nπ
L
t
)
+ B sen

(nπ
L
t
)

(8.166)

para cada t ∈ [0 ,∞).

Assim, para cada n ∈ N, temos que a fun�c~ao un : [0 ,∞)× [0 L] → R, dada por

un(t , x)
.
= ψn(t)ϕn(x)

(8.165) e (8.166)
= afn cos

(nπ
L
t
)
cos
(nπ
L
x
)
+Agn sen

(nπ
L
t
)
cos
(nπ
L
x
)
, (8.167)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 L], ser�a uam solu�c~ao de (8.148) e (8.151).

Logo, formalmente, a fun�c~ao u : [0 ,∞)× [0 L] → R, dada por

u(t , x)
.
=

∞∑
n=1

un(t , x)

=

∞∑
n=1

ψn(t)ϕn(x)

(8.165) e (8.166)
=

∞∑
n=1

[
afn cos

(nπ
L
t
)
cos
(nπ
L
x
)

+Agn sen
(nπ
L
t
)
cos
(nπ
L
x
)]
, (8.168)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞) × [0 , L], ser�a a candidata a solu�c~ao para o problema dado inicial-

mente.

Suponnhamos que a s�erie de fun�c~oes em (8.168) seja convergente, ou seja, que a fun�c~ao

u, dada por (8.168), esteja bem de�nida.

Para que a fun�c~ao u, dada por (8.168), seja solu�c~ao do problema dado inicialmente, ela

dever�a satisfazer (8.149), ou seja:

f(x)
(8.149)
= u(0 , x)

t=0 em (8.168)
=

∞∑
n=1

afn

=1 , para todo n∈N︷ ︸︸ ︷
cos
(nπ
L
0
)

cos
(nπ
L
x
)
+Agn

=0 , para todo n∈N︷ ︸︸ ︷
sen
(nπ
L
0
)

cos
(nπ
L
x
)

=

∞∑
n=1

afn cos
(nπ
L
x
)
, para cada x ∈ [0 , L] ,

isto �e, a fun�c~ao f (ou melhor, sua extens~ao par e 2 L-peri�odica �a R) dever�a possuir uma

expans~ao em s�erie de Fourier (no caso, uma s�erie em cossenos), ou seja:

afn
(7.183)
=

2

L

∫L
0

f(x) cos
(nπ
L
x
)
dx , para cada n ∈ N . (8.169)
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Por outro lado, para que a fun�c~ao u, dada por (8.168), satisfa�ca a condi�c~ao (8.150),

deveremos ter (derivando parcialmente a s�erie de fun�c~oes , termo a termo, em rela�c~ao �a t):

g(x)
(8.150)
=

∂u

∂t
(0 , x)

(8.168)
=

∂

∂t

{ ∞∑
n=1

[
afn cos

(nπ
L
t
)
cos
(nπ
L
x
)
+Agn sen

(nπ
L
t
)
cos
(nπ
L
x
)]} ∣∣∣∣

t=0

cuidado!
=

∞∑
n=1

∂

∂t

{[
afn cos

(nπ
L
t
)
cos
(nπ
L
x
)
+Agn sen

(nπ
L
t
)
cos
(nπ
L
x
)]} ∣∣∣∣

t=0

=

∞∑
n=1

−afn
=0 , para todo n∈N︷ ︸︸ ︷
sen
(nπ
L
0
) nπ

L

 cos
(nπ
L
x
)
+Agn


=1 , para todo n∈N︷ ︸︸ ︷
cos
(nπ
L
0
) nπ

L

 cos
(nπ
L
x
)

=

∞∑
n=1

Agn
nπ

L
cos
(nπ
L
x
)
, para cada x ∈ [0 , L] ,

isto �e, a fun�c~ao g (ou melhor, sua extens~ao par e 2 L-peri�odica �a R) dever�a possuir uma

expans~ao em s�erie de Fourier (no caso, uma s�erie em cossenos), ou seja, para cada n ∈ N,
deveremos ter:

Agn
nπ

L

(7.183)
=

2

L

∫L
0

g(x) cos
(nπ
L
x
)
dx ,

isto �e,

Agn =
2 L

Lnπ

∫L
0

g(x) cos
(nπ
L
x
)
dx

=
2

nπ

∫ L
0

g(x) cos
(nπ
L
x
)
dx (8.170)

=
1

n
agn , (8.171)

onde, para cada n ∈ N, agn denota um dos n-�esimos coe�cientes de Fourier associada �a fun�c~ao

g (ou melhor, sua extens~ao par e 2 L-peri�odica �a R).
Portanto, uma candidata a solu�c~ao do problema ser�a a fun�c~ao u, dada por:

u(t , x)
.
=

∞∑
n=1

[
afn cos

(nπ
L
t
)
cos
(nπ
L
x
)
+Agn sen

(nπ
L
t
)
cos
(nπ
L
x
)]

(8.172)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] onde, para cada n ∈ N, os coe�cientes afn e Agn ser~ao dados

por (8.169) e (8.170), respectivamente.

Com isto podemos enunciar o seguinte resultado, cuja demonstra�c~ao ser�a deixada como

exerc��cio para o leitor:
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Teorema 8.173 Suponhamos que f ∈ C2([0 , L] ; R) �e tal que a fun�c~ao f ′′ seja dife-

renci�avel, exceto em um n�umero �nito de pontos de [0 , L], com f ′′′ ∈ SC([0 , L] ; R) e

g ∈ C1([0 , L] ; R) �e tal que a fun�c~ao g ′ seja diferenci�avel, exceto em um n�umero �nito

de pontos de [0 , L], com g ′′ ∈ SC([0 , L] ; R), satisfa�cam:

f ′(0) = f ′(L) = f ′′(0) = f ′′(L) = g(0) = g(L) = 0 . (8.174)

Ent~ao a s�erie de fun�c~oes (8.172) converge uniformemente em [0 ,∞) × [0 , L], para

uma fun�c~ao u ∈ C2([0 ,∞)× [0 , L] ; R) que �e solu�c~ao de (8.148), (8.149), (8.150), (8.151)

onde, para cada n ∈ N, os coe�cientes afn e Agn ser~ao dados por (8.169) e (8.170),

respectivamente.

Observação 8.175 Pode-se mostrar que a solu�c~ao, dada por (8.172), �e �unica na classe

C2([0 ,∞)× [0 , L] ; R).

Para ilustrar, temos o seguinte exerc��cio resolvido:

Exerćıcio 8.176 Determine uma fun�c~ao u : [0 ,∞) × [0 , π] → R, que seja solu�c~ao do

problema:

∂2u

∂t2
(t , x) =

∂2u

∂x2
(t , x) , para cada (0 ,∞)× [0 , π] , (8.177)

u(0 , x) = x , para cada x ∈ [0 , π] , (8.178)

∂u

∂t
(0 , x) = cos(3 x) − cos(5 x) + cos(6 x) , para cada x ∈ [0 , π] , (8.179)

∂u

∂x
(t , 0) =

∂u

∂x
(t , π) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (8.180)

u ∈ C1([0 ,∞)× [0 , π] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (0 , π) ; R) , (8.181)

Resolução:

Observemos que

L = π .

Neste caso, temos que as fun�c~oes f , g : [0 , π] → R ser~ao dadas por

f(x)
.
= x , (8.182)

x ∈ [0 , π] . (8.183)

Como no Exemplo (8.62), considerando a fun�c~ao F : R → R, a extens~ao par 2π-peri�odica

da fun�c~ao f �a R, teremos que a fun�ca~o F ser�a cont��nua em R, mas n~ao ser�a diferenci�avel nos

pontos

x = kπ , para cada k ∈ Z .



8.2. O PROBLEMA DA CORDA VIBRANTE 453

Como vimos em (8.68), a fun�c~ao F, ser�a dada por:

F(x)
.
= |x| , para cada x ∈ [−π , π] , (8.184)

satisfazendo

F(x+ 2π) = F(x) , para cada x ∈ R .

A representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao F �e dada pela �gura abaixo.

-

6

π x

y

π

−π

Observemos que a extens~ao par, 2π-peri�odica da fun�c~ao g �a R, ser�a a fun�c~ao G : R → R,
dada por

G(x)
.
= cos(3 x) − cos(5 x) + cos(6 x) , para cada x ∈ R . (8.185)

Notemos que �e a mesma express~ao que de�ne a fun�c~ao g.

Uma candidata a solu�c~ao do problema acima, ser�a dada por (8.172), ou seja:

u(t , x)
(8.172)
=

∞∑
n=1

[
afn cos

(nπ
L
t
)
cos
(nπ
L
x
)
+Agn sen

(nπ
L
t
)
cos
(nπ
L
x
)]

L=π
=

∞∑
n=1

[
afn cos

(nπ
π
t
)
cos
(nπ
π
x
)
+Agn sen

(nπ
π
t
)
cos
(nπ
π
x
)]

=

∞∑
n=1

[
afn cos(n t) cos(nx) +Agn sen(n t) cos(nx)

]
(8.186)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , π] onde, para cada n ∈ N, os coe�cientes afn e Agn, s~ao dados
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por (8.169) e (8.170), respectivamente, ou seja:

afn
(8.169)
=

2

L

∫L
0

f(x) cos
(nπ
L
x
)

L=π
=
2

π

∫π
0

f(x) cos
(nπ
π
x
)
dx

=
2

π

∫π
0

f(x) cos (nx) dx

(8.72)
=

2 [(−1)n − 1]

n2 π
(8.187)

Agn
(8.170)
=

L

nπ
agn

L
.
=π e (8.185)

=



1

3
· 1 , para cada n = 3

1

5
· (−1) , para cada n = 5

1

6
· 1 , para cada n = 6

0 , para cada n ̸= 3 , 5 , 6

=



1

3
, para cada n = 3

−
1

5
, para cada n = 5

1

6
, para cada n = 6

0 , para cada n ̸= 3 , 5 , 6

. (8.188)

pois a extens~ao ��mpar, 2π-peri�odica da fun�c~ao g j�a est�a representada por sua s�erie de Fourier,

com L = π.

Portanto, a candidata a solu�c~ao do problema ser�a dada por:

u(t , x)
(8.186)
=

∞∑
n=1

[
afn cos(n t) cos(nx) +Agn sen(n t) cos(nx)

]
(8.187) e (8.188)

=

∞∑
n=1

2 [(−1)n − 1]

n2 π
cos(n t) cos(nx)

+
1

3
sen(3 t) cos(3 x) −

1

5
sen(5 t) cos(5 x) +

1

6
sen(6 t) cos(6 x)
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=

∞∑
n=1

−4

(2n+ 1)2 π
cos[(2n+ 1)n t] cos[(2n+ 1)nx]

+
1

3
sen(3 t) cos(3 x) −

1

5
sen(5 t) cos(5 x) +

1

6
sen(6 t) cos(6 x) , (8.189)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , π]

�

Observação 8.190 Pode-se mostrar que a fun�c~ao u, dada por (8.189), satisfaz nosso

problema, exceto sobre os segmentos de retas:

x+ t = 0 e x− t = π .

Ao longo desses segmentos de retas a fun�c~ao u, dada por (8.189), não ser�a dife-

renci�avel.

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc���cio para o leitor.

Vale observar que não podemos aplicar o Teorema (8.173), pois a fun�c~ao f n~ao

satisfaz as hip�otese (ela n~ao �e duas vezes continuamente diferenci�avel em [0 , π]).

8.3 A Equação de Laplace

O �ultimo problema que trataremos estar�a associado a Equa�c~ao de Laplace.

Trataremos de dois problemas relacionados a Equa�c~ao de Laplace, a saber: o problema

de Dirichlet em um retângulo e em um c��rculo.

8.3.0.3 O Problema de Dirichlet num Retângulo

Esse problema consiste em encontrar uma fun�c~ao u = u(x , y), para cada (x , y) ∈ Ω
.
=

[a ,A]× [b , B], que satisfaz

uxx(x , y) + uyy(x, y) = 0 , para (x , y) ∈ Ω .
= (a ,A)× (b , B) , (8.191)

u(A ,y) = f1(y) , para cada y ∈ [b , B] , (8.192)

u(a , y) = f2(y) , para cada y ∈ [b , B] , (8.193)

u(x , b) = f3(x) , para cada x ∈ [a ,A] (8.194)

u(x , B) = f4(x) , para cada x ∈ [a ,A] , (8.195)

u ∈ C([a ,A]× [b , B] ; R) ∩ C2((a ,A)× (b , B) ; R) . (8.196)

A regi~ao que estaremos trabalhando �e o retângulo

Ω
.
= (a ,A)× (b , B) , (8.197)

contida no plano xOy (veja a �gura abaixo).
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6

-
a A

b

B

f2 f1

f3

f4

x

y

Consideraremos o caso em que

a = b
.
= 0 . (8.198)

O caso geral ser�a deixado como exerc��cio para o leitor (basta fazermos transla�c~oes apro-

priadas).

Al�em disso, trataremos de encontrar uma fun�c~ao u1 = u1(x , y) que seja solu�c~ao do pro-

blema de Cauchy (8.191), (8.192), (8.193), (8.194), (8.195) na classe (8.196), para o caso

que:

f3(x) = f4(x)
.
= 0 , para cada x ∈ [0 ,A] (8.199)

e

f2(x)
.
= 0 , para cada y ∈ [0, B] , (8.200)

que corresponde, geometricamente, a seguinte situa�c~ao:

Solu�c~ao u1(x , y):

6

-
x

y

A

B

f2(y) = 0 f1

f3(x) = 0

f4(x) = 0

Observação 8.201 Se soubermos resolver o problema de Cauchy (8.191), (8.192), (8.193),

(8.194), (8.195) na classe (8.196), com dado de fronteria satisfazendo (8.198) e (8.202),

poderemos obter a solu�c~ao do problema que iniciamos (com a = b = 0) somando-se
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cada uma das solu�c~oes de cada um dos problemas de Cauchy (8.191), (8.192), (8.193),

(8.194), (8.195) na classe (8.196), cujos dados de fronteria s~ao de cada um dos tipos

abaixo:
Solu�c~ao u2(x , y):

6

-
x

y

A

B

f2 f1(y) = 0

f3(x) = 0

f4(x) = 0

Solu�c~ao u3(x , y):

6

-
x

y

A

B

f2(y) = 0 f1(y) = 0

f3

f4(x) = 0

Solu�c~ao u4(x , y):

6

-
x

y

A

B

f2(y) = 0 f1(y) = 0

f3(x) = 0

f4

ou seja, obteremos uma solu�c~ao para o problema Cauchy (8.191), (8.192), (8.193),

(8.194), (8.195) na classe (8.196), da seguinte forma:

u(x , y)
.
= u1(x , y) + u2(x , y) + u3(x , y) + u4(x , y) , (8.202)
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onde (x , y) ∈ [0 ,A] × [0 , B] e, para cada j ∈ {1 , 2 , 3 , 4}, a fun�c~ao uj = uj(x , y) �e a

corresponde solu�c~ao de cada um dos problemas de Cauchy (8.191), (8.192), (8.193),

(8.194), (8.195) na classe (8.196), com condi�c~oes de fronteria da correspondente situa�c~ao

acima.

Assim basta, essencialmente, tratar do problema de encontrar uma fun�c~ao u =

u(x , y), de�nida em [0 ,A]× [0 , B], que satisfaz o seguinte problema de Cauchy:

uxx(x , y) + uyy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ (0 ,A)× (0 , B) ,

u(0 , y) = 0 , para cada y ∈ [0 , B] ,

u(A ,y) = f(y) , para cada y ∈ [0 , B] ,

u(x , 0) = 0 , para cada x ∈ [0 ,A] ,

u(x , B) = 0 , para cada x ∈ [0 ,A] ,

u ∈ C([0 ,A]× [0 , B] ; R) ∩ C2((0 ,A)× (0 , B) ; R) ,

isto �e,

uxx(x , y) + uyy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ (0 ,A)× (0 , B) , (8.203)

u(0 , y) = 0 , para cada y ∈ [0 , B] , (8.204)

u(A ,y) = f(y) , para cada x ∈ [0 ,A] , (8.205)

u(x , 0) = u(x , B) = 0 , para cada x ∈ [0 ,A] , (8.206)

u ∈ C([0 ,A]× [0 , B] ; R) ∩ C2((0 ,A)× (0 , B) ; R) . (8.207)

Observemos que, de (8.204) (com y = 0 e y = B) e (8.206) (com x = 0 e x = A), segue

que a fun�c~ao f dever�a satisfazer a seguintes condi�c~oes de compatibilidade:

f(0)
(8.205) com y=0

= = u(A , 0)

(8.206) com x=A
= 0

e

f(B)
(8.205) com y=B

= = u(A ,B)

(8.206) com x=A
= 0 ,

ou seja, deveremos ter

f(A) = f(B) = 0 . (8.208)

Tentaremos solu�c~oes de (8.203), (8.204) e (8.205) do tipo vari�aveis separadas (isto �e,

utilizando o M�etodo da Separa�c~ao de Vari�aveis), ou seja tentaremos encontrar solu�c~oes do

tipo:

u(x , y)
.
= ψ(x)ϕ(y) , para cada (x , y) ∈ [0 ,A]× [0 , B] . (8.209)
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Vale observar que estamos procurando solu�c~oes n~ao nulas, isto �e,

u(x , y) ̸= 0 ,

logo deveremos ter

ψ(x), ϕ(y) ̸= 0 , para algum (x , y) ∈ [0 ,A]× [0 , B] . (8.210)

Notemos que, supondo que as fun�c~oes ψ e ϕ s~ao duas vezes diferenci�aveis em (0 ,A) e

(0 , B), respectivamente, ent~ao, para cada (x , y) ∈ (0 ,A)× (0 , B), teremos:

∂u

∂x
(x , y)

(8.210)
=

∂

∂x
[ψ(x)ϕ(y)]

= ψ ′(x)ϕ(y) , (8.211)

∂2u

∂x2
(x , y) =

∂

∂x

[
∂u

∂x
(x , y)

]
(8.211)
=

∂

∂x
[ψ ′(x)ϕ(y)]

= ψ ′′(x)ϕ(y) , (8.212)

∂u

∂y
(x , y)

(8.210)
=

∂

∂y
[ψ(x)ϕ(y)]

= ψ(x)ϕ ′(y) , (8.213)

∂2u

∂y2
(x , y) =

∂

∂y

[
∂u

∂y
(x , y)

]
(8.213)
=

∂

∂y
[ψ(x)ϕ ′(y)]

= ψ(x)ϕ ′′(y) , (8.214)

Substituindo (8.212) e (8.214) na EDP (8.203) obtemos, para cada (x , y) ∈ (0 ,A)×(0 , B),

que :

ψ ′′(x)ϕ(y) +ψ(x)ϕ ′′(y) = 0 ,

ou seja, ψ ′′(x)ϕ(y) = −ψ(x)ϕ ′′(y)

de (8.211), segue que:
ψ ′′(x)

ψ(x)
= −

ϕ ′′(y)

ϕ(y)
= constante

.
= λ .

ou seja, teremos as seguintes duas EDO's:

ϕ ′′(y) = −λϕ(y) , para cada y ∈ (0 , B) , (8.215)

ψ ′′(x) = λψ(x) , para cada x ∈ (0 ,A) . (8.216)
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Notemos que:

0
(8.204)
= u(0 , y)

(8.209)
= ψ(0)ϕ(y) ,

de (8.210), segue que: ψ(0) = 0 (8.217)

0
(8.206)
= u(x , 0)

(8.209)
= ψ(x)ϕ(0) ,

de (8.210), segue que: ϕ(0) = 0 , (8.218)

0
(8.206)
= u(x , B)

(8.209)
= ψ(x)ϕ(B) ,

de (8.210), segue que: ϕ(B) = 0 . (8.219)

Logo, de (8.215), (8.216), (8.217), (8.218), (8.219), obteremos os seguintes problemas

associados �as respectivas EDO's:

ϕ ′′(y) = −λϕ(y) , para y ∈ (0 , B) , (8.220)

ϕ(0) = ϕ(B) = 0 , (8.221)

ϕ ∈ C([0 , B] ; R) ∩ C2((0 , B) ; R) (8.222)

e

ψ ′′(x) = λψ(x) , para x ∈ (0 ,A) (8.223)

ψ(0) = 0 , (8.224)

ψ ∈ C([0 ,A] ; R) ∩ C2((0 ,A) ; R) . (8.225)

O problema de contorno (8.220),(8.221), (8.222) j�a foi tratado anteriormente (ver (7.22),

(7.23), (7.24)) e a solu�c~ao, para cada n ∈ N, teremos:

λ = λn
.
=
n2 π2

B2
, (8.226)

ϕ(y) = ϕn(y)
.
= sen

(nπy
B

)
, para cada y ∈ [0 , B] (8.227)

e, devido a (8.226), o problema (8.223), (8.224), (8.225) tornar-se-�a:

ψ ′′(x) =
n2 π2

B2
ψ(x) , para y ∈ (0 ,A) , (8.228)

ψ(0) = 0 , (8.229)

ψ ∈ C([0 ,A] ; R) ∩ C2((0 ,A) ; R) . (8.230)
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Para cada n ∈ N, a solu�c~ao geral da EDO (8.228) acima, ser�a dada por (visto na disciplina

de Equa�c~oes Diferenciais Ordin�arias):

ψn(x) = Ce
nπ
B
x +De−

nπ
B
x , para cada x ∈ (0 ,A) . (8.231)

Mas

0
(8.229)
= ψ(0)

(8.231)
= C+D ,

assim, segue que, D = −C . (8.232)

Substituindo (8.232) em (8.231), obteremos:

ψn(x) = Ce
nπ
B
x − Ce−

nπ
B
x

= 2C senh
(nπ
B
x
)
, para cada x ∈ [0 ,A] ,

ou seja, para cada n ∈ N, podemos considerar como solu�c~ao do problema (8.228), (8.229),

(8.230), a fun�c~ao ψn : [0 ,A] → R, dada por:

ψn(x)
.
= senh

(nπ
B
x
)
, para cada x ∈ [0 ,A] . (8.233)

Logo, de (8.209), (8.227) e (8.233), segue que, para cada n ∈ N, teremos

un(x , y)
(8.209)
= ψn(x)ϕn(y)

(8.227),(8.233)
= senh

(nπx
B

)
sen
(nπy
B

)
, (8.234)

para cada (x , y) ∈ [0 ,A]× [0 , B].

Tomaremos, formalmente, uma solu�c~ao do problema (8.203), (8.204), (8.205), (8.206),

(8.207), da forma:

u(x , y) =

∞∑
n=1

un(x , y)

(8.209)
=

∞∑
n=1

ψn(x)ϕn(y)

(8.234)
=

∞∑
n=1

An senh
(nπx
B

)
sen
(nπy
B

)
, (8.235)

para cada (x , y) ∈ [0 ,A]× [0 , B].
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Impondo a condi�c~ao (8.205), deveremos ter

f(y)
(8.205)
= u(A ,y)

(8.235)
=

∞∑
n=1

An senh

(
nπA

B

)
︸ ︷︷ ︸

dever�a ser o n-�esimo coe�ciente de Fourier associado �a f

sen
(nπy
B

)

para cada y ∈ [0 , B], ou seja, a extens~ao, que indicaremos por F, ��mpar e 2B-peri�odica da

fun�c~ao f, dever�a possuir uma representa�c~ao em s�erie de Fourier (no caso uma s�erie de Fourier

em senos), ou seja, para cada n ∈ N, deveremos ter:

An senh

(
nπA

B

)
= Bn

(7.176)
.
=

2

B

∫B
0

f(x) sen
(nπx
B

)
dx , (8.236)

ou ainda,

An =
Bn

senh

(
nπA

B

) . (8.237)

Portanto, substituindo (8.236) em (8.235), obteremos uma candidata a solu�c~ao do pro-

blema (8.203), (8.204), (8.205), (8.206), (8.207), a saber:

u(x , y) =

∞∑
n=1

Bn

senh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen
(nπy
B

)
, (8.238)

para cada (x , y) ∈ [0 ,A]× [0 , B].

Com isto podemos enunciar o seguinte resultado, cuja demonstra�c~ao ser�a exibida a seguir:

Teorema 8.239 Suponhamos que f ∈ C([0 , B] ; R), �e diferenci�avel, exceto em um con-

junto �nito de pontos de [0 , B], com f ′ ∈ SC([0 , B] ; R) e

f(0) = f(B) = 0 . (8.240)

Ent~ao a s�erie de fun�c~oes (8.238) converge uniformemente, em [0 ,A] × [0 , B], para

uma fun�c~ao

u ∈ C([0 ,A]× [0 , B] ; R) ∩ C∞([0 ,A)× [0 , B] ; R)

que ser�a uma solu�c~ao do problema (8.203), (8.204), (8.205) e (8.206), onde, para cada

n ∈ N, os coe�cientes Bn, ser~ao dados por (8.236).
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Antes de inciarmos a demonstra�c~ao do resultado acima, faremos algumas observa�c~oes.

Observação 8.241

1. Como a fun�c~ao seno-hiperb�olico �e estritamente crescente em R (a representa�c~ao

geom�etrica do seu gr�a�co parece com a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da

fun�c~ao f : R → R dada por f(x)
.
= x3, para x ∈ R), segue que

0 ≤
senh

(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) ≤ 1, (8.242)

para cada x ∈ [0 ,A] e para cada n ∈ N.

2. Como vimos anteriormente (veja a Observa�c~ao (7.372)), pelas hip�otese do Teo-

rema (8.239) acima, como f ∈ C([0 , B] ; R) e f ′ ∈ SC([0 , B] ; R), segue que a s�erie

n�um�erica ∞∑
n=1

|Bn| <∞ , (8.243)

onde, para cada n ∈ N, o n�umero real Bn �e dado por (8.236).

Notemos que, para cada n ∈ N e (x , y) ∈ [0 ,A]× [0 , B], teremos:∣∣∣∣∣∣∣∣Bn
senh

(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen
(nπy
B

)∣∣∣∣∣∣∣∣ = |Bn|

∣∣∣∣∣∣∣∣
senh

(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

)
∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸

(8.243)

≤ 1

∣∣∣ sen(nπy
B

)∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤1

≤ |Bn| , (8.244)

Logo, de (8.244), de (8.243) e do Teste M. de Weierstrass, segue que a s�erie em

(8.238) converge uniformemente em [0 ,A]× [0 , B].

Em particular, da convergência uniforme e do fato que, para cada n ∈ N, a fun�c~ao

(x , y) 7→ Bn

senh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen
(nπy
B

)

�e cont��nua em [0 ,A]× [0 , B], segue que

u ∈ C([0 ,A]× [0 , B] ; R) (8.245)
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3. A convergência uniforme da s�erie das derivadas parciais de 2.a ordem, em rela�c~ao

�a x e em rela�c~ao a y, termo a termo, da s�erie de fun�c~oes (8.238) em [0 ,A]× [0 , B]

�e muito mais delicada.

Para isto precisar��amos, em princ��pio, de muitas derivadas da fun�c~ao f.

4. Para tentar evitar isto escreveremos a s�erie de fun�c~oes (8.238) de um modo dife-

rente, a saber:

u(x , y)
(8.238)
=

∞∑
n=1

Bn

senh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen
(nπy
B

)

(8.236)
=

∞∑
n=1

(
2

B

∫B
0

f(t) sen

(
nπ t

B

)
dt

) senh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen
(nπy
B

)
(8.246)

Cuidado!
=

∫B
0

f(t)

 2B
∞∑
n=1

sen

(
nπ t

B

) senh
(nπx
B

)
senh.

(
nπA

B

) sen
(nπy
B

) dt (8.247)

=

∫B
0

f(t)K(x , y , t)dt , (8.248)

onde a fun�c~ao K : [0 ,A]× [0 , B]× [0 , B] → R, �e dada por:

K(x , y , t)
.
=
2

B

∞∑
n=1

senh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen

(
nπ t

B

)
sen
(nπy
B

)
, (8.249)

para cada (x , y , t) ∈ [0 ,A] × [0 , B] × [0 , B], se a s�erie de fun�c~oes envolvida em

(8.249), for convergente [0 ,A]× [0 , B]× [0 , B].

5. Notemos que podemos considerar a fun�c~ao K de�nida, por exemplo, em

[0 ,A]× R× R ,

se a s�erie de fun�c~oes envolvida em (8.249), for convergente [0 ,A]× R× R.

6. A demonstra�c~ao do Teorema (8.239) utilizar�a a fun�c~ao candidata a solu�c~ao, ou

seja, da fun�c~ao u = u(x , y), na forma da express~ao (8.248) acima, em vez da

express~ao (8.238), como veremos.

Temos as seguintes propriedades da fun�c~ao K:
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Lema 8.250 A�rmamos que K ∈ C∞ ([0 ,A)× R2 ; R
)
.

Al�em disso,

Kxx(x , y , t) + Kyy(x , y , t) = 0 , (8.251)

para cada (x , y , t) ∈ [0 ,A)× R2.

Demonstração:

Para cada n ∈ N, de�namos a fun�c~ao Kn : [0 ,A]× R2 → R, dada por:

Kn(x , y , t)
.
=
2

B

senh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen

(
nπ t

B

)
sen
(nπy
B

)
, (8.252)

para cada (x , y , t) ∈ [0 ,A]× R2.
Deste modo teremos

K(x , y , t) =

∞∑
n=1

Kn(x , y , t) , para cada (x , y , t) ∈ [0 ,A]× R2 , (8.253)

se a s�erie de fun�c~oes envolvida acima for convergente em [0 ,A]× R2.
Notemos que, do m�etodo da separa�c~ao de vari�aveis aplicado ao problema dado inicialmente

(veja (8.234)), segue que, para cada (x , y , t) ∈ [0 ,A]× R2 e n ∈ N, segue que

∂2Kn

∂x2
(x , y , t) +

∂2Kn

∂y2
(x , y , t) = 0 . (8.254)

Observemos tamb�em que, para cada n ∈ N, temos que

Kn ∈ C∞ ([0 ,A]× R2 ; R
)
.

Mostremos que, para cada

ε ∈ (0 ,A)

�xado, a s�erie de fun�c~oes (8.249) (ou (8.253)) converge uniformemente em

[0 ,A− ε]× R2 .

De fato, para x ∈ [0 ,A− ε], teremos que

0 ≤ πx

B
<
πA

B
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e assim, segue que

0 ≤
senh

(
n
πx

B

)
senh

(
n
πA

B

)
de�ni�c~ao de senh

=
en

π x
B − e−n

π x
B

en
πA
B − e−n

πA
B

=
en

π x
B

en
πA
B

1− e−n
2 π x
B

1− e−n
2 πA
B

= e−n (
πA
B

−π x
B )

[
1− e−2 n

π x
B

1− e−2 n
πA
B

]
︸ ︷︷ ︸

(∗)
< 1 , pois x∈[0 ,A−ε]⊆[0 ,A]

< e−n (
πA
B

−π x
B )

= e−
nπ
B

(A−x) . (8.255)

Demonstra�c~ao de (*): se x ∈ [0 ,A− ε] ⊆ [0 ,A], teremos

e2 n
π x
B

senh �e estritamente crescente
< e2 n

πA
B ,

logo, e−2 n
π x
B > e−2 n

πA
B

assim, − e−2 n
π x
B < −e−2 n

πA
B

logo, 1− e−2 n
π x
B < 1− e−2 n

πA
B ,

portanto,
1− e−2 n

π x
B

1− e−2 n
πA
B

< 1 ,

obtendo-se (*).

Logo, para cada x ∈ [0 ,A− ε], teremos:

|Kn(x , y , t)|
(8.252)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

B

senh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen

(
nπ t

B

)
sen
(nπy
B

)∣∣∣∣∣∣∣∣
=
2

B

senh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) ∣∣∣∣ sen(nπ tB
)∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤1

∣∣∣ sen(nπy
B

)∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤1

(8.255)

≤ 2

B
e−

nπ
B

(A−x)

se x∈[0 ,A−ε] , ent~ao ε<A−x
< e−

nπ ε
B . (8.256)
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Como a s�erie num�erica
∞∑
n=1

e−
nπ ε
B �e convergente (para cada ε ∈ (0 ,A) �xado, veri�que!),

de (8.256) e do Teste M. de Weierstrass, segue que a s�erie de fun�c~oes (8.249) converge uni-

formemente em

[0 ,A− ε]× R2 .

Como, para cada n ∈ N, a fun�c~ao Kn ∈ C
(
[0 ,A]× R2 ; R

)
segue, da convergência uniforme

da s�erie de fun�c~oes (visto em An�alise II), que

K ∈ C
(
[0 ,A− ε]× R2 ; R

)
,

para cada ε ∈ (0 ,A), ou seja,

K ∈ C
(
[0 ,A)× R2 ; R

)
.

Analisemos a convergência s�erie de fun�c~oes formada pelas derivadas parciais, em rela�c~ao

�a x, termo a termos, da s�erie (8.249), ou seja, da s�erie de fun�c~oes

∞∑
n=1

∂Kn

∂x
(x , y , t) , para (x , y , t) ∈ [0 ,A)× R2 . (8.257)

Notemos que, para (x , y , t) ∈ [0 ,A]× R2, temos que:

∂Kn

∂x
(x , y , t)

(8.252)
=

∂

∂x

 2B senh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen

(
nπ t

B

)
sen
(nπy
B

)
=
2

B

nπ

B

cosh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen

(
nπ t

B

)
sen
(nπy
B

)

=
2π

B2
n

cosh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen

(
nπ t

B

)
sen
(nπy
B

)
. (8.258)

Observemos que, para cada x ∈ [0 ,A], teremos:∣∣∣∣∣∣∣∣
cosh

(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

)
∣∣∣∣∣∣∣∣
de�ni�c~ao de cosh e senh

=

∣∣∣∣ en π xB + e−n
π x
B

en
πA
B − e−n

πA
B

∣∣∣∣
=
en

π x
B

en
πA
B

1+ e−n
2 π x
B∣∣∣1− e−n 2 πAB ∣∣∣
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= e−n(
πA
B

−π x
B )

≤2︷ ︸︸ ︷
1+ e−2 n

π x
B∣∣∣1− e−2 n πAB ∣∣∣︸ ︷︷ ︸

(∗∗)
≥

∣∣∣∣1−e−2 πAB ∣∣∣∣
<

2∣∣∣1− e−2 πAB ∣∣∣ e−nπB (A−x) . (8.259)

Demonstra�c~ao de (**):

e2 n
πA
B ≥ e2

πA
B ,

logo, e−2 n
πA
B ≤ e−2

πA
B ,

assim, − e−2 n
πA
B ≥ −e−2

πA
B ,

ou seja, 1− e−2 n
πA
B ≥ 1− e−2

πA
B ≥ 0 ,

portanto,
∣∣∣1− e−2 n πAB ∣∣∣ ≥ ∣∣∣1− e−2 πAB ∣∣∣ ,

(8.260)

obtendo-se (**).

Logo, para cada n ∈ N, ε ∈ (0 ,A) e (x , y , t) ∈ [0 ,A− ε]× R2, teremos

∣∣∣∣ ∂∂xKn(x , y , t)
∣∣∣∣ (8.258)=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2π

B2
n

cosh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen

(
nπ t

B

)
sen
(nπy
B

)∣∣∣∣∣∣∣∣
=
2π

B2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosh

(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

)
∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣ sen(nπ tB

)∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤1

∣∣∣ sen(nπy
B

)∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤1

≤ 2 π

B2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosh

(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

)
∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸

(8.259)
< 2∣∣∣∣∣1−e−2 πAB

∣∣∣∣∣
e
−nπ
B

(A−x)

<
2π

B2
2∣∣∣1− e−2 πAB ∣∣∣ ne−nπB (A−x)
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se x∈[0 ,A−ε] , ent~ao ε<A−x e como em (8.256)
<

4π

B2
∣∣∣1− e−2 πAB ∣∣∣ ne−nπB ε . (8.261)

Como a s�erie num�erica
∞∑
n=1

ne−
nπε
B �e convergente (para cada ε ∈ (0 ,A) �xado, veri�-

que!), de (8.261) e do Teste M. de Weierstrass, segue que a s�erie de fun�c~oes (8.257) converge

uniformemente em [0 ,A− ε]× R2.

Como, para cada n ∈ N, temos que
∂Kn

∂x
∈ C

(
[0 ,A]× R2 ; R

)
segue, da convergência

uniforme da s�erie de fun�c~oes considerada (visto em An�alise II), que

∂K

∂x
∈ C

(
[0 ,A− ε]× R2 ; R

)
,

para cada ε ∈ (0 ,A), ou seja,

∂K

∂x
∈ C

(
[0 ,A)× R2 ; R

)
e a s�erie de fun�c~oes (8.249), pode ser derivada parcialmente, em rela�c~ao a x, termo a termo,

em [0 ,A)× R2.
Podemos aplicar um argumento semelhante para mostrar que

∂K

∂y
,
∂K

∂t
∈ C

(
[0,A)× R2 ; R

)
,

e que a s�erie de fun�c~oes (8.249), pode ser derivada parcialmente, em rela�c~ao �a y e em rela�c~ao

�a t, termo a termo, em [0 ,A)× R2.
Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Na verdade, para cada ε ∈ (0 ,A), se (x , y , t) ∈ [0 ,A − ε] × R2 e k ,m , l ∈ Z+, pode-se

mostrar que: ∣∣∣∣ ∂k+m+lKn

∂xk ∂ym ∂tl
(x , y , t)

∣∣∣∣ ≤ Cnk+m+l e−
nπ
B
ε , para cada n ∈ N . (8.262)

Esta desigualdade implicar�a, via o Teste M. de Weierstrass (e a convergência da s�erie

num�erica
∞∑
n=1

nk+m+l e−
nπε
B ), aplicado ao conjunto

[0 ,A− ε]× R2 ,

para cada ε ∈ (0 ,A), que

∂k+m+l K

∂xk∂ym∂tl
∈ C

(
[0 ,A)× R2 ; R

)
,
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ou seja,

K ∈ C∞([0,A)× R2;R) ,

e a s�erie de fun�c~oes (8.249) pode ser derivada parcialmente, em rela�c~ao a x, y e t, termo a

termo, a qualquer ordem em

[0 ,A)× R2 .

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Logo, deste fato, de (8.253) e de (8.254), segue que

Kxx(x , y , t) + Kyy(x , y , t) = 0 ,

para cada (x , y , t) ∈ [0 ,A)× R2, completando a demonstra�c~ao.

�
Temos tamb�em o:

Lema 8.263 Consideremos f ∈ C([0 , B] ; R), uma fun�c~ao diferenci�avel, exceto em um

conjunto �nito de pontos de [0 , B], de modo que f ′ ∈ SC([0, B] ; R) e

f(0) = f(B) = 0 . (8.264)

Ent~ao a s�erie de fun�c~oes (8.238) converge unifomemente em [0 ,A] × [0 , B] e, al�em

disso, teremos:

u(x , y) =

∫B
0

f(t)K(x , y , t)dt , (8.265)

para cada (x , y) ∈ [0 ,A)× [0 , B].

Demonstração:

Consideremos a fun�c~ao F : R → R como sendo a extens~ao ��mpar e 2B-peri�odica da fun�c~ao

f �a R.
Ent~ao, das hip�oteses sobre a fun�c~ao f segue que

F ∈ Cper(2B) e F ′ ∈ SCper(2B) . (8.266)

Para cada n ∈ N, indicaremos os coe�cientes (reais) de Fourier, associados �a fun�c~ao F por

An e Bn.

Notemos que

An = 0 , para cada n ∈ N ∪ {0} ,

pois a fun�c~ao F �e ��mpar, ou seja, para cada y ∈ [0 , B], teremos:

f(y) = F(y)

=

∞∑
n=1

Bn sen
(nπy
B

)
. (8.267)
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Notemos que, do item 2. da Observa�c~ao (8.241) segue que a s�erie de fun�c~oes (8.238)

converge unifomemente em [0 ,A]× [0 , B] , ou seja, a fun�c~ao u : [0 ,A]× [0 , B] → R, dada por

u(x , y) =

∞∑
n=1

2

B

∫B
0

f(t) sen
(nπ
B

)
dt

senh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen
(nπy
B

)
,

para cada (x , y) ∈ [0 ,A]× [0 , B], est�a bem de�nida e, al�em disso, da convergência uniforme

em [0 ,A]× [0 , B], segue que

u ∈ C([0 ,A]× [0 , B] ; R) .

Passemos agora a demonstra�c~ao da identidade (8.265).

Para isto notemos que, para cada xo ∈ [0 ,A) �xado, considerando-se

ε ∈ (0 ,A− xo) ,

pela demonstra�c~ao do Lema (8.250), temos que a s�erie de fun�c~oes em (8.246), convergir�a

uniformemente em

[0 ,A− ε]× R2 . (8.268)

Logo, a convergência uniforme da s�erie de fun�c~oes (8.246), no conjunto (8.268), juntamente

com um resultado de An�alise II, podemos trocar a integral de�nida em rela�c~ao �a t, de t = 0

�a t = B, na f�ormula (8.246), pela s�erie de fun�c~oes (8.247), ou seja, para cada (x , y) ∈
[0 ,A)× [0 , B] �xado, e assim teremos:

u(x , y)
(8.246)
=

∞∑
n=1

[
2

B

∫B
0

f(t) sen

(
nπ t

B

)
dt

] senh
(nπxo

B

)
senh

(
nπA

B

) sen
(nπy
B

)

conv. unforme de (8.247)
=

∫B
0

f(t)

 2B
∞∑
n=1

sen

(
nπ t

B

) senh
(nπxo

B

)
senh

(
nπA

B

) sen
(nπy
B

) dt
(8.249)
=

∫B
0

f(t)K(x , y , t)dt ,

como quer��amos demonstrar.

�
A seguir mostraremos que podemos derivar parcialmente, duas vezes, em rela�c~ao �a x e em

rela�c~ao �a y, sob o sinal da integral (8.265), em [0 ,A)× [0 , B].

Na verdade temos um resultado geral que garante, sob certas condi�c~oes, que podemos

derivar sob o sinal de integra�c~ao, mais precisamente, temos a:
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Proposição 8.269 Sejam I ⊆ R um intervalo e G ∈ C([a , b] × I ; R) tal que
∂G

∂t
∈

C([a , b]× I ; R), onde G = G(s , t).

Considere a fun�c~ao g : I→ R dada por

g(t)
.
=

∫b
a

G(s , t)ds , para cada s ∈ I . (8.270)

Ent~ao g ∈ C1(I ; R) e, al�em disso, temos

g ′(t) =

∫b
a

∂G

∂t
(s , t)ds , para cada y ∈ I . (8.271)

Demonstração:

Deixaremos a demonstra�c~ao deste resultado como exerc��cio para o leitor.

�
Como vimos na demosntra�c~ao do Lema (8.263), a fun�c~ao u = u(x , y), dada por (8.238)

ou por (8.265), satisfaz:

u ∈ C([0 ,A]× [0 , B] ; R) .

Pelo Lema (8.250), temos que

K ∈ C∞([0 ,A)× R2 ; R)

e

Kxx(x , y , t) + Kyy(x , y , t) = 0 , para (x , y , t) ∈ [0 ,A)× R2 . (8.272)

Aplicando a Proposi�c~ao (8.269) �a fun�c~ao u = u(x , y), dada por (8.265), e indu�c~ao sobre

a ordem da deriva�c~ao parcial em rela�c~ao �a x e em rela�c~ao �a y, teremos que

u ∈ C∞([0 ,A)× [0 , B];R) .

Al�em disso, para cada (x , y) ∈ [0 ,A)× [0 , B], teremos:

uxx(x , y) + uyy(x , y) =
∂2

∂x2

[∫B
0

f(t)K(x , y , t)dt

]
+
∂2

∂y2

[∫B
0

f(t)K(x , y , t)dt

]
Prop. (8.269) 2 vezes em x e 2 vezes em y

=

∫B
0

f(t)

Kxx(x , y , t) + Kyy(x , y , t)︸ ︷︷ ︸
(8.272)

= 0

 dt
= 0 ,
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Al�em disso, de (8.252), segue que, para cada n ∈ N e (x , y , t) ∈ [0 ,A]× R2, temos que

Kn(x , 0 , t)
(8.252) com y=0

=
2

B

senh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen

(
nπ t

B

) =0︷ ︸︸ ︷
sen

(
nπ · 0
B

)

= 0 ,

Kn(x , B , t)
(8.252) com y=B

=
2

B

senh
(nπx
B

)
senh

(
nπA

B

) sen

(
nπ t

B

) = sen(nπ)=0︷ ︸︸ ︷
sen

(
nπB

B

)

= 0 ,

Kn(0 , y , t)
(8.252) com x=0

=
2

B

=0︷ ︸︸ ︷
senh

(
nπ · 0
B

)
senh

(
nπA

B

) sen

(
nπ t

B

)
sen
(nπy
B

)

= 0 ,

ou seja,

K(x , 0 , t) = K(x , B , t) = K(0 , y , t) = 0 , (8.273)

para cada (x , y , t) ∈ [0 ,A]× R2.
Portanto, para cada (x , y) ∈ [0 ,A]× [0 , B], de (8.273) e (8.265), segue que

u(x , 0)
(8.265)
=

∫B
0

f(t)

(8.273)
= 0︷ ︸︸ ︷

K(x , 0 , t) dt

= 0 ,

u(x , B)
(8.265)
=

∫B
0

f(t)

(8.273)
= 0︷ ︸︸ ︷

K(x , B , t) dt

= 0 ,

u(0 , y)
(8.265)
=

∫B
0

f(t)

(8.273)
= 0︷ ︸︸ ︷

K(x , y , 0) dt

= 0 ,

ou seja, a fun�c~ao u = u(x , y), dada por (8.265), satisfaz as condi�c~oes de contorno (8.204) e

(8.206).
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Para �nalizar, como a s�erie de Fourier associada a fun�c~ao f (ou seja, a fun�c~ao F que �e a

sua extens~ao ��mpar e 2B-peri�odica), converge unifomemente para a fun�c~ao f, em [0 ,A], segue

que, para cada y ∈ [0 , B], teremos:

u(A ,y)
(8.238) com x=A

=

∞∑
n=1

Bn

senh

(
nπA

B

)
senh

(
nπA

B

) sen
(nπy
B

)

=

∞∑
n=1

Bn sen
(nπy
B

)
(8.267)
= f(y) ,

mostrando que a fun�c~ao u = u(x , y), dada por (8.238) ou (8.265), �e uma solu�c~ao do pro-

blema (8.203), (8.204), (8.205), (8.206), (8.207) dado inicialmente e assim completamos a

demonstra�c~ao do Teorema (8.239).

�

Observação 8.274 O problema que resolvemos acima �e um caso particular do problema

de Dirichlet

∆u(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ Ω, (8.275)

u|∂Ω = f , (8.276)

u ∈ C
(
Ω ; R

)
∩ C2(Ω ; R), (8.277)

onde f ∈ C(∂Ω ; R), para o caso que

Ω
.
= (0 ,A)× (0 , B) ,

ou, mais geralmente,

Ω
.
= (a ,A)× (b , B) .

8.3.0.4 O Problema de Dirichlet num Ćırculo

Esse problema consiste em encontrar uma fun�c~ao u : Ω → R, que satisfa�ca o seguinte

problema:

uxx(x , y) + uyy(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ Ω, (8.278)

u∂Ω = f ∈ C(∂Ω) , (8.279)

u ∈ C
(
Ω ; R

)
∩ C2(Ω ; R) , (8.280)

onde

Ω
.
=

{
(x , y) ∈ R2 ; x2 + y2 < R2

}
,
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para R ∈ (0 ,∞) �xado, isto �e, o interior de uma circunferência de centro no ponto (0 , 0) e

raio R e

∂Ω
.
=

{
(x , y) ∈ R2 ; x2 + y2 = R2

}
,

ou seja, a fronteira de Ω, isto �e, a circunferência de centro no ponto (0 , 0) e raio R (veja a

�gura abaixo).

6

-

s

R

Ω

)

∂Ω

x

y

Vamos considerar o caso que

R = 1 .

O caso geral, isto �e, R ̸= 1, pode ser resolvido de modo semelhante.

Para tando, basta considerar uma mudan�ca de var���aveis, do tipo homotetia, conveniente.

Os detalhes deste caso ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

Observação 8.281 Não podemos aplicar o m�etodo da separa�c~ao de vari�aveis ao pro-

blema (8.278), (8.279), (8.280) acima pois a regi~ao Ω não �e um retângulo, cujos os lados

s~ao paralelos aos eixos coordenados.

Devido a este fato precisaremos transformar o problema acima, por meio de uma

mudan�ca de vari�aveis, em problema equivalente, que esteja de�nido em um retângulo,

cujos os lados s~ao paralelos aos eixos coordenados, para os quais possamos tentar apli-

car o m�etodo da separa�c~ao de vari�aveis.

Notemos que, neste caso podemos descrever a regi~aoΩ (ou seja, o c��rculo unit�ario centrado

na origem) em coordenadas polares, considerando a seguinte transforma�c~ao:

x = x(r , θ)
.
= r cos(θ) , (8.282)

y = y(r , θ)
.
= r sen(θ) , (8.283)

para (r , θ) ∈ [0 , 1]× [0 , 2π).
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-

6

r

θ

10

2π

-

6

x

y
x2 + y2 = 1

	

Neste caso, teremos:

r =

√
x2 + y2 , (8.284)

θ =

 arctg
(y
x

)
, se x ̸= 0 ,

=
π

2
, se x = 0

. (8.285)

Faremos a mudan�ca de vari�aveis (8.282), (8.283) na equa�c~ao Laplace (8.278).

Para tanto, consideremos a fun�c~ao v : [0 , 1]× R → R, dada por

v(r , θ)
.
= u[x(r , θ) , y(r , θ)] , (8.286)

para cada (r , θ) ∈ [0 , 1]× R, ou ainda,

u(x , y)
.
= v[r(x , y) , θ(x , y)] , (8.287)

para cada (x , y) ∈ Ω.

Logo, para cada (r , θ) ∈ [0 , 1) × R, da regra da cadeia para fun�c~oes a valores reais, de

duas vari�aveis reais, segue que: que:

vr(r , θ)
(8.286)
= ux [x(r , θ) , y(r , θ)]

(8.282)
= cos(θ)︷ ︸︸ ︷
xr(r , θ) +uy [x(r , θ) , y(r , θ)]

(8.283)
= sen(θ)︷ ︸︸ ︷
yr(r , θ)

= cos(θ)ux [x(r , θ) , y(r , θ)] + sen(θ)uy [x(r , θ) , y(r , θ)]

abreviadamente
= cos(θ)ux + sen(θ)uy , (8.288)

vθ(r , θ) = ux [x(r , θ) , y(r , θ)]

(8.282)
= =−r sen(θ)︷ ︸︸ ︷
xθ(r , θ) +uy [x(r , θ) , y(r , θ)]

(8.283)
= r ,cos(θ)︷ ︸︸ ︷
yθ(r , θ)

= −r sen(θ)ux [x(r , θ) , y(r , θ)] + r cos(θ)uy [x(r , θ) , y(r , θ)]

abreviadamente
= = −r sen(θ)ux + r cos(θ)uy , (8.289)
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vrr(r , θ)
(8.288)
=

∂

∂r
{cos(θ)ux [x(r , θ) , y(r , θ)] + sen(θ)uy [x(r , θ) , y(r , θ)]}

regra da cadeia
= cos(θ)

uxx
(8.282)

= cos(θ)︷︸︸︷
xr +uxy

(8.283)
= sen(θ)︷︸︸︷
yr


+ sen(θ)

uyx
(8.282)

= cos(θ)︷︸︸︷
xr +uyy

(8.283)
= sen(θ)︷︸︸︷
yr


= cos(θ) [uxx cos(θ) + uxy sen(θ)] + sen(θ) [uyx cos(θ) + uyy sen(θ)]

Teor. Schwarz uyx=uxy
= cos2(θ)uxx + 2 sen(θ) cos(θ)uyx + sen2(θ)uyy , (8.290)

vθθ(r , θ)
(8.289)
=

∂

∂θ
{−r sen(θ)ux [x(r , θ) , y(r , θ)] + r cos(θ)uy [x(r , θ) , y(r , θ)]}

regra da cadeia
= r

−

cos(θ)ux + sen(θ)

uxx
(8.282)

= −r sen(θ)︷︸︸︷
xθ +uxy

(8.283)
= r cos(θ)︷︸︸︷
yθ




+

− sen(θ)uy + cos(θ)

uyx
(8.282)

= −r sen(θ)︷︸︸︷
xθ +uyy

(8.283)
= r cos(θ)︷︸︸︷
yθ





= r {−[cos(θ)ux + sen(θ) [−r sen(θ)uxx + r cos(θ)uxy]]

+[− sen(θ) uy + cos(θ) [−r sen(θ)uyx + r cos(θ)uyy]]}

= −r cos(θ)ux − r sen(θ)uyy + r
2 sen2(θ)uxx − r

2 sen(θ) cos(θ)uxy

− r2 cos(θ) sen(θ)uyx + r
2 cos2(θ)uyy

= −r cos(θ)ux − r sen(θ)uy + r
2 sen2(θ)uxx

− 2 r2 sen(θ) cos(θ)uxy + r
2 cos2(θ)uyy . (8.291)

Portanto a fun�c~ao u = u(x , y) �e solu�c~ao da equa�c~ao de Laplace (8.278) emΩ se, e somente

se, a fun�c~ao v = v(r , θ), dada por (8.286), satisfaz a seguinte EDP, em Ω ′ .= (0 , 1)× R:

vrr +
1

r
vr +

1

r2
vθθ

(8.290),(8.288),(8.291)
=

[
cos2(θ)uxx + 2 sen(θ) cos(θ)uxy + sen2(θ)uyy

]
+
1

r
[cos(θ)ux + sen(θ)uy]

+
1

r2

[
−r cos(θ)ux − r sen(θ)uy + r

2 sen2(θ)uxx

−2 r2 sen(θ) cos(θ)uxy + r
2 cos2(θ)uyy

]
= uxx + uyy

(8.278)
= 0
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ou, equivalentemente,

r2 vrr(r , θ) + r vr(r , θ) + vθθ(r , θ) = 0 , para (r , θ) ∈ [0 , 1)× R . (8.292)

De�nindo-se a fun�c~ao g : R → R, dada por

g(θ)
.
= f[cos(θ) , sen(θ)] , para cada θ ∈ R , (8.293)

segue que, a condi�c~ao (8.279), tornar-se-�a:

v(1 , θ)
(8.286)
= u[x(1 , θ) , y(1, θ)]

(8.282) e (8.283)
= u[cos(θ) , sen(θ)]

[cos(θ) , sen(θ)]∈∂Ω e (8.279)
= f[cos(θ) , sen(θ)]

(8.293)
= g(θ) , para cada θ ∈ R . (8.294)

Observemos tamb�em que:

v(r , θ+ 2π)
(8.286)
= u[x(r , θ+ 2π) , y(r , θ+ 2π)]

(8.282) e (8.283)
= u[(r cos(θ+ 2π) , r sen(θ+ 2π)]

= u[(r cos(θ) , r sen(θ)]

(8.282) e (8.283)
= u[x(r , θ) , y(r , θ)]

(8.286)
= v(r , θ) , para cada (r , θ) ∈ [0 , 1]× R , (8.295)

ou seja, para cada r ∈ [0 , 1] a fun�c~ao

θ 7→ v(r , θ)

dever�a ser 2π-peri�odica.

Portanto, de (8.292), (8.295), (8.294), segue que a fun�c~ao v = v(r , θ) dever�a ser solu�c~ao

do seguinte problema:

r2 vrr(r , θ) + r vr(r , θ) + vθθ(r , θ) = 0 , para (r , θ) ∈ [0 , 1)× R , (8.296)

v(r , θ+ 2π) = v(r , θ) , para cada (r , θ) ∈ [0 , 1]× R , (8.297)

v(1 , θ) = g(θ) , para cada θ ∈ R , (8.298)

v ∈ C([0 , 1]× R ; R) ∩ C2([0 , 1)× R ; R) , (8.299)

onde (veja (8.293) e (8.279))

g ∈ Cper(2π) . (8.300)
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Tentaremos solu�c~ao n~ao triviais do problema acima, isto �e,

v(r , θ) ̸= 0 , para cada (r , θ) ∈ [0 , 1]× R . (8.301)

Aplicaremos o m�etodo da separa�c~ao de vari�aveis para obter uma candidata v(r , θ) a

solu�c~ao envolvendo, inicialmente, (8.296), (8.297) e (8.299), ou seja, uma solu�c~ao do tipo

v(r , θ)
.
= ϕ(r)ψ(θ) , para cada (r , θ) ∈ [0 , 1]× R . (8.302)

Notemos que, de (8.301), deveremos ter

ϕ(r) , ψ(θ) ̸= 0 , (8.303)

para algum (r , θ) ∈ [0 , 1]× R.
Notemos que, supondo que as fun�c~oes ψ e ϕ s~ao duas vezes diferenci�aveis em [0 , 1) e R,

respectivamente, ent~ao, para cada (r , θ) ∈ [0 , 1)× R, teremos:

∂v

∂r
(r , θ)

(8.302)
=

∂

∂r
[ψ(r)ϕ(θ)]

= ψ ′(r)ϕ(θ) , (8.304)

∂2v

∂r2
(r , θ) =

∂

∂r

[
∂v

∂r
(r , θ)

]
(8.304)
=

∂

∂r
[ψ ′(r)ϕ(θ)]

= ψ ′′(r)ϕ(θ) , (8.305)

∂v

∂θ
(r , θ)

(8.302)
=

∂

∂θ
[ψ(r)ϕ(θ)]

= ψ(r)ϕ ′(θ) , (8.306)

∂2v

∂θ2
(r , θ) =

∂

∂θ

[
∂v

∂θ
(r , θ)

]
(8.306)
=

∂

∂θ
[ψ(r)ϕ ′(θ)]

= ψ(r)ϕ ′′(θ) , (8.307)

Sustituindo (8.305), (8.302) e (8.307) em (8.296) obteremos, para cada (r , θ) ∈ [0, 1)×R,
segue que:

0 = r2 vrr(r , θ) + r vr(r , θ) + vθθ(r , θ)

(8.305),(8.302),(8.307)
= r2ϕ ′′(r)ψ(θ) + rϕ ′(r)ψ(θ) + ϕ(r)ψ ′′(θ) .



480 CAP�ITULO 8. APLICAC� ~AO DE S�ERIE DE FOURIER �AS EDP'S

Dividindo a identidade acima por ϕ(r)ψ(θ) ̸= 0, obteremos:

r2ϕ ′′(r)ψ(θ) + rϕ ′(r)ψ(θ) + ϕ(r)ψ ′′(θ)

ϕ(r)ψ(θ)
= 0 ,

ou ainda,

r2ϕ ′′(r) + rϕ ′(r)

ϕ(r)
= −

ψ ′′(θ)

ψ(θ)
= constante = λ ,

isto �e, teremos que resolver os seguintes problemas:

ψ ′′(θ) + λψ(θ) = 0 , para θ ∈ R , (8.308)

ψ(θ+ 2π) = ψ(θ) , para cada θ ∈ R , (8.309)

ψ ∈ C2(R ; R) (8.310)

e

r2ϕ ′′(r) + rϕ ′(r) − λϕ(r) = 0 , para r ∈ [0 , 1) , (8.311)

ϕ ∈ C([0 , 1] ; R) ∩ C2([0 , 1) ; R) . (8.312)

Observemos que se a fun�c~ao

ψ = ψ(θ) , para cada θ ∈ R ,

for solu�c~ao (eventualmente complexa) de (8.308) ent~ao, utilizando integra�c~ao por partes para

a integral de�nida, obteremos:

λ

∫ 2 π
0

|ψ(t)|2 dt = λ

∫ 2 π
0

ψ(t)ψ(t)dt

=

∫ 2 π
0

λψ(t)ψ(t)dt

(8.308)
=

∫ 2π
0

−ψ ′′(t)ψ(t)dt⟨
u = ψ(t) , logo: du = ψ ′(t)dt

dv = −ψ ′′(t) , logo: v = −ψ ′(t)

⟩

=
[
−ψ ′(t)ψ(t)

] ∣∣∣∣t=2 π
t=0

−

∫ 2 π
0

[−ψ ′(t)] ψ ′(t)dt

= −

ψ ′(2π)ψ(2π) −ψ ′(0)ψ(0)︸ ︷︷ ︸
ψ,ψ ′ s~ao 2π-peri�odoca

= 0

+

∫ 2 π
0

ψ ′(t)ψ ′(t)dt

=

∫ 2 π
0

ψ ′(t)ψ ′(t)dt

=

∫ 2 π
0

|ψ ′(t)|
2
dt ≥ 0 . (8.313)
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Com isto, segue que λ ∈ R, ou ainda,

λ ≥ 0 . (8.314)

Notemos que, se

λ = 0 ,

ent~ao, da identidade (8.313) acima, temos que

0 =

∫ 2 π
0

|ψ ′(t)|
2
dt ,

e como a fun�c~ao ψ ′ �e cont��nua em R (veja (8.310)), segue que

ψ ′(t) = 0 , para todo t ∈ R ,

ou seja,

ψ(θ) = constante, para todo θ ∈ R . (8.315)

Por outro lado, se

λ > 0 ,

ent~ao a solu�c~ao geral da EDO (8.308) ser�a dada por

ψ(θ) = Aλ cos
(√
λ θ
)
+ Bλ sen

(√
λ θ
)
, para cada θ ∈ R . (8.316)

Mas, de (8.309), segue que devemos ter:

Aλ cos
(√
λ θ
)
+ Bλ sen

(√
λ θ
)

(8.316)
= ψ(θ)

(8.309)
= ψ(θ+ 2π)

(8.316)
= Aλ cos

[√
λ (θ+ 2π)

]
+ Bλ sen

[√
λ (θ+ 2π)

]
= Aλ cos

(√
λ θ+

√
λ 2π)

)
+ Bλ sen

(√
λ θ+

√
λ 2π

)
= Aλ

[
cos
(√
λ θ
)
cos
(√
λ 2π

)
− sen

(√
λ θ
)

sen
(√
λ 2π

)]
+ Bλ

[
sen
(√
λ θ
)
cos
(√
λ 2π

)
+ cos

(√
λ θ
)

sen
(√
λ 2π

)]
=
[
Aλ cos

(√
λ 2π

)
+ Bλ sen

(√
λ 2π

)]
cos
(√
λ θ
)

+
[
Bλ cos

(√
λ 2π

)
−Aλ sen

(√
λ 2π

)]
sen
(√
λ θ
)
. (8.317)

Notemos que, fazendo:

θ = 0 , em (8.317), oteremos: Aλ = Aλ cos
(√
λ 2π

)
+ Bλ sen

(√
λ 2π

)
, (8.318)

θ =
π

2
√
λ
, em (8.317), oteremos: Bλ = Bλ cos

(√
λ 2π

)
−Aλ sen

(√
λ 2π

)
. (8.319)
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Multiplicando-se (8.318) por Aλ, (8.319) por Bλ e somando-se os resutados obtidor, tere-

mos:︷ ︸︸ ︷
Aλ

2 cos
(√
λ 2π

)
+Aλ Bλ sen

(√
λ 2π

)
+

︷ ︸︸ ︷
Bλ

2 cos
(√
λ 2π

)
− BλAλ sen

(√
λ 2π

)
︸ ︷︷ ︸

=
(
Aλ

2 + Bλ
2
)
cos
(√
λ 2π

) = Aλ
2 + Bλ

2 ,

ou seja

cos
(√
λ 2π

)
= 1 ,

ou ainda,
√
λ 2π = 2 kπ , para cada k ∈ N ,

equivalentemente,
√
λ = k , para cada k ∈ N ,

ou seja,

λ = k2 , para cada k ∈ N . (8.320)

Logo, subsituindo (8.320) em (8.316), obteremos:

ψ(θ)
(8.316)
= Aλ cos

(√
λ θ
)
+ Bλ sen

(√
λ θ
)

(8.320)
= Ak cos(kθ) + Bk sen(kθ)

ou seja,

ψk(θ)
.
= Ak cos(kθ) + Bk sen(kθ) , para θ ∈ R , (8.321)

para cada k ∈ N.
Observemos que o caso k = 0 dar�a origem a solu�c~ao constante que j�a foi tratada no caso

λ = 0 (veja (8.315)).

Por outro lado, para cada k ∈ N, substituindo-se (8.320) na EDO (8.311), teremos:

0
(8.311)
= r2ϕ ′′(r) + rϕ ′(r) − λϕ(r)

(8.320)
= r2ϕ ′′(r) + rϕ ′(r) − k2ϕ(r) , para cada r ∈ [0 , 1) ,

ou seja,

r2ϕ ′′(r) + rϕ ′(r) − k2ϕ(r) = 0 , para cada r ∈ [0 , 1) , (8.322)

que �e a conhecida equação de Euler de 2.a ordem .

Para resolvê-la, procuraremos solu�c~oes da forma

ϕ(r)
.
= rα , (8.323)



8.3. A EQUAC� ~AO DE LAPLACE 483

para algum α ∈ R.
Supondo que a fun�c~ao ϕ �e duas vezes diferenci�ael em [0 , 1) (veja (8.312)), para cada

r ∈ [0 , 1), teremos:

ϕ ′(r)
(8.323)
=

d

dr
[rα]

= α rα−1 , (8.324)

ϕ ′′(r) =
d

dr
[ϕ ′(r)]

(8.324)
=

d

dr

[
α rα−1

]
= α (α− 1) rα−2 . (8.325)

Para cada r ∈ [0 , 1), substituindo (8.323), (8.324), (8.325) na equa�c~ao de Euler (8.322),

obtemos:

0
(8.322)
= r2ϕ ′′(r) + rϕ ′(r) − k2ϕ(r)

(8.323),(8.324),(8.325)
= r2

[
α (α− 1) rα−2

]
+ r

[
α rα−1

]
− k2 rα

=
[
α (α− 1) + α− k2

]
rα

=
[
α2 − k2

]
rα , para r ∈ [0 , 1) ,

assim, se r ∈ (0 , 1), segue que:
[
α2 − k2

]
= 0 ,

ou seja, α = ±k , para cada k ∈ N .

Portanto, para cada k ∈ N, uma solu�c~ao da equa�c~ao de Euler (8.322), ser�a a fun�c~ao

ϕk : [0 , 1) → R, dada por

ϕk(r)
.
= Ck r

k +Dk r
−k , para cada r ∈ [0 , 1) . (8.326)

Como estamos procurando fun�c~oes que satisfa�cam (8.312), as solu�c~oes da equa�c~ao de Euler

(8.322) dever~ao ser fun�c~oes cont��nuas de�nidas em [0 , 1], em particular, dever~ao ser cont��nuas

em

r = 0 ,

deveremos ter

Dk = 0 , para cada k ∈ N . (8.327)

Logo, para cada k ∈ N, de (8.326) e (8.327), as solu�c~oes da equa�c~ao de Euler (8.322) que

nos interessar~ao, ser~ao dadas por:

ϕk(r)
.
= Ck r

k , para cada r ∈ [0 , 1) . (8.328)
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Assim, para cada k ∈ Z+, de�niremos a fun�c~ao vk : [0 , 1]× R → R, dada por

vk(r , θ)
.
= ϕk(r)ψk(θ)

(8.321) e (8.328)
= rk [Ak cos(kθ) + Bk sen(kθ)] , (8.329)

para cada (r , θ) ∈ [0 , 1]× R.
Logo tentaremos uma solu�c~ao (formal) de (8.296), (8.297), (8.298), (8.299) da forma:

v(r , θ) =

∞∑
k=0

vk(r , θ)

=

∞∑
k=0

ϕk(r)ψk(θ)

(8.329)
=

∞∑
k=0

rk [Ak cos(kθ) + Bk sen(k θ)] , (8.330)

para cada (r , θ) ∈ [0 , 1]× R.
Notemos que, para cada k ∈ N, teremos:

cos(k θ) =
ei k θ + e−i k θ

2
e sen(kθ) =

ei k θ − e−i k θ

2 i
, (8.331)

para cada θ ∈ R.
Para cada (r , θ) ∈ [0 , 1]× R, substuindo (8.331) e (8.330), obteremos:

v(r , θ) =

∞∑
k=0

rk [Ak cos(kθ) + Bk sen(kθ)]

=

∞∑
k=0

rk
[
Ak
ei k θ + e−i k θ

2
+ Bk

ei k θ − e−i k θ

2 i

]
=

∞∑
k=0

rk
[
Ak − i Bk

2
ei k θ +

Ak + i Bk
2

e−i k θ
]

=

∞∑
k=0

Ak − i Bk
2

ei k θ rk +

∞∑
k=0

Ak + i Bk
2

ei (−k) θ rk

=

∞∑
n=−∞Cn e

i n θ r|n| . (8.332)

onde, para cada k ∈ N, de�nimos:

Co
.
=
Ao

2

Cn
.
=
An − iBn

2

C−n
.
=
An + i Bn

2
.
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Impodo a condi�c~ao inicial, isto �e, (8.298), obteremos:

g(θ)
(8.298)
= v(1 , θ)

(8.332) com r=1
=

∞∑
k=−∞Ck e

i k θ , para cada θ ∈ R .

Logo, para cada k ∈ Z, o n�umero real Ck dever�a ser o k-�esimo coe�ciente de Fourier (na

forma complexa), associado �a fun�c~ao g, ou seja,

Ck = ĝ(k)

(7.215)
=

1

2π

∫π
−π

g(t) e−i k t dt , para cada k ∈ Z . (8.333)

Sustituindo (8.333) em (8.332) podemos obter, formalmente, uma candidata a solu�c~ao

para o problema (8.296), (8.297), (8.298), (8.299), a saber,

v(r , θ)
(8.332)
=

∞∑
k=−∞Ck e

i k θr|k|

(8.333)
=

1

2π

∞∑
k=−∞

[∫π
−π

g(t) e−i k t dt

]
ei k θ r|k| , (8.334)

para cada (r , θ) ∈ [0 , 1]× R.
Pode-se mostrar que a s�erie de fun�c~oes (8.334) acima, converge uniformemente, em [0 , 1]×

R, que pode ser derivada parcialmente, termo a termo, duas vezes em rela�c~ao a r e em rela�c~ao

a θ, em [0 , 1)× R, e satisfaz (8.296), (8.297), (8.298), (8.299).
A veri�ca�c~ao desses fatos ser�a feita na demonstra�c~ao do Teorema (8.335), a seguir.

Com isto a fun�c~ao u : Ω→ R, dada por:

u(x , y)
.
= v(r(x , y) , θ(x , y)) ,

onde r = r(x , y) e θ = θ(x , y), s~ao dadas por (8.284) e (8.285), respectivamente, ser�a uma

solu�c~ao de (8.278), (8.279) e (8.280), com

Ω
.
=

{
(x , y) ∈ R2 ; x2 + y2 < 1

}
,

como a�rma o:

Teorema 8.335 Sejam

Ω
.
=

{
(x , y) ∈ R2 ; x2 + y2 < 1

}
(8.336)

e f ∈ C(∂Ω ; R).
Se a fun�c~ao

v = v(r , θ) , para cada (r , θ) ∈ [0 , 1]× R
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�e dada por (8.334) ent~ao a fun�c~ao u : Ω→ R dada por:

u(x , y)
.
=

{
v [r(x , y) , θ(x , y)] , para (x , y) ∈ Ω,
f(x , y) , para (x , y) ∈ ∂Ω

, (8.337)

ser�a uma solu�c~ao de (8.278), (8.279), (8.280), onde r = r(x , y) e θ = θ(x , y), s~ao dadas

por (8.284) e (8.285), respectivamente.

Para a demonstra�c~ao do resultado acima precisaremos de alguns resultados que ser~ao

apresentados a seguir.

Notemos que, de (8.334), temos:

v(r , θ) =
1

2 π

∞∑
k=−∞

[∫π
−π

g(t) e−i k t dt

]
ei k θ r|k|

Cuidado!
=

1

2π

∫π
−π

g(t)

( ∞∑
k=−∞ e

−i k t ei k θ r|k|

)
dt

=
1

2 π

∫π
−π

g(t)

( ∞∑
k=−∞ e

i k (θ−t) r|k|

)
dt , (8.338)

para cada (r , θ) ∈ [0 , 1]× R.
Para cada r ∈ [0 , 1), de�namos a fun�c~ao Pr : R → C, dada por:

Pr(t)
.
=

∞∑
k=−∞ e

i k t r|k| , para t ∈ R , (8.339)

que ser�a denominado núcleo de Poison (no disco unit�ario).

Substituindo (8.339) em (8.338), obteremos:

v(r , θ) =
1

2π

∫π
−π

g(t)Pr(θ− t)dt , (8.340)

para cada (r , θ) ∈ [0 , 1)× R.
Notemos que, para cada (r , t) ∈ [0 , 1)× R, teremos:

Pr(t)
(8.339)
=

∞∑
k=−∞ e

i k t r|k|

= 1+

∞∑
k=1

ei k t rk +

−1∑
k=−∞ e

i k t rk

= 1+

∞∑
k=1

ei k t rk +

∞∑
k=1

ei (−k) t rk

= 1+

∞∑
k=1

(
r ei t

)k
+

∞∑
k=1

(
r e−i t

)k
. (8.341)
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Para cada (r , t) ∈ [0 , 1)× R �xado, cada uma das duas series num�ericas em (8.341), s~ao

s�eries geom�etricas de raz~oes (complexas)

r ei t e r e−i t ,

respectivamente.

Notemos tamb�em que ∣∣r ei t∣∣ = ∣∣r e−i t∣∣
= r

r∈[0 ,1)
< 1 .

Logo, pelo Teste M. de Weiertras, as duas s�eries de fun�c~oes em (8.341), ser~ao uniforme-

mente convergentes em [0 , 1) × R e suas somas (por serem s�eries geom�etricas), para cada

(r , t) ∈ [0 , 1)× R, ser~ao dadas por:

∞∑
k=1

rk ei k t =

∞∑
k=1

(
r ei t

)k
soma da s�erie geom�etrica de raz~ao r ei t

=
r ei t

1− r ei t
, (8.342)

∞∑
k=1

rk e−i k t =

∞∑
k=1

(
r e−i t

)k
soma da s�erie geom�etrica de raz~ao r e−i t

=
r e−i t

1− r e−i t
. (8.343)

Logo, para cada (r , t) ∈ [0 , 1)×R, susbtituindo (8.342) e (8.343) em (8.341), obteremos:

Pr(t)
(8.341)
= 1+

∞∑
k=1

(
r ei t

)k
+

∞∑
k=1

(
r e−i t

)k
(8.342),(8.343)

= 1+
r ei t

1− r ei t
+

r e−i t

1− r e−i t
. (8.344)

Notemos tamb�em que, para cada (r , t) ∈ [0 , 1)× R, temos que:

r e−i t

1− r e−i t
e−i t=cos(t)−i sen(t)

=
r cos(t) − r i sen(t)

1− r cos(t) + r i sen(t)

=
r cos(t) − i r sen(t)

[1− r cos(t)] + i r sen(t)

[1− r cos(t)] − i r sen(t)

[1− r cos(t)] − i r sen(t)

Exerc��cio
=

r cos(t) − i r sen(r) − r2

1− 2 r cos(t) + r2
(8.345)
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r ei t

1− r ei t
ei t=cos(t)+i sen(t)

=
r cos(t) + r i sen(t)

1− r cos(t) − r i sen(t)

=
r cos(t) + i r sen(t)

[1− r cos(t)] − i r sen(t)

[1− r cos(t)] + i r sen(t)

[1− r cos(t)] + i r sen(t)

Exerc��cio
=

r cos(t) + i r sen(r) − r2

1− 2 r cos(t) + r2
. (8.346)

Logo, para cada (r , t) ∈ [0 , 1)×R, substituindo-se (8.345) (8.346) em (8.344) , segue que:

Pr(t)
(8.344)
= 1+

r ei t

1− r ei t
+

r e−i t

1− r e−i t

(8.345) e (8.346)
= 1+

r cos(t) − i r sen(r) − r2

1− 2 r cos(t) + r2
+
r cos(t) + i r sen(r) − r2

1− 2 r cos(t) + r2

Exerc��cio
=

1− r2

1− 2 r cos(t) + r2
. (8.347)

Observação 8.348 De�nimos convergência uniforme apenas para sequências e séries

de fun�c~oes.

Para o que vir�a a seguir, precisaremos introduzir a:

Definição 8.349 Na situa�c~ao acima, diremos que

v(r , ·) → g

uniformemente em R, quando r→ 1−, se dado ε > 0, podemos encontrar δ = δ(ε) > 0,

de modo que,

se r ∈ (1− δ , 1) , implicar em: |v(r , θ) − g(θ)| < ε ,

para todo θ ∈ R.

Para demonstrarmos o Teorema (8.335) precisaremos de algumas propriedades da fun�c~ao

Pr(t) e da fun�c~ao v = v(r , θ) ,

dadas por (8.347) e (8.340), respectivamente, que ser~ao fornecidas pelos lemas abaixo.

Lema 8.350 Consideremos a fun�c~ao P : [0 , 1)× R → C, dada por

P(r , t)
.
= Pr(t) , para cada (r , t) ∈ [0 , 1)× R , (8.351)

onde Pr(t) �e dada por (8.347).
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Ent~ao, para cada r ∈ [0 , 1) �xado, temos que a fun�c~ao Pr = P(r , ·) �e par e 2π-

peri�odica.

Temos tamb�em que

P ∈ C∞([0 , 1)× R ; R)

e satisfaz a seguinte EDP:

r2
∂2 P

∂r2
(r , t) + r

∂ P

∂r
(r , t) +

∂2 P

∂t2
(r , t) = 0 , (8.352)

para (r , t) ∈ [0 , 1)× R.
Na verdade, temos

P ∈ C∞([0 , 1)× R ; (0 ,∞)) . (8.353)

Demonstração:

Observemos que, para cada (r , t) ∈ [0 , 1)× R, temos que:

P(r , t)
(8.351)
= Pr(t)

(8.347)
=

1− r2

1− 2 r cos(t) + r2
, (8.354)

donde podemos concluir que a fun�c~ao

Pr = P(r , ·) �e uma fun�c~ao par e 2π-peri�odica . (8.355)

Al�em disso, para cada r ∈ [0 , 1), teremos:∣∣1− 2 r cos(t) + r2∣∣ = ∣∣(1+ r2)− 2 r cos(t)∣∣
|a+b|≥|a|−|b|

≥ 1+ r2 − 2 r |cos(t)|︸ ︷︷ ︸
≤1

≥ 1+ r2 − 2 r
=
(
1− r2

)
> 0 . (8.356)

Logo, de (8.356) e (8.354), podemos concluir que

P ∈ C∞([0 , 1)× R ; (0 ,∞)) .

Assim podemos mostrar que (8.352) ocorre em [0 , 1)× R.
A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor, completando a

demonstra�c~ao do lema.

�
Podemos agora demonstrar o:
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Lema 8.357 A fun�c~ao v = v(r , θ), dada por (8.340), satisfaz

v ∈ C∞([0 , 1)× R ; R)

e

r2
∂2 v

∂r2
(r , θ) + r

∂ v

∂r
(r , θ) +

∂2 v

∂θ2
(r , θ) = 0 , (8.358)

para (r , θ) ∈ [0 , 1)× R.

Demonstração:

Do Lema (8.350) temos que

P ∈ C∞([0 , 1)× R ; (0 ,∞)) .

Da continuidade da fun�c~ao g e da Proposi�c~ao (8.269) (veri�que as hip�oteses da mesma),

podemos derivar parcialmente, sob o sinal de integra�c~ao na express~ao (8.340), em rela�c~ao a r

ou em rela�c~ao a θ, a qualquer ordem, e assim teremos que

v ∈ C∞([0 , 1)× R ; R) .

Al�em disso, para cada (r , θ) ∈ [0 , 1)× R, teremos:

r2
∂2 v

∂r2
(r , θ) + r

∂ v

∂r
(r , θ) +

∂2 v

∂θ2
(r , θ)

(8.340)
= r2

∂2

∂r2

[
1

2π

∫π
−π

g(t)Pr(θ− t)dt

]
+ r

∂

∂r

[
1

2π

∫π
−π

g(t)Pr(θ− t)dt

]
+

∂2

∂θ2

[
1

2π

∫π
−π

g(t)Pr(θ− t)dt

]
Proposi�c~ao (8.269)

=

[
1

2π
r2

∫π
−π

g(t)
∂2 Pr

∂r2
(θ− t)dt

]
+

[
1

2π
r

∫π
−π

g(t)
∂Pr

∂r
(θ− t)dt

]
+

[
1

2π

∫π
−π

g(t)
∂2 Pr

∂θ2
(θ− t)dt

]

=
1

2π

∫π
−π

g(t)

r2 ∂2 P∂r2 (r , θ− t) + r ∂ P∂r (r , θ− t) + ∂2 P

∂θ2
(r , θ− t)︸ ︷︷ ︸

(8.352)
= 0

 dt

= 0 ,

completando a demonstra�c~ao do resultado.
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�
A seguir mostraremos que

v(r , ·) → g ,

uniformemente em R, quando r→ 1−.

Antes precisaremos do:

Lema 8.359 Para cada (r , θ , t) ∈ [0 , 1)× R2, teremos:

P(r , θ− t) =
1− r2∣∣r ei θ − ei t∣∣2 (8.360)

para cada t ∈ R.
Temos tamb�em (como vimos anteriormente) que

P(r , t) > 0 , para cada (r , t) ∈ [0 , 1)× R . (8.361)

Al�em disso, para cada (r , θ) ∈ [0 , 1)× R, teremos:

1

2π

∫π
−π

P(r , θ− t)dt =
1

2π

∫π
−π

P(r , t)dt

= 1 . (8.362)

Demonstração:

Notemos que, para cada (r , θ , t) ∈ [0 , 1)× R2, segue que:∣∣r ei θ − ei t∣∣2 = (r ei θ − ei t) (r ei θ − ei t)
=
(
r ei θ − ei t

) 
r∈R
= r︷︸︸︷
r

=e−i θ︷︸︸︷
ei θ −

=e−i t︷︸︸︷
ei t


=
(
r ei θ − ei t

) (
r e−i θ − e−i t

)
= r2

ei(θ−θ)=ei·0=1︷ ︸︸ ︷
ei θ e−i θ −r

ei (θ−t)︷ ︸︸ ︷
ei θ e−i t−r

=e−i (θ−t)︷ ︸︸ ︷
ei t e−i θ +

=ei (t−t)=ei·0=1︷ ︸︸ ︷
e−i t e−i t

= r2 − r

 ei (θ−t)︸ ︷︷ ︸
=cos(θ−t)+i sen(θ−t)

+ e−i (θ−t)︸ ︷︷ ︸
=cos(θ−t)−i sen(θ−t)

+ 1

= r2 − r [cos(θ− t) + i sen(θ− t) + cos(θ− t) − i sen(θ− t)] + 1

= 1− 2 r cos(θ− t) + r2 . (8.363)

Logo, para cada (r , θ , t) ∈ [0 , 1)× R, teremos:

P(r , θ− t)
(8.347)
=

1− r2

1− 2 r cos(θ− t) + r2

(8.363)
=

1− r2∣∣r ei θ − ei t∣∣2 ,
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mostrando a identidade (8.360).

Observação 8.364 Notemos que, para cada (r , t) ∈ [0 , 1)× R, de (8.360), segue que

P(r , t) > 0 ,

ou seja, vale (8.361), que �e uma prova alternativa a feita no Lema (8.350).

Observemos tamb�em que, para cada (r , t) ∈ [0 , 1)× R, teremos:

P(r , t)
(8.339)
=

∈R, por (8.361)︷ ︸︸ ︷∞∑
k=−∞ e

i k t r|k|

= Re

 ∞∑
k=−∞ ei k t︸︷︷︸

cos(k t)+i sen(k t)

r|k|


= Re

( ∞∑
k=−∞ cos(k t) r|k| + i

∞∑
k=−∞ sen(k t) r|k|

)

=

∞∑
k=−∞ cos(k t) r|k|

=

−1∑
k=−∞ cos(k t) r|k|︸ ︷︷ ︸

.
= I

+1+

∞∑
k=1

cos(k t) r|k|

n
.
=−k em I

=

∞∑
n=1

cos(−n t) r|−n|︸ ︷︷ ︸
.
= I

+1+

∞∑
k=1

cos(k t) r|k|

cosseno �e uma fun�c~ao par
=

∞∑
n=1

cos(n t) r|n| + 1+
∞∑
k=1

cos(k t) r|k|

= 1+ 2

∞∑
k=1

cos(k t) rk . (8.365)

Observemos que, para cada (r , t) ∈ [0 , 1)× R, teremos∣∣cos(k t) rk∣∣ ≤ rk . (8.366)

Notemos que a s�erie num�erica
∞∑
k=1

rk �e convergente em R, pois r ∈ [0 , 1).
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Logo, de (8.365), (8.366) e do Teste M de Weierstrass (generalizado), segue que a s�erie de

fun�c~oes (8.365) ser�a uniformemente convergente em [0 , R]× R, para cada R ∈ [0 , 1) �xado.

Assim, para r ∈ [0 , R], podemos integrar a s�erie de fun�c~oes (8.365), termo a termo e al�em

disso, como a fun�c~ao P(r , ·) �e 2π-peri�odica (veja (8.355)), obteremos:

1

2π

∫π
−π

P(r , θ− t)dt

⟨ s
.
= θ− t , logo : ds = −dt

t = −π , logo : s = θ+ π

t = π , logo : s = θ− π

⟩
=

1

2π

∫ θ−π
θ+π

P(r , s) (−ds)

P(r , .) �e 2 π-peri�odica e o item 1. da Observa�c~ao (7.128)
=

1

2π

∫π
−π

P(r , s)ds

(8.365)
=

1

2π

∫π
−π

(
1+ 2

∞∑
k=1

cos(k s) rk

)
ds

Conv. uniforme da s�erie de fun�c~oes (8.365)
=

∞∑
k=1

(
1

2π

∫π
−π

(
1+ 2 cos(k s) rk

)
ds

)
= 1+

1

π

∞∑
k=1

rk
∫π
−π

cos(k s)ds . (8.367)

Notemos que, para cada k ∈ N, temos que:∫π
−π

cos(k s)ds =
1

k
sen(k s)

∣∣∣∣s=π
s=−π

= 0 . (8.368)

Logo, para cada (r , θ) ∈ [0 , 1)× R, subtituindo (8.368) e (8.367), obteremos

1

2 π

∫π
−π

P(r , θ− t)dt = 1 ,

ou seja, a identidade (8.362), completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Por �m, temos o:

Lema 8.369 Na situa�c~ao acima temos que ,

v(r , ·) → g , quando r→ 1− ,

uniformemente em R.

Demonstração:

Deveremos mostrar que, dado ε > 0, podemos encontrar η > 0, de modo que

se r ∈ (1− η , 1) , teremos: |v(r , θ) − g(θ)| < ε , (8.370)



494 CAP�ITULO 8. APLICAC� ~AO DE S�ERIE DE FOURIER �AS EDP'S

para todo θ ∈ R.
Notemos que, para cada (r , θ) ∈ [0 , 1)× R, segue que:

v(r , θ) − g(θ)
(8.340)
=

1

2π

∫π
−π

g(t)Pr(θ− t)dt− g(θ)

=
1

2π

∫π
−π

g(t)Pr(θ− t)dt− g(θ)
1

2 π

∫π
−π

Pr(θ− t)dt︸ ︷︷ ︸
(8.340)

= 1

=
1

2π

∫π
−π

[g(t) − g(θ)] Pr(θ− t)dt . (8.371)

Logo, para cada (r , θ) ∈ [0 , 1)× R, teremos:

|v(r , θ) − g(θ)|
(8.371)
=

∣∣∣∣ 12π
∫π
−π

[g(t) − g(θ)] Pr(θ− t)dt

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫π
−π

|g(t) − g(θ)| |Pr(θ− t)|︸ ︷︷ ︸
(8.361)

= Pr(θ−t)>0

dt

⟨ s
.
= θ− t , logo: ds = −dt

t = −π , logo: s = θ+ π

t = π , logo: s = θ− π

⟩
=

1

2π

∫ θ−π
θ+π

|g(θ− s) − g(θ)| Pr(s) (−ds)

P(r , .) �e 2 π-per. e o item 1. da Obs. (7.128)
=

1

2π

∫π
−π

|g(θ− s) − g(θ)| Pr(s)ds . (8.372)

Como a fun�c~ao g �e cont��nua em [−π , π] e 2π-peri�odica (veja (8.300)) , segue que ela ser�a

uma fun�c~ao uniformemente cont��nua em R.
Logo, podemos encontrar δ ∈

(
0 ,
π

2

)
tal que, se

θ , θ ′ ∈ R , satisfazem, |θ− θ ′| < δ ,

segue que: |g(θ) − g(θ ′)| <
ε

2
. (8.373)

Al�em disso, a fun�c~ao g �e limitada em R, ou seja, podemos encontrarM > 0, de modo que

|g(θ)| ≤M, para todo θ ∈ R . (8.374)
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Com isto, para cada (r , θ) ∈ [0 , 1)× R, teremos:

|v(r , θ) − g(θ)|
(8.372)

≤ 1

2π

∫π
−π

|g(θ− s) − g(s)| Pr(s)ds

=
1

2π

∫−δ

−π

|g(θ− s) − g(s)| Pr(s)ds

+
1

2 π

∫ δ
−δ

|g(θ− s) − g(s)| Pr(s)ds

+
1

2 π

∫π
δ

|g(θ− s) − g(s)| Pr(s)ds . (8.375)

Mas, para cada (r , θ) ∈ [0 , 1)× R, segue que:

∫−δ

−π

|g(θ− s) − g(s)|︸ ︷︷ ︸
(8.374)

≤ 2M

Pr(s)ds ≤ 2M
∫−δ

−π

Pr(s)ds

⟨ t
.
= −s , logo: dt = −ds

s = −π , logo: t = π

s = −δ , logo: t = δ

⟩
= 2M

∫ δ
π

Pr(−t) (−dt)

Pr �e fun�c~ao par (veja (8.355))
= 2M

∫π
δ

Pr(t)dt , (8.376)∫ δ
−δ

|g(θ− s) − g(s)|︸ ︷︷ ︸
s∈(−δ ,δ) e (8.373)

≤ ε
2

Pr(s)ds ≤
ε

2

∫ δ
−δ

Pr(s)ds

(8.361)
= Pr(s)>0

≤ ε

2

∫π
−π

Pr(s)ds︸ ︷︷ ︸
(8.362)

= 2 π

= π ε , (8.377)

∫π
δ

|g(θ− s) − g(s)|︸ ︷︷ ︸
(8.374)

≤ 2M

Pr(s)ds ≤ 2M
∫π
δ

Pr(s)ds . (8.378)

Logo, para cada (r , θ) ∈ [0 , 1)× R, substituindo-se (8.376), (8.377) e (8.378) em (8.375),

obteremos

|v(r , θ) − g(θ)| ≤ ε

2
+
2M

π

∫π
δ

Pr(s)ds . (8.379)
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Notemos que, para

s ∈ (δ , π] ,

segue que: cos(s) ≤ cos(δ) ,

ou seja, 1− 2 r cos(s) + r2 ≥ 1− 2 r cos(δ) + r2 > 0 . (8.380)

Logo, para s ∈ (δ , π], teremos:

Pr(s)
(8.354)
=

1− r2

1− 2 r cos(s) + r2

(8.380)

≤ 1− r2

1− 2 r cos(δ) + r2

(8.354)
= Pr(δ) . (8.381)

Portanto, para cada (r , θ) ∈ [0 , 1)× R, segue que:

|v(r , θ) − g(θ)|
(8.378)

≤ ε

2
+
2M

π

∫π
δ

Pr(s)ds

(8.381)

≤ ε

2
+
2M

π

∫π
δ

Pr(δ)ds

≤ ε

2
+
2M

π
(π− δ) Pr(δ) . (8.382)

Por �m, quando r→ 1−, segue que:

Pr(δ) =
1− r2

1− 2 r cos(δ) + r2︸ ︷︷ ︸
r→1−→ 2−2 cos(δ)̸=0 , pois δ>0

−→ 0 .

Notemos que δ > 0, não depende de θ (veja (8.373)).

Logo, existir�a η > 0, de modo que

r ∈ (1− η , 1) ,

teremos: Pr(δ) <
π

4M (π− δ)
ε . (8.383)

Portanto, para

r ∈ (1− η , 1) ,

segue que: |v(r , θ) − g(θ)|
(8.382)
<

ε

2
+
2M

π
(π− δ) Pr(δ)

(8.383)
<

ε

2
+
2M

π

π

4M (π− δ)
ε

=
ε

2
= ε ,
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para todo θ ∈ R, mostrando (8.370) e completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Podemos agora fazer a demonstra�c~ao do Teorema (8.335).

Basta para isto notar que, pelos Lemas (8.357), (8.359) e o fato que, para cada r ∈ [0 , 1),

a fun�c~ao P(r , ·) �e 2π-peri�odica, teremos que a fun�c~ao v dada por (8.341) ser�a solu�c~ao do

nosso problema, se de�nirmos

v(1 , θ)
.
= g(θ) , para cada θ ∈ R .

Observação 8.384

1. Do Teorema (8.335) e do Lema (8.357), segue que

u ∈ C∞(Ω ; R) .

Na verdade pode-se mostrar que

u ∈ Cω(Ω ; R) ,

mais precisamente, a fun�c~ao u �e a parte real de uma fun�c~ao

F : Ω ⊆ R2 ∼ C → C ,

que �e holomorfa em Ω, ou seja, sua s�erie de Taylor, em cada ponto Po ∈ Ω, na
forma complexa, �e convergente para a fun�c~ao F, em alguma vizinhan�ca do ponto

Po contida em Ω, onde Ω �e o interior do c��rculo unit�ario centrado na origem.

8.4 Exerćıcios
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Caṕıtulo 9

Convolução, núcleo de Dirichlet, núcleo
de Féjer, núcleo de Poison

Neste cap��tulo trataremos da opera�c~ao de convolu�c~ao para fun�c~oes peri�odicas e suas aplica�c~oes

no estudo da convergência uniforme da s�erie de Fourier associada a uma fun�c~ao peri�odica

"bem comportada".

9.1 Convolução

Antes de introduzir o conceito de concolu�c~ao para fun�c~oes peri�odicas daremos o

Definição 9.1 Seja I ⊆ R um intervalo.

Diremos que a fun�c~ao f : I → R �e uniformemente cont́ınua em I se, dado ε > 0,

podemos encontrar δ = δ(ε) > 0, de modo que

para |x− y| < δ , com x , y ∈ I , tenhamos |f(x) − f(y)| < ε . (9.2)

Observação 9.3 Vale observarmos que se a fun�c~ao f : I→ R �e uniformemente cont��nua

em I, ent~ao ela ser�a cont��nua em I.

A rec��proca deste fato �e falsa, ou seja, existem fun�c~oes f : I→ R que s~ao cont��nuas

em I mas não s~ao uniformemente cont��nuas em I.

Como exempl,o temos a fun�c~ao f : R → R dada por

f(x)
.
= x2 , para cada x ∈ R .

A fun�c~ao f �e cont��nua em R, mas não �e uniformemente cont��nua em R.
A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Temos o seguinte resultado:

499
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Proposição 9.4 Se a fun�c~ao f : [a , b] → R �e cont��nua em [a , b], ent~ao ela ser�a unifor-

memente cont��nua em [a , b].

Demonstração:

A demonstra�c~ao foi vista em An�alise I.

�

Observação 9.5

1. Al�em da fun�c~ao f ser cont��nua, a propriedade que o dom��nio da fun�c~ao f deve

satisfazer, para valer a conclus~ao da Proposi�c~ao (9.4) acima, �e que ele dever ser

um subconjunto compacto de R.

Tal conceito �e estudado em An�alise I.

2. Vimos anteriormente que o conjunto Cper(2 L) pode ser identi�cado, de modo na-

tural, com o conjunto

{f ∈ C([−L , L] ; R) ; f(−L) = f(L)} .

Como consequência da Proposi�c~ao (9.4) acima, temos o:

Corolário 9.6 Se f ∈ Cper(2 L), ent~ao a fun�c~ao f ser�a uniformemente cont��nua em R.

Podemos agora introduzir a

Definição 9.7 Sejam f, g ∈ SCper(2 L).
De�nimos a convolução da função f com a função g, indicada por f ∗ g, como sendo

a fun�c~ao f ∗ g : R → R, dada por

(f ∗ g)(x) .= 1

2 L

∫L
−L

f(y)g(x− y)dy . (9.8)

Observação 9.9 Como f , g ∈ Cper(2 L) segue que, para cada xo ∈ R �xado, a fun�c~ao

y 7→ f(y)g(xo − y)

ser�a uma fun�c~ao cont��nua por partes em R, na verdade esta fun�c~ao pertencer�a a

SCper(2 L) (isto �e, tambem ser�a 2 L-peri�odica).

Logo existir�a a integral da mesma no intervalo [−L , L], mostrando que (f∗g)(x) est�a
bem de�nida, para cada x ∈ R.

Com isto temos a:

Proposição 9.10 Sejam f , g , h ∈ SCper(2 L) e α ∈ R. Ent~ao
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1. f ∗ g ∈ Cper(2 L) ;

2. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h);

3. f ∗ g = g ∗ f;

4. (f+ g) ∗ h = f ∗ h+ g ∗ h ;

5. (α · f) ∗ g = α · (f ∗ g) .

Demonstração:

De 1.:

Observemos que, de (9.8), segue que a fun�c~ao f ∗ g �e 2 L-peri�odica.

De fato, pois, para cada x ∈ R, temos que:

(f ∗ g)(x+ 2 L) (9.8)
=

1

2 L

∫L
−L

f(y) g[(x+ 2 L) − y]︸ ︷︷ ︸
=g[(x−y)+2 L]

g �e 2 L-per.
= g(x−y)

dy

=
1

2 L

∫ L
−L

f(y)g(x− y)dy

(9.8)
= (f ∗ g)(x) . (9.11)

Mostremos agora que a fun�c~ao f ∗ g �e uma fun�c~ao cont��nua em R, ou seja, �e cont��nua em

xo ∈ R.
Para isto notemos que, como as fun�c~oes f e g s~ao seccionalmente cont��nuas e 2 L-peri�odicas,

segue que elas dever~ao ser limitadas em R, ou seja, existem M,N ≥ 0, tais que

|f(y)| ≤M e |g(y)| ≤ N, para cada y ∈ R . (9.12)

Consideremos uma parti�c~ao P, do intervalo [−L , L], isto �e,

P .
= {yo

.
= −L , · · · , yj , · · · , yn

.
= L} , (9.13)

de modo que, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , n}, as fun�c~oes

y 7→ f(y) ,

y 7→ g(xo − y) , para cada y ∈ (yj−1 , yj) (9.14)

sejam fun�c~oes cont��nuas em

(yj−1 , yj)

e existam os seus respectivos limites laterais,

quando y→ y+j−1 e quando y→ y−j .
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A existência de tal parti�c~ao do intevalor [−L , L], decorre do fato que as fun�c~oes f e g s~ao

cont��nuas por partes em qualquer intervalo [a , b] ⊆ R.
Dado ε > 0, consideremos η > 0, de modo que

η <
yj − yj−1

2
, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , n} , (9.15)

η <
L

4nMN
ε . (9.16)

Para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , n}, consideremos o intervalo

Ij
.
= [xo − yj , xo − yj−1] (9.17)

e a fun�c~ao gj : Ij → R. dada por

gj(x)
.
=


g(x) , para cada x ∈ (xo − yj , xo − yj−1) ,

lim
y→(xo−yj)+

g(y) , para x = xo − yj ,

lim
y→(xo−yj−1)−

g(y) , para x = xo − yj−1

. (9.18)

Com isto, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , n}, da de�ni�c~ao da fun�c~ao gj (ou seja, (9.18)) segue

que

gj ∈ C(Ij ; R) .

Logo, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , n}, pela Proposi�c~ao (9.4), segue que a fun�c~ao gj ser�a

uniformemente cont��nua em Ij.

Logo, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , n}, podemos encontrar δj > 0, de modo que

se y , z ∈ Ij , satisfaz |y− z| < δj ,

teremos: |gj(y) − gj(z)| <
ε

2M
. (9.19)

Seja

δ
.
= min{η , δj ; j ∈ {1 , 2 , · · · , n}} . (9.20)

Assim, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , n}, de (9.15), segue que

yj−1 + 2 η < yj ,

ou seja, yj−1 + η < yj − η .

Al�em disso, para y ∈ [yj−1 + η , yj − η] e |h| < δ , (9.21)

isto �e, − yj−1 − η
(1)
> −y

(2)
> η− yj e δ

(3)
> h

(4)
> −δ , (9.22)

teremos:
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(i) A�rmamos que

xo + h− y ∈ Ij . (9.23)

De fato, pois

xo +

(4) em (9.22)
> −δ︷︸︸︷
h −y > xo − δ

(2) em (9.22)
> −yj︷︸︸︷
−y

> xo −δ+ η︸ ︷︷ ︸
(9.20)

≥ 0

−yj

≥ xo − yj , (9.24)

xo +

(3) em
(9.22)
< δ︷︸︸︷

h −y < xo + δ

(1) em (9.22)
< −η−yi−1︷︸︸︷
−y

< xo + δ− η︸ ︷︷ ︸
(9.20)

≤ 0

−yj−1

≤ xo − yj−1 . (9.25)

Logo (9.24) e (9.25) implicar~ao que

xo − yj
(9.24)

≤ xo + h− y
(9.25)

≤ xo − yj−1 ,

que, de (9.17), �e o mesmo que: xo + h− y ∈ Ij .

(ii) Temos que

xo − y ∈ Ij . (9.26)

De fato, pois

xo − y
(2) em (9.22)

> xo + η︸︷︷︸
>0

−yj

> xo − yj , (9.27)

xo − y
(1) em (9.22)

< xo −η︸︷︷︸
<0

−yj−1

≤ xo − yj−1 . (9.28)

Logo (9.27) e (9.28), implicar~ao que

xo − yj
(9.27)

≤ xo − y
(9.28)

≤ xo − yj−1 ,

que, de (9.17), �e o mesmo que: xo − y ∈ Ij .
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(iii) Temos a seguinte desigualdade:

|(xo + h− y) − (xo − y)| = |h|

(9.21)
< δ

(9.20)

≤ δj . (9.29)

Logo se |h| < δ, segue que:

|(f ∗ g)(xo) − (f ∗ g)(xo + h)|
(9.8)
=

∣∣∣∣ 12 L
∫L
−L

f(y)g(xo − y)dy−
1

2 L

∫L
−L

f(y)g(xo + h− y)dy

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 12 L

∫L
−L

f(y) [g(xo − y) − g(xo + h− y)]dy

∣∣∣∣
≤ 1

2 L

∫ L
−L

|f(y) [g(xo − y) − g(xo + h− y)]| dy

=
1

2 L

∫L
−L

|f(y)|︸ ︷︷ ︸
(9.12)

≤ M

|g(xo − y) − g(xo + h− y)|dy

≤ M

2L

∫ L
−L

|g(xo − y) − g(xo + h− y)|dy

(9.13)

≤ M

2L

n∑
j=1

∫yj
yj−1

|g(xo − y) − g(xo + h− y)|dy︸ ︷︷ ︸
.
=Aj

. (9.30)

Notemos que, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , n}, teremos:

Aj =

∫yj
yj−1

|g(xo − y) − g(xo + h− y)|dy

=

∫yj−1+η
yj−1

|g(xo − y) − g(xo + h− y)|︸ ︷︷ ︸
≤|g(xo−y)|+|g(xo+h−y)|

(9.12)

≤ N+N

dy+

∫yj−η
yj−1+η

| g(xo − y)︸ ︷︷ ︸
(ii) e (9.18)

= gj(xo−y)

− g(xo + h− y)︸ ︷︷ ︸
(i) e (9.18)

= gj(xo+h−y)

|dy

+

∫yj
yj−η

|g(xo − y) − g(xo + h− y)|︸ ︷︷ ︸
≤|g(xo−y)|+|g(xo+h−y)|

(9.12)

≤ N+N

dy

≤ 2N
∫yj−1+η
yj−1

dy+

∫yj−η
yj−1+η

|gj(xo − y) − gj(xo + h− y)|dy+ 2N

∫yj
yj−η

dy

≤ 2N (yj−1 + η− yj−1) +

∫yj−η
yj−1+η

|gj(xo − y) − gj(xo + h− y)|︸ ︷︷ ︸
(9.29) e (9.19)

≤ ε
2M

dy+ 2N (yj − yj + η)
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≤ 4Nη+ ε

2M

∫yj−η
yj−1+η

dy = 4Nη+
ε

2M
(yj − η− yj−1 − η︸ ︷︷ ︸
=yj−yj−1−2η<yj−yj−1

)

≤ 4Nη+ ε

2M
(yj − yj−1) . (9.31)

Substituindo (9.31) em (9.30) obteremos

|(f ∗ g)(xo) − (f ∗ g)(xo + h)| ≤
M

2L

n∑
j=1

[
4Nη+

ε

2M
(yj − yj−1)

]
=
2MN

L
η︸︷︷︸

(9.16)

≤ L
4MN

ε

n∑
j=1

1︸ ︷︷ ︸
=n

+
ε

4 L

n∑
j=1

(yj − yj−1)︸ ︷︷ ︸
=2 L

≤ 2MNn

L

L

4nMN
ε+

ε

4 L
2 L

=
ε

2
+
ε

2

= ε ,

mostrando que a fun�c~ao f ∗ g �e cont��nua em xo ∈ R.
Portanto

f ∗ g ∈ Cper(2L) ,

completando a demonstra�c~ao do item 1. .

De 2.:

Notemos que, para cada x ∈ R, temos:

[(f ∗ g) ∗ h](x) (9.8)
=

1

2 L

∫L
−L

(f ∗ g)(y)h(x− y)dy

=
1

2 L

∫L
−L

[
1

2 L

∫L
−L

f(y)g(y− z)dz

]
h(x− y)dy

Teor. Fubini em SCper(2 L)
=

1

2 L

∫L
−L

f(y)

[
1

2 L

∫L
−L

g(y− z)h(x− y)dz

]
dy⟨ t

.
= y− z , logo: dt = dy ,

y = −L , logo: t = −L− z ,

y = L , logo: t = L− z

⟩

1

2 L

∫L
−L

f(y)


1

2 L

∫L−z
−L−z

g(t)h(x− t− z)dt︸ ︷︷ ︸
g ,h s~ao 2 L-per. e o item 1. da Obs. (7.128)

=
∫L
−L g(t)h(x−t−z)dt

 dy
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=
1

2 L

∫L
−L

f(y)

 12 L
∫L
−L

g(t)h(x− t− z)dt︸ ︷︷ ︸
(9.8)
= (g∗h)(x−y)

 dy

=
1

2 L

∫L
−L

f(y) (g ∗ h)(x− y)dy

(9.8)
= [f ∗ (g ∗ h)](x) ,

completando a demonstra�c~ao de o item 2. .

De 3.:

Notemos que, para cada x ∈ R, temos

(f ∗ g)(x) (9.8)
=

1

2 L

∫ L
−L

f(y)g(x− y)dy

⟨ z
.
= x− y , logo: dz = −dy ,

y = −L , logo: t = x+ L ,

y = L , logo: t = x− L

⟩
=

1

2 L

∫ x−L
x+L

f(x− z)g(z) (−dz)

=
1

2 L

∫ x+L
x−L

f(x− z)g(z)dz︸ ︷︷ ︸
g ,h s~ao 2 L-per. e o item 1. da Obs. (7.128)

=
∫L
−L g(z) f(x−z)dz

=
1

2 L

∫L
−L

g(z) f(x− z)dz

(9.8)
= (g ∗ f)](x) ,

completando a demonstra�c~ao do item 3. .

De 4.:

Observemos que, para cada x ∈ R, temos

[(f+ g) ∗ h](x) (9.8)
=

1

2 L

∫L
−L

(f+ g)(y)h(x− y)dy

=
1

2 L

∫L
−L

[f(y)h(x− y) + g(y)h(x− y)] dy

=
1

2 L

∫L
−L

f(y)h(x− y) +
1

2 L

∫L
−L

g(y)h(x− y)dy

(9.8)
= [f ∗ h+ g ∗ h](x) ,

completando a demonstra�c~ao do item 4. .
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De 5.:

Para cada x ∈ R, temos

[(α · f)g](x) (9.8)
=

1

2 L

∫L
−L

(α · f)(y)g(x− y)dy

=
1

2 L

∫ L
−L

α f(y)g(x− y)dy

= α

[
1

2 L

∫L
−L

f(y)g(x− y)dy

]
(9.8)
= α · (f ∗ g)(x) ,

completando a demonstra�c~ao do item 5. e do resultado.

�
Outra propriedade importante da convolu�c~ao �e dada pela:

Proposição 9.32 Sejam f, g ∈ SCper(2L). Ent~ao

(̂f ∗ g) (n) = f̂ (n) ĝ (n) , para cada n ∈ Z . (9.33)

Resolução:

Notemos que, da Proposi�c~ao (9.10) acima, segue que

(f ∗ g) ∈ Cper(2 L) .

Logo podemos calcular os coe�cientes de Fourier (complexos) associados �a fun�c~ao f ∗ g.
Al�em disso, para cada n ∈ Z, temos:

(̂f ∗ g)(n) (7.215)
=

1

2 L

∫L
−L

(f ∗ g)(x) e−i
nπ
L
x dx

(9.8)
=

1

2 L

∫ L
−L

[
1

2 L

∫L
−L

f(y)g(x− y)dy

]
e−i

nπ
L
x dx

Teor. Fubini em SCper(2 L)
=

1

(2 L)2

∫L
−L

[∫L
−L

f(y)g(x− y) e−i
nπ
L
x dx

]
dy

=
1

2 L

∫L
−L

f(y) e−i
nπ
L
y

[
1

2 L

∫L
−L

g(x− y) e−i
nπ
L
x ei

nπ
L
y dx

]
dy

=
1

2 L

∫L
−L

f(y) e−i
nπ
L
y

[
1

2 L

∫L
−L

g(x− y) e−i
nπ
L

(x−y) dx

]
dy
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⟨ z
.
= x− y , logo: dz = dx ,

x = −L , logo: z = −L− y ,

x = L , logo: z = L− y

⟩

=

[
1

2 L

∫L
−L

f(y) e−i
nπ
L
y

]  1
2 L

∫L−y
−L−y

g(z) e−i
nπ
L
z︸ ︷︷ ︸

2L−per. e o item 1. da Obs. (7.128)

dz

 dy

=
1

2 L

∫L
−L

f(y)e−i
nπ
L
y

 12 L
∫L
−L

g(z) e−i
nπ
L
z dz︸ ︷︷ ︸

(7.215)
= ĝ(n)

 dy

=
1

2 L

∫L
−L

f(y) e−i
nπ
L
y dy︸ ︷︷ ︸

(7.215)
= f̂(n)

ĝ(n)

= f̂ (n) ĝ (n) , (9.34)

como quer��amos demonstrar.

�

Observação 9.35

1. A Proposi�c~ao (9.10) nos diz que a transforma�c~ao

∗ : SCper(2 L)× SCper(2 L) → Cper(2 L)

�e bilinear e sim�etrica.

2. A Proposi�c~ao (9.32) acima, nos diz que a tranformada de Fourier " ̂ ", leva a

convolu�c~ao de duas fun�c~oes peri�odicas secionalmente cont��nuas, no produto das

respectivas transformadas de Fourier de cada uma das fun�c~oes envolvidas.

9.2 Núcleo de Dirichlet

Temos as seguintes observa�c~oes:

Observação 9.36
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1. Com a opera�c~ao de convolu�c~ao entre duas fun�c~oes de SCper(2 L), de�nida em (9.8),

podemos escrever os Teoremas sobre a convergência da s�erie de Fourier, estudados

nas se�c~oes 7.5 e 7.6, de um modo diferente, como veremos adiante.

Antes de fazer isto, para simpli�car, observamos que a mudan�ca de vari�aveis

[−L , L] → [−π , π]

x 7→ y
.
=
πx

L

,

leva, isometricamente (e bijetivamente), o intervalo, [−L , L] no intervalo [−π , π].

Desta forma podemos considerar, sem perda de generalidade,

L = π ,

nas s�eries de Fourier a seguir.

Em particular, a s�erie de Fourier de uma fun�c~ao f ∈ SCper(2π), na forma com-

plexa, tornar-se-�a:

S[f](x)
.
=

∞∑
n=−∞ f̂ (n) e

i n x

= lim
N→∞

N∑
n=−N

f̂ (n) ei n x , (9.37)

onde, para cada n ∈ Z, temos

f̂(n)
.
=

1

2π

∫π
−π

f(x) e−i n x dx . (9.38)

2. Seja f ∈ SCper(2π).

Para cada N ∈ Z+, denotemos por

S[f ; N](x)

a N-�esima soma parcial da s�erie de Fourier, associada �a fun�c~ao f, na forma

complexa, isto �e

S[f ; N](x)
.
=

N∑
n=−N

f̂(n) ei n x . (9.39)
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Notemos que, para cada N ∈ Z+, teremos que

S[f ; N](x) =

N∑
n=−N

f̂(n) e−i n x

(9.38)
=

N∑
n=−N

[
1

2π

∫π
−π

f(y) ei n y dy

]
e−inx

propriedade da integral de�nida
=

1

2π

∫π
−π

f(y)

[
N∑

n=−N

ei n (x−y)

]
dy , (9.40)

para cada x ∈ [−π , π] .

Com isto podemos introduzir a:

Definição 9.41 Para cada N ∈ Z+, de�namos a fun�c~ao DN : R → C, dada por

DN(x)
.
=

N∑
n=−N

ei n x , para cada x ∈ R , (9.42)

que ser�a denominada núcleo de Dirichlet de ordem N.

Observação 9.43

1. Deste modo, para cada N ∈ Z+, de (9.40) e (9.42), segue que a identidade (9.39),

tornar-se-�a:

S[f ; N](x) =
1

2π

∫π
−π

f(y)DN(x− y)dy , para cada x ∈ R , (9.44)

ou seja,

S[f ; N](x) = (f ∗DN)(x) , para cada x ∈ R . (9.45)

2. A�rmamos que, para cada N ∈ Z+, a fun�c~ao DN : R → R, isto �e,

DN(x) ∈ R , para cada x ∈ R , (9.46)

ou ainda, o n�ucleo de Dirichlet de ordem N �e uma fun�c~ao a valores reais.
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De fato, pois, para cada x ∈ R, teremos

DN(x)
(9.42)
=

N∑
n=−N

ei n x

=

k
.
=−n︷ ︸︸ ︷

−1∑
n=−N

ei n x+

=e0=1︷︸︸︷
ei·0·x +

N∑
n=1

ei n x

=

N∑
k=1

e−i k x + 1+

N∑
n=1

ei n x

= 1+

N∑
n=1

 e−i n x + ei n x︸ ︷︷ ︸
=[cos(nx)−i sen(nx)]+[cos(nx)+i sen(nx)]=2 cos(nx)


= 1+ 2

N∑
n=1

cos(nx) ∈ R , (9.47)

mostrando, em particular, que (9.46) ocorre.

3. Com isto o Teorema da convergência pontual da s�eria de Fourier (isto �e, o Teo-

rema (7.307)) pode ser escrito na seguinte forma:

Seja f ∈ SCper(2π) uma fun�c~ao diferenci�avel em (−π , π), exceto em um n�umero

�nto de pontos em (−π , π), de modo que f ′ ∈ SCper(2π).

Ent~ao, para cada xo ∈ R, teremos:

(f ∗DN)(xo) −→ f (x+o ) + f (x
−
o )

2
, quando N→ ∞ . (9.48)

4. De modo semelhante, o Teorema da convergência uniforma da s�eria de Fourier

(isto �e, o Teorema (7.364)) pode ser escrito na seguinte forma:

Seja f ∈ Cper(2π) uma fun�c~ao diferenci�avel em (−π , π), exceto em um n�umero

�nto de pontos em (−π , π), de modo que f ′ ∈ SCper(2π).

Ent~ao, para cada x ∈ R teremos:

(f ∗DN)(x) −→ f(x) , quando N→ ∞ , (9.49)

uniformemente em R.
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9.3 Convergência da série de Fourier no sentido de Cèsaro

e o núcleo de Fejér

A seguir trataremos de outros modos de convergência da s�erie de Fourier associada a uma

fun�c~ao peri�odica.

Como foi mencionado anteriormente, existem fun�c~oes cont��nuas 2π-peri�odicas, cuja s�erie

de Fourier diverge em um conjunto enumer�avel contido em [−π , π].

No entanto podemos introduzir outros modos de estudar a convergência para uma s�erie

de fun�c~oes de modo que uma s�erie de fun�c~oes que n~ao era convergente em um "certo modo",

poder�a ser convergente, relativamente a um "outro modo".

Um desses modos �e dado pela seguinte:

Definição 9.50 Dada a s�erie de Fourier associada a uma fun�c~ao f ∈ SCper(2 L), diremos

que esta �e convergente (ou somável) no sentido de Cèsaro em xo ∈ R, se para cada

N ∈ Z+, considerando-se a fun�c~ao σN : R → C, dada por

σN[f ; N](x)
.
=

1

N+ 1

N∑
j=0

S[f ; j](x) , para cada x ∈ R , (9.51)

onde, para cada j ∈ N, temos que a fum�c~ao S[f ; j](x) �e dada por (9.39) (ou (9.44), ou

ainda (9.45)), existir o limite

lim
N→∞σ[f ; N](xo) . (9.52)

Observação 9.53

1. Notemos que, para cada N ∈ Z+ e x ∈ R,

σ[f ; N](x)

nada mais �e que a m�edia aritm�etica das somas parciais

S[f ; 0](x) , S[f ; 1](x) , · · · , S[f ; N](x) .

2. Observemos tamb�em que, para cada N ∈ Z+ e x ∈ R, teremos

σ[f ; N](x)
(9.51)
=

1

N+ 1

N∑
j=0

S[f ; j](x)

=
1

N+ 1
{S[f ; 0](x) + S[f ; 1](x) + · · ·+ S[f ; N](x)}

(9.45)
=

1

N+ 1
{(f ∗Do)(x) + (f ∗D1)(x) + · · ·+ (f ∗DN)(x)}

itens 4. e 5. da Proposi�c~ao (9.10)
=

(
f ∗

[
1

N+ 1

N∑
j=0

Dj

])
(x)

= (f ∗ KN)(x) , (9.54)
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onde a fun�c~ao KN : R → C �e de�nida por:

KN(x)
.
=

1

N+ 1

N∑
j=0

Dj(x) , para cada x ∈ R , (9.55)

que ser�a denominado núcleo de Féjer de ordem N.

3. Notemos que o n�ucleo de Fej�er de ordem N, �e a m�edia aritm�etica dos n�ucleos de

Dirichlet.

4. A�rmamos que, para cada N ∈ Z+, teremos:

KN(x) =

N∑
n=−N

(
1−

|n|

N+ 1

)
ei n x , para cada x ∈ R . (9.56)

A demonstra�c~ao desta identidade ser�a feita por indu�c~ao sobre N ∈ Z+.

Notemos que

� A identidade (9.55) �e verdadeira para N = 0 pois, para cada x ∈ R, temos

que:

Ko(x)
(9.56) com N=0

=
1

0+ 1

0∑
j=0

Dj(x)

= Do(x)

=

0∑
n=−0

ei n x

= 1 ,

e
0∑

n=−0

(
1−

|n|

0+ 1

)
ei n x = 1 ,

ou seja,

Ko(x) = 1 =

0∑
n=−0

(
1−

|n|

0+ 1

)
ei n x,

mostrando que a identidade (9.56) vale para N = 0.

� Suponhamos que a identidade (9.56) seja verdadeira para

N =M− 1 ,
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isto �e,

KM−1(x)
(9.56) com N=M−1

=

M−1∑
n=−(M−1)

(
1−

|n|

(M− 1) + 1

)
ei n x

=

M−1∑
n=−M+1

(
1−

|n|

M

)
einx , (9.57)

para cada x ∈ R.

Mostremos que a identidade (9.56) vale para

N =M.

Para isto, notemos que, para cada x ∈ R, teremos:

KM(x)
(9.55)
=

1

M+ 1

M∑
j=0

Dj(x)

=
1

M+ 1

[
M−1∑
j=0

Dj(x) +DM(x)

]

=
1

M+ 1

M

1

M

M−1∑
j=0

Dj(x)︸ ︷︷ ︸
(9.55)
= KM−1(x)

+DM(x)


=

1

M+ 1
[MKM−1(x) +DM(x)]

(9.57) e (9.42)
=

1

M+ 1

M M−1∑
n=−M+1

(
1−

|n|

M

)
ei n x +

M∑
n=−M

ei n x︸ ︷︷ ︸


=
1

M+ 1


M−1∑

n=−M+1

M

(
1−

|n|

M

)
︸ ︷︷ ︸

=M−|n|

ei n x + e−iMx +

M−1∑
n=−M+1

ei n x + eiMx

︸ ︷︷ ︸


=
1

M+ 1

[
M−1∑

n=−M+1

(M+ 1− |n|) ei n x + e−iMx + eiMx

]
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=
1

M+ 1

M−1∑
n=−(M−1)

(M+ 1− |n|) ei n x +
1

M+ 1
e−iMx +

1

M+ 1
eiMx

=
1

M+ 1

M−1∑
n=−(M−1)

(M+ 1− |n|) ei n x +

(
1−

|−M|

M+ 1

)
ei (−M) x +

(
1−

|M|

M+ 1

)
eiMx

=
1

M+ 1

M∑
n=−M

(M+ 1− |n|) ei n x

=

M∑
n=−M

(
1−

|n|

M+ 1

)
ei n x ,

completando a prova da v�alidade da identidade (9.56).

5. Como no caso do n�ucleo de Dirichlet, para cada N ∈ Z+, temos que a fun�c~ao

KN : R → R dada por (9.55) (ou (9.56)), ou seja,

KN(x) ∈ R , para cada x ∈ R , (9.58)

ou ainda, o n�ucleo de F�ejer de ordem N �e uma fun�c~ao a valores reais.

A veri�ca�c~ao deste fato �e simples e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Com isto podemos enunciar o seguinte resultado, cuja demonstra�c~ao ser�a omitida:

Teorema 9.59 Seja f ∈ Cper(2π).
Ent~ao sua s�erie de Fourier �e uniformemente convergente, no sentido de C�esaro,

para a fun�c~ao f em R, isto �e,

σN[f ; N] −→ f , quando N→ ∞ , (9.60)

uniformemente em R.

Vamos introduzir a:

Definição 9.61 Um polinômio trigonométrico �e uma combina�c~ao linear �nita, com

coe�cientes complexos, das fun�c~oes

Φn(x)
.
= ei n x , para cada x ∈ R e n ∈ Z . (9.62)
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Observação 9.63 Com a nomenclatura acima, para cada x ∈ R, temos que

σ[f ; N](x)
(9.54)
= (f ∗ KN)(x)

(9.55)
=

1

N+ 1

N∑
j=0

(f ∗Dj)(x)

(9.45)
=

1

N+ 1

N∑
j=0

S[f ; j](x)

(9.39)
=

1

N+ 1

N∑
j=0

[
j∑

n=−j

f̂(n) ei n x

]

=
1

N+ 1

N∑
j=0

j∑
n=−j

f̂(n)Φn(x) , (9.64)

ou seja, a fun�c~ao σ[f ; N] �e um polinômio trigonom�etrico.

Portanto, nesta con�gura�c~ao, o Teorema (9.59) implicar�a no famoso Teorema de aproxi-

mação de Weierstrass, a saber:

Corolário 9.65 Toda fun�c~ao cont��nua e 2π-peri�odica pode ser aproximada, uniforme-

mente, por um polinômio trigonom�etrico.

9.4 Convergência no sentido de Abel e núcleo de Poison

Nesta se�c~ao trataremos um "outro modo" de convergência da s�erie de Fourier, associada a

uma fun�c~ao peri�odica "bem comportada".

Como vimos na se�c~ao anterior, existem "outros modos" de estudar a convergência da s�erie

de Fourier, associada a uma fun�c~ao peri�odica "bem comportada".

"Outro modo" de estudar a convergência da s�erie de Fourier, associada a uma fun�c~ao

peri�odica �e dado pela:

Definição 9.66 Seja f ∈ SCper(2π).
Diremos que a s�erie de Fourier, associada a uma fun�c~ao f, �e convergente (ou somável)

no sentido de Abel para cada r ∈ [0, 1), a fun�c~ao Pr : R → R, dada por

P[f ; r](x)
.
=

∞∑
n=−∞ f̂(n) r

|n| ei n x , para cada x ∈ R . (9.67)

estiver bem de�nida, ou seja, a s�erie de fun�c~oes (9.67) for convergente, para cada

r ∈ [0 , 1), onde, para cada n ∈ Z, temos que

f̂(n)
.
=

1

2π

∫π
−π

f(x) e−i n x dx , para cada n ∈ Z . (9.68)
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Observação 9.69

1. Notemos que, para cada r ∈ [0 , 1) �xado, (9.67) nos fornece a m�edia geom�etrica

da s�erie de Fourier, associada a uma fun�c~ao f.

2. Notemos que, para cada x ∈ R, teremos:

P[f ; r](x)
(9.67)
=

∞∑
n=−∞ f̂(n) r

|n| einx

(9.68)
=

∞∑
n=−∞

[
1

2π

∫π
−π

f(y) e−i n y dy

]
r|n| ei n x

Cuidado!
=

1

2π

∫π
−π

f(y)

[ ∞∑
n=−∞ r|n| ei n (x−y)

]
dy

= (f ∗ Pr) (x) , (9.70)

onde, para cada r ∈ [0, 1), a fun�c~ao Pr : R → C �e dada por

Pr(x)
.
=

∞∑
n=−∞ r|n| ei n x , para cada x ∈ R , (9.71)

que ser�a denominado núcleo de Poison de ordem r, que foi estudado no Cap��tulo

anterior (veja (8.339) o que se segue).

3. Na resolu�c~ao da equa�c~ao de Laplace no disco unit�ario obtivemos (veja (8.334)),

para cada (r , θ) ∈ [0, 1)× R:

v(r , θ)
(8.334)
=

1

2π

∞∑
k=−∞

[∫π
−π

g(t)e−i k t dt

]
ei k θr|k|

Cuidado!
=

1

2 π

∫π
−π

g(t)

∞∑
k=0

[
e−i k (θ−t)|r|k

]
dt

(9.71)
=

1

2π

∫π
−π

g(t)Pr(θ− t)dt

= (g ∗ Pr)(θ) , (9.72)

e

v(1 , θ)
.
= g(θ) , para cada θ ∈ R .

9.5 Exerćıcios
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Caṕıtulo 10

As identidades de Green e a equação
de Laplace

Neste cap��tulo inciaremo o estudo da unicidade do problema da unicidade de solu�c~oes do

problema de Dirichlet

∆u = f , em Ω, (10.1)

u = g , em ∂Ω , (10.2)

u ∈ C2
(
Ω ; R

)
, (10.3)

onde Ω �e um um subconjunto aberto "bem comportado" de Rn e

g ∈ C2(∂Ω ; R) . (10.4)

Os resultados que apresentaremos a seguir valem em Rn.
Por�em, restringiremos os enunciados e demonstra�c~oes para o caso

n = 2 .

10.1 O Teorema de Green e da divergência

Come�caremos lembrando alguns conceitos importantes estudados anteriormente no curso de

Espa�cos M�etricos, a saber:

Definição 10.5 Seja S um subconjunto n~ao vazio de Rn.

1. Diremos que A ⊆ S �e um subconjunto aberto em S, se existir um subconjunto

A1, que seja um subconjunto aberto em (Rn , dRn), de modo que

A = A1 ∩ S ,

519
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onde dRn �e a m�etrica induzida pela norma usual, que ser�a indicada por ∥ · ∥, do
espa�co vetorial real (Rn ,+ , ·), como + e · as oper�c~oes usuais de adi�c~ao de n-uplas

e multiplica�c~ao de n�umero real por uma n-upla, respectivamente.

2. Diremos que F ⊆ S �e um subconjunto fechado em S, se existir um conjunto F1,

que seja subconjunto fechado em (Rn , dRn), tal que

A = F1 ∩ S .

3. Diremos que o conjunto S �e um subconjunto conexo em (Rn , dRn), se o conjunto

S não puder estar contido na reuni~ao disjunta de dois subconjuntos abertos de

(Rn , dRn) e n~ao vazios.

Pode-se mostrar que o conjunto S �e um subconjunto conexo em (Rn , dRn) se,

e somente se, se A ⊆ S �e um subconjunto aberto e fechado em S, implicar,

necessariamente, que

A = S ou A = ∅ .

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

4. Diremos que o conjunto S �e um subconjunto limitado em (Rn , dRn), se existir

R > 0, de modo que

S ⊆ B
(
O⃗ ; R

)
,

onde

B
(
O⃗ ; R

)
.
= {x ∈ Rn ; ∥x∥ < R} ,

e ∥ · ∥ denota a norma usual do espa�co vetorial real (Rn ,+ , ·).

Definição 10.6 Seja D um subconjunto, n~ao vazio, de Rn.

1. Diremos que o conjunto D �e um domı́nio em (Rn , dRn), se o conjunto D �e um

subconjunto aberto e conexo em (Rn , dRn).

2. Diremos que D ⊆ R2 �e um conjunto simplemente conexo (R2 , dR2), se ele n~ao

possue "buracos", ou seja, qualquer curva fechada que est�a contida em D, delimita

um regi~ao que tamb�em est�a contida em D.

A de�ni�c~ao precisa deste conceito envolve conceitos mais delicados as quais n~ao

ser~ao tratados neste contexto (a saber, a no�c~ao de curva contr�atil, homotopia e

outras).

Para o que segue, Ω um subconjunto aberto, n~ao vazio, de (Rn , dRn), m ∈ {2 , 3 , · · · } e
k ∈ Z+.
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Definição 10.7 Diremos que a fun�c~ao u ∈ C2(Ω ; R) �e uma função harmônica em Ω,

se

∆u(x) = 0 , para cada x ∈ Ω, (10.8)

onde

∆ =
∂2

∂x12
+ · · ·+ ∂2

∂xn2

=

n∑
j=1

∂2

∂xj2
. (10.9)

Seja

{e⃗1 , e⃗2 , · · · , e⃗n}

a base canônica do espa�co vetorial real (Rn ,+ , ·), ou seja, para cada j ∈ {1 , 2 , · · ·n}, temos

que

e⃗j
.
= (0 , · · · , 1︸︷︷︸

j-�esima posi�c~ao

, 0 , · · · 0) .

Definição 10.10

1. Diremos que uma fun�c~ao F⃗ : Ω→ Rm �e um campo vetorial real em Ω.

Neste caso, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · ,m}, existe uma fun�c~ao Fj : Ω → R, de modo

que

F⃗(x) = (F1(x) , F2(x) , · · · , Fm(x))
= F1(x) · e⃗1 + F2(x) · e⃗2 + · · ·+ Fm(x) · e⃗n , para cada x ∈ Ω. (10.11)

Para cada j ∈ {1 , 2 , · · · ,m}, a fun�c~ao

Fj : Ω→ R (10.12)

ser�a dita j-ésima componente do campo vetorial F⃗.

2. Diremos que um campo vetorial F⃗ : Ω→ Rm pertence �a classe Ck(Ω ; Rm), ou seja,

F⃗ ∈ Ck(Ω ; Rm) , (10.13)

se cada uma de suas fun�c~oes componentes pertencem a Ck(Ω ; R), ou seja, se

Fj ∈ Ck(Ω ; ,R) , (10.14)

para cada j ∈ {1 , 2 , · · · ,m}.
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Definição 10.15 Consideremos f ∈ C1(Ω ; R).
De�nimos o campo gradiente associado a função f, indicado por ∇f, como sendo

o campo vetorial ∇f : Ω→ Rn, dado por

∇f(x) .=
(
∂ f

∂x1
(x) ,

∂ f

∂x2
(x) , · · · , ∂ f

∂xn
(x)

)
=
∂ f

∂x1
(x) · e⃗1 +

∂ f

∂x2
(x) · e⃗2 + · · ·+ ∂ f

∂xm
(x) · e⃗n , para cada x ∈ Ω. (10.16)

Tamb�em denotaremos, eventualmente, o campo gradiente associado a uma fun�c~ao

f por grad(f).

Definição 10.17 Diremos que um campo vetorial F⃗ : Ω→ Rm provém de um potencial

em Ω, se existir uma fun�c~ao f ∈ C1(Ω ; R) tal que

∇f(x) = F⃗(x) , para cada x ∈ Ω, (10.18)

isto �e, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · ,m}, deveremos ter

∂ f

∂xj
(x) = Fj(x) , para cada x ∈ Ω, (10.19)

onde o campo vetorial F⃗ �e dado por (10.11).

Definição 10.20 Consideremos um campo vetorial F⃗ ∈ C1(Ω ; Rm).
De�nimos a divergência do campo vetorial F⃗, em Ω, indicado por ∇ • F⃗, como sendo

a fun�c~ao ∇ • F⃗ : Ω→ R dada por

∇ • F⃗(x) .=
m∑
j=1

∂ Fj

∂xj
(x) , para cada x ∈ Ω, (10.21)

onde o campo vetorial F⃗ �e dado por (10.11).

Tamb�em denotaremos o divergente de um campo vetorial F⃗ por div
(
F⃗
)
.

Observação 10.22

1. Notemos que se f ∈ C2(Ω ; R) ent~ao, para cada x ∈ Ω, teremos:

div [ grad(f)] (x) = ∇ • [∇f] (x)

(10.18) e (10.21)
=

n∑
j=1

∂

∂xj

[
∂ f

∂xj

]
(x)

=

n∑
j=1

∂2 f

∂x2j
(x)

(10.9)
= ∆f(x) . (10.23)
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Por isto utilizaremos, eventualmente, a seguinte nota�c~ao:

∇ 2 = ∆ . (10.24)

2. Em v�arias situa�c~oes que se apresentar~ao �a frente, ser�a conveniente estendermos

as de�ni�c~oes acima para subconjuntos fechados de (Rn , dRn).

Por exemplo, diremos que f ∈ C1
(
Ω ; R

)
se, e somente se, f ∈ C

(
Ω ; R

)
e existem

fun�c~oes

g1, · · · , gn ∈ C
(
Ω ; R

)
tais que, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , n}, temos que:

gj(x) =
∂ f

∂xj
(x) , para cada x ∈ Ω. (10.25)

3. Podemos estender alguns dos conceitos acima para fun�c~oes (ou campo vetoriais)

a valores complexos.

Deixaremos a elabora�c~ao dos mesmos como exerc��cio para o leitor.

Definição 10.26 Sejam γ : [a , b] → Ω uma curva parametrizada e k ∈ Z+ ∪ {∞}.

1. De�nimos o traço da curva parametrizada γ, como sendo o conjunto imagem

γ ([a , b]) ⊆ Ω, isto �e,

γ ([a , b])
.
= {γ(t) ; t ∈ [a , b]} . (10.27)

2. Diremos que a curva parametrizada γ : [a , b] → Ω pertence �a classe Ck([a , b] ; Ω),

ou seja,

γ ∈ Ck([a , b] ; Ω) .

se para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , n}, a j-�esima fun�c~ao componente da fun�c~ao γ pertencer

�a classe Ck([a , b] ; Ω), ou seja,

γj ∈ Ck([a , b] ; R) .

3. Diremos que a curva parametrizada γ : [a , b] → Ω �e suave, em Ω se, para cada

m ∈ N, temos

γ ∈ Cm([a , b] ; Ω) ,

ou seja,

γ ∈ C∞([a, b] ; Ω) . (10.28)
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4. Diremos que a curva parametrizada suave γ : [a , b] → Ω �e regular, em Ω, se o

vetor tangente �a curva parametrizada γ n~ao se anular nunca, ou seja,

γ ′(t) ̸= O⃗ , para cada t ∈ [a, b] . (10.29)

5. Diremos que a curva parametrizada γ : [a , b] → Ω �e fechada em Ω, se

γ(a) = γ(b) . (10.30)

6. Diremos que a curva parametrizada γ : [a , b] → Ω �e simples, em Ω, se para

t , s ∈ [a , b] tal que t ̸= s, teremos:

γ(t) ̸= γ(s) . (10.31)

7. Diremos que a curva parametrizada γ : [a , b] → Ω �e fechada e simples, em Ω se

para t , s ∈ (a , b), tal que t ̸= s, tenhamos

γ(t) ̸= γ(s) e γ(a) = γ(b) . (10.32)

Definição 10.33 Seja Ω um dom��nio limitado de (Rn , dRn), de modo que sua fronteria,

denotada por ∂Ω, �e o tra�co da curva parametrizada suave, fechada e simples, em Ω

(veja a �gura abaixo), ou seja, existe γ : [a , b] → Ω curva parametrizada suave, fechada

e simples, em Ω tal que

γ([a , b]) = ∂Ω .

Diremos que ∂Ω est�a orientada positivamente pela curva parametrizada γ, se ao

percorrer o tra�co da curva γ, o dom��nio Ω �ca �a "esquerda" da mesma (veja �gura

abaixo).

Ω

∂Ω
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Observação 10.34

1. O conceito de orienta�c~ao da fronteria, de�nido acima, pode ser melhor estabele-

cido.

Deixaremos a elabora�c~ao deste como exerc��cio para o leitor.

2. Podemos estender todas de�ni�c~oes acima para curvas parametrizadas suaves por

partes, em Ω, ou seja, para curvas parametrizadas γ : [a , b] → Ω, de modo que

exista uma parti�c~ao do intervalo [a , b], de modo que a restri�c~ao da fun�c~ao γ

a cada um dos sub-intervalos abertos de�nidos pela parti�c~ao, seja uma curva

parametrizada suave.

Podemos agora introduzir a:

Definição 10.35 Sejam γ : [a , b] → Ω uma curva parametrizada cont��nua e dife-

renci�avel em [a , b], exceto em um n�umero �nito de pontos de [a , b], e F⃗ : Ω → Rn

um campo vetorial cont��nuo em Ω.

De�nimos a integral de linha do campo vetorial F⃗, ao longo da curva parametri-

zada γ, indicada por

∫
γ

F⃗ • d⃗r, como sendo:

∫
γ

F⃗ • d⃗r .=
∫b
a

F⃗[γ(t)] • γ ′(t)dt . (10.36)

Observação 10.37 Na situa�c~ao da De�ni�c~ao (10.35) acima, se as componentes do campo

vetorial F⃗ s~ao as fun�c~oes Fj : Ω → R, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , n}, ent~ao denotatemos a

integral de linha (10.36) acima por:∫
γ

(F1 dx1 + · · ·+ Fn) dxn . (10.38)

Com as de�ni�c~oes e nota�c~oes a acima, podemos enunciar o seguinte resultado importante,

cuja demonstra�c~ao foi vista na disciplina de C�alculo II e, portanto, ser�a omitida:

Teorema 10.39 (de Green) Sejam Ω uma dom��nio limitado de
(
R2 , dR2

)
e P ,Q ∈

C(Ω ; R).
Suponhamos que:

1. a fronteira do conjunto Ω, ou seja, ∂Ω, �e o tra�co de uma curva parametrizada

fechada, simples, regular por partes, que indicaremos por γ : [a , b] → R2, que est�a

orientada positivamente, relativamente �a Ω;

2. existem e s~ao limitadas as derivadas parciais
∂P

∂x
,
∂Q

∂y
em Ω;
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3. existem as integrais duplas∫
Ω

∂Q

∂x
(x , y)dxdy e

∫
Ω

∂P

∂y
(x , y)dxdy .

Ent~ao existe a integral de linha

∫
γ

P dx+Qdy e al�em disso

∫
Ω

[
∂Q

∂x
(x , y) −

∂P

∂y
(x , y)

]
dxdy =

∫
γ

P dx+Qdy . (10.40)

Faremos algumas considera�c~oes relacionadas com o resultado acima na:

Observação 10.41

1. Notemos que o campo vetorial que utilizamos no lado direito da identidade (11.101)

acima �e F⃗ : Ω→ R2, dado por:

F⃗(x , y)
.
= P(x , y) · e⃗1 +Q(x , y) · e⃗2 , para cada (x , y) ∈ Ω, (10.42)

onde

e⃗1
.
= (1 , 0) e e⃗2 = (0 , 1) .

2. No caso em que o conjunto Ω, na hip�otese do Teorema de Green (isto �e, o Teorema

(10.39)), tem um n�umero �nito de "buracos" podemos, em algumas situa�c~oes,

reduzi-lo ao Teorema (10.39) acima, usando curvas auxiliares como, por exemplo,

na �gura abaixo, como visto na disciplina de C�alculo II.

Ω

Neste caso a integral dupla sobre Ω poder�a ser decomposta em um n�umero �nito de

integrais duplas sobre dom��nios sem "buracos", cujas fronteiras de cada um desses

subconjuntos, das partes da decomposi�c~ao, s~ao orientadas de modo conveniente
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(isto �e, positivamente) de modo a obter a mesma conclus~ao que o Teorema de

Green (isto �e, o Teorema (10.39)).

Conclusão: vale o Teorema de Green (isto �e, o Teorema (10.39)) para um dom��nio

limitado Ω de
(
R2 , dR2

)
, que possua um n�umero �nito de "buracos" e de modo

que, cada parte da fronteira de Ω, satisfa�ca a condi�c~ao 1. do Teorema de Green

(isto �e, o Teorema (10.39)).

3. O Teorema de Green (isto �e, o Teorema (10.39)) permanece v�alido para fun�c~oes

a valores complexos, isto �e, se as fun�c~oes P ,Q : Ω→ C s~ao tais que

P
.
= P1 + i P2 e Q

.
= Q1 + iQ2 , em Ω (10.43)

e cada um dos pares de fun�c~oes P1 , Q1 : Ω → R e P2 , Q2 : Ω →, a valores reais,

satisfazem as condi�c~oes 2. e 3. do Teorema de Green (isto �e, do Teorema (10.39))

ent~ao: ∫
Ω

[
∂Q

∂x
(x , y) −

∂P

∂y
(x , y)

]
dxdy =

∫
γ

P dx+Qdy , (10.44)

ou seja,∫
Ω

[
∂Q1

∂x
(x , y) −

∂P1

∂y
(x , y)

]
dxdy+ i

{∫
Ω

[
∂Q2

∂x
(x , y) −

∂P2

∂y
(x , y)

]
dxdy

}
=

∫
γ

P1 dx+Q1 dy+ i

(∫
γ

P2 dx+Q2 dy

)
. (10.45)

4. Suponhamos que o conjunto Ω e a curva parametrizada γ : [a , b] → Ω, dada por:

γ(t)
.
= (x(t) , y(t)) , para cada t ∈ [a , b] , (10.46)

satisfa�cam as condi�c~oes do Teorema de Green (isto �e, do Teorema (10.39)).

Consideremos Ω ⊆ R2, como um subconjunto de R3.

Isto pode ser feito, por exemplo, olhando o conjunto Ω como estando contido no

plano xOy, isto �e,

Ω
.
= {(x , y , 0) ; (x , y) ∈ Ω} .

De maneira semelhante como �zemos com o conjunto Ω, podemos considerar a

curva parametrizada γ : [a , b] → Ω ⊆ R2, em R3, ou seja, γ : [a , b] → Ω ser�a dada

por:

γ(t)
.
= (x(t) , y(t) , 0) , para cada t ∈ [a , b] . (10.47)

Notemos que a fun�c~ao γ tem todas as propriedades da fun�c~ao γ, em particular,

de (10.47), segue que

γ ′(t)
.
= (x ′(t) , y ′(t) , 0) , para cada t ∈ [a , b] . (10.48)
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Com isto podemos de�nir a fun�c~ao vetorial n⃗ : [a , b] → R3, dada por

n⃗(t)
.
=

γ ′(t)× k⃗∥∥∥γ ′(t)× k⃗
∥∥∥ , para cada t ∈ [a , b] , (10.49)

onde × denota o produto vetorial usual de R3 e

k⃗
.
= (0 , 0 , 1) = e⃗3 . (10.50)

Notemos que, da de�ni�c~ao do produto vetorial, segue que, para cada t ∈ [a , b], o

vetor n⃗(t) ser�a um vetor unit�ario e ortogonal aos vetores

k⃗ e γ ′(t) .

Como a curva parametrizada γ : [a , b] → R3 est�a orientada positivamente (relati-

vamente a Ω) segue (pela regra da m~ao direita) que, para cada t ∈ [a , b], o vetor

n⃗ = n⃗(t), ser�a um vetor normal unit�ario ao plano que cont�em o tra�co da curva γ

(ou seja, o plano xOy) e "aponta" para o exterior da curva γ, isto �e, de Ω (veja

a �gura abaixo).

-

6

	

x

y

z

z

�

9
�

6
k⃗

γ ′(t)

Ω

	

γ(t)

M
n⃗(t)
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Com isto, para cada t ∈ [a , b], teremos:

γ ′(t)× k⃗ (10.48) e (10.50)
=

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

x ′(t) y ′(t) 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
= y ′(t) · i⃗− x ′(t) · j⃗ . (10.51)

Logo, para cada t ∈ [a , b], teremos:

n⃗(t)
(10.49)
=

γ ′(t)× k⃗∥∥∥γ ′(t)× k⃗
∥∥∥

(10.51)
=

(y ′(t) ,−x ′(t) , 0)√
[y ′(t)]2 + [−x ′(t)]2 + 02

=
(y ′(t) ,−x ′(t) , 0)√
[y ′(t)]2 + [x ′(t)]2

, (10.52)

que denominaremos de vetor normal unitário à curva γ, no instante t ∈ [a , b].

5. Como vimos, no caso da curva parmetrizada γ : [a , b] → Ω ser uma curva fechada

e orientada positivamente, para cada t ∈ [a , b], o vetor n⃗(t) ser�a o vetor normal,

unit�ario e exterior ao tra�co da curva parametrizada γ.

6. Observemos que se γ : [a , b] → Ω �e uma curva parametrizada suave por partes,

ent~ao podemos de�nir, para cada t ∈ [a , b], o vetor n⃗(t), a menos de um n�umero

�nito de pontos de ∂Ω = γ([a , b]).

7. Lembremos tamb�em que uma curva parametrizada regular γ : [a , b] → Ω pode

ser sempre reparametrizada, pelo comprimento de arco, isto �e, podemos encontrar

uma reparametriza�c~ao β : J→ Ω do tra�co da curva γ, de modo que

∥β ′(s)∥ = 1 , para cada s ∈ J . (10.53)

De fato, como

γ ′(t) ̸= O⃗ , para cada t ∈ [a , b] ,

ent~ao, de�nido-se a fun�c~ao s : [a, b] → R, dada por:

s(t)
.
=

∫ t
a

∥γ ′(r)∥ dr , para cada t ∈ [a , b] , (10.54)

segue que a fun�c~ao s = s(t) �e continuamente diferenci�avel em [a , b] e como

s ′(t) = ∥γ ′(t)∥ > 0 , para cada t ∈ [a , b] . (10.55)
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Logo, a fun�c~ao s : [a , b] → R �e injetora, logo ser�a bijetora sobre sua imagem.

Como a fun�c~ao s �e cont��nua em [a , b], segue que

J
.
= s([a , b])

(10.54)
= [0 , L]

(onde L
.
=

∫b
a

∥γ ′(r)∥ dr) ser�a um intervalo fechado e limitado de (R , dR).

Novamente, como

s ′(t) ̸= 0 , para cada t ∈ [a , b] ,

segue, do Teorema da diferencia�c~ao da fun�c~ao inversa, visto na disciplina de

An�alise I, que a fun�c~ao inversa s−1 : s([a , b]) → [a , b] ser�a diferenci�avel em J
.
=

s([a , b]) e al�em disso, se

t = t(s) = s−1(s) ,

para cada s = s(t) ∈ J, teremos:

d s−1

ds
(s) =

d t

ds
(s)

Teor. da derivada da fun�c~ao inversa
=

1

d s

dt
(s)

(10.55)
=

1

∥γ ′(t(s))∥
. (10.56)

Logo considerando β : J→ Ω dada por

β(s)
.
= γ[t(s)] , para cada s ∈ J , (10.57)

segue que a curva parametrizada β ser�a uma curva parametrizada regular que tem

o mesmo tra�co da curva parametrizada γ (ou seja, uma reparametriza�c~ao do tra�co

da curva parametrizada γ) e, al�am disso, para cada s ∈ J, teremos:

β ′(s) =
dβ

ds
(s)

Regra da cadeia em (10.57)
=

dγ

dt
(t) · d t

ds
(s)

(10.56)
= γ ′(t)

1

∥γ ′(t)∥
, (10.58)

logo: ∥β ′(s)∥ (10.58)
=

∥∥∥∥γ ′(t)
1

∥γ ′(t)∥

∥∥∥∥
= 1

(10.59)

ou seja, (10.53) ocorre.
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8. Dada f ∈ C(Ω ; R), de�nimos a integral da função f, ao longo da curva γ, em

relação ao comprimento de arco, indicada por

∫
γ

f ds, como sendo:

∫
γ

f ds =

∫b
a

f[γ(t)] ∥γ ′(t)∥ dt

=

∫d
c

f[β(s)]ds , (10.60)

onde β : [c , d] → Ω �e uma reparametriza�c~ao do tra�co da curva parametrizada

regular γ : [a , b] → Ω, pelo comprimento de arco.

Com a nomenclatura acima podemos enunciar o Teorema da divergência, cuja demons-

tra�c~ao foi vista na disciplina C�alculo II, a saber:

Teorema 10.61 (da Divergência) Seja Ω um dom��nio limitado de
(
R2 , dR2

)
, cuja

fronteira �e uma reuni~ao �nita de curvas parametrizadas, regulares e orientadas positi-

vamente.

Suponhamos que o campo vetorial F⃗ ∈ C1
(
Ω ; R2

)
.

Ent~ao ∫
Ω

∇ • F⃗ dx dy =

∫
∂Ω

F⃗ • n⃗ ds , (10.62)

onde, para cada s ∈ J, o vetor

n⃗ = n⃗(s) ,

�e um vetor normal unitario exterior �a fronteira de Ω.

Observação 10.63 O Teorema da divergência vale no Rn.

10.2 As identidades de Green - Unicidade do problema

de Dirichlet

A seguir faremos aplica�c~oes do Teorema de Green (isto �e, o Teorema (10.39)) para ober as

importantes identidades de Green.

Come�caremos pelo:

Teorema 10.64 (1.a e 2.a identidades de Green) Sejam Ω um dom��nio limitado de(
R2 , dR2

)
, onde vale o Teorema da Divergência (isto �e, o Teorema (10.61)) e u , v ∈

C2
(
Ω ; R

)
.
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Ent~ao teremos:∫
Ω

(v∆u+∇v∇u) dxdy =

∫
∂Ω

v
∂u

∂n⃗
ds , (10.65)∫

Ω

(v∆u− u∆v) dxdy =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂n⃗
− u

∂ v

∂n⃗

)
ds , (10.66)

onde
∂

∂n⃗
denota a derivada direcional, na dire�c~ao do vetor unit�ario exterior �a fronteira

de Ω, isto �e, do vetor n⃗ = n⃗(s), para cada s ∈ J.

Demonstração:

Para mostrar a identidade (10.65) consideramos o campo vetorial F⃗ : Ω→ R2 dado por

F⃗
.
= v∇u , em Ω. (10.67)

Deste, pelas hip�otese, temos que o campo vetorial F⃗ ∈ C2
(
Ω ; R2

)
e, al�em disso,

∇ • F⃗ (10.67)
= ∇ • (v∇u)

Exerc��cio
= ∇v • ∇u+ v (∇ •∇u)

(10.23)
= ∇v • ∇u+ v∆u , em Ω. (10.68)

Logo, do Teorema da Divergência (isto �e, o Teorema (10.61)), segue que:∫
Ω

∇ • F⃗ dx dy (10.62)
=

∫
∂Ω

F⃗ • n⃗ ds

(10.67)
=

∫
∂Ω

(v∇u) • n⃗ ds∫
∂Ω

v ( ∇u • n⃗︸ ︷︷ ︸
propriedades do gradiente

=
∂u

∂n⃗

)ds

=

∫
∂Ω

v
∂u

∂n⃗
ds ,

que, juntamente com (11.15), mostra a identidade (10.65).

Para mostrar a identidade (10.66), notemos que:∫
Ω

(v∆u− v∆u) dxdy =

∫
Ω

(v∆u+∇v∇u) dxdy−

∫
Ω

(u∆v+∇v∇u) dxdy

(10.65)
=

∫
∂Ω

v
∂u

∂n⃗
ds−

∫
∂Ω

u
∂ v

∂n⃗
ds

=

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂n⃗
− u

∂ v

∂n⃗

)
ds ,
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mostrando a validade da identidade (10.66) e completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Como consequência temos o:

Corolário 10.69 Suponhamos que as hip�otese do Teorema da Divergência (isto �e, o

Teorema (10.61)) estejam satisfeitas e u ∈ C2
(
Ω ; R

)
�e tal que

∆u = 0 , em Ω. (10.70)

Ent~ao temos as seguintes identidades:∫
Ω

∥∇u∥2 dxdy =

∫
∂Ω

u
∂u

∂n⃗
ds , (10.71)∫

∂Ω

∂u

∂n⃗
ds = 0 . (10.72)

Demonstração:

Considerando-se a fun�c~ao v : Ω→ R, dada por

v
.
= u ,

na 1.a identidade de Green (10.65), obteremos:

∫
∂Ω

u
∂u

∂n⃗
ds

(10.65)
=

∫
Ω

u ∆u︸︷︷︸
(10.65)

= 0

+∇u∇u︸ ︷︷ ︸
=∥∇u∥2

 dxdy

=

∫
Ω

∥∇u∥2 dxdy ,

ou seja, (10.71).

Considerando-se a fun�c~ao v : Ω→ R, dada por

v
.
= 1 ,

na 2.a identidade de Green (10.66), obteremos:

∫
Ω

1 · ∆u︸︷︷︸
(10.65)

= 0

−u ∆1︸︷︷︸
=0

 dxdy =

∫
∂Ω

1 · ∂u
∂n⃗

− u
∂ 1

∂n⃗︸︷︷︸
=0

 ds

=

∫
∂Ω

∂u

∂n⃗
ds ,

obtendo-se a validade de (10.72), completando a demosntra�c~ao.

�
Como aplica�c~ao dos resultados acima temos o:
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Corolário 10.73 Sejam Ω um dom��nio de
(
R2 , dR2

)
, onde vale o Teorema da Divergência

(isto �e, o Teorema (10.61)),

f ∈ C(Ω ; R) e g ∈ C2(∂Ω ; R) . (10.74)

Ent~ao o problema de Dirichlet

∆u = f , em Ω, (10.75)

u = g , em ∂Ω , (10.76)

u ∈ C2
(
Ω ; R

)
(10.77)

tem, no m�aximo, uma solu�c~ao.

Demonstração:

Suponhamos que as fun�c~oes

u , v : Ω→ R

s~ao duas solu�c~oes do problema (10.75), (10.76), (10.77) acima.

Consideremos a fun�c~ao w : Ω→ R dada por

w
.
= u− v , em Ω. (10.78)

Ent~ao, como a EDP (10.75) �e linear e as fun�c~oes u e v a satisfazem, �e f�acil ver que a

fun�c~ao w satisfaz o seguinte problema

∆w
(10.78)
= ∆(u− v)

(10.75)
= f− f

= 0, em Ω, (10.79)

w
(10.78)
= u− v

(10.76)
= g− g

= 0, em ∂Ω , (10.80)

w ∈ C2
(
Ω ; R

)
. (10.81)

Logo, do Corol�ario (10.69), segue que∫
Ω

∥∇w∥2 dxdy (10.71)
=

∫
∂Ω

w︸︷︷︸
(10.80)

= 0

∂w

∂n⃗
ds

= 0 ,

o que implicar�a que

∇w = 0 , em Ω,
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pois ∇w �e uma fun�c~ao cont��nua em Ω.

Como o conjunto Ω �e conexo em
(
R2 , dR2

)
e a fun�c~ao w �e cont��nua em Ω, segue que a

fun�c~ao w dever�a ser constante em Ω.

Mas

w
(10.80)
= 0 , em ∂Ω .

Portanto

w = 0 , em Ω,

o que implicar�a, por (10.78), que

u = v , em Ω,

mostrando que, se existir, a solu�c~ao do problema (10.75), (10.76), (10.77) acima ela dever�a

ser �unica, completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 10.82

1. O Corol�ario (10.73) acima garante a unicidade da solu�c~ao problema de Dirichlet,

associado �a equa�c~ao de Laplace, n~ao homogênea e com dado de contorno n~ao

homogêneo.

2. Mas adiante mostraremos que o Corol�ario (10.73) permanece v�alido para (compare

com (10.74)):

f ∈ C(Ω ; R) e g ∈ C(∂Ω ; R) .

10.3 3.a identidade Green - Solução fundamental para o

Laplaciano

Lembremos que a equa�c~ao de Laplace �e dada por:

∆u = 0 (10.83)

onde Ω �e um subconjunto aberto de (Rn , dRn) e u ∈ C2 (Ω ; R)
Come�caremos com a:

Definição 10.84 A fun�c~ao F : R2 \ {(0 , 0)} → R, dada por:

F(ξ)
.
=

1

2π
ln(∥ξ∥)

=
1

2π
ln

(√
ξ1
2 + ξ2

2

)
, para cada ξ = (ξ1 , ξ2) ∈ R2 \ {(0 , 0)} , (10.85)

ser�a denominada solução fundamental da equação de Laplace (10.83) em R2 \ {(0 , 0)}.
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Para n ≥ 3, temos a:

Definição 10.86 A fun�c~ao F : Rn \ {O} → R, dada por:

F(ξ)
.
=

1

(2− n)ωn

∥ξ∥2−n , para cada ξ ∈ Rn \ {O} , (10.87)

onde ωn denota a �area da esfera unit�aria

Sn−1
.
= {ξ ∈ Rn ; ∥ξ∥ = 1} , (10.88)

ser�a denominada solução fundamental da equação de Laplace (10.83) em Rn \ {O}.

Com isto temos as seguintes considera�c~oes:

Observação 10.89

1. As fun�c~oes F : Rn \ {O} → R, introduzidas nas De�ni�c~oes (10.84) e (10.86) acima,

satisfazem as seguinte propriedades:

F ∈ C∞ (Rn \ {O} ; R)

e

∆F = 0 , em Rn \ {O} . (10.90)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

2. Para n = 1, a solu�c~ao fundamental da equa�c~ao Laplace

d2 u

dx2
= 0 , para x ∈ R \ {0} , (10.91)

ser�a a fun�c~ao F : R \ {0} → R dada por

F(x)
.
=

{
0 , para x ∈ (−∞ , 0)

x , para x ∈ (0 ,∞)
. (10.92)

3. No caso n = 2, a solu�c~ao fundamental da equa�c~ao de Laplace

∂2u

∂x2
(x , y) +

∂2u

∂y2
(x , y) = 0 , para cada (x , y) ∈ R2 \ {(0 , 0)} , (10.93)

ser�a a fun�c~ao F : R2 \ {(0 , 0)} → R, dada por:

F(x , y)
.
=

1

2π
ln

(√
x2 + y2

)
, para cada (x , y) ∈ R2 \ {(0 , 0)} . (10.94)
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4. Para n ≥ 3 temos que a solu�c~ao fundamental da equa�c~ao de Laplace ser�a dada

por (10.87).

5. Para cada ξ ∈ Rn �xado, denotaremos por Fξ : Rn \ {ξ} → R, a fun�c~ao dada por:

Fξ(η)
.
= F(ξ− η) , para cada η ∈ Rn \ {ξ} . (10.95)

6. Para cada ξ ∈ Rn �xado, como consequência do item 1. acima, temos que

Fξ ∈ C∞ (Rn \ {ξ} ; R)

e, al�em disso,, teremos:

∆Fξ = 0 , em Rn \ {ξ} . (10.96)

Deixaremos como exerc��cio para o leitor a veri�ca�c~ao deste fato.

7. Lembremos que a �area da esfera unit�aria Sn−1, ser�a dada por:

ωn
.
=

2π

Γ
(n
2

) , (10.97)

onde, para cada x ∈ (0 ,∞), Γ(x) dentota o valor função gama calculada em x, ou

ainda,

Γ(x)
.
=

∫∞
0

e−y yx−1 dy , para cada x ∈ (0 ,∞) . (10.98)

Deixaremos como exerc��cio para o leitor a veri�ca�c~ao deste fato.

8. Em geral, a �area da esfera de raio R > 0 em Rn �e dada por

ωn R
n−1 . (10.99)

Deixaremos como exerc��cio para o leitor a veri�ca�c~ao deste fato.

Com as nota�c~oes e observa�c~oes acima podemos enunciar e demonstrar o:

Teorema 10.100 (3.a identidade de Green) Sejam Ω um dom��nio de
(
R2 , dR2

)
, onde

vale o Teorema da Divergência (isto �e, o Teorema (10.61)) e u ∈ C2
(
Ω ; R

)
.

Ent~ao, para cada ξ ∈ Ω �xado, temos que:

u(ξ) =

∫
Ω

Fξ(η)∆u(η)dη︸ ︷︷ ︸
.
= I

+

∫
∂Ω

(
u
∂ Fξ

∂n⃗
−
∂u

∂n⃗
Fξ

)
ds . (10.101)
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Antes de exibir uma demonstra�c~ao do Teorema (10.100) acima, faremos algumas consi-

dera�c~oes sobre o mesmo.

Observação 10.102

1. A 1.a di�culdade na demonstra�c~ao do Teorema (10.100) acima �e fazer sentido a

integral sobre Ω, ou seja, I , em (10.101).

Isto porque, de (10.95) e (10.85), teremos, para cada ξ ∈ Ω, que:

Fξ(η)
(10.95)
= F(ξ− η)

(10.85)
=

1

2π
ln(∥ξ− η∥) → −∞ , quando η→ ξ , (10.103)

e com isto teremos que tomar muito cuidado para de�nir a referida integral em Ω

(, ou seja, I ), pois esta ser�a, na verdade, uma integral do tipo integral impr�opria.

2. Por outro lado, observemos que para a integral sobre ∂Ω n~ao teremos nenhum

problema pois, se

ξ ∈ Ω e η ∈ ∂Ω ,

teremos que a fun�c~ao Fξ (veja (10.95) e (10.85)) estar�a bem de�nida e, al�em disso,

ser�a uma fun�c~ao cont��nua em ∂Ω.

3. Notemos que no Teorema (10.100) acima, se a fun�c~ao u = u(ξ) for harmônica em

Ω, isto �e,

∆u = 0 em Ω, (10.104)

segue que:

u(ξ)
(10.101)
=

∫
Ω

Fξ(η)

(10.104)
= 0︷ ︸︸ ︷

∆u(η) dη+

∫
∂Ω

(
u
∂ Fξ

∂n⃗
−
∂u

∂n⃗
Fξ

)
ds

=

∫
∂Ω

(
u
∂ Fξ

∂n⃗
−
∂u

∂n⃗
Fξ

)
ds , para cada ξ ∈ Ω, (10.105)

ou seja, o valor da fun�c~ao u no conjunto Ω depende, a grosso modo, somente dos

valores da fun�c~ao u e da fun�c~ao Fξ (dada por (10.95) e (10.85)) no conjunto ∂Ω.

4. Dado R > 0 e ξ ∈ R2, denotaremos por

B(ξ ; R)
.
=

{
η ∈ R2 ; ∥ξ− η∥ < R

}
, (10.106)

B(ξ ; R)
.
=

{
η ∈ R2 ; ∥ξ− η∥ ≤ R

}
. (10.107)

A seguir passaremos a demonstra�c~ao do Teorema (10.100) acima.

Para isto precisaremos dos seguintes lemas:
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Lema 10.108 Sejam ξ ∈ R2, R > 0 �xados e consideremos a fun�c~ao g : B(ξ ; R) → R.
Suponhamos que a fun�c~ao g �e limitada em B(ξ ; R) e que a fun�c~ao Fξ · g (onde Fξ

dada por (10.95) e (10.85)) �e integr�avel, em rela�c~ao ao comprimento de arco, ao longo

de qualquer circunferência centrada no ponto ξ e raio r, para cada r ∈ (0 , R).

Ent~ao

lim
r→0+

∫
∂B(ξ ; r)

Fξ gds = 0 . (10.109)

Demonstração:

Notemos que, como a fun�c~ao g �e limitada em B(ξ ; R), existe M > 0 tal que

|g(η)| ≤M, para η ∈ B(ξ ; R) . (10.110)

Logo, para cada r ∈ (0 , R), teremos:

∫
∂B(ξ ; r)

Fξ gds
(10.95)
=

∫
∥ξ−η∥=r

F(ξ− η)g(η)ds(η)

(10.85)
=

∫
∥ξ−η∥=r

ln


η∈∂B(ξ ; r)

= r︷ ︸︸ ︷
∥ξ− η∥


2π

g(η)ds(η)

=
ln(r)

2π

∫
∥ξ−η∥=r

g(η)ds(η) . (10.111)

Logo

∣∣∣∣∫
∂B(ξ ; r)

Fξ gds

∣∣∣∣ (10.111)=

∣∣∣∣ ln(r)2π

∫
∥ξ−η∥=r

g(η)ds(η)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ ln(r)2π

∣∣∣∣ ∫
∥ξ−η∥=r

|g(η)|︸ ︷︷ ︸
≤M

ds(η)

=
M

2π

∫
∥ξ−η∥=r

ds(η)︸ ︷︷ ︸
=2 π r

=Mr | ln(r)| , (10.112)

para cada r ∈ (0 , R) �xado.
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Observemos que:

lim
r→0+ [r |ln(r)|] = lim

r→0+
−ln(r)

1

r

∞∞ , logo L'Hospital, implicar�a:
= lim

r→0+
−
d

dr
[ln(r)]

d

dr

[
1

r

]

= − lim
r→0+

1

r

−
1

r2

= lim
r→0+ r = 0 . (10.113)

Portanto, de (10.112) e (10.113), segue que

lim
r→0+

∫
∂B(ξ ; r)

Fξ gds = 0 ,

completando a demonstra�c~ao.

�
Temos tamb�em o:

Lema 10.114 Sejam ξ ∈ R2, R > 0 �xados e g ∈ C
(
B(ξ ; R) ; R

)
.

Ent~ao

lim
r→0+

∫
∂B(ξ ; r)

∂ Fξ

∂n⃗
gds = g(ξ) , (10.115)

onde
∂

∂n⃗
denota a derivada direcional, na dire�c~ao do vetor normal unit�ario exterior �a

∂B(ξ ; r), para cada r ∈ (0 , R].

Demonstração:

Consideremos a seguinte nota�c~ao:

ξ
.
= (a , b) e η

.
= (x , y) . (10.116)

Com isto, para cada η ∈ ∂B(ξ ; r), teremos:

Fξ(η)
(10.95) e (10.85)

=
1

2π
ln(∥ξ− η∥) (10.117)

(10.116)
=

1

2π
ln

(√
(x− a)2 + (y− b)2

)
. (10.118)
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Com isto, para cada η ∈ ∂B(ξ ; r), de (10.118), segue que:
∂ Fξ

∂x
(η)

Exerc��cio
=

1

2 π

x− a

∥ξ− η∥2
(10.119)

∂ Fξ

∂y
(η)

Exerc��cio
=

1

2 π

y− b

∥ξ− η∥2
, (10.120)

ou seja,

∇Fξ(η) =
(
∂ Fξ

∂x
(η) ,

∂ Fξ

∂y
(η)

)
(10.119) e (10.120)

=

(
1

2 π

x− a

∥ξ− η∥2
,
1

2 π

y− b

∥ξ− η∥2

)
=

1

2π

η− ξ

∥ξ− η∥2
. (10.121)

Al�em disso, para cada η ∈ ∂B(ξ ; r), temos que o vetor normal unit�ario, no ponto ξ

exterior �a ∂B(ξ ; r), ser�a dada por (veja a �gura abaixo):

n⃗(η)
.
=

η− ξ

∥η− ξ∥
. (10.122)

ξ

>

η − ξ

η

n⃗ = η−ξ
∥η−ξ∥

Logo, das considera�c~oes acima, teremos:∫
∂B(ξ ; r)

∂ Fξ

∂n⃗
gds =

∫
∂B(ξ ; r)

[∇Fξ(η) • n⃗] g(η)ds(η)

(10.121),(10.122)
=

∫
∂B(ξ ; r)

[
1

2π

η− ξ

∥ξ− η∥2
• η− ξ

∥η− ξ∥

]
g(η)ds(η)

= −
1

2π

∫
∂B(ξ ; r)

 1

∥ξ− η∥︸ ︷︷ ︸
η∈∂B(ξ ; r)

= r

n⃗ • n⃗︸ ︷︷ ︸
(10.122)

= 1

 g(η)ds(η)
= −

1

2π r

∫
∂B(ξ ; r)

g(η)ds(η) . (10.123)
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Observação 10.124 Notemos que a �ultima integral (10.123) �e conhecida como o valor

m�edio da fun�c~ao g, na circunferência de centro na origem e raio igual a r.

Como a fun�c~ao g �e cont��nua em B(ξ ; R), que �e um subconjunto compacto, segue que ela

ser�a uniformemente cont��nua em B(ξ ; R), ou seja, dado ε > 0, podemos encontrar

δ = δ(ε) > 0 ,

de modo que,

se η , η ′ ∈ B(ξ ; R) ,
satisfazendo, ∥η− η ′∥ < δ ,
segue que: |g(η) − g(η ′)| < ε . (10.125)

Portanto, para cada

r ∈ (0 , δ) (10.126)

�xado, teremos:

∣∣∣∣∫
∂B(ξ ; r)

∂ Fξ

∂n⃗
gds− g(ξ)

∣∣∣∣ (10.123)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

2π r

∫
∂B(ξ ; r)

g(η)ds(η) − g(ξ)︸︷︷︸
=
1

2π r

∫
∂B(ξ ; r)

ds(η)︸ ︷︷ ︸
=1

g(ξ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2 π r

∣∣∣∣∫
∂B(ξ ; r)

[g(η) − g(ξ)]ds(η)

∣∣∣∣
≤ 1

2π r

∫
∂B(ξ ; r)

|g(η) − g(ξ)|︸ ︷︷ ︸
por (10.125), pois∥η−ξ∥

η∈∂B(ξ ; r)
= r

(10.126)
< δ

< ε

ds(η)

≤ ε

2 π r

∫
∂B(ξ ; r)

ds(η)︸ ︷︷ ︸
=2 π r

= ε ,

mostrando (10.115) e completando a demonstra�c~ao.

�
Temos tamb�em o:
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Lema 10.127 Dado ξ ∈ Ω, seja R > 0 tal que B(ξ ; R) ⊆ Ω, onde Ω �e como no Teorema

(10.100). Para cada r ∈ (0 , R) �xado, consideremos (veja a �gura abaixo)

Ωr
.
= Ω \ B(ξ ; r) . (10.128)

Se g ∈ C
(
Ω ; R

)
, ent~ao existe o limite

lim
r→0+

∫
Ωr

Fξ(η)g(η)dη . (10.129)

Ωr

ξ

R
r

Demonstração:

Consideremos a fun�c~ao I : (0 , R) → R, dada por

I(r)
.
=

∫
Ωr

Fξ(η)g(η)dη , para cada r ∈ (0 , R) . (10.130)

Para cada r ∈ (0 , R), e integral (10.130) acima existe, pois Fξ g ∈ C
(
Ωr ; R

)
.

Para ver isto, basta notar que a fun�c~ao Fξ, dada por (10.95) e (10.85), s�o tem problema

quando η = ξ, e este ponto pertence �a Ω \ B(ξ ; R).

Como g ∈ C
(
Ω ; R

)
e Ω �e fechado e limitado em (R2 , dR2)) (logo um subconjunto com-

pacto em (R2 , dR2)), segue que a fun�c~ao g �e limitada em Ω, ou seja, existe M > 0 tal que

|g(η)| ≤M, para cada η ∈ Ω. (10.131)

Notemos que, para

0 < s < t < R , (10.132)

de (10.128) (veja a �gura abaixo), segue que

Ωt ⊆ Ωs (10.133)

e Ωs \Ωt =
{
η ∈ R2 ; s ≤ ∥η− ξ∥ ≤ t

}
. (10.134)
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ξ

R

1t

s

U

Ωs \Ωt

Logo, para (10.132), teremos que:

|I(t) − I(s)|
(10.130)
=

∣∣∣∣∫
Ωt

Fξ(η)g(η)dη−

∫
Ωs

Fξ(η)g(η)dη

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
Ωt

Fξ(η)g(η)dη−

∫
Ωs

Fξ(η)g(η)dη

∣∣∣∣
(10.133)
=

∣∣∣∣∫
Ωs\Ωt

Fξ(η)g(η)dη

∣∣∣∣
≤

∫
Ωs\Ωt

|Fξ(η)| |g(η)| dη

(10.134)
=

∫
s≤∥ξ−η∥≤t

|Fξ(η)| |g(η)|︸ ︷︷ ︸
(10.131)

≤ M

dη

(10.117)

≤ M

2π

∫
s≤∥ξ−η∥≤t

|ln(∥ξ− η∥)| dη . (10.135)

Para calcular a �ultima integral em (10.135) acima, utilizaremos mudan�ca de coordenadas

cartesianas para coordenadas polares, isto �e, consideremos:

ξ− η
.
= (r cos(θ) , r sen(θ)) , para cada θ ∈ [0 , 2π) . (10.136)

Com isto teremos, utilizando-se o Teorema de Mudan�ca de Vari�aveis na integral m�ultipla

(visto em C�alculo II), teremos:

∫
s≤∥ξ−η∥≤t

|ln(∥ξ− η∥)| dη

⟨
∥ξ− η∥ (10.136)

= ∥(r cos(θ) , r sen(θ))∥ = r

j(r , θ) = r

⟩
=

∫ t
s

∫ 2 π
0

| ln(r)| r dθdr

= 2 π

∫ t
s

| ln(r)| r dr . (10.137)
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Observemos que

lim
r→0+[r ln(r)] = lim

r→0+
ln(r)

1

r∞∞ logo, por L'Hospital:
= 0 ,

em particular,

existe N ∈ (0 ,∞), tal que: |r ln(r)| ≤ N, para r ∈ (0 , 1) , (10.138)

Dado ε > 0, seja

δ
.
=

ε

MN
. (10.139)

Consideremos uma sequência mum�erica (rn)n inN, de modo que

rn ∈ (0 , r) , para cada n ∈ N ,

e

rn → 0 , quando n→ ∞ ,

Em particular, a sequência mum�erica (rn)n inN ser�a um sequência num�erica de Cauchy em

(R , dR).
Logo podemos encontrar No ∈ N, de modo:

se m,n ≥ No , teremos: |rn − rm| < δ . (10.140)

Logo, de (10.135), (10.137), para

m,n ≥ No ,

teremos:

|I(rn) − I(rm)|
(10.135),(10.137)

=
M

2π
2π

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ rm
rn

r | ln(r)|︸ ︷︷ ︸
(10.138)

≤ N

dr

∣∣∣∣∣∣∣∣
< MN |rn − rm|︸ ︷︷ ︸

(10.140)
< δ

< MN δ︸︷︷︸
(10.139)

= ε
MN

= ε , (10.141)

ou seja, a sequência num�erica {I(rn)}n∈N �e uma sequência de Cauchy em (R , dR).
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Logo a sequência num�erica {I(rn)}n∈N ser�a convergente em (R , dR), ou seja, existe

lim
n→∞ I(rn) .

Como (R , dR) �e um espa�co m�etrico, segue que existir�a o limite

lim
r→0+ I(r) ,

ou ainda, existir�a o limite (10.129), completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 10.142 Com o Lema (10.127) acima, podemos dar sentido a integral I ,

sobre Ω, em (10.101), a saber:∫
Ω

Fξ(η)∆u(η)dη
.
= lim

r→0+
∫
Ωr

Fξ(η)∆u(η)dη . (10.143)

Para isto basta, no Lema (10.127), de�nir a fun�c~ao g : Ω→ R, dada por

g(η)
.
= ∆u(η) , para cada η ∈ Ω (10.144)

e assim teremos g ∈ C
(
Ω ; R

)
, pois u ∈ C2

(
Ω ; R

)
(veja as hip�otese do Teorema

(10.100)).

Podemos agora demonstrar a 3.a identidade de Green (10.101), ou seja, o Teorema

(10.100).

Seja ξ ∈ Ω e consideremos R > 0, tal que

B(ξ ; R) ⊆ Ω.

Para cada r ∈ (0 , R] �xado, de�namos

Ωr
.
= Ω \ B(ξ ; r) .

Observemos que

∂Ωr = ∂Ω ∪ ∂B(ξ ; r) (10.145)
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e a orientemos de modo positivo, relativamente �a Ωr (veja a �gura abaixo).

Ωr

ξ

R
r

Notemos que esta orienta�c~ao de ∂Ωr, coincide com a orienta�c~ao positiva de ∂Ω e com

a orienta�c~ao negativa de ∂B(ξ ; r) (a orienta�c~ao de uma circunferência �e a do sentido anti-

hor�ario), ou seja, se o vetor n⃗, denota o vetor normal unit�ario exterior �a ∂Ωr e o vetor m⃗,

denota o vetor normal unit�ario exterior �a ∂B(ξ ; r) deveremos ter:

m⃗ = −n⃗ , em ∂B(ξ ; r) , (10.146)

para cada r ∈ (0 , R].

Do item 6. da Observa�c~ao (10.89) (veja (10.96)), segue que:

∆Fξ(η) = 0 , para cada η ∈ Ωr , (10.147)

para cada r ∈ (0 , R].

Aplicando a 2.a identidade de Green (isto �e, o Teorema (10.64)) em Ωr, para a fun�c~ao

v : Ωr → R dada por

v
.
= Fξ , (10.148)

obteremos∫
Ωr

Fξ∆udη
∆Fξ(η)

(10.147)
= 0

=

∫
Ωr

(Fξ∆u− u∆Fξ) dη

(10.66)
=

∫
∂Ωr

(
Fξ
∂u

∂n⃗
− u

∂Fξ

∂n⃗

)
ds

(10.145)
=

∫
∂Ω

(
Fξ
∂u

∂n⃗
− u

∂Fξ

∂n⃗

)
ds+

∫
−∂B(ξ ; r)

(
Fξ
∂u

∂n⃗
− u

∂Fξ

∂n⃗

)
ds

=

∫
∂Ω

(
Fξ
∂u

∂n⃗
− u

∂Fξ

∂n⃗

)
ds−

∫
∂B(ξ ; r)

(
Fξ
∂u

∂m⃗
− u

∂Fξ

∂m⃗

)
ds , (10.149)

para cada r ∈ (0 , R].
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Como o conjunto Ω �e fechado e limitado em
(
R2 , dR2

)
(ou seja, �e um subconjunto com-

pacto em
(
R2 , dR2

)
) e a fun�c~ao

∂u

∂m⃗
= ∇u • m⃗ , em B(ξ ; r) , (10.150)

�e uma fun�c~ao cont��nua em B(ξ ; r), segue que ela ser�a uma fun�c~ao limitada em B(ξ ; r), para

cada r ∈ (0 , R].

Logo, do Lema (10.108) (ou ainda, (10.109)), onde a fun�c~ao g : B(ξ ; R) → R �e dada por:

g(η)
.
=
∂u

∂m⃗
(η) , para cada η ∈ B(ξ ; R) , (10.151)

segue que

lim
r→0+

∫
∂B(ξ;r)

Fξ
∂u

∂m⃗
ds = 0 . (10.152)

Por outro lado, como u ∈ C
(
Ω ; R

)
, pelo Lema (10.114) (ou ainda, (10.115)), conside-

rando a fun�c~ao g : B(ξ ; R) → R, dada por

g(η)
.
= u(η) , para cada η ∈ B(ξ ; R) , (10.153)

segue que

lim
r→0+

∫
∂B(ξ ; r)

u
∂ Fξ

∂m⃗
ds = u(ξ) , (10.154)

para cada r ∈ (0 , R].

Notemos tamb�em, que, do fato que u ∈ C2
(
Ω ; R

)
, assim , pelo Lema (10.127) (ou ainda,

(10.129)), aplicado �a fun�c~ao g : B(ξ ; R) → R, dada por:

g(η)
.
= ∆u(η) , para cada η ∈ B(ξ ; R) , (10.155)

segue que existe o limite

lim
r→0+

∫
Ωr

Fξ(η)∆u(η)dη . (10.156)

Utilizaremos a seguinte nota�c~ao para simplifcar:∫
Ω

Fξ(η)∆u(η)dη
.
= lim

r→0+
∫
Ωr

Fξ(η)∆u(η)dη . (10.157)

Logo podemos passar o limite em (10.149), quando r → 0+ e, utilizando-se (10.152) e

(10.154), obter a seguinte identidade:∫
Ω

Fξ(η)∆u(η)dη =

∫
Ω

(
Fξ
∂u

∂n⃗
− u

∂ Fξ

∂n⃗

)
ds+ u(ξ) ,
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ou seja,

u(ξ) =

∫
Ω

Fξ(η)∆u(η)dη+

∫
∂Ω

(
u
∂ Fξ

∂n⃗
−
∂u

∂n⃗
Fξ

)
ds ,

mostrando a validade da identidade (10.101), ou ainda, do Teorema (10.100) .

�

Observação 10.158 As três identidades de Green, ou seja, (10.65), (10.66), (10.101),

s~ao v�alidas em Rn.
A demonstra�c~ao que das duas primeiras, ou seja, (10.65) e (10.66), s~ao idênticas ao

caso n = 2, bastando utilizar o Teorema de divergência em Rn.
Para n ≥ 3, a demonstra�c~ao da 3.a identidade �e diferente do caso n = 2, pois a

solu�c~ao fundamental tem uma forma diferente para n ≥ 3 (veja o Teorema 2.2, na

p�agina 256, de [2]).

10.4 Exerćıcios
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Caṕıtulo 11

Prinćıpios do Máximo e do Mı́nimo -
Unicidade de Soluções

Come�caremos trantando da unicidade para o problema da distribui�c~ao de calor no �o �nito

(ou seja, relacionado com a equa�c~ao do calor) depois trataremos da unicidade do problema

de Dirichlet em um conjunto Ω, que �e um subconjunto aberto e limitado em
(
R2 , dR2

)
(ou

seja, relacionado com a equa�c~ao de Laplace) e �nalmente do problema da unicidade da corda

�nita vibrante (ou seja, relacionado com a equa�c~ao da onda).

11.1 Prinćıpio do máximo (e do mı́nimo) para a equação

do calor - unicidade para o problema do fio aquecido

O objetivo desta se�c~ao �e mostrar a unicidade de solu�c~oes dos problemas relacionados a equa�c~ao

do calor, a uma dimens~ao espacial, utilizando um princ��pio do m�aximo.

Para isto, temos o seguinte resultado:

Lema 11.1 Consideremos α ∈ R �xado, Ω um subconjunto aberto de
(
R2 , dR2

)
e a

transform�c~ao linear L : C2(Ω ; R) → C(Ω ; R), dada por:

L(u)
.
= α2

∂2u

∂x2
−
∂u

∂t
, para cada u ∈ C2(Ω ; R) . (11.2)

Suponhamos que a fun�c~ao

u ∈ C2(Ω ; R) , (11.3)

satisfaz a desigualdade

[L(u)](t , x) > 0 , para todo (t , x) ∈ Ω, (11.4)

ent~ao a fun�c~ao u = u(t , x) n~ao ter�a m�aximo global em Ω.

551
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Demonstração:

Suponhamos, por absurdo, que a fun�c~ao u = u(t , x) assume um valor m�aximo global em

Ω, isto �e, podemos encontrar (to , xo) ∈ Ω, de modo que

u(t , x) ≤ u(to , xo) , para todo (t , x) ∈ Ω. (11.5)

Como, por hip�otese, a fun�c~ao u �e diferenci�avel em (to , xo) ∈ Ω (veja (11.3)) e o conjunto

Ω �e um subconjunto aberto de
(
R2 , dR2

)
segue que, o ponto (to , xo) dever�a ser ponto cr��tico

da fun�c~ao u (visto em C�alculo II), ou seja, deveremos ter

∇u(to, xo) = 0 . (11.6)

Em particular, segue que
∂u

∂t
(to , xo) = 0 . (11.7)

Notemos tamb�em que, neste caso, a fun�c~ao

x 7→ u(to, x)

dever�a ter um m�aximo local em x = xo.

Como u ∈ C2(Ω ; R), segue que a fun�c~ao

x 7→ u(x , to)

ser�a duas vezes continuamente diferenci�avel em uma vizinhan�ca de xo e assim (pelo teste da

2.a derivada do C�alculo I) segue

∂2u

∂x2
(to , xo) ≤ 0 . (11.8)

Portanto

[L(u)](to , xo)
(11.2)
= α2

∂2u

∂x2
(to , xo)︸ ︷︷ ︸

(11.8)

≤ 0

−
∂u

∂t
(to, xo)︸ ︷︷ ︸
(11.7)
= 0

≤ 0 ,

contrariando (11.4).

Logo, podemos concluir que a fun�c~ao u = u(t , x) n~ao ter�a m�aximo global em Ω, comple-

tando a demonstra�c~ao.

�
Temos um resultado semelhante para o m��nimo global, a saber:
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Corolário 11.9 Com as mesmas hip�otese do Lema (11.1) sobre o conjunto Ω e a trans-

forma�c~ao linear L (dado por (11.2)), se a fun�c~ao v ∈ C2(Ω ; R) satisfaz

[L(v)](t , x) < 0 , para todo (t , x) ∈ Ω, (11.10)

ent~ao a fun�c~ao v = v(t , x) n~ao ter�a m��nimo global em Ω.

Demonstração:

Consideremos a fun�c~ao u : Ω→ R, dada por:

u(t , x)
.
= −v(t , x) , para cada (t , x) ∈ Ω. (11.11)

Logo a fun�c~ao u = u(t , x) satisfaz as hip�oteses do Lema (11.1) e, para cada (t , x) ∈ Ω,

temos que:

[L(u)](t , x)
(11.11)
= [L(−v)](t , x)

L �e linear
= −[L(v)](t , x)

(11.10)
> 0 . (11.12)

Logo, do Lema (11.1), segue que a fun�c~ao u n~ao possui m�aximo global em Ω que, por

(11.11), �e equivalente a dizer que a fun�c~ao v n~ao possui m��nimo global em Ω, completando a

demonstra�c~ao.

�
Como uma outra consequência do Lema (11.1) acima, temos o:

Corolário 11.13 Sejam Ω um subconjunto aberto, conexo, limitado de
(
R2 , dR2

)
e

u ∈ C
(
Ω ; R

)
∩ C2(Ω ; R) (11.14)

satisfazendo

[L(u)](t , x) > 0 , para todo (t , x) ∈ Ω, (11.15)

onde L �e dado por (11.2).

Ent~ao o valor m�aximo global da fun�c~ao u em Ω dever�a, necessariamente, ocorrer

em ∂Ω.

Demonstração:

Notemos que, como a fun�c~ao u �e cont��nua em Ω e este �e um subconjunto limitado e

fechado de
(
R2 , dR2

)
(isto �e, um subconjunto compacto de

(
R2 , dR2

)
), segue que a fun�c~ao u

assume seu valor m�aximo global em Ω.

Do Lema (11.1), segue que o valor m�aximo global da fun�c~ao u n~ao poder�a ocorrer em Ω.

Portanto o mesmo s�o poder�a ocorrer em ∂Ω, completando a demonstra�c~ao.

�
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Observação 11.16 Temos um resultado an�alogo ao Corol�ario (11.13) acima, para o

caso de m��nimo global, a saber: se o conjunto Ω e a fun�c~ao v satisfazem as hip�oteses

do Corol�ario (11.13) e, al�em disso,

[L(v)](t , x) < 0 , para todo (t , x) ∈ Ω, (11.17)

onde L �e dado por (11.2).

Ent~ao o valor m��nimo global da fun�c~ao v = u(t , x) em Ω dever�a, necessariamente,

ocorre em ∂Ω.

Para a demonstra�c~ao deste resulado basta aplicar o Corol�ario (11.13) �a fun�c~ao u :

Ω→ R dada por

u(t , x)
.
= −v(t , x) , para cada (t , x) ∈ Ω.

Deixaremos os detalhes como exerc��cio para o leitor.

Com isto temos o:

Teorema 11.18 (Prinćıpio do máximo para a transformação L) Sejam (veja a �gura

abaixo)

Ω
.
= (0 , T)× (a , b) , (11.19)

Γ1
.
= {(t , a) ; para t ∈ [0 , T ]}

= [0 , T ]× {a} , (11.20)

Γ2
.
= {(0 , x) ; para x ∈ [a , b]}

= {0}× [a , b] , (11.21)

Γ3
.
= {(t , b) ; para t ∈ [0 , T ]}

= [0 , T ]× {b} , (11.22)

Γ4
.
= {(T , x) ; para x ∈ [a , b]}

= {T }× [a , b] . (11.23)

Suponhamos que

u ∈ C(Ω ; R) ∩ C2(Ω ∩ Γ4 ; R) (11.24)

e satisfaz

[L(u)](t , x) ≥ 0 , para todo (t , x) ∈ Ω ∪ Γ4 , (11.25)

onde L �e dado por (11.2).

Ent~ao o m�aximo da fun�c~ao u em Ω ocorrer�a (veja a �gura abaixo), em

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 . (11.26)
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Demonstração:

Como a fun�c~ao u �e cont��nua em Ω, que �e um subconjunto fechado e limitado de
(
R2 , dR2

)
(logo um subconjunto compacto de

(
R2 , dR2

)
) segue que a fun�c~ao u tem m�aximo global em

Ω.

Notemos tamb�em que o conjunto (11.26) tamb�em �e fechado e limitado de
(
R2 , dR2

)
(logo

um subconjunto compacto de
(
R2 , dR2

)
), assim a fun�c~ao u assume seu valor m�aximo global

no conjunto (11.26), isto �e, existe:

m
.
= max{u(t , x) ; (t , x) ∈ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3} . (11.27)

Suponhamos, por absurdo, que o m�aximo da fun�c~ao u em Ω, n~ao ocorra no conjunto

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ,

isto �e, se de�nirmos:

M
.
= max

{
u(t , x) ; (t , x) ∈ Ω

}
, (11.28)

teremos:

m <M. (11.29)

Logo, poderemos encontrar

(to , xo) ∈ Ω∪
◦
Γ4= Ω \ [Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3] , (11.30)

onde ◦
Γ4
.
= {T }× (a , b) ,

de modo que

u(to , xo) =M. (11.31)
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Consideremos as fun�c~oes w , v : Ω→ R, dadas por:

w(t , x)
.
=

M−m

2 (b− a)2
(x− xo)

2 , para cada (t , x) ∈ Ω, (11.32)

v(t , x)
.
= u(t , x) +w(t , x) , para cada (t , x) ∈ Ω, (11.33)

como isto teremos:

∂w

∂x
(t , x)

.
=
M−m

(b− a)2
(x− xo) , para cada (t , x) ∈ Ω, (11.34)

∂2w

∂x2
(t , x)

.
=
M−m

(b− a)2
, para cada (t , x) ∈ Ω, (11.35)

∂w

∂t
(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ Ω. (11.36)

Notemos que, para cada (t , x) ∈ Ω, segue que:

[L(w)] (t , x)
(11.2)
= α2

∂2w

∂x2
(t , x) −

∂w

∂t
(t , x)

(11.35) e (11.36)
= α2

M−m

(b− a)2
. (11.37)

Como

w ∈ C
(
Ω ; R

)
∩ C∞ (Ω ; R) e u ∈ C

(
Ω ; R

)
∩ C2(Ω ; R) ,

de (11.33), segue que

v ∈ C
(
Ω ; R

)
∩ C2(Ω ; R) . (11.38)

Al�em disso, para cada (t , x) ∈ Ω ⊆ Ω ∪ Γ4, teremos:

[L(v)](t , x)
(11.33)
= [L(u+w)](t , x)

L �e linear
= [L(u)](t , x)︸ ︷︷ ︸

(11.25)

≥ 0 em Ω∪Γ4

+[L(w)](t , x)

≥ [L(w)](t , x)

(11.37)
= α2

(11.29)
> 0︷ ︸︸ ︷

M−m

(b− a)2

> 0 . (11.39)

Logo, do Corol�ario (11.13), segue que o m�aximo da fun�c~ao v no conjunto compacto Ω,

ser�a atingido somente em

∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 . (11.40)
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Por outro lado, se

(t , x) ∈ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ,

teremos:

v(t , x)
(11.33)
= u(t , x) +w(t , x)

(11.27) e (11.32)

≤ m+
M−m

2 (b− a)2
(x− xo)

2

(x−xo)2
x ,xo∈[a ,b]

≤ (b−a)2

≤ m+
M−m

2(b− a)2
(b− a)2

= m+
M−m

2

=
M+m

2
(11.29)
<

M+M

2

=M

(11.31)
= u(to , xo)

w(t ,xo)
(11.32)

= 0
= u(to , xo) +w(t , xo)

(11.33)
= v(to, xo) ,

ou seja,

v(t , x) < v(to, xo) , (11.41)

para todo

(t , x) ∈ Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 .

Portanto, de (11.41), segue que o m�aximo da fun�c~ao v em Ω, que ocorrer�a em ∂Ω, ser�a

atingido somente no conjunto
◦
Γ4
.
= {T }× (a , b)

(veja (11.40)) ou seja, podemos encontrar (veja (11.23) e a �gura acima)

Xo ∈ (a , b) , (11.42)

de modo que

v(T , Xo)
.
= max{v(t , x) ; (t , x) ∈ Ω} . (11.43)

Logo, devido a (11.43), a fun�c~ao g : [a , b] → R, dada por

g(x)
.
= v(T , x) , para x ∈ [a , b] , (11.44)



558 CAP�ITULO 11. UNICIDADE DE SOLUC� ~OES

ter�a seu m�aximo global no conjunto [a , b], ocorrendo em

Xo ∈ (a , b) .

Como a fun�c~ao v satisfaz (11.38), segue que

g ∈ C([a , b] ; R) ∩ C2((a , b) ; R) .

Al�em disso, deveremos ter (via o teste da derivada 2.a do C�alculo I)

∂2 v

∂x2
(T , Xo)

(11.44)
= g ′′(Xo) ≤ 0 . (11.45)

Logo,

0
(T ,Xo)∈Ω∪Γ4 e (11.39)

< [L(v)](T , Xo)

(11.2)
= α2

∂2 v

∂x2
(T , Xo) −

∂ v

∂t
(T , Xo) ,

isto �e,
∂ v

∂t
(T , Xo) < α

2 ∂
2 v

∂x2
(T , Xo)

(11.45)

≤ 0 ,

ou seja,
∂ v

∂t
(T , Xo) < 0 . (11.46)

Por outro lado, temos que a fun�c~ao h : [0 , T ] → R, dada por

h(t)
.
= v(t , Xo) , para cada t ∈ [0 , T ] (11.47)

�e uma fun�c~ao n~ao decrescente em [0 , T ], pois ela possui um m�aximo global em t = T (veja

(11.41).

Como a fun�c~ao v satisfaz (11.38), segue que

h ∈ C([0 , T ] ; R) ∩ C2((0 , T) ; R)

e assim, como ela �e n~ao decrescente em [0 , T ], deveremos ter:

∂ v

∂t
(T , Xo) ≥ 0 , (11.48)

o que contradiz (11.46), mostrando que o m�aximo da fun�c~ao u em Ω, dever�a ocorrer em

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ,

completando a demonstra�c~ao.

�
Como consequência temos o:
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Corolário 11.49 Sejam

Ω, Γ1 , Γ2 , Γ3 e Γ4

como no Teorema (11.18) acima e

u ∈ C
(
Ω ; R

)
∩ C2(Ω ∪ Γ4 ; R) .

Suponhamos que

[L(u)](t , x) ≤ 0 , para (t , x) ∈ Ω ∪ Γ4 . (11.50)

Ent~ao o m��nimo global da fun�c~ao u em Ω, ocorrer�a em

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 .

Em particular, se

[L(u)](t , x) = 0 , para (t , x) ∈ Ω ∪ Γ4 , (11.51)

ent~ao o m�aximo e o m��nimo globais da fun�c~ao u em Ω ocorrer�a em

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 .

Demonstração:

Para tanto, basta aplicar o Teorema (11.18) acima para a fun�c~ao −u no lugar da fun�c~ao

u.

Deixaremos os detalhes como exerc��cio para o leitor.

�
Com isto podemos enunciar e demonstrar o:

Teorema 11.52 Sejam

f ∈ C([a , b] ; R) , A , B ∈ C([0 ,∞) ; R) e g ∈ C1((0 ,∞)× (a , b) ; R)

fun�c~oes dadas.

Ent~ao existe, no m�aximo, uma solu�c~ao do problema

ut(t , x) = α
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× (a , b) , (11.53)

u(t , a) = A(t) , (11.54)

u(t , b) = B(t) , para cada t ∈ [0 ,∞) , (11.55)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [a , b] , (11.56)

u ∈ C([0 ,∞)× [a , b] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (a , b) ; R) . (11.57)
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Demonstração:

Suponhamos que as fun�c~oes u , v : [0 ,∞)× [a , b] → R s~ao solu�c~oes do problema (11.53),

(11.54), (11.55), (11.56), (11.57) acima.

Consideremos a fun�c~ao w : [0 ,∞)× [a , b] → R, dada por:

w(t , x)
.
= u(t , x) − v(t , x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [a , b] . (11.58)

Notemos que, de (11.57) e (11.58), segue que

w ∈ C([0 ,∞)× [a , b] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (a , b) ; R) . (11.59)

Al�em disso, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× (a , b), teremos:

wt(t , x)
(11.58)
=

∂

∂t
[u(t , x) − v(t , x)]

= ut(t , x) − vt(t , x)

(11.53) para u e v
= α2 uxx(t , x) − α

2 vxx(t , x)

= α2
∂2

∂x2
[u(t , x) − v(t , x)]

(11.58)
= wxx(t , x) . (11.60)

Para cada t ∈ [0 ,∞), segue que:

w(t , a)
(11.58)
= u(t , a) − v(t , a)

(11.54) para u e v
= A(t) −A(t)

= 0 , (11.61)

e

w(t , b)
(11.58)
= u(t , b) − v(t , b)

(11.55) para u e v
= B(t) − B(t)

= 0 . (11.62)

Finalmente, para cada x ∈ [a , b], segue que:

w(0 , x)
(11.58)
= u(0 , x) − v(0 , x)

(11.56) para u e v
= f(x) − f(x)

= 0 . (11.63)
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Logo, de (11.60), (11.61), (11.62) e (11.63), segue que a fun�c~ao w ser�a uma solu�c~ao do

seguinte problema:

wt(t , x) = α
2wxx(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× (a , b) , (11.64)

w(t , a) = w(t , b) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (11.65)

w(0 , x) = 0 , para cada x ∈ [a , b] , (11.66)

w ∈ C([0 ,∞)× [a , b] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (a , b) ; R) . , (11.67)

Seja T > 0 �xado.

Do Teorema (11.18) e do Corol�ario (11.49) acima, segue que o m�aximo e m��nimo globais

da fun�c~ao w em

ΩT
.
= [0 , T ]× [a , b] (11.68)

ser~ao atingidos em (veja a �gura abaixo)

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 .

6
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Notemos que, de (11.65) e (11.66) (veja a �gura acima), segue que

w = 0 , em Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ,

ou seja, o m�aximo e o m��nimo da fun�c~ao w em ΩT ser~ao iguais a zero, ou ainda,

w = 0 , em [0 , T ]× [a , b] ,

para cada T > 0, ou seja,

w = 0 , em [0 ,∞)× [a , b] . (11.69)

Portanto, de (11.58) e (11.69) segue que

u = v , em [0 ,∞)× [a , b] ,



562 CAP�ITULO 11. UNICIDADE DE SOLUC� ~OES

mostrando que o problema (11.53), (11.54), (11.55), (11.56), (11.57) tem, no m�aximo, uma

solu�c~ao, completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Temos tamb�em o:

Teorema 11.70 Sejam

f ∈ C(R ; R) e g ∈ C((0 ,∞)× R ; R)

fun�c~oes dadas.

Ent~ao existe, no m�aximo, uma solu�c~ao do problema

ut(t , x) = α
2 uxx(t , x) + g(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× R , (11.71)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ R , (11.72)

u ∈ C([0 ,∞)× R ; R) ∩ C2((0 ,∞)× R ; R) e u �e fun�c~ao limitada. , (11.73)

Demonstração:

Suponhamos que as fun�c~oes u , v : [0 ,∞) × R → R s~ao solu�c~oes do problema (11.71),

(11.72) e (11.73) acima.

Consideremos a fun�c~ao w : [0 ,∞)× R → R dada por:

w(t , x)
.
= u(t , x) − v(t , x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× R . (11.74)

Notemos que, de (11.73) e (11.74), segue que

w ∈ C([0 ,∞)× R ; R) ∩ C2((0 ,∞)× R ; R) e w �e fun�c~ao limitada . (11.75)

Al�em disso, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× R, teremos:

wt(t , x)
(11.74)
=

∂

∂t
[u(t , x) − v(t , x)]

= ut(t , x) − vt(t , x)

(11.71) para u e v
= α2 uxx(t , x) + g(t , x) −

[
α2 vxx(t , x) + g(t , x)

]
= α2

∂2

∂x2
[u(t , x) − v(t , x)]

(11.74)
= wxx(t , x) . (11.76)

Para cada x ∈ R, segue que:

w(0 , x)
(11.74)
= u(0 , x) − v(0 , x)

(11.72) para u e v
= f(x) − f(x)

= 0 . (11.77)
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Portanto, de (11.74), (11.75), (11.76) e (11.77), segue que a fun�c~ao w ser�a solu�c~ao do

seguinte problema:

wt(t , x) = α
2wxx(t , x) , para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× R , (11.78)

w(0 , x) = 0 , para cada x ∈ R , (11.79)

w ∈ C([0 ,∞)× R ; R) ∩ C2((0 ,∞)× R ; R) w �e uma fun�c~ao limitada . (11.80)

Seja M > 0, tal que

|w(t , x)| ≤M, para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× R . (11.81)

Fixados T , a > 0, consideremos a fun�c~ao z : [0 ,∞)× R → R dada por:

z(t , x)
.
= w(t , x) − h(t , x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× R . (11.82)

onde a fun�c~ao h : [0 ,∞)× R → R �e dada por

h(t , x)
.
=
M

a2
x2 −

2Mα2

a2
t , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× R . (11.83)

Notemos que h ∈ C∞ ([0 ,∞)× R ; R) e, para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× R, teremos:

hx(t , x)
(11.83)
=

2M

a2
x , (11.84)

hxx(t , x)
(11.84)
=

2M

a2
, (11.85)

ht(t , x)
(11.83)
= −

2Mα2

a2
. (11.86)

Consideremos (veja a �gura abaixo)

ΩT
.
= (0 , T)× (−a , a) (11.87)

e denotemos por

Γ1 , Γ2 , Γ3 e Γ4 ,
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os quatro segmentos de reta que comp~oe a fronteira de ΩT , como na �gura abaixo.

6
x

−a

a

Γ1

Γ3

-

ΩT
Γ4

Γ2

t
T

Notemos que, de (11.80) e (11.82), temos que

z ∈ C
(
ΩT ; R

)
∩ C2(ΩT ∪ Γ4 ; R) .

Al�em disso, para cada

(t , x) ∈ ΩT ∪ Γ4 ,

teremos:

[L(z)](t , x)
(11.83)
= [L(w− h)](t , x)

L �e linear
= [L(w)](t , x)︸ ︷︷ ︸

(11.2)
= α2 ∂

2w

∂x2
(t ,x)−∂w

∂t
(t ,x)

(11.78)
= 0

−[L(h)](t , x)

(11.2)
= α2

∂2h

∂x2
(t , x) −

∂h

∂t
(t , x)

(11.85),(11.86)
= −α2

2M

a2
+
2Mα2

a2

= 0 .

Do Teorema (11.18) e do Corol�ario (11.49) acima, segue que o m�aximo e o m��nimo globais

da fun�c~ao z em ΩT , dever�a ocorrer em

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 .

Notemos que, para (veja a �gura acima)

(t , x) ∈ Γ1 ∪ Γ3 = ([0 , T ]× {−a}) ∪ ([0 , T ]× {a}) ,
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teremos:

z(t , x)
(11.82)
= w(t , x)︸ ︷︷ ︸

(11.81)

≤ M

−h(t , x)

(11.83)
= M −

M

a2
x2︸ ︷︷ ︸

x=−a ou x=a
= −M

a2
a2=−M

−
2Mα2

a2
t︸ ︷︷ ︸

t∈[0 ,T ]

≤ 0

≤M−M

= 0 . (11.88)

Por outro lado, para

(t , x) ∈ Γ2 = {0}× [−a , a] ,

teremos:

z(0 , x)
(11.82)
= w(0 , x)︸ ︷︷ ︸

(11.79)
= 0

−h(0 , x)

(11.83)
=

≤0︷ ︸︸ ︷
−
M

a2
x2 −

2Mα2

a2
· 0︸ ︷︷ ︸

=0

≤ 0, (11.89)

Como o m�aximo e o m��nimo da fun�c~ao z em ΩT , dever�a ocorrer em

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3

e, de (11.88) e (11.89), deveremos ter

z ≤ 0 , em Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ,

segue que a

z ≤ 0 , em ΩT . (11.90)

Logo, para cada (t , x) ∈ ΩT

(11.87)
= [0 , T ]× [−a , a], teremos:

w(t , x) = z(t , x)︸ ︷︷ ︸
≤0

+h(t , x)

(11.83)

≤ M

a2
x2 +

2Mα2

a2
t . (11.91)
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Logo, para cada T > 0, tomando-se o limite, quando a → ∞, na desigualdade (11.91)

acima, obteremos:

w(t , x)
(11.91)

≤ lim
a→∞

(
M

a2
x2 +

2Mα2

a2
t

)
= 0 , (11.92)

para cada (t , x) ∈ [0 , T ]× R, o que implicar�a que

w(t , x) ≤ 0 , em [0 ,∞)× R . (11.93)

De modo semelhante, se considerarmos a fun�c~ao z1 : [0 ,∞)× R → R, dada por:

z1(t , x)
.
= −w(t , x) −

M

a2
x2 −

2Mα2

a2
t , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× R , (11.94)

utilizando-se as mesmas ideias acima, para cada T , a > 0, podemos mostrar que

[L(z1)](t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ ΩT ∪ Γ4 ,

onde ΩT �e dado por (11.87).

Do Teorema (11.18) e do Corol�ario (11.49) acima, segue que o m�aximo e o m��nimo globais

da fun�c~ao z1 em ΩT , dever�a ocorrer em

Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 .

e assim podemos mostrar (semelhante ao caso acima) que

z1(t , x) ≤ 0 , para cada (t , x) ∈ ΩT ,

o que implicar�a (semelhante ao caso acima)

w(t , x)
(11.94)
= −z1(t , x)︸ ︷︷ ︸

≥0

+
M

a2
x2 +

2Mα2

a2
t

≥ M

a2
x2 +

2Mα2

a2
t , para cada (t , x) ∈ ΩT = [0 , T ]× [−a , a] .

Logo, para cada T > 0 �xado, tomando-se o limite quando a→ ∞, na desigualdade acima,

obteremos:

w(t , x) ≥ lim
a→∞

(
M

a2
x2 +

2Mα2

a2
t

)
= 0 , para cada (t , x) ∈ [0 , T ]× R , (11.95)



11.2. PRINC�IPIO DO M�AXIMO (E DO M�INIMO) - EQUAC� ~AO DE LAPLACE 567

para cada T > 0 �xado, o que implicar�a que

w(t , x) ≥ 0 , em [0 ,∞)× R . (11.96)

Logo, segue de (11.93) e (11.96), que

w(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× R .

Portano, de (11.74) teremos

u(t , x) = v(t , x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× R ,

mostrando a existência de, no m�aximo, uma solu�c~ao do problema (11.71), (11.72) e (11.73) e

completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 11.97 Vale uma prinćıpio do máximo (e do mı́nimo) em Rn para a tran-

forma�c~ao linear L : C2((0 ,∞)× Rn ; R) → C((0 ,∞)× Rn ; R), dada por

Lu
.
= α2∆u− ∂tu , para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× Rn

onde u ∈ C2([0 ,∞)× Rn ; R).
Deixaremos o enunciado e a demonstra�c~ao do mesmo como exerc��cio para o leitor.

Até aqui para a 2.a Prova, Prova Substitutiva e Prova de Recuperação

11.2 Prinćıpio do máximo (e do mı́nimo) para funções

harmônicas

Nesta se�c~ao apresentaremos algumas propriedades de fun�c~oes harmônicas que permitir~ao

demonstrar resultados relacionados com a unicidade de solu�c~oes do problema de Dirichlet em

um conjunto Ω, que �e um subconjunto aberto e limitado em
(
R2 , dR2

)
.

Come�caremos pelo:

Teorema 11.98 (do valor médio para funções harmônicas) Consideremos Ω um sub-

conjunto aberto e limitado em
(
R2 , dR2

)
, onde vale a 3.a identidade de Green (veja o

Teorema (10.100)), e u ∈ C2(Ω ; R) uma fun�c~ao harmônica em Ω, isto �e,

∆u = 0 , em Ω. (11.99)

Ent~ao, dados ξ ∈ Ω e R > 0, de modo que

B(ξ ; R) ⊆ Ω,

teremos:

u(ξ) =
1

2πR

∫
∂B(ξ ;R)

uds . (11.100)



568 CAP�ITULO 11. UNICIDADE DE SOLUC� ~OES

Demonstração:

Apliquemos a 3.a identidade de Green (10.101) (ou seja, o Teorema (10.100)), para

Ω
.
= B(ξ ; R)

e assim obteremos:

u(ξ)
(10.101)
=

∫
B(ξ ;R)

Fξ(η) ∆u(η)︸ ︷︷ ︸
(11.99)

= 0

dη+

∫
∂B(ξ ;R)

(
u
∂ Fξ

∂n⃗
−
∂u

∂n⃗
Fξ

)
ds

=

∫
∂B(ξ ;R)

(
u
∂ Fξ

∂n⃗
−
∂u

∂n⃗
Fξ

)
ds . (11.101)

Notemos que, para cada

η ∈ ∂B(ξ ; R) , (11.102)

teremos:

Fξ(η)
(10.85),(10.95)

=
1

2π
ln (∥ξ− η∥)

∥ξ−η∥(11.102)= R
=

1

2π
ln(R) , (11.103)

∂ Fξ

∂n⃗
(η) = ∇Fξ(η) • n⃗

(10.121),(10.122)
=

1

2π

ξ− η

∥η− ξ∥2
• η− ξ

∥η− ξ∥

=
1

2π

1

∥ξ− η∥
∥ξ−η∥(11.102)= R

=
1

2πR
. (11.104)

Substituindo (11.103) e (11.104) em (11.101), obteremos:

u(ξ) =

∫
∂B(ξ ;R)

(
u

1

2πR
−
∂u

∂n⃗

1

2 π
ln(R)

)
ds

=
1

2πR

∫
∂B(ξ ;R)

uds−
1

2π
ln(R)

∫
∂B(ξ ;R)

∂u

∂n⃗
ds . (11.105)

Como a fun�c~ao u �e harmônica em Ω, do Corol�ario (10.69) (mais especi�camente (10.72)),

segue que ∫
∂B(ξ ;R)

∂u

∂n⃗
ds = 0 . (11.106)

Logo, (11.105) e (11.106) implicar~ao em

u(ξ) =
1

2πR

∫
∂B(ξ ;R)

uds ,
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ou seja, vale a identidade (11.100), completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 11.107

1. Vale a rec��prova do Teorema (11.98) acima, isto �e, se o conjunto Ω �e um subcon-

junto aberto de
(
R2 , dR2

)
e u ∈ C2(Ω ; R) satisfaz a identidade (11.100), ent~ao a

fun�c~ao u ser�a uma fun�c~ao harmônica em Ω, isto �e,

∆u = 0 , em Ω.

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

2. Como consequência do fato acima, podemos mostrar que toda fun�c~ao harmônica

em Ω (onde vale o Teorema (10.100)), ser�a anal��tica em Ω.

3. Lembremos, da disciplina de An�alise I, que se A ⊆ Rn e f : A → R �e uma fun�c~ao

cont��nua em A ent~ao, se o conjunto F �e um subconjunto fechado em (R , dR), ent~ao
o conjunto

f−1(F)
.
= {x ∈ A ; f(x) ∈ F} ,

ser�a um subconjunto fechado em (A ,dRn) .

Podemos enunciar e demonstrar o:

Teorema 11.108 (Prinćıpio do máximo para funções harmônicas) Consideremos Ω

um subconjunto aberto, conexo e limitado de
(
R2 , dR2

)
onde vale a 3.a identidade de

Green (veja o Teorema (10.100)) e u ∈ C2
(
Ω ; R

)
uma fun�c~ao harmônica em Ω.

Suponhamos que o m�aximo da fun�c~ao u em Ω, ocorra em Ω, isto �e, existe ξo ∈ Ω
tal que

u(ξ) ≤ u(ξo) , para todo ξ ∈ Ω. (11.109)

Ent~ao a fun�c~ao u deve ser constante em Ω.

Demonstração:

Como a fun�c~ao u �e cont��nua em Ω, que �e um subconjunto fechado e limitado de
(
R2 , dR2

)
(logo um subconjunto compacto de

(
R2 , dR2

)
), segue que a fun�c~ao u atinge seu valor m�aximo

global (e seu valor m��nimo global) em Ω.

Suponhamos que exista ξo ∈ Ω, de modo que

u(ξo) =M
.
= max

{
u(ξ) ; ξ ∈ Ω

}
, (11.110)

o m�aximo global da fun�c~ao u em Ω �e assumido em Ω.

Consideremos o seguinte conjunto

S
.
= {ξ ∈ Ω ; u(ξ) =M} ⊆ Ω. (11.111)
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(i) Segue de (11.110) que

S ̸= ∅ ,

pois ξo ∈ S.

(ii) Como

S = u−1 ({M}) ,

o conjunto {M} �e um subconjunto fechado em (R , rR) e a fun�c~ao u �e cont��nua em Ω

segue, do item 3. da Observa�c~ao (11.107) acima, que o conjunto S �e um subconjunto

fechado em
(
Ω,dR2

)
.

(iii) A�rmamos que o conjunto S �e um subconjunto aberto em
(
Ω,dRn

)
.

De fato, dado

ξ ∈ S ⊆ Ω, (11.112)

como o conjunto Ω �e um subconjunto aberto de
(
R2 , dR2

)
, existe R > 0, de modo que

B(ξ ; R) ⊆ Ω. (11.113)

Como a fun�c~ao u �e harmônica emΩ, do Teorema do valor m�edio para fun�c~oes harmônicas,

isto �e, do Teorema (11.98) aplicado �a

B(ξ ; r) ⊆ B(ξ ; R) ⊆ Ω,

para cada r ∈ (0 , R) (na verdade, da identidade (11.100)), segue que

M
ξ∈S
= u(ξ)

(11.100)
=

1

2π r

∫
∂B(ξ ; r)

uds . (11.114)

A�rmamos que

B(ξ ; R) ⊆ S . (11.115)

De fato, suponhamos, por absurdo, que exista

η ∈ B(ξ ; R) \ S . (11.116)

Com isto deveremos ter

u(η)
η̸∈S
< M

ξ∈S
= u(ξ) . (11.117)
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Como a fun�c~ao u �e cont��nua em B(ξ ; R) ⊆ Ω, podemos encontrar ε > 0, de modo que

B(η ; ε)
η
(11.116)

∈ B(ξ ;R) , que �e aberto

⊆ B(ξ ; R) (11.118)

e

u(z) < M, para todo z ∈ B(η ; ε) . (11.119)

Consideremos, (veja �gura abaixo):

r
.
= ∥ξ− η∥

(11.118)
∈ (0 , R) ,

N
.
= B(η ; ε) ∩ ∂B(ξ ; r) ⊆ B(η ; ε). (11.120)

ξ

R




R

r

�

N

η

?ε

Notemos que, de (11.120) e (11.119) , segue que

u(z) < M, para todo z ∈ N . (11.121)

Com isto teremos

M
ξ
(11.112)

∈ S
= u(ξ)

(11.114)
=

1

2π r

∫
∂B(ξ ; r)

uds

=
1

2π r

∫
∂B(ξ ; r)\N

u︸︷︷︸
(11.110)

≤ M

ds+
1

2π r

∫
N

u︸︷︷︸
(11.121)
< M

ds

<
M

2π r

∫
∂B(ξ ; r)\N

ds+
M

2πr

∫
N

ds

=
M

2πr

(∫
∂B(ξ ; r)\N

ds+

∫
N

ds

)
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=
M

2πr

∫
∂B(ξ ; r)

ds︸ ︷︷ ︸
comprimento da circunferência

= 2 π r

=M,

ou seja,M <M,

o que �e um absurdo.

Logo deveremos ter (11.115), mostrando que o conjunto S �e um subconjunto aberto em(
Ω,dR2

)
.

Como o conjunto Ω �e um subconjunto conexo de
(
R2 , dR2

)
, segue da disciplina An�alise

II, que

S = Ω

pois S ̸= ∅.
Logo, deste fato e de (11.111), segue que

u(ξ) =M, para cada ξ ∈ Ω,

mostrando que a fun�c~ao u dever�a ser constante em Ω, como quer��amos demonstrar.

�

Observação 11.122

1. Vale a rec��proca do Teorema (11.108) acima.

A veri�ca�c~ao deste fato �e imediata.

2. O Teorema (11.108) acima nos diz que o m�aximo global de uma fun�c~ao harmônica

em um subconjunto aberto, cujo fecho �e um subconjunto conexo e limitado de(
R2 , dR2

)
, onde vale a 3.a identidade de Green (veja o Teorema (10.100)), deverá

ocorrer, necessariamente, em ∂Ω.

3. Vale o Prinćıpio do mı́nimo para funções harmônicas , isto �e, com as mesmas

hip�otese do Teorema (11.108) acima, segue que se a fun�c~ao u atingir seu m��nimo

global em Ω, ent~ao ela dever�a ser constante em Ω.

Para mostrar esse resultado basta aplicar o Teorema (11.108) acima �a fun�c~ao −u.

Deixaremos os detalhes do enunciado e da demonstra�c~ao deste resultado como

exerc��cio para o leitor.
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4. O Teorema (11.108) acima pode ser estendido, no seguinte sentido: �e poss��vel

demonstrar que se uma fun�c~ao u �e harmônica em um dom��nio Ω de (Rn , dRn)
e tem uma m�aximo local (ou m��nimo local) em Ω, ent~ao a fun�c~ao dever�a ser

constante em Ω.

Tal resultado �e conhecido como Prinćıpio forte do máximo (mı́nimo) para fun-

ções harmônicas.

Podemos agora provar um resultado relacionado �a unicidade de solu�c~oes do problema de

Dirichlet em um dom��nio limitado Ω de
(
R2 , dR2

)
, mais precisamente:

Corolário 11.123 Sejam Ω um subconjunto aberto, conexo, limitado de
(
R2 , dR2

)
onde

vale a 3.a identidade de Green (veja o Teorema (10.100)) , f ∈ C(Ω ; R) e g ∈ C(∂Ω ; R).
Ent~ao exite, no m�aximo, uma solu�c~ao do problema

∆u(x , y) = f(x , y) , para (x , y) ∈ Ω, (11.124)

u(x , y) = g(x , y) , para cada (x , y) ∈ ∂Ω , (11.125)

u ∈ C
(
Ω ; R

)
∩ C2(Ω ; R) . (11.126)

Demonstração:

Consideremos as fun�c~oes u , v : Ω → R, duas solu�c~oes do problema (11.124), (11.125) e

(11.125) acima.

De�namos a fun�c~ao w : Ω→ R, dada por:

w(x , y)
.
= u(x , y) − v(x , y) , para cada (x , y) ∈ Ω. (11.127)

Notemos que

w ∈ C
(
Ω ; R

)
∩ C2(Ω ; R) , (11.128)

∆w(x , y)
(11.127)
= ∆(u− v)(x , y)

= ∆u(x , y) − ∆v(x , y)

(11.124)
= f(x , y) − f(x , y)

= 0 , para (x , y) ∈ Ω, (11.129)

w(x , y)
(11.127)
= u(x , y) − v(x , y)

(11.125)
= g(x , y) − g(x , y)

= 0 , para cada (x , y) ∈ ∂Ω , (11.130)

ou seja, a fun�c~ao w = w(x , y) ser�a solu�c~ao do seguinte problema:

∆w(x , y) = 0 , para (x , y) ∈ Ω, (11.131)

w(x , y) = 0 , para cada (x , y) ∈ ∂Ω , (11.132)

w ∈ C
(
Ω ; R

)
∩ C2(Ω ; R) . (11.133)
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Como a fun�c~ao w �e uma fun�c~ao cont��nua em Ω (veja (11.133)), que �e um subconjunto

compacto de
(
R2 , dR2

)
, segue ela tem m�aximo global em Ω.

Por outro lado, como w �e uma fun�c~ao hamônica em Ω (veja (11.131)) e este �e um sub-

conjunto aberto, conexo, limitado de
(
R2 , dR2

)
onde vale a 3.a identidade de Green (veja o

Teorema (10.100)), segue, do Princ��pio do m�aximo e do m��nimo (isto �e, do Teorema (11.108)

e do item 3. da Observa�c~ao (11.122), que a fun�c~ao w atingir�a seu m�aximo e seu m��nimo

globais em ∂Ω que, de (11.132), �e o mesmo que:

w = 0 , em Ω. (11.134)

Portanto, de (11.127) e (11.134), segue que

u = v , em Ω,

mostrando que existe, no m�aximo, uma solu�c~ao do problema (11.124), (11.125) e (11.125),

completando a demonstra�c~ao.

�

11.3 Integrais de energia - unicidade para a equação da

onda

Nesta se�c~ao trataremos da unicidade de solu�c~oes do problema da corda vibrante, ou seja,

para problemas de Cauchy associado a equa�c~ao da onda.

A demonstra�c~ao da unicidade, neste caso, pode ser feita de três modos diferentes, a saber:

1. Atrav�es da mudan�ca de vari�aveis, na equa�c~ao da onde:{
ξ = x+ c t

η = x− c t
;

2. por meio de um princ��pio do m�aximo (e do m��nimo);

3. por meio de integrais de energia.

Observação 11.135

1. Vale notar que o primeiro processo n~ao se estende para dimens~oes maiores que

um.

A elabora�c~ao do mesmo, para o caso n = 1, ser�a deixada como exerc��cio para o

leitor.
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2. A elabora�c~ao do segundo m�etodo ser�a deixado como exerc��cio para o leitor.

3. Abordaremos, a seguir, o terceiro processo, ou seja, via as denominadas integrais

de energia.

Consideremos o problema de Cauchy:

utt(t , x) = c
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ R2 , (11.136)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ R , (11.137)

ut(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ R , (11.138)

u ∈ C2(R2 ; R) , (11.139)

onde

f ∈ C2(R ; R) e g ∈ C1(R ; R) .

Com istos temos as:

Observação 11.140

1. A�rmamos que basta mostrar a unicidade de solu�c~oes do problema de Cauchy

acima, para

t ∈ (0 ,∞) .

De fato, o problema em

(−∞ , 0)

pode ser reduzido ao caso em

(0 ,∞) ,

por meio da mundan�ca de vari�aveis{
s
.
= −t

y
.
= x

. (11.141)

Notemos que a equa�c~ao da onda �e invariante por essa mudan�ca de vari�aveis (o

mesmo não ocorre com a equa�c~ao do calor).

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Conclusão: se provarmos a unicidade de solu�c~oes para o problema de Cauchy

acima em

[0,∞)× R ,
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utilizando-se a mundan�ca de vari�aveis (11.141) acima, obteremos a unicidade de

solu�c~oes para o problema de Cauchy acima em

(−∞, 0]× R

e assim teremos a unicidade de solu�c~oes para o problema de Cauchy acima em

R2.

2. Lembremos que as curvas caracter��sticas associadas �a equa�c~ao da onda (11.136)

s~ao dadas por :

x± c t = constante.

Notemos que, as curvas caracter��sticas associadas �a equa�c~ao da onda, que passam

pelo ponto

(to , xo) ∈ (0 ,∞)× R

ser~ao da forma:

x+ c t = xo + c to e x− c t = xo − c to ,

ou ainda,

(x− xo) = −c (t− to) e (x− xo) = c (t− to) ,

o que implicar�a, multiplicando as duas equa�c~oes, que

(x− xo) (x− xo) = [−c (t− to)] [c (t− to)] ,

ou seja, (x− xo)
2 − c2 (t− to)

2 = 0 . (11.142)

Podemos agora introduzir a:

Definição 11.143 Sejam

I
.
= [a , b] ⊆ R ,

T > 0 e uma fun�c~ao u : (0 ,∞)× [a , b] → R tal que

u(T , ·) ∈ C2(I ; R) .

De�namos

E(u ; T , I)
.
=
1

2

∫
I

{
[ut(T , x)]

2 + c2 [ux(T , x)]
2
}
dx , (11.144)

que ser�a denominada integral de energia da função u no intervalo I, no instante T .

Observemos que

E(u ; T , I) ≥ 0 . (11.145)

Podemos agora enunciar e demonstrar o seguinte resultado:
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Teorema 11.146 Sejam (to , xo) ∈ (0 ,∞)× R e T > 0.

De�namos (veja a �gura abaixo):

Ω
.
=

{
(t , x) ∈ (0 ,∞)× R ; (x− xo)

2 − c (t− to)
2 < 0

}
, (11.147)

Io
.
= [xo − c to , xo + c to] , (11.148)

IT
.
= [x− c (to − T) , xo + c (to − T)] . (11.149)

Suponhamos que u ∈ C2
(
Ω ; R

)
�e uma solu�c~ao da equa�c~ao da onda (11.136) em Ω.

Ent~ao

E(u ; T , IT) ≤ E(u ; 0 , Io) . (11.150)

6

-

t

x

x + ct = xo + cto

�

IT

toT

x − ct = xo − cto

xo + cto

xo − cto

xo

Ω

Demonstração:

Como u ∈ C2
(
Ω ; R

)
, para cada (t , x) ∈ Ω, da regra da cadeia, teremos:

∂t
[
(ut)

2
]
(t , x) = [2ut utt] (t , x) (11.151)

e

2 c2 [ut uxx] (t , x) = 2 c
2 {∂x [ut ux] − 2utx ux} (t , x)

= 2 c2
{
∂x [ut ux] − ∂t

[
(ux)

2
]}

(t , x) . (11.152)

Logo, para cada (t , x) ∈ Ω, teremos:

[
2ut

(
utt − c

2 uxx
)]

(t , x) =


(11.151)

= ∂t[(ut)2]︷ ︸︸ ︷
2ut utt −

(11.152)

=2 c2 ∂x[ut ux]−∂t[(ux)2]︷ ︸︸ ︷
2 c2 ut uxx

 (t , x)

=
{
∂t
[
(ut)

2
]
− 2 c2 ∂x [ut ux] + ∂t

[
(ux)

2
]}

(t , x){
∂t
[
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
− 2 c2 ∂x(ut ux)

}
(t , x) (11.153)
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Para cada T > 0 �xado, consideremos (veja a �gura abaixo)

ΩT
.
= {(t , x) ∈ Ω ; t ∈ (0 , T)} , (11.154)

∂ΩT = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 , (11.155)

onde, Γi, para i ∈ {1 , 2 , 3 , 4}, s~ao dados pela �gura abaixo.

6

-

t

x

x + ct = xo + cto

�

IT

toT

x − ct = xo − cto

xo + cto

xo − cto

xo
ΩT

De�namos o campo vetorial F⃗ : ΩT → R2, dada por:

F⃗(t , x)
.
=
([
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
(t , x) ,

[
−2 c2 ut ux

]
(t , x)

)
, (11.156)

para cada (t , x) ∈ ΩT .

Como u ∈ C2
(
Ω ; R

)
segue que F⃗ ∈ C1

(
ΩT ; R

)
e al�em disso, para cada (t , x) ∈ ΩT ,

teremos:

(∇ • F⃗)(t , x) (11.156)
= ∂t

[
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
+ ∂x

[
−2 c2 ut ux

]
(11.153)
=

[
2ut (utt − c

2 uxx)
]
(t , x) . (11.157)

Podemos aplicar o Teorema da Divergência ao campo vetorial F⃗ em ΩT (veja o Teorema

(10.61)) e assim obteremos:

0
u �e solu�c~ao da equa�c~ao da onda

=

∫
ΩT

ut
 =0︷ ︸︸ ︷
utt − c

2 uxx

 (t , x)dtdx

(11.157)
=

∫
ΩT

[
∇ • F⃗

]
(t , x)dtdx

Teor. Divergência ou (10.62)
=

∫
∂ΩT

F⃗ • n⃗ ds

(11.155)
=

∫
Γ1

F⃗ • n⃗ ds+
∫
Γ2

F⃗ • n⃗ ds+
∫
Γ3

F⃗ • n⃗ ds+
∫
Γ4

F⃗ • n⃗ ds (11.158)
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onde, para cada (t , x) ∈ ∂Ω, o vetor n⃗ = n⃗(t , x), �e o vetor normal unit�ario �a

∂ΩT = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 ,

apontando para o exterior de ΩT , onde (veja a �gura abaixo):

Γ1
.
= {(0 , x) ; x ∈ [xo − c to , xo + c to]} = Io , (11.159)

Γ2
.
= {(t , c t+ xo − c to) ; t ∈ [0 , T ]} , , (11.160)

Γ3
.
= {(T , x) ; x ∈ [xo − c to + c T , xo + c to − c T ]} = IT , (11.161)

Γ4
.
= {(t ,−c t+ xo + c to) ; t ∈ [0 , T ]} . (11.162)

Para cada i ∈ {1 , 2 , 3 , 4}, denotemos por

n⃗i = n⃗i(t , x)

o correspondente vetor normal unit�ario correspondente �a Γi, ou seja, (veja a �gura abaixo)

n⃗i = n⃗ , em Γi .

6

-

t

x

x + ct = xo + cto

toT

x − ct = xo − cto
�

-

U

�

n⃗3

n⃗4

n⃗2

n⃗1

ΩT

1

Γ1 O

Γ2

	

Γ3?

Γ4

Para cada i ∈ {1 , 2 , 3 , 4}, calculemos cada uma das integrais

∫
Γi

F⃗ • n⃗i ds.

Observemos que (veja a �gura acima)

n⃗1(t , x) = (−1 , 0) , (11.163)

n⃗2(t , x) =
1√
c2 + 1

(c ,−1) , (11.164)

n⃗3(t , x) = (1 , 0) , (11.165)

n⃗4(t , x) =
1√
c2 + 1

(c , 1) , (11.166)
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onde, em cada um dos casos acima, (t , x) pertencer�a ao correspondente Γi, para i ∈ {1 , 2 , 3 , 4}.

Com isto teremos:

[⃗
F • n⃗1

]
(t , x)

(11.156),(11.163)
= −

([
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
(t , x) ,

[
−2 c2 ut ux

]
(t , x)

)
• (−1 , 0)

= −
[
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
(t , x) , para cada (t , x) ∈ Γ1 , (11.167)[⃗

F • n⃗2
]
(t , x)

(11.156),(11.164)
= −

([
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
(t , x) ,

[
−2 c2 ut ux

]
(t , x)

)
•

(
1√
c2 + 1

(c ,−1)

)
=

1√
c2 + 1

[
c (ut)

2 + c2 (ux)
2 + 2 c2 (ut ux)

]
(t , x)

=
c√
c2 + 1

[ut + cux]
2 (t , x) ≥ 0 , para cada (t , x) ∈ Γ2 , (11.168)[⃗

F • n⃗3
]
(t , x)

(11.156),(11.165)
= −

([
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
(t , x) ,

[
−2 c2 ut ux

]
(t , x)

)
• (1 , 0)

=
[
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
(t , x) , para cada (t , x) ∈ Γ3 , (11.169)[⃗

F • n⃗4
]
(t , x)

(11.156),(11.166)
= −

([
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
(t , x) ,

[
−2 c2 ut ux

]
(t , x)

)
•

(
1√
c2 + 1

(c , 1)

)
=

1√
c2 + 1

[
c (ut)

2 + c2 (ux)
2 − 2 c2 (ut ux)

]
(t , x)

=
c√
c2 + 1

[ut − cux]
2 (t , x) ≥ 0 , para cada (t , x) ∈ Γ4 . (11.170)

Portanto

∫
Γ1

[⃗
F • n⃗1

]
ds

(11.167),(11.159)
=

∫ xo+cto
xo−cto

−
[
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
(0 , r)dr

(11.144)
= −2E(u ; 0 , Io) , (11.171)∫

Γ2

[⃗
F • n⃗2

] (11.168)

≥ 0 , (11.172)∫
Γ3

[⃗
F • n⃗3

]
ds

(11.169),(11.161)
=

∫
IT

[
(ut)

2 − c2 (ux)
2
]
(T , r)dr

(11.144)
= 2E(u ; T , IT) , (11.173)∫

Γ4

[⃗
F • n⃗2

] (11.170)

≥ 0 . (11.174)
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Portanto, de (11.158) e (11.171), (11.172), (11.173), (11.174), segue que

−2 E(u ; 0 , Io) + 2 E(u ; T , IT)
(11.171),(11.173)

=

∫
Γ1

[⃗
F • n⃗1

]
+

∫
Γ3

[⃗
F • n⃗3

]
(11.172),(11.174)

≤
∫
Γ1

[⃗
F • n⃗1

]
+

∫
Γ2

[⃗
F • n⃗2

]
+

∫
Γ3

[⃗
F • n⃗3

]
+

∫
Γ4

[⃗
F • n⃗4

]
(11.158)
= 0 ,

implicando que

E(u ; T , IT) ≤ E(u ; 0 , Io) ,

ou seja, (11.150), completando a demonstra�c~ao.

�
Com este resultado podemos obter um resultado de unidade para o problema de Cauchy

para equa�c~ao da onda, (11.136), (11.137), (11.138), (11.139) dado inicialmente.

Na verdade temos um resultado mais geral, a saber:

Teorema 11.175 Sejam

f ∈ C2(R ; R) , g ∈ C1(R ; R) e h ∈ C2
(
R2 ; R

)
.

Ent~ao existe, no m�aximo, uma solu�c~ao do problema

utt(t , x) = c
2uxx(t , x) + h(t , x) , para (t , x) ∈ R2 , (11.176)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ R , (11.177)

ut(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ R , (11.178)

u ∈ C2
(
R2 ; R

)
. (11.179)

Demonstração:

De fato, suponhamos que as fun�c~oes u , v : R2 → R sejam solu�c~oes do problema (11.176),

(11.177), (11.178), (11.179) acima.

Consideremos a fun�c~ao w : R2 → R, dada por:

w(t , x)
.
= u(t , x) − v(t , x) , para cada (t , x) ∈ R2 . (11.180)

Ent~ao �e f�acil ver que a fun�c~ao w : R2 → R ser�a solu�c~ao do seguinte problema:

wtt(t , x) = c
2wxx(t , x) , para (t , x) ∈ R2 , (11.181)

w(0 , x) = 0 , para cada x ∈ R , (11.182)

wt(0 , x) = 0 , para cada x ∈ R , (11.183)

w ∈ C2
(
R2 ; R

)
. (11.184)
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Aplicando-se o Teorema (11.146) acima para a fun�c~ao w, para cada

(to , xo) ∈ (0 ,∞)× R e T ∈ (0 , to) ,

obteremos:

0
(11.145)

≤ E(w ; T , IT)

(11.150)

≤ E(w ; 0 , Io)

(11.144)
=

1

2

∫
Io

{
[wt(0 , x)]

2 + c2 [wx(0 , x)]
2
}
dx

w(0 ,x)
(11.182)

= 0 em Io
(11.148)

= {(0 ,x) ; x∈[xo−c to ,xo+c to]}
= 0 ,

ou seja,

E(w ; T , IT) = 0, para cada T ∈ (0 ,∞) . (11.185)

Mas

0
(11.186)
= E(w ; T , IT)

(11.144) e (11.149)
=

1

2

∫ x+c (to−T)
x−c (to−T)

{
[wt(T , x)]

2 + c2 [wx(T , x)]
2
}

︸ ︷︷ ︸
≥0

dx , (11.186)

para cada T ∈ (0 , to).

Como as fun�c~oes wt e wx s~ao cont��nuas em R2 (veja (11.184)), da disiciplina de An�alise

II, segue que

wt = wx = 0, (t , x) ∈ (0 ,∞)× R. (11.187)

Mas o conjunto

(0 ,∞)× R

�e conexo em
(
R2 , dR2

)
, o que implicar�a que a fun�c~ao w dever�a ser constante em (0 ,∞)×R.

Como

w(0 , x)
(11.182)
= 0 , para cada x ∈ R ,

assim segue que

w = 0 , em [0 ,∞)× R

que, de (11.180) implicar�a que

u = v , em [0 ,∞× R ,

mostrando que existe, no m�aximo, uma solu�c~ao do problema (11.176), (11.177), (11.178),

(11.179) em [0 ,∞)× R.
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Um racioc��nio an�alogo pode ser aplicado para

(−∞ , 0]× R .

Deixaremos a veri�ca�c~ao do mesmo como exerc��cio para o leitor, completando com isto a

demonstra�c~ao.

�
No caso do problema da corda �nita vibrante a integral energia (11.144) ser�a constante,

como mostra o:

Teorema 11.188 Suponhamos que

u ∈ C1([0 ,∞)× [a , b] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× [a , b] ; R)

satisfaz o seguinte problema:

utt(t , x) = c
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× [a , b] , (11.189)

u(t , a) = u(t , b) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) . (11.190)

Ent~ao

E(t) = E(0) , para cada t ∈ [0 ,∞), (11.191)

onde, para cada t ∈ [0,∞), de�nimos

E(t)
.
=
1

2

∫b
a

[
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
(t , x)dx . (11.192)

Demonstração:

Podemos aplicar o resultado que garante a deriva�c~ao sob o sinal de integra�c~ao (ou seja, a

Proposi�c~ao (8.269)) e assim teremos que a fun�c~ao E : [0 ,∞) → [0 ,∞) ser�a diferenci�avel em

[0 ,∞) e al�em disso, para cada t ∈ (0 ,∞), teremos:

E ′(t) =
d

dt

[
1

2

∫b
a

[
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
(t , x)dx

]
(8.271)
=

1

2

∫b
a

∂

∂t

[
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
(t , x)dx . (11.193)
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Notemos que, para cada t ∈ (0 ,∞), teremos:

0 =

∫b
a

ut (utt − c2µxx)︸ ︷︷ ︸
(11.189)

= 0

 (t , x)dx

(11.153)
=

1

2

∫b
a

{
∂

∂t

[
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
− 2 c2 ∂x(ut ux)

}
](t , x)dx

=
1

2

∫b
a

∂

∂t

[
(ut)

2 + c2 (ux)
2
]
dx︸ ︷︷ ︸

(11.193)
= E ′(t)

−c2
∫b
a

∂

∂x
(ut ux)(t , x)dx︸ ︷︷ ︸

Teor. Fund. C�alculo
= (ut ux)(t ,b)−(ut ux)(t ,a)

= E ′(t) − c2 [ut(t , b)ux(t , b) − ut(t , a)ux(t , a)] . (11.194)

Como u ∈ C1([0 ,∞)× [a , b] ; R), podemos derivar a equa�c~ao (11.190), em rela�c~ao a t, e

assim obter:

ut(t , a) = ut(t , b) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) . (11.195)

Logo, subtituindo (11.195) em (11.204), obteremos

E ′(t) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞)

e como [0 ,∞) �e conexo em (R , dR), segue que a fun�c~ao E dever�a ser constante em [0 ,∞), ou

seja,

E(t) = E(0) , para cada t ∈ [0 ,∞) ,

como quer��amos demonstrar.

�
Com isto podemos enunciar e demonstrar o seguinte resultado relacionado com a unicidade

de solu�c~ao do problema da corda �nita vibrante:

Teorema 11.196 Sejam

A ,B ∈ C1([0 ,∞) ; R) ∩ C2((0 ,∞) ; R) ,

f ∈ C2([a , b] ; R) , g ∈ C1([a , b] ; R) e h ∈ C2((0 ,∞)× (a , b) ; R) .

Ent~ao existe, no m�aximo, uma solu�c~ao do problema

utt(t , x) = c
2 uxx(t , x) + h(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× (a , b) , (11.197)

u(t , a) = A(t) , para cada t ∈ [0 ,∞) , (11.198)

u(t , b) = B(t) , para cada t ∈ [0 ,∞) , (11.199)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [a , b] , (11.200)

ut(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ [a , b] , (11.201)

u ∈ C([0 ,∞)× [a , b] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× (a , b) ; R) . (11.202)
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Demonstração:

De fato, suponhamos que as fun�c~oes u , v : [0 ,∞)× [a , b] → R s~ao solu�c~oes do problema

(11.197), (11.198), (11.199), (11.200), (11.201), (11.202) acima.

Consideremos a fun�c~ao w : [0 ,∞)× [a , b] → R, dada por:

w(t , x)
.
= u(t , x) − v(t , x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [a , b] . (11.203)

Ent~ao segue que a fun�c~ao w satisfaz as condi�c~oes do Teorema (11.188) acima.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Notemo tamb�em que, para cada x ∈ [a , b], teremos:

wx(0 , x)
(11.203)
= ux(0 , x) − vx(0 , x)

(11.200) para u e v
= f ′(x) − f ′(x)

= 0 , (11.204)

wt(0, x)
(11.203)
= ut(0 , x) − vt(0 , x)

(11.203) para u e v
= g(x) − g ′(x)

= 0 . (11.205)

Logo, para cada t ∈ (0 ,∞), do Teorema (11.188) (na verdade de (11.191)), segue que

E(t)︸︷︷︸
(11.192)

=
1

2

∫b
a

[wt(t , x)]
2︸ ︷︷ ︸

≥0

+c2 [wx(t , x)]
2︸ ︷︷ ︸

≥0

 dx

(11.191)
= E(0)

(11.192)
=

1

2

∫b
a

{
[wt(0 , x)]

2 + c2 [wx(0 , x)]
2
}
dx

(11.204) e (11.205)
= 0 ,

ou seja, ∫b
a

[wt(t , x)]
2 + c2 [wx(t , x)]

2
dx = 0 , (11.206)

para cada t ∈ [0 ,∞), o que implicar�a que

wt(t , x) = wx(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ [0 ,∞)× [a , b] ,

ou seja, ∇w(t , x) = 0 , para (t , x) ∈ [0 ,∞)× [a , b] .

Como o conjunto [a , b] �e conexo em (R , dR), segue que a fun�c~ao w dever�a ser constante

em [0 ,∞)× [a , b].
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Mas, para t ∈ [0 ,∞), teremos:

w(t , a)
(11.203)
= u(t , a) − v(t , a)

(11.198) para u e v
= A(t) −A(t)

= 0 , (11.207)

donde podemos concluir que

w ≡ 0 , em [0 ,∞)× [a , b] ,

que, de (11.203), implicar�a que

u ≡ v , em [0 ,∞)× [a , b]

mostrando que problema (11.197), (11.198), (11.199), (11.200), (11.201), (11.202) possui, no

m�aximo, uma solu�c~ao, completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 11.208

1. No Cap��tulo anterior mostramos a unicidade do problema acima, no caso que

h ≡ 0 , em [0 ,∞)× [0 , L]

e

A = B = 0 , em [0 , L] ,

para

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C((0 ,∞)× (0 , L) ; R) ,

de modo que exista o limite

ut(0 , x)
.
= lim

h→0+
u(h , x) − u(0 , x)

h
, para cada x ∈ [0 , L] .

2. Os resultados acima podem ser estendidos para

R× Rn ou [0 ,∞)× [a , b]

e as respectivas demonstra�c~oes s~ao an�alogas as que exibimos acima.

3. Lembremos que, no caso de Rn, a equa�c~ao da onda tornar-se-�a:

utt(t , x) = c
2∆u(t , x) , para cada (t , x) ∈ R× Rn .

A veri�ca�c~ao destes fatos ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

11.4 Exerćıcios



Caṕıtulo 12

Equação do calor, da onda não
homogêneas e/ou com condições de
contorno não homogêneas

Neste cap��tulo exibiremos uma solu�c~ao para os problemas do calor, da onda e da equa�c~ao de

Laplace n~ao homogêneas ou com condi�c~oes de contorno n~ao homogêneas.

12.1 Equação do calor homogênea, com dados de con-

torno não homogêneos

Nesta se�c~ao encontraremos que uma solu�c~ao do problema da distribui�c~ao do calor no �o

�nito cujas extremidades s~ao mantidas �a temperaturas que depender~ao do tempo (condi�c~oes

de contorno n~ao-homogênas) e temperatura inicial conhecidas, mais precisamente, trataremos

de encontrar uma fun�c~ao a valores reais u : [0 ,∞) × [0 , L] → R, que satisfaz �as seguintes

condi�c~oes:

ut(t , x) = α
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) , (12.1)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , para cada t ∈ [0 ,∞) , (12.2)

u(t , 0) = ho(t) , (12.3)

u(t , L) = hL(t) , para cada t ∈ [0 ,∞) , (12.4)

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× [0 , L] ; R) (12.5)

Vamos supor que

f ∈ C([0 , L] ; R) �e tal que f ′ ∈ SC([0 , L] ; R) . (12.6)

Observemos que a EDP (12.1) acima �e homogêna.

587
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Notemos que (condi�c~oes de compatibilidade)

f(0)
(12.2) com x=0

= = u(0 , 0)

(12.3) com t=0
= ho(0) , (12.7)

f(L)
(12.2) com x=L

= = u(0 , L)

(12.4) com t=0
= hL(L) . (12.8)

Observação 12.9 Fisicamente, o problema acima (12.1)- (12.5) descreve a distribui�c~ao

da temperatura no �o �nito de comprimento igual a L, onde uma extremidade �e mantida

a uma certa temperatura (ou seja, (12.3) no caso a fun�c~ao ho : [0 , L] → R), a outra

extremidade �e mantida a uma outra temperatura (ou seja, (12.4), no caso, afun�c~ao

hL : [0 , L] → R) que depender~ao do tempo e temperatura inicial dada (no caso, a fun�c~ao

f : [0 , L] → R).

A id�eia �e reduzir o problema (12.1), (12.2), (12.3), (12.4), (12.5) acima, a um problema

equivalente, que tenha condi�c~oes de contorno zero (isto �e, condi�c~oes de contorno homogêneas).

Deste modo poderemos aplicar as t�ecnicas desenvolvidas na se�c~ao (8.1) do Cap��tulo 8,

para encontrar uma solu�c~ao do problema equivalente e depois obter uma solu�c~ao do problema

(12.1), (12.2), (12.3), (12.4), (12.5).

Suponhamos que as

ho , hL ∈ C2([0 , L] ; R) . (12.10)

Para isto, suponhamos que v ∈ C2([0 ,∞)× [0 , L] ; R) seja uma fun�c~ao que satisfaz

v(t , 0) = ho(t) , (12.11)

v(t , L) = hl(t) , para cada t ∈ [0 ,∞) . (12.12)

Notemos que se a fun�c~ao u : [0 ,∞)× [0 , L] → R �e uma solu�c~ao do problema (12.1), (12.2),

(12.3), (12.4), (12.5) ent~ao, de�nindo-se a fun�c~ao w : [0 ,∞)× [0 , L] → R, por:

w(t , x)
.
= u(t , x) − v(t , x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] , (12.13)

segue, de (12.5) e (12.10) que

w ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× [0 , L] ; R)
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e, para (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L), teremos

wt(t , x)
(12.13)
= ∂t[u(t , x) − v(t , x)]

= ut(t , x) − vt(t , x)

(12.1)
= α2 uxx(t , x) − vt(t , x)

(12.1)
= α2 uxx(t , x) − α

2 vxx(t , x) + α
2 vxx(t , x) − vt(t , x)

= α2 [uxx(t , x) − vxx(t , x)] + [α2vxx(t , x) − vt(t , x)]

(12.13)
= α2wxx(t , x) +

[
α2 vxx(t , x) − vt(t , x)

]
w(t , 0)

(12.13)
= u(t , 0) − v(t , 0)

(12.3),(12.11)
= ho(t) − ho(t)

= 0 ,

w(t , L)
(12.13)
= u(t , L) − v(t , L)

(12.4),(12.12)
= hL(t) − hL(t)

= 0 , para cada t ∈ [0,∞)

w(0 , x)
(12.13)
= u(0 , x) − v(0 , x)

(12.2)
= f(x) − v(0 , x) , para cada x ∈ [0 , L] ,

ou seja, a fun�c~ao w : [0 ,∞)× [0 , L] → R, ser�a uma solu�c~ao do problema

wt(t , x) = α
2wxx(t , x) + g(t , x) (12.14)

w(t , 0) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (12.15)

w(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (12.16)

w(0 , x) = f(x) − v(0 , x) , para cada x ∈ [0 , L] , (12.17)

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× [0 , L] ; R) , (12.18)

onde a fun�c~ao g : (0 ,∞)× [0 , L] → R �e dada por:

g(t , x)
.
= α2vxx(t , x) − vt(t , x) , para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× [0 , L] . (12.19)

Observação 12.20 Notemos que se existir uma fun�c~ao

v ∈ C2([0 ,∞)× [0 , L] ; R)

satisfazendo a equa�c~ao do calor e (12.12), de (12.19) ent~ao teremos

g(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× [0 , L]

e, neste caso, o problema (12.14), (12.15), (12.16), (12.17), (12.18) foi tratado na se�c~ao

(8.1), do Cap��tulo 8, com condi�c~oes de contorno homogêneas.
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Exempli�caremos as discuss~oes acima no seguinte exemplo:

Exemplo 12.21 Encontre uma solu�c~ao para o problema (12.1), (12.2), (12.3), (12.4),

(12.5), onde

ho(t)
.
= β (12.22)

hL(t)
.
= γ , para cada t ∈ [0 ,∞), (12.23)

onde β , γ ∈ R est~ao �xas.

Resolução:

Estamos supondo que

f ∈ C([0 , L] ; R) �e tal que f ′ ∈ SC([0 , L] ; R)

e satisfaz as condi�c~oes de compatibilidade:

f(0) = ho(0) = β e f(L) = hL(L) = γ .

Observemos que a fun�c~ao v : [0 ,∞)× [0 , L] → R, dada por:

v(t , x)
.
= γ+

β− γ

L
x , para cada x ∈ [0 , L] , (12.24)

satisfaz

vt(t , x)︸ ︷︷ ︸
(12.24)

= 0

−α2 vxx(t , x)︸ ︷︷ ︸
(12.24)

= 0

= 0 , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× [0 , L] , (12.25)

v(t , 0)
(12.24)
= γ+

β− γ

L
· 0

= γ , (12.26)

v(t , L)
(12.24)
= γ+

β− γ

L
L

= β , para cada t ∈ [0 ,∞) . (12.27)

Logo, se considerarmos a fun�c~ao w : [0 ,∞)× [0 , L] → R, dada por:

w(t , x)
.
= u(t , x) − v(t , x) , para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] , (12.28)

segue, do desenvolvimento feito anetriormente, que a fun�c~ao w = w(t , x) ser�a uma solu�c~ao
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do problema

wt(t , x) = α
2wxx(t , x) , para (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] ,

w(t , 0)
(12.28)
= u(t , 0) − v(t , 0)

(12.3),(12.26)
= γ− γ

= 0 , para cada t ∈ [0 , L] ,

w(t , L)
(12.28)
= u(t , L) − v(t , L)

(12.4),(12.27)
= β− β

= 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) ,

w(0 , x)
(12.28)
= u(0 , x)︸ ︷︷ ︸

(12.2)
= f(x)

− v(0 , x)︸ ︷︷ ︸
(12.24)

= γ+β−γ
L
x

(12.2),(12.24)
= f(x) − γ+

β− γ

L
x , para cada x ∈ [0 , L] ,

w ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× [0 , L] ; R) ,

ou seja, a fun�c~ao w : [0 ,∞)× [0 , L] → R dever�a satisfazer o seguinte problemas:

wt(t , x) = α
2wxx(t , x) , para (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] , (12.29)

w(t , 0) = 0 , para cada t ∈ [0 , L] , (12.30)

w(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (12.31)

w(0 , x) + f(x) − γ+
β− γ

L
x , para cada x ∈ [0 , L] , (12.32)

w ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× [0 , L] ; R) . (12.33)

Como vimos na a se�c~ao (8.1) do Cap��tulo 8 (veja (8.20)), uma solu�c~ao do problema acima

ser�a dada por

w(t , x)
.
=

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2 α2

L2
t sen

(nπx
L

)
, para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] , (12.34)

onde, para cada n ∈ N, temos que

bn
.
=
2

L

∫ L
0

[
f(x) −

(
γ+

β− γ

L
x

)]
sen
(nπx
L

)
dx . (12.35)

Logo a fun�c~ao u : [0 ,∞)× [0 , L] → R, dada por:

u(t , x)
(12.28)
.
= w(t , x) + v(t , x)

(12.35),(12.24)
=

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2 α2

L2
t sen

(nπx
L

)
+ γ+

β− γ

L
x , (12.36)
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para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L], ser�a uma solu�c~ao do problema original, com (12.22) (12.23).

�

Observação 12.37 Notemos que a fun�c~ao u, dada por (12.36), satisfaz

u ∈ C∞((0 ,∞)× [0 , L] ; R) ,

pois

ho , hL ∈ C∞([0 , L] ; R) .

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

12.2 Equação do calor não homogênea, com condições

de contorno homogêneas

Nesta se�c~ao encontraremos que uma solu�c~ao do problema da distribui�c~ao do calor no �o �nito

com extremidades mantidas a temperaturas zero graus, ao longo do tempo (condi�c~oes de

contorno homogênas) e temperatura inicial conhecidas, mas a EDP que descreve o problema

�e n~ao-homogênea, mais precisamente, trataremos de encontrar uma fun�c~ao a valores reais

u : [0 ,∞)× [0 , L] → R, que satisfaz as seguintes condi�c~oes:

∂tu(t , x) = α
2 ∂2xu(t , x) + g(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× [0 , L] , (12.38)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (12.39)

u(t , 0) = 0 , (12.40)

u(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (12.41)

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× [0 , L] ; R) . (12.42)

Vamos supor que

g ∈ C((0 ,∞)× [0 , L] ; R)

e

f ∈ C([0 , L] ; R) �e tal que f ′ ∈ SC([0 , L] ; R) .

Observemos que a EDP (12.38) acima �e n~ao-homogêna.

Notemos que (condi�c~oes de compatibilidade):

f(0)
(12.39) com x=0

= = u(0 , 0)

(12.40) com t=0
= 0 , (12.43)

f(L)
(12.39) com x=L

= = u(0 , L)

(12.41) com t=0
= 0 . (12.44)
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Observação 12.45 Observemos que se a fun�c~ao g : (0 ,∞)× [0 , L] → R �e tal que

g(t , x) = 0 , para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× [0 , L] , (12.46)

ent~ao uma solu�c~ao u, do problema (12.38), (12.39), (12.40) (12.41), (12.42) acima, tra-

tado na se�c~ao (8.1) do Cap��tulo 8, ser�a dada por:

u(t , x)
.
=

∞∑
n=1

bn e
−n

2 π2 α2

L2
t sen

(nπx
L

)
, para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] . (12.47)

Voltemos ao problema geral, ou seja, a fun�c~ao g n~ao �e identidamente (ou seja, n~ao satisfaz

(12.46)).

Baseado no caso em que g �e identidamente (ou seja, (12.47)), tentaremos uma solu�c~ao

para o problema (12.38), (12.39), (12.41) e (12.42) do tipo

u(t , x)
.
=

∞∑
n=1

bn(t) sen
(nπx
L

)
, para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] , (12.48)

onde

bn(0) = bn

=
2

L

∫L
0

f(x) sen
(nπx
L

)
dx , para cada n ∈ N , (12.49)

ou seja,

f(x) =

∞∑
n=1

bn sen
(nπx
L

)
, para cada x ∈ [0 , L] . (12.50)

Observemos que, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)× [0 , L], teremos

ut(t , x)
(12.48)
=

∂

∂t

[ ∞∑
n=1

bn(t) sen
(nπx
L

)]
Cuidado !

=

∞∑
n=1

∂

∂t

[
bn(t) sen

(nπx
L

)]
=

∞∑
n=1

bn
′(t) sen

(nπx
L

)
(12.51)

ux(t , x)
(12.48)
=

∂

∂x

[ ∞∑
n=1

bn(t) sen
(nπx
L

)]
Cuidado !

=

∞∑
n=1

∂

∂x

[
bn(t) sen

(nπx
L

)]
=

∞∑
n=1

bn(t) cos
(nπx
L

) nπ
L

(12.52)
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uxx(t , x)
(12.48)
=

∂2

∂x2

[ ∞∑
n=1

bn(t) sen
(nπx
L

)]
(12.52)
=

∂

∂x

[ ∞∑
n=1

bn(t) cos
(nπx
L

) nπ
L

]
Cuidado !

=

∞∑
n=1

∂

∂x

[
bn(t) cos

(nπx
L

) nπ
L

]
=

∞∑
n=1

[
−bn(t) sen

(nπx
L

) (nπ
L

)2]
. (12.53)

Substituindo (12.51), (12.53) na EDP (12.38) obteremos, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞)×[0 , L],

que

∞∑
n=1

bn
′(t) sen

(nπx
L

)
= α2

∞∑
n=1

bn(t)

[
− sen

(nπx
L

) (nπ
L

)2]
+ g(t , x) . (12.54)

Suponhamos que para cada t ∈ [0 ,∞) �xado, tenhamos

g(t , x)
.
=

∞∑
n=1

gn(t) sen
(nπx
L

)
, para cada x ∈ [0 , L] . (12.55)

Substituindo em (12.49) obteremos, para cada t ∈ [0,∞), teremos:

∞∑
n=1

bn
′(t) sen

(nπx
L

)
= α2

∞∑
n=1

bn(t)

[
− sen

(nπx
L

) (nπ
L

)2]
+

∞∑
n=1

gn(t) sen
(nπx
L

)
=

∞∑
n=1

[
−α2 bn(t)

(nπ
L

)2
+ gn(t)

]
sen
(nπx
L

)
. (12.56)

Logo, para cada n ∈ N, de (12.56) e (12.49), a fun�c~ao bn, dever�a satisfazer o seguinte PVI:

bn
′(t) = −

(
α2 nπ

L

)2
bn(t) + gn(t) , (12.57)

bn(0) =
2

L

∫ L
0

f(x) sen
(nπx
L

)
dx , (12.58)

cuja solu�c~ao, pela f�ormula da varia�c~ao dos parâmetros (visto em Equa�c~oes Diferenciais Or-

din�arias), ser�a dada por:

bn(t) = bn(0) e
−α

2 n2 π2

L2
t + e−

α2 n2 π2 t

L2

∫ t
0

gn(s) e
α2 n2 π2

L2
t
ds , (12.59)
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para cada t ∈ [0 , L].

Substituindo (12.59) em (12.48) obtemos uma candidata a solu�c~ao u = u(t , x) (12.38),

(12.39), (12.41) e (12.42).

Observação 12.60 O problema ser�a estudar a convergência da s�erie de fun�c~oes obtida

para de�nir a fun�c~ao u = u(t , x), ou seja, a s�erie de fun�c~oes (12.59), e mostrar que a

mesma, de fato, satisfaz o problema (12.38), (12.39), (12.41) e (12.42).

Para ilustrar cosideraremos o seguinte problema:

Exemplo 12.61 Encontrar uma solu�c~ao u = u(t , x), para o seguinte problema:

ut(t , x) = α
2 uxx(t , x) + t sen

(πx
L

)
, para (t , x) ∈ (0 ,∞)× [0 , L] , (12.62)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (12.63)

u(t , 0) = u(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (12.64)

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× [0 , L] ; R) , (12.65)

onde

f ∈ C([0 , L] ; R) �e tal que f ′ ∈ SC([0 , L] ; R)

e satisfaz

f(0) = f(L) = 0 .

Resolução:

Como observamos acima, tentaremos uma solu�c~ao para o problema (12.62), (12.63),

(12.64), (12.65), do tipo:

u(t , x)
.
=

∞∑
n=1

bn(t) sen
(nπx
L

)
, para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L] , (12.66)

onde, para cada n ∈ N �xado, temos que:

bn(0) = bn

=
2

L

∫L
0

f(x) sen
(nπx
L

)
dx , para cada n ∈ N , (12.67)

ou seja,

f(x) =

∞∑
n=1

bn sen
(nπx
L

)
, para cada x ∈ [0 , L] . (12.68)

Substituindo (12.66) na EDP (12.62) obteremos, para cada (t , x) ∈ (0 ,∞) × [0 , L] (su-

pondo que possamos derivar as s�eries de fun�c~oes envolvidas, termo a termo), que:

∞∑
n=1

bn
′(t) sen

(nπx
L

)
= α2

∞∑
n=1

bn(t)

[
− sen

(nπx
L

) (nπ
L

)2]
+ t sen

(πx
L

)
. (12.69)
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para cada (t , x) ∈ [0 ,∞)× [0 , L].

Notemos que, para cada t ∈ [0 ,∞) �xado, se

t sen
(nπ
L

)
= g(t , x)

= g(t)

=

∞∑
n=1

gn(t) sen
(nπx
L

)
, para cada x ∈ [0 , L] , (12.70)

ent~ao deveremos ter

gn(t)
.
= 0 , para cada n ∈ N \ {1} , (12.71)

g1(t)
.
= t . (12.72)

Para cada t ∈ [0,∞), substituindo (12.70) em (12.69), obteremos: a seguinte identidade

bn
′(t) = −

(
α2 nπ

L

)2
bn(t) + gn(t) , para cada n ∈ N , (12.73)

e satisfazendo (12.67), ou seja, para cada n ∈ N, de (12.73) e (12.67), a fun�c~ao bn, dever�a

satisfazer o seguinte PVI:

bn
′(t) = −

(
α2 nπ

L

)2
bn(t) + gn(t) , (12.74)

bn(0) =
2

L

∫ L
0

f(x) sen
(nπx
L

)
dx , (12.75)

para cada n ∈ N \ {1} �xado (veja (12.71)), ter�a solu�c~ao ser�a dada por:

bn(t) = bn(0) e
−α

2 n2 π2

L2
t
, para cada t ∈ [0 ,∞) . (12.76)

Por outro lado, para n = 1 (veja (12.72)), pela f�ormula da varia�c~ao dos parâmetros, , ter

como solu�c~ao:

b1(t) = b1(0) e
−α

2 π2

L2
t + e−

α2 π2

L2
t

∫ t
0

g1(s)︸ ︷︷ ︸
=s

e
α2·1·π2
L2

s
ds

= b1(0) e
−α

2 π2

L2
t + e−

α2 π2

L2
t

∫ t
0

s e
α2 π2

L2
s
ds , para cada t ∈ [0 ,∞) . (12.77)

Utilizando integra�c~ao por partes na integral inde�nida associada acima, obteremos:

∫
s e

α2·1·π2
L2

s
ds

⟨
u
.
= s , logo: du = ds

dv
.
= e

α2 π2

L2
s
dx , logo: v = 1

α2 π2

L2

e
α2 π2

L2
s

⟩
= s

L2

α2π2
e
α2π2

L2
s −

∫
L2

α2π2
e
α2π2

L2
s
dx

= s
L2

α2 π2
e
α2 π2

L2
s −

L2

α2 π2
1

α2 π2

L2

e
α2 π2

L2
s



12.3. EQUAC� ~AO DA ONDA 597

= s
L2

α2 π2
e
α2 π2

L2
s −

L4

α4 π4
e
α2 π2

L2
s
, (12.78)

para s ∈ R.
Logo, de (12.77), o Teorema Fundamental do C�alculo e (12.78), obteremos:

b1(t) = b1(0) e
−α

2 π2

L2
t +

[
s
L2

α2 π2
e
α2 π2

L2
s −

L4

α4 π4
e
α2 π2

L2
s

] ∣∣∣∣s=t
s=0

=

[
t
L2

α2 π2
e
α2 π2

L2
t −

L4

α4 π4
e
α2 π2

L2
t

]
−

[
0 · L2

α2 π2
e
α2 π2

L2
·0 −

L4

α4 π4
e
α2 π2

L2
·0
]

= t
L2

α2 π2
e
α2 π2

L2
t +

[
1− e

α2 π2

L2
t

]
L4

α4 π4

Portanto uma candidata a solu�c~ao do problema ser�a dada por

u(t , x)
.
=

[
e
−α

2 π2

L2
t
b1 −

L2

α2 π2
t−

L4

α4 π4
+

L4

α4 π4
e
−α

2 π2

L2
t

]
sen
(nπx
L

)
+

∞∑
n=2

bn e
−α

2 π2

L2
t sen

(nπx
L

)
, (12.79)

para cada (t , x) ∈ [0 ,∞) × [0 , L], onde, para n ∈ N \ {1}, os coe�cientes bn ser~ao dados por

(12.67).

�

Observação 12.80 Pode-se mostrar que a fun�c~ao u, dada por (12.79), �e, de fato, uma

solu�c~ao do problema (12.62), (12.63), (12.64) e (12.65)e.

Na verdade, teremos:

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C∞((0 ,∞)× [0 , L] ; R).

A veri�ca�c~ao destes fatos ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor.

12.3 Equação da onda homogênea, com dados de con-

torno não homogêneos

Podemos, como nas se�c~oes anteriores, considerar os problemas associados �a equa�c~ao da onda

com dados de contorno n~ao-homogêneos, isto �e, considerar os seguintes problemas:
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Encontrar uma fun�c~ao u : [0,∞)× [0, L] → R que seja solu�c~ao do seguinte problema:

utt(t , x) = c
2 uxx(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) , (12.81)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (12.82)

ut(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (12.83)

u(t , 0) = ho(t) (12.84)

u(t , L) = hL(t) , para cada t ∈ [0 ,∞) , (12.85)

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× [0 , L] ; R) , (12.86)

onde

ho , hL ∈ C1([0 ,∞) ; R) ,

f ∈ C1([0 , L] ; R) �e tal que f ′′ ∈ SC([0 , L] ; R) ,

g ∈ C([0 , L] ; R) �e tal que g ′ ∈ SC([0 , L] ; R)

e satisfazem

f(0) = ho(0) e f(L) = hL(0) . (12.87)

A obten�c~ao da solu�c~ao do problema acima, bem como a veri�ca�c~ao que a mesma �e solu�c~ao

do problema, ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

Trata-se de um processo semelhante aos procedimentos que �zemos com a equa�c~ao do

calor, na se�c~ao (12.1).

12.4 Equação da onda, não homogênea, com dados de

contorno homogêneos

Podemos, como nas se�c~oes anteriores, considerar os problemas associados �a equa�c~ao da onda

n~ao homogêna, com dados de contorno homogêneos, isto �e, considerar o seguintes problema:

Encontrar uma fun�c~ao u : [0 ,∞)× [0 , L] → R que seja solu�c~ao do seguinte problema

utt(t , x) = c
2 uxx(t , x) + g(t , x) , para (t , x) ∈ (0 ,∞)× (0 , L) (12.88)

u(0 , x) = f(x) , para cada x ∈ [0 , L] , (12.89)

ut(0 , x) = g(x) , para cada x ∈ [0 , L] (12.90)

u(t , 0) = u(t , L) = 0 , para cada t ∈ [0 ,∞) , (12.91)

u ∈ C([0 ,∞)× [0 , L] ; R) ∩ C2((0 ,∞)× [0 , L] ; R) , (12.92)

onde

f ∈ C1([0 , L] ; R) �e tal que f ′′ ∈ SC([0 , L] ; R) ,

g ∈ C([0 , L] ; R)
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e

f(0) = f(L) = f ′′(0) = f ′′(L) = g(0) = g(L) .

A obten�c~ao da solu�c~ao do problema acima, bem como a veri�ca�c~ao que a mesma �e solu�c~ao

do problema, ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

Trata-se de um processo semelhante aos procedimentos que �zemos com a equa�c~ao do

calor n~ao homogênea, na se�c~ao (12.2).

12.5 Exerćıcios
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