A eq. de Schrodinger em coordenadas esféricas

.. h? 3
Equacao de Schrodinger em 3D: — 2—v2\If + V¥ = z‘fz—a—t\lf
W
2
V2=i2i(r2a)+21 a(sen93)+212 82
r-or\ dr) r°senf 00 00/ r sen”“0 dg

Podemos, entao, escrever a eq. de Schrodinger como:

- ( 9 20 ¥ + A% V(r)¥ : BT
— +- -+ = 1h— L (x3.2)
2ur? dr  Br ) (r) Zhatq’ e | y
o1 9 . .9 1 9 i
com A’ = sinf — + b -

sin@ 90 060 sin’ 0 d¢°

________________

Vamos procurar solugoes do tipo: ¥ = y(r, 8, ¢)e /2
nas quais a dependéncia temporal € parametrizada por um
autovalor da energia, E.
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A eq. de Schrodinger em coordenadas esféricas

- : ~ d
Essa solucao satisfaz a equacao de autovalores: ihgllJ = FY¥

Assim, o estado W € um estado estacionario, cuja funcao de
onda fornece uma densidade de probabilidade independente do
tempo, |W|? = |y|? e cuja energia tem incerteza zero.

A autofuncao espacial, v, e a energia, E, sido determinadas pela
solucao da equacao independente do tempo:

A A2 " B p? L~
- + + = Ey.
2ur? ar’ 87¢ v (r)y v 2 * 2ur?

+ V(r)=E

Separacao de variaveis
Vamos procurar uma solugao do tipo: ¢(r,8,¢) = R(r)¥(8, ¢)
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A eq. de Schrodinger em coordenadas esféricas

Pois assim podemos rearranjar a equagao como:

d _ 0 r’
2y 2:2 (E- V()= Ay [9(r,0,6) = R(-)Y(6,9)]

e, portanto, como o potencial s6 depende de r:

=il —(E = V(r))RY = —RNY

Isso separa as dependéncias angulares e radial.
Dividindo por RY:
1{d dR  2ur? ¥

—|—r*— + E=Wr))R]|= ===
Rdrr dr fz2( (r)) )

Vemos que o lado esquerdo sO depende de r, enquanto que o
direito so depende de 6 e ¢.
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Essa igualdade entre fungbes de variaveis diferentes s pode
valer se ambas forem iguais a uma constante. Entao:

e LR ()R =R
.+.
A (r))

A nossa hipoétese inicial sera valida se conseguirmos encontrar
solucoes para as equacoOes acima, que sao ligadas pela
constante A.

Vamos tratar inicialmente da parte angular. Lembrando do
operador AZ:

2
Ao L0 et L0

. t . 2 2
sin@ 060 00 sin" 0 d¢

Podemos multiplicar por sen’6 e rearranjar:

; ] 6 7 08Y Asin’0 Y.
— —— =sinf—sinf— +
8¢ sin 8081n 80 sin
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E ai podemos fazer a segunda separacao de variaveis, uma vez
gue o lado esquerdo s opera em ¢ e o direito s6é em 6.

d

Propomos entao uma forma: v(6,¢) = 0(6)®(¢) R
gue, substituida na equacao acima e dividida por ©®, leva a:

1 d°® 1 d d®
—6 d¢2 = 6(sin02é-sin0d—0+}\sin20®) = m?
. d*® .
Assim, e + m*® = 0. E dividindo o termo em 6 por sen?6:
1 d 0d® " m? &
I + . ——
sinf 46 = d sin’f ¢

A equacao em ¢ € bem conhecida e tem solucoes oscilatorias da
forma:

®(¢) = ¢ com m positivo ou negativo.
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Ai aparece uma diferenca fundamental com a particula na caixa
3D: a variavel ¢ é ciclica e se repete apds o intervalo [0,2x].

Entao, para garantir a unicidade da funcao de onda, temos que
impor uma condicao de periodicidade a autofuncao:

Y(p+21) = (@) o que implica em:

A= MIPI At — =M _ 1 Portanto: cos27un +isen2un = 1

Portanto os valores de m ficam restritos, uma vez que m tem ser
inteiro.

A eq. para 6 € mais complicada e nao vou resolvé-la aqui, vocés
devem olhar no item 15.4 do Caruso & Oguri, por exemplo. A
variavel 6 varre o intervalo [0,t] € a equacao apresenta
descontinuidades infinitas nos extremos, por conta dos zeros do
send. As unicas solucoes finitas e univocas de ©(f) sao aquelas
para as quais a constante de separacao A e tal que:

A,={¢(+1), £=0,1,2,....
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De tal forma que ao inteiro m junta-se um outro inteiro, £, na
determinacao das solugdes aceitaveis. Esses inteiros sao

ligados por uma condi¢cao que envolve o intervalo de valores
aceitaveis param: m= —¢,—¢(+1,...,/— 1,7

Dessa forma as solugoes aceitaveis sao identificadas como 6, (9)
para enfatizar o fato de que as funcdes variam com ¢ e m.
Combinando as solucdes paraf e ¢, temos: Y, (0,¢) = 0,,(0)e™?

Essas funcdes sao chamadas de harmonicos esféricos e tém
suas propriedades caracterizadas pelas seguintes equacoes de

autovalor:

—AQY/m = f(/_l_ 1)Yfm e _._Y{m = mY{m
1 0¢

Sao normalizados de acordo com a relacao:

J

al

1

Y, (8,6)°d2 com 42 =sinfdfd¢ . Alguns exemplos:
1Q
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1
=0 =0 Vo e ff e
e 00 e
3 .
=1 m = 1 Y= — —é—sinﬂe“”
T
3
m=0 Yio= 1 — cosf
4q
3 .
m= —1 Y, = 8—sin06_’¢
T
15
=2 m = 2 Yo = 90 sin’f ¢*?
T
1 Y, w 6 cos 6 ¢*¢
n m = = —\/ — sinfcos 0 ¢’
Harmonicos 2 87
y u 5
esfericos m=0 Fo = || 7= Beostd — 1)
T
15 .
m= —1 Y, = 8—sinﬂcosé’e““b
T
15 .
m= —2 Y,_, =1/ — sin®fe™%?



A importancia dos harmonicos esféricos fica mais clara quando
lembramos os operadores do momento angular:

h 0
L?> —r’N\> e L[ — ——

: 0¢
De forma que podemos reescrever as equacoes de autovalores
como:

h 0
—h°N%Y, =hw%({+1)Y, e

i dd
Essas 2 equacbes nos mostram que os harmonicos esféricos

N

sdo simultaneamente autofuncdes dos operadores I e L..

Assim os estados estacionarios, associados a um potencial

central, apresentam autofungdes de L? e L_tais que:

1. os autovalores de L? sdo iguais a #*¢({+1), sendo £ um
Inteiro nao negativo;

2. os autovalores de L_sao iguais a #m, sendo m um inteiro, tal
que: -{<m<¢<,

om = MY, .
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Isso mostra que os valores possiveis de L? e de L_ sdo discretos,
evidenciando a quantizagcao do momento angular.

Mostra também que essas grandezas podem ser determinadas
com incerteza nula.

Porque o tratamento especial para L_?

. . h
Vamos analisar as componentes cartesianas de L: L - —A
l

" 3, 0 " i, i, . A i, i,
* b;—zay = %9x T az’ _x(?y P 8%

Eassim, A A —AA =—-A_
AA,— A A, =—A,,
AA —AA =-A..

Vamos assumir a existéncia de um estado no qual o vetor L

tenha um valor bem definido, dado por: (£ % + £§ + £,2)
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h
Se a nossa hipotese € verdadeira, entao: —A ¥ = a4 ¥,
l

0
—AY = heY,

Nesse caso, podemos escrever: %
—AVY =hwlV.
(¥ = —iA¥ =i(A A, — AN )Y ;e 2

cV = z'(z'/xz'fy = z'/yi/x)‘lf

mostrando que ¢, se anula nesse estado.

De maneira analoga podemos mostrar que £, e £,tambem se
anulam.

Portanto um estado pode ter o vetor L com valor bem definido,
desde que esse valor seja nulo.

Apenas uma das observaveis L, L, ou L, pode ser determinada
com incerteza nula e a escolhida foi L..
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A figura abaixo mostra os valores do momento angular para o
caso £ = 1. 2

.
I
S
N

_.-h_

>

incerto Nao confundir com precessio!
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4

Rotor quantico \
Vamos tratar o caso da rotacao de um corpo “)\

A

rigido, que corresponde a 2 massas pontuais,

ligadas por uma barra rigida e sem massa.

. L -d

Consideremos rotacao livre em torno de um
eixo perpendicular a barra. , %

T . L
A energia cinética € entao: =5 = E
Quanticamente o rotor € descrito por uma funcio de onda, tal

h? %,
que: — EAQ\P = iﬁE\P' A funcao de onda do estado estacionario
€ dada por: ¥ = (0, ¢p)e L/

21

sendo y e E determinadas pela equagao: — A% = ﬁE‘P

gue nos remete aos harmonicos esféricos.
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4

Rotor quantico \
Assim: ¢, =Y, (0,¢) —
\ X

com os autovalores da energia dados por: %
2 -
h ¢
E,=—/¢((/+ 1

Assim, as funcdes de onda dos estados estacionarios sao
univocamente determinadas por: ¥, =7, (0,¢)e /"

Notem que as energias so dependem de ¢, e que cada ¢
apresenta 2¢ + 1 diferentes funcoes de onda, correspondentes a
diferentes valores de m. Ou seja, temos 2¢ + 1 estados
degenerados para cada E,. As fungdes de onda sao
normalizadas e s&o autofuncdes dos operadores L? e L.

hod
— 12N, =i ((+ )Y, € ——V, =mV, .
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Por conta da dependéncia em ¢ dos harmédnicos esféricos, a
densidade de probabilidade é independente de ¢:

|‘I’z’m|2 = IY/m|2 = |@/m(0)|2

Essa propriedade esta ligada ao principio da incerteza. A relagao

entre L_e ¢ € a mesma que a relacao entre p_ e x:
h h

0 o
—-ih— e L —-ih— Assim: AxA _ n
4 . By xAp > > = A¢pAL, > >

Como ¥,, € autofuncao de L , a incerteza em L_¢€ zero e a em ¢
é infinita, portanto a distribuicao nessa variavel € uniforme.

Vejamos algumas densidades de probabilidade angulares, para
o caso ¢ =1:

.12 = | |2 = -?)—sinQH e |¥,°= —3— 20
11 1—1 S ol° = 2. o050
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Harmonicos esféricos

m= —2

4300375 - Fisica Moderna 1

7 1
00 e
3 .
Y,, = —\/ — sinf e
8
Y ’ 0
- 2 O
3
Y, = -g—smﬂe @
T
15
Yy = 300 sin®f) ¢ ¢
15 .
Y, = — - sin @ cos 0 ¢'*
T
5

Yoo = 1}/ —— (Bcos?d — 1)

[—
(@)
3

15
Y, , =1/ =— sinfcosfe "
8
15 .
Y, ,= sin®f ¢~ %'?
32m
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VP ¥ e s e VP = o
11 1—1 Qa7 1wl = 477'COS .

As distribuicoes em 6 sao
mostradas nas figuras ao lado:
a distancia da origem até a linha
representa o valor da
probabilidade naquela direcao.

N

A independéncia de ¢ permite a
visualizacao da distribuicao de

probabilidade no espaco 0 m =0
imaginando a figura formada

pela rotacao das figuras T ~——

desenhadas, como sugerido
no grafico.
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Suponhamos agora que desejemos medir a probabilidade de
encontrar o rotor em uma certa orientacao.

Preparamos um conjunto com muitos rotores idénticos, todos
com a mesma energia E,.

Como os estados sao degenerados, 2¢ + 1 para cada E,, temos
gue fazer a media sobre as densidades de probabilidade dos
diferentes estados. No caso £ =1:

1 1 (3

—3—{|‘I’11|2 + |‘I’10|2 + |‘I’1_1|2} = E{Z—;(sinQH + 00529)} — -
O resultado constante reflete a simetria rotacional do problema.
O resultado independe dos angulos porque a dindamica nao
pode identificar uma direg¢ao privilegiada no espaco, que poderia
ser usada como escolha do eixo z.
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