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Teorema de Representagao de Riesz para funcionais
limitadas C|a,b].

Definicao 1

A funcdo w : [a,b] — R ¢é dita ser de variagao limitada em
[a, b] se a sua variagdo total Var(w) em [a,b] é finita, onde

Var(w) = supz w(t) = wit;1)], 1)
o supremo ¢ tomado sobre todas as particoes

a=t)<t1 <..<t,=0b (2)

do intervalo [a, b]; aqui n € N ¢é arbitrario e também ¢é a escolha
dos valores ti, ..., t,_1. em [a, b] e no entanto, deve satisfazer a
condi¢ao (2).
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Definigao 2
Uma norma no espaco vetorial de todas as fungoes de variagao
limitada em [a, b] é definida por

Jw]| = [w(a)] + Var(w). (3)

O espago assim definido é denotado por BV{a, b].
Seja x € Cla,b] e w € BV|a,b]. Seja P, uma particao de [a, ]
dada pela relagao (2) e seja

n(P,) = max(ty — to, ..., tn, — tn_1)

para cada particdo P, de [a, b] nos consideramos a soma
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existe um numero p com a propriedade de que para cada
e > 0,36 > 0 tal que
n(P) <06 (5)
implica
o —s(B)| < e (6)
p é chamada de integral de Riemann-Stieltjes de x sobre o
intervalo [a,b] com respeito a w e é denotada por

/ 2(t)dw(t). (7)

Podemos obter (7) como o limite das somas (4) para uma
sequéncia (P,) de parti¢oes de [a, b] satisfazendo n(F,) — 0
quando n — 00.
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Sejam 1,9 € Cla,b] e escalares a e e w,wy, wy € BV |a, b).
Valem:

/ laz (1) + Bra(D)]dw(t) = a / 1 (B)dw(t) + B / 2o (D) dw(t)

[ wttataws + 30 = a [ ) + 5 [

b
| [ z(t)dw(t)| < max |z(t)|Var(w). (8)

tela,b]

a
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Lema 1 (Teorema de Hahn-Banach)

Seja f um funcional linear limitado de um subespago Z de um
espaco normado X. Entao existe uma extensao linear e limitada
de f, denotada por f, em X tal que ||f]| = [|f]|-
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Teorema 1(Teorema de Riesz para Funcionais em C|a, b])
Todo funcional linear limitado f em Cfa,b] pode ser representado
por uma integral de Riemann-Stieltjes

b
@)= [ aldu(e) )
onde w ¢ de variagao limitada em [a, b] e tem variacao total

Var(w) = || /] (10)
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Demonstracao: Do Teorema de Hahn-Banach para espagcos
normados, vemos que f tem uma extensio f de C la, b] para o
espago normado Bla, b] consistindo de todas as fungoes limitadas
em [a, b] com norma definida por

[zl = sup |x(t)].
t€(a,b]

Mais ainda, o funcional linear f é limitado e tem a mesma norma
que f, isto é,

LA =11

Seja x; a fungao caracteristica do intervalo [a, t]. Definimos w por
w(a) =0 w(t) = f(x,), t € (a,b].

Seja ¢ € C, entao ¢ = [C|e(¢) onde e(¢) = {eil&” SSZ%;%
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Vemos que se ¢ # 0 entdo |[¢| = (e~®. Portanto, qualquer (, zero

ou nao, temos L
¢ = Ce(Q), (11)

onde a barra indica conjugacao complexa.
Seja €; = e(w(t;) — w(t;j—1)) e seja x;; = x;, dessa forma por (11)
obtemos

le (t;- 1)|—|f 1 |+Z|f ;) (xj 0l
j=2

—elfa:l —i—ZeJ iL‘J 1)]

= (elxl—!—ZeJ xj) — (xj— 1)])

€171 -I-Zej z;) — (z-1)]

< If]

l
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No lado direito, ||f|| = ||f]| e o outro fator
e+ 3, 6l(ay) — (xj_l)]H — 1, pois |¢;| = 1 e da definicio

dos z;’s vemos que para cada ¢ € [a, b] somente um dos termos
x1, Ty — Ty, ..., NA0 € zero (e sua norma é 1). Do lado esquerdo,
tomamos o supremo sobre todas as parti¢oes de [a, b]. Entao
temos

Var(w) < || f]|- (12)

Portanto w é de variacao limitada em [a, b].
Para cada particao P, da forma (2) definimos uma fungao, que
denotamos simplesmente por z, ao invés de z(F,), por:

2 = x(to)w1 + Zx(tj—l)[%' — zj1]. (13)
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Entao z, € Bla,b]. Pela defini¢ao de w,

onde a ultima igualdade segue de w(ty) = w(a) = 0. Agora
escolhemos qualquer sequéncia (P,) de parti¢oes do intervalo [a, b]
tal que n(P,) — 0; quando n — oo, a soma no lado direito de
(14) se aproxima da integral da equagao (9).
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Vamos mostrar que f(z,) — f(x). Lembrando a defini¢ao de z,
vemos que (13) nos fornece z,(a) = xz(a)l ja que a soma em (13) é
nula em t = a. Portanto z,(a) — z(a) = 0. Mais ainda, por (13),
se tj_1 <t < tj, entdo obtemos z,(t) = z(t;_1)1.

Segue dai que para este "t",

|2n(t) = 2(t)] = |2(tj) — 2(1)].

Consequentemente, se n(P,) — 0, entao ||z, — z|| — 0 porque z
é continua em [a, b], portanto uniformemente continua no intervalo
[a, D], j& que [a,b] & compacto. A continuidade de f implica que
f(zn) — f(x), e f(x) = f(z), entdo provamos que f(z,) —f(x).
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De (9) e (8) temos

()] < max |z(8)[Var(w) = |[z[|Var(w). (16)

te(a,b)]

Tomamos o supremo sobre todos os z € Cla, b] de norma 1,
obtemos ||f|| < Var(w). Como provamos anteriormente que

Var(w) < [If]-

obtemos por fim

Var(w) = |If]- (17)
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