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INTRODUCAO

Neste trabalho, abordamos conceitos fundamentais de topologia geral,
variedades e folheagdes, com o objetivo central de demonstrar o resultado
principal apresentado no artigo de André Haefliger e George Reeb entitulado
“Variétés (non séparées) & une dimension et structures feuilletées du plan” de
1957. Esse resultado estabelece uma bela conexdo entre folneagdes do plano e

variedades unidimensionais possivelmente ndo-Hausdorff.
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https://www.youtube.com/@AndrewsCampfire

UARIEDADES =
possiveLmente NAO - HAUSDORFE

Localmente Euclidiano: Um espago topologico \\
M é dito ser localmente euclidiono de dimenséo \\

n se cada ponto de M possui uma vizinhanga
aberta em M homeomorfa a um aberto de R» \

Variedade Possiveimente Nao-Hausdorff Unma
variedade n-dimensional M & um espago \
topoldgico locadmente euclidiono de base

enumerdvel e ndo necessaramente de Housdorff.

Qualquer ponto p € M, admite uma vizinhanca U de p tal que existe um homeomorfismo

@:.:UcM— W cR"chamado de carta. O mapa de transicao associado a duas cartas ¢ e y

de M em R" com as respectivas imagens U e V € o homeomorfismo.
Yepl:UNV)>Y(UNV).

O conjunto de cartas cujas imagens cobrem M é chamado de atlas A de M em R".




UARIEDADES 4O - HAUSDORFF

POSSIUELMENTE

Proposicdo 1. Seja M uma variedade n-dimensional e seja
p uma relacdo de equivaléncia aberta em M para o qual
cada ponto x € M tenha uma vizinhanca Uy tal que ndo
haja dois pontos distintos em Uy p-equivalentes. Entdo o
espaco quociente M/p é uma variedade n-dimensional
(possivelmente néio-Hausdorff).

Ponto de Ramificag¢éio: um ponto x numa variedade
M é chamado de ponto de ramificacdo se existe um
ponto z e M, com z # x, que Ndo € separdvel de x, isto &,
qualguer vizihhanca de x tem uma intersecgcdo Ndo
vazia com toda vizihhanca de z.

O

Contra-Exemplo Hipétese

RN




€HEMPLO UARIEDADES UNIDIMENSIONAIS

Exemplo 1: Sejom R: e R. duas cépias da reta real R. Considere um conjunto aberto 2 = (a,b) emR e
a relagdo de equivaléncia p que identifica pontos em R: e R: que tém a mesma coordenada ¢ € (.
Ao aplicarmos o quociente, obtemos uma variedade unidimensional ndo-Hausdorff.
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llustracdo Adaptada do Artigo Traduzido
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€REMPLO UARIEDADES UNIDIMENSIONAIS

llustracdo do artigo traduzido

A Pluma
Completa

A Estrela de 6
pontas



UARIEDADES UNIDIMENSIONAIS SIMPLESMENTE CONEHAS

Espago simplesmente conexo: Um espaco topoldgico M serd chamado de
simplesmente conexo se, for conexo e se, para qualquer recobrimento conexo (
M’, p) de M, a projecdo candnica p for um homeomorfismo de M’ para M.

lema 1. Se M € uma variedade simplesmente conexa de dimenséo 1, entdo,
para qualquer x € M, M/{x} tem exatamente duas componentes conexas'.

>

O circulo §" nao é simplesmente conexo

'se M € uma variedade unidimensional com a propriedade de que o complemento de todo ponto xeM é desconexo, entao M é simplesmente conexo



PROPOSICAO HOMEOMORFISMO LOCAL

proposi¢do 2. Suponha que M seja uma variedade unidimensional simplesmente
conexa. Entdo, existe um homeomorfismo local f: M — R.

Corolario: Um homeomorfismo local f : M — R ndio possui méximo nem minimo.

Demonstracdo: Fica acargo do leitor

Sugestdo: Use o Lema 1 para garantir que as intersecgdes dos dominios de cartas
pelo dominio de carta seguinte seja conexo. Segue-se por inducéio o resto.
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Folhas de uma Folheagdo: Nos
dominios de cartas U; de cada carta
@i € F, definimos a relacdo de
equivaléncia p; cujas classes sdo as
pré-imagens de ¢; restritas a
y constante. Defina p como a
relacdo de equivaléncia gerada
pelos pi. As classes de p em M sdo
chamadas de folhas da folheacdo F

Qual seria a diferenca entre o Atlas
folheado F e o Atlas que trata-se no
contexto de variedades?

Folheagéio: Uma Folheacdo F de uma variedade M (esta é de
Hausdorff) & um atlas de R» para M tal que se ¢ e 1 sdo quaisquer
duas cartas, o mapa de transicéo ¥ o ¢' € um homeomorfismo
expresso por equagdes da forma:

Yoo = (hxy) ha(y))

llustracdo Adaptada do Livro “Teoria Geomeétrica das Folheacbes”




€HEMPLOS D€ FOLHEACOES

Folheacgdo Trivial do Plano Folheacgéo n-dimensional Trivial do R»
as curvas de nivel da funcéo f(x) = ¢ séo as as curvas de nivel da func@o f(xox1,x2...x:1) = ¢ SAO AS
folhas dessa folheacdo do R2 folhas dessa folheacdo do R2
fle_
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€HEMPLOS D€ FOlHGﬂCOGS

\

U o complemento, 0 e y 2 0. As componentes conexas das curvas
de nivel da fun o as folhas de uma folheagcdo em U

o



€HEMPLOS D€ FOLHEACOES

Folheacdao de Reeb do plano

1
As componentes conexas das curvas de nivel da funcdo f(x) = —e(t*) +cse -1 < x < 1
ex=>b,sex < —1oux > 1sdo as folhas de uma folheagcdo em R?

i




€HEMPLOS D€ FOLHEACOES

Folheacdo por espirais do plano com singularidade

As curvas que sdo solugoes da eqqudo diferencial (em coordenadas polares r e w)
r
—=7(1-1r?)

dw

sdo as folhas de uma folheacdo de R? \ {0}. O circulo r =1é& uma folha em torno da qual as outras folhas se enrolam

assintoticamente.
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Definicdo do Espacgo de Folhas: O espaco de folhas
GSPHCO D€ FOl H ﬂs de F, M/F, & o espago quociente de M sob a relagdo
P de equivaléncia que identifica dois pontos de M se

eles estdo na mesma folha F.

Teorema da Topologia Intrinseca das Folhas: Seja M uma variedade folheada por uma
folneagdo F de dimensdo n. Cada folha F de F de dimensdo n possui estrutura de uma

variedade, na qual os dominios das cartas sdo as pré-imagens de y = constante.

Essa topologia intrinseca em uma folha F, em geral, nao coincide a topologia de subespaco de M.

As folhas nao sao
localmente
conexas

As folhassao .
localmente <=0\ |
conexas /- |

llustragao por Lantonov




RESULTADO CLASSICO D€ HAEFLIGER € REEB

Preliminares:

Proposicdo 4: Seja F uma folheacdo do R? toda

folha F de F é fechada e F ndo possui folhas
Proposicdo 3: Se a F uma folheag&o qualquer compactas.

de dimensdo n de M. O mapa quociente
m:M — M|F éuma aplica¢do aberta.

Teorema de Poincaré-Bendixon: Seja (U,p) uma
cdrta de uma folheagdo F do R2 A imagem por
@ da interseccdo de U com qualquer folha F ou
€ 0 @ ou € uma linha y = constante

Teorema de Jordan: Seja € uma curva
fechada? sem auto-interseccdes no plano.
Entéo, o complemento R2\ C, consiste
exatamente em duas componentes conexads,
uma limitada e outra ilimitada.

2no sentido de ser imagem de uma func¢ao continua definida em um intervalo [a, b]




RESULTADO CLASSICO D€ HAEFLIGER € REEB

Teorema Principal:

Seja F uma folheagdo de R2 O espaco quociente VV de R? pela relacdo de equivaléncia p associada a
folheagdo, & uma variedade unidimensional (possivelmente Nédo-Hausdorff) simplesmente conexa.

Demonstragdio. Como R?> & conexo e tem base
enumerdvel, V também é conexo e possui base
enumerdvel. Veja que V é& uma variedade uni-
dimensional, basta mostrar que todos os pontos z em
V possuem uma vizinhangca aberta homeomorfa a R
(Teorema de Poincaré-Bendixon).

O complemento de qualquer folha, tem duas
componentes conexas (Teorema da Curva de Jordan).
Portanto, o complemento de qualquer ponto em V
também tem duas componentes conexas. A propriedade
dita & equivalente ao fato de que V é simplesmente
conexo (Lema 1)

llustracdo Adaptada do Livro “Teoria Geomeétrica das Folheac¢bes”




RESULTADO CLASSICO D€ HAEFLIGER € REEB

Espaco de folhas da folheacédo trivial




RESULTADO CLASSICO D€ HAEFLIGER € REEB

Espaco de folhas da folheacéo de Reeb
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RESULTADO CLASSICO D€ HAEFLIGER € REEB

Espaco de folhas da folheagdo hiperbdlica
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RESULTADO CLASSICO D€ HAEFLIGER € REEB

Espaco de folhas da folheagdo hiper-hiperbdlica
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T€OREMA D€ RAPLAN

Teorema de Kaplan: Para qualquer folhneacdo de R?,
podemos associar uma funcéo de valores redis y :
R? — R com as seguintes propriedades:

(i) ¥ & continua e ndo possui um MAaximo ou
minimo.

(ii) ¥ é constante nas folhas da folheacéo

Demonstrag¢do: segue direta pela proposicdo
2 e pelo Resultado de Haefliger e Reeb.




CONSIDERACOES
FINAIS

Variedades diferenciaveis

Orientabilidade de uma Folheagdo

Transversalidade de uma Folheagdo

Classificacdo das Folheagdes do Plano

llustracao por Junji Ito






