PROVA SUBSTITUTIVA DE ALGEBRA LINEAR I

DENIS DE AssisS PINTO GARCIA

5 DE FEVEREIRO DE 2024

ExERcicIo 1.
As matrizes

00 3 0 -3 0
A=11 0 =7 e C=1|1 4 0
01 5 0 0 1
tém o mesmo polindmio caracteristico, p(t) == (t — 1)?(t — 3). Quais delas sdo diagonalizaveis? Para a que

for diagonalizével, determine uma matriz inversivel P € M3(R) tal que
1 00
P'xXp=10 1 0o,
0 0 3
emque X =AouX=C.

RESOLUCAO.
Como p(t) = (t — 1)2(t — 3),
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ma(3) =m

e mZ (1) = mS (1) = 2. Logo, A sera diagonalizavel se, e somente se, m;‘(l) = 2, e, analogamente, C' serd

©(1) = 2. Por sua vez, como

diagonalizavel se, e somente se, my

A-L=|1 -1 -7 =~ 0 -1 —4 ~ 0 -1 —4f,
0 1 4 |LV=Ltli | 1 4 |L&7=0+" o 0o 0

-1 -3 0 -1 -3 0
C-I3=1|1 3 0 ~ 0 0 0},
0 0 0fL=L+Li|lo 0 0
x 0
{xy, YERY: (A—1I3)- |y| = |0 }:{(m,y,z)€R3:x:3z,ey=—4z}
z 0
={(32,—4z,2) : 2 € R} = {2(3,-4,1) : z e R} = [(3,-4,1)],
e

T 0

{xy7 JER®:(C—1I3)- |y| = |0 }:{(x,y,z)eR?’:x:—?)y}
z 0
(

={(=3y,y.2) ry,2 € R} = {y(=3,1,0) + 2(0,0,1) : y, 2 € R} = [(=3,1,0),(0,0,1)].



Consequentemente,
m; (1) = dim (Va(1)) = 1 < 2 = dim (Ve (1)) = m{ (1),

e, portanto, C' ¢ diagonalizavel, e A ndo o é.!
Seja T € L(R?) tal que [T¢])ean = C. Como C = [T¢]ean, para encontrarmos uma matriz inversivel
P € M3(R) tal que

1 00
pPlcp=10 1 of,
0 0 3

1 00
basta encontrarmos uma base ordenada B de R3 tal que [To]p = |0 1 0| (pois, se o fizermos, entdo,
0 0 3

como [Telp = [ean,B - [I¢)can - I]B,can = [I]E}Can - C - [I1B,cans [I]B,can serd uma tal P). Para tanto,

vamos, inicialmente, encontrar bases de Vo(1) e de Ve(3). Como Ve(1) = [(—3,1,0),(0,0,1)], e como
By = {(-3,1,0),(0,0,1)} ¢ LI, By ¢ uma base de V¢ (1). Analogamente, como
x 0 0
VC(3):{(w,y,z)ERgz(C—?)Ig)- yl =10 }:{(x,y,z)€R3: 1 1 0 }
z 0 0 0 -2 0

= {(m,y,z) ER3:y=—ux, ez=0} = {(x,—x,O):xeR} = {a:(l,—l,O):a:E]R} = [(1,—1,0)],

-3 =3 0
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e como Bz := {(1,—1,0)} ¢ LI, B3 ¢ uma base de V¢:(3). Seja B := ((—3,1,0),(0,0,1),(1,—-1,0)). Como Bj e

1 00
Bj3 sdo bases de V(1) e de Vo (3), respectivamente, B é uma base ordenada de R3 tal que [T¢]p = [0 1 0
0 0 3
-3 0 1
Logo,se P:=[I|lgcan=| 1 0 —1|, entdo P & inversivel, e
0 1 0

1
P'CP = I3 0 - [TC)ean - I]B,can = [To]B = |0
0

o = O
w o o

ExERcicio 2.
(a) Estenda o conjunto S = {(1,2,1),(1,2,3)} a uma base de R.
(b) Defina um operador linear 7' € L(R?) tal que ker(T) = [(1,2,1),(1,2,3)], e Im(T) = [(1,1,1)].

(¢) Determine [T]cqn, em que T é a transformagao linear que vocé definiu no item anterior.

RESOLUGAO.

1Poderiamos ter chegado & mesma conclusdo observando que, como
~1 0 3 -1 -3 0
A-Iz3~ |0 -1 —4|, e C—-I3~ |0 0o 0f,
0 0 0 0 0 0
posto(A) = 2, e posto(C) = 1, e, por conseguinte,

m{H(1) = dim (V4(1)) =3 — posto(4) =3-2=1<2,

m$ (1) = dim (Vo (1)) = 3 — posto(C) =3 —1=2.



11100 11 1 00 11 1 00

22 01 0 ~ 00 -2 10 ~ |02 -10 1},

1 300 1] 8=Le=20a|g 2 —1 0 1|L7=L8 10 0 -2 1 0
L :=Ls—1L, L=

o conjunto B = {(1,2, 1),(1,2,3), (170,0)} é uma base de R3.

(b) Seja T € L(R?) tal que T'(1,2,1) = T(1,2,3) = (0,0,0), e 7(1,0,0) = (1,1,1) (como B & uma base de
R3, um tal T certamente existe). Decorre da defini¢do de T e do fato de que B é uma base de R? que

Im(T) = [T(1,2,1),7(1,2,3),T(1,0,0) ] = [(1,1,1)].

—_— —
=(0,00)  =(0,0,0) =(1,1,1)
Sendo assim, podemos concluir, em particular, que
dim (ker(7T)) = dim(R?) — dim (Im(7)) =3 -1 =2.

E, como {(1,2,1),(1,2,3)} é um subconjunto LI de ker(T') com 2 elementos, disso resulta, por fim, que
ker(T) = [(1,2,1),(1,2,3)].

(c¢) Para obtermos [T]cqn, vamos, antes de qualquer coisa, descobrir qual é a lei de correspondéncia de 7.
Para tanto, notemos, inicialmente, que, para cada (z,y, 2) € R? e quaisquer a, b e ¢ em R,

(#,9,2) = a(1,2,1) +b(1,2,3) + ¢(1,0,0)

se, e somente se, a + b+ c =z, 2a + 2b =y, e a + 3b = z. Como, para cada (z,y, z) € R?,

a+b+c = =z a+b+c = = a = ==
2a—|—2b = Yy ~ —92¢c = y—2m ~ b — z;z ,
a+3b = z 20 = z—u c = r—3%

disso concluimos, por sua vez, que, para cada (z,y, 2) € R3,

(z,y,2) = (W) (1,2,1) + (Z;x) (1,2,3) + (:c . %) (1,0,0).

Consequentemente,

(5o ()0 -proo)
x+

Y72 Y pa,2, )+ (228 ) (1, 2,3) + (a: - 9) 7(1,0,0)
2 ———— 2 ———— 2/ e —
=(0,0,0) =(0,0,0) =(1,1,1)

- (x— %) (1,1,1)

qualquer que seja (r,y,2) € R3, e, portanto,

[T] can —
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EXERCICIO 3.
As afirmagbes a seguir sdo verdadeiras ou falsas? JUSTIFIQUE!

(a) Sejam T € L(R?*",R1%) e S € L(R!® R??). Entdo S o T ndo pode ser bijetora.



(b) A matriz real
a c
c b

é diagonalizavel quaisquer que sejam a,b,c € R.
(¢) Sejam V um espago vetorial sobre R, T' € L(V) e vy,va,...,v, € V tais que {T(Ul), T(va),... 7T(vn)}
seja LI. Entao {vi,ve,...,v,} é LL

(d) Suponha que um espago vetorial V' tenha um conjunto gerador G com m vetores. Se B ¢ um subconjunto
LI de V' com m vetores, entao B é uma base de V.

REsOLUGAO.

(a) A afirmagdo é verdadeira. Para constatar isso, notemos, inicialmente, que, como dim (Im(7')) < 10 (pois
Im(7T) é um subespago vetorial de R?),

dim (ker(7)) = dim(R*’) — dim (Im(7’)) > 20 — 10 = 10,
=20 <10

e, portanto, ker(7") # {Ogz0 }. Como ker(7T") C ker(SoT), disso resulta, por sua vez, que ker(SoT') # {Ogzo }
— a partir do que concluimos, por fim, que S o T nao é bijetora (pois nio é injetora).?

(b) A afirmagéo é verdadeira. Para demonstra-la, fixemos a, b e ¢ em R de modo arbitrario e vamos mostrar

Cl , 1. . . c .
é diagonalizavel. Para isso, observemos, de inicio, que, como

b

. la
que a matriz c

c

1)2 a—t
(-1) det[ e bt

] =(a—t)(b—1t)—c? =t — (a+b)t+ (ab— c?),

o polinémio caracteristico da matriz é 1% — (a+b)t+ (ab— c?). Por sua vez, como o discriminante

c

b

associado & equacdo do segundo grau t? — (a + b)t + (ab—c?) =0 é A == (a + b)? — 4(ab — ¢?), e como
(a4 b)* —4(ab — c*) = a® + 2ab + b* — 4ab + 4c¢* = a® — 2ab + b* + 4c® = (a — b)? + 4c2,

é facil ver que A > 0, e que A = 0 se, e somente se, ¢ = 0, e a = b. Consequentemente, se ¢ # 0 ou a # b,
a equacio t2 — (a + b)t + (ab — c) = 0 possuira duas raizes distintas, e, portanto, nesse caso, a matriz

a c - . . o .. . .
[c p| serd diagonalizavel (pois tera dois autovalores distintos). Sendo assim, resta-nos, pois, somente

C} é diagonal e, portanto, é, em

b

analisar o caso em que a = b, e ¢ = 0. Nesse caso, porém, a matriz {Z
particular, diagonalizavel.
(¢) A afirmagdo é verdadeira. Para mostrar isso, comecemos fixando ay,...,a, € R de modo que
a1v1 + ...+ apv, = 0y.
Como ajvy + ...+ apv, = 0y,
Oy =T(0v) =T(a1v1 + ...+ anvy) = a1T(v1) + ... + a,T(vp).

Logo, resulta do fato de que {T(vl), ... ,T(vn)} éLlquea; =...=a, = 0— a partir do que concluimos,
em vista da arbitrariedade de aq,...,a, € R tais que a1v1 + ... + anv, = Oy, que {vy,...,v,} é LL

2 Alternativamente, pode-se demonstrar isso notando-se que, como
dim (Im(S)) = dim(R'®) — dim (ker(S)) < 10 < 20 = dim (R?"),
=10 30

Im(S) # R?°, e, em seguida, observando-se que, como Im(S o T) C Im(S) C R2?, disso resulta que S o T nao é bijetora (pois
nao é sobrejetora).

3De fato, se a = b, e se ¢ = 0, entdo e e _ e 0.
c b 0 a



(d) A afirmagao é verdadeira. Para nos convencermos disso, observemos, inicialmente, que, como G é um
conjunto gerador de V' com m vetores, qualquer base de V' possui, no méximo, m elementos. Em seguida,
suponhamos que B seja um subconjunto LI de V' com m vetores e notemos que, como B é LI, qualquer
base de V' possui, pelo menos, m elementos. Dessas duas observagoes, resulta que qualquer base de V
possui exatamente m elementos. Para concluirmos, a partir disso, que B é uma base de V, fixemos,
agora, uma base C' de V' de modo que B C C (como, por hipétese, B é LI, uma tal base certamente
existe). Como B C C, e tanto B quanto C possuem m elementos, B = C, e, portanto, B &, de fato, uma
base de V.



