Classificacao de corpos localmente compactos

Davi Souza ! Prof. Dr. Rodrigo Gondim 2

LUFPE, bolsista de mestrado CAPES, davi.crg@gmail.com

2UFRPE e UFPE, rodrigo.gondim@ufrpe.br

Workshop de verao ICMC, 2024

Souza (UFPE) Corpos localmente compactos ICMC, 2024 1/21



Roteiro

@ Corpos com valor absoluto

© » - adicos

@ Corpos localmente compactos

uza (UFPE) Corpos localmente compactos



Definicao

Um valor absoluto em um corpo K é uma func¢do
||: K — R
satisfazendo as sequintes propriedades
Q [z| >0, elz|=0<=2=0

Q |zy| = |z||y|
Q |z +y| < |z|+ |yl

E vamos sempre supor que | | ndo é o trivial, ou seja, nao é tal que
|x| = 1,Vx # 0. Definimos a distancia entre 2 pontos x,y € K por

d(z,y) = |z -yl

isso torna K um espago métrico e portanto um espaco topolégico.
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Definicao

Dois valores absolutos em K sdo equivalentes se induzem a mesma
topologia em K.

Proposicao
Sejam | |1 e | |2 valores absolutos num corpo K. Entao | |1 e | |2 sdo
valores absolutos equivalentes se, e somente se existe um numero real
s > 0 tal que

|z|1 = |z|5, Vz € K

Definicao

Um wvalor absoluto | | é chamado nao arquimediano se |n| se mantém
limitado ¥Yn € N. Caso contrdrio, é chamado de arquimediano.
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Proposicao

Uma valor absoluto | | num corpo K é ndo arquimediano se, se
somente se vale a desigualdade triangular forte, ou seja,

|z +y| < maz{|z],[yl}, Yo,y € K

Definicao

Uma valoragdo exponencial num corpo K € wma funcdo
v: K — RU{oo}
satisfazendo
Quv(r)=c0<=2z=0

Q v(zy) = v(x) +v(y)
Q v(z +y) > min{v(z),v(y)}
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Desconsideramos o caso trivial em que v (K) = {0,00}. E facil ver que
se ¢ ¢ um numero real fixado e maior que 1, entao

o] = ¢

define um valor absoluto em K nao arquimediano. Reciprocamente se
tivermos um valor absoluto nao arquimediano definido em K e ¢ é um
namero real fixado maior que 1, entao

v(z) = —logg|z|

define uma valoracao exponencial em K. Dizemos que duas valoragoes
exponenciais vy, vy sao equivalentes, se e v; = svy para algum s > 0.
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Proposicao

Se K € um corpo com valor absoluto | | nao arquimediano e v é uma
valoracdo associada, entao o subconjunto

O={zeK:vx)>0}={xeK:|z|]<1}

€ um anel local, chamado anel de valoracao, com grupo de unidades
O'={zeK:v(x)=0}={zre K :|z|=1}

e unico ideal mazimal
p={reK:v(z)>0}={rec K:|z|<1}

e tais conjuntos sdo invariantes por valores absolutos equivalentes ou
valoragdes exponenciais equivalentes.

Davi Souza (UFPE) Corpos localmente compactos ICMC, 2024 7/21



Demonstragao:

e Note que 0,1 € O ese z,y € O, entao |zy| = |z|ly| < 1e
|z 4+ y| < mazx{|z|,|y|} <1, logozyexz+yeO.

e Se x € 0%, o grupo das unidades de O, entdo z,z~! € O, logo
lz] <1e|z|7' <1,logo 1 < |z| <1, logo |z| = 1. Reciprocamente,
se |x| = 1, entdo |x71| = 1 também e temos z,z~! € O, logo
x € O

o E f4cil ver que p é um ideal de O e provaremos primeiro que é de
fato um ideal maximal. Com efeito, se I é um ideal de O que
contém p estritamente, entao I contém uma unidade de O, logo
I =0, logo p é maximal. Agora, se m é um ideal maximal e como
ele é proprio, temos que ele nao possui unidades, logo m C p e
como m é maximal e p é préprio, concluimos que m = p.
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Uma valoragao exponencial é dita discreta se admite um menor valor
positivo s. Neste caso temos que

W(K*) = sZ

e é dita normalizada se s = 1. Note que podemos sempre passar uma
valoracao discreta para uma normalizada dividindo por s sem mudar os
invariantes O, O*, p. Feito isso, um elemento

m € O tal que v(m) =1

é dito primo e é facil perceber que todo elemento x € K* admite uma
Unica representacao
T =unr"

com m € Z e u € O* e neste caso, claramente m = v(x).
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Proposicao

Se v € uma valora¢do exponencial discreta em K, entdao
O={zxe K :v(x) >0}

€ um dominio de ideais principais. Se v € normalizada, entdo os ideais
nao nulos de O sao

pt=71"0O={zeK:v(x)>n}, n>0

onde ™ € um elemento primo.
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Proposicao
Seja K € um corpo com valor absoluto ndo arquimediano, O seu anel

de valoragao e p seu ideal mazimal. Se K éo completamento de K, O
o seu anel de valoracdo e p seu ideal maximal, entdio

v(K*) = 0(K*)

onde ¥ € a valoragcao de K. Em particular, se v € discreta, entdo v
também €.

Definicao
Um corpo com valor absoluto K € dito corpo local se é completo, a
valoracdo € discreta e seu corpo de residuos € um conjunto finito.

Proposicao

Todo corpo local K € localmente compacto.

ouza (UFPE) Corpos localmente compactos ICMC, 2024 11/21



Roteiro

© » - adicos

(UFPE) Corpos localmente compact



Definicao

Fizado um numero primo p € Z, a valoragao p - ddica € a func¢do
vp 1 Z — RU {oo}

definida como v,(0) = 0o e se n # 0, escreva sua fatora¢io em poténcia
de primos
€ @
n=xp*...p;

se p nao aparece na fatoragdo de n, definimos v,(n) =0 e se aparece,
com p = pj, definimos vp(n) = e;.

Estendemos v, para os racionais como v,(a/b) = vp(a) — vy(b) e é facil
verificar que essa definicdo é consistente, ou seja

4 € s (@) - yl0) = 1yle) — wyla)
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Proposicao
v, € uma valoragao exponencial em Q, ou seja, para todos x,y € Q,
temos
Q y(x)=c0o<=z=0
@ uy(zy) = vyl() +vy(y)
© uy(z +y) = min {vp(x), vy(y)}
Ademais, v,(Q) = Z, ou seja, v, € discreta e normalizada.

Definicao

Para cada x € Q, definimos o valor absoluto p - ddico de x como

B

Note que a funcao | |, : Q — R é um valor absoluto nio arquimediano.
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Proposicao

Todo valor absoluto em Q € equivalente a um dos | |, ou | |-

Definicao

Definimos o corpo Q, dos nimeros p - ddicos como o completamento
de Q com respeito ao valor absoluto p - ddico e denotamos seu anel de
valoragao por Zy.

Proposicao

Qp € corpo local, e em particular, € localmente compacto.
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Proposicao (Ostrowski)

Se (K, || ||) € um corpo com valor absoluto arquimediano e completo
entdo existe um isomorfismo o de K em R ou C satisfazendo

lall = |oal®,Va € K

para algum s € (0,1] fizado, com | | o valor absoluto usual de R ou C.
Em particular, o também é homeomorfismo.
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Proposicao

Seja K completo com respeito ao valor absoluto | | e V um espago
vetorial normado n-dimensional sobre K. Entdo para toda base
V1,...,U de 'V, a norma do mdzimo

|z1v1 + - - Zpop || = max {|z1], ..., |zn|}

é equivalente a norma dada em V. Em particular, V' € completo e o
isomorfismo

K" —YV, (z1,...,Zpn) —> T101 + - - TpUp

€ um homeomorfismo.
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Proposicao

Seja V' espago vetorial sobre Qp,, normado e localmente compacto.
Entao dim(V) < oo.

Proposicao

Se (K, | |) € um corpo com valor absoluto localmente compacto, entdao €
completo.

Proposicao
Se (K, | |) € corpo com valor absoluto localmente compacto e de
caracteristica 0, entao existe um isomorfismo, que também é
homeomorfismo, entre

Q@ R ouC, se (K,||) € arquimediano.

@ uma extensdo finita de Qp, para algum primo p, se (K,| |) € ndo
arquimediano.

Souza (UFPE) Corpos localmente compactos ICMC, 2024 19 /21



Demonstracao:

e Da Anélise, sabemos que R e C sdo corpos localmente compactos.
Agora se K|Q), é extensao finita de grau n, do Teorema de
Completude de espagos de dimensao finita, segue que K ~ Qp
tanto algebricamente quanto topologicamente e ja que Q) é
localmente compacto, segue que K é localmente compacto.

e Agora seja (K, | |) como no enunciado. Se o valor absoluto é
arquimediano, por Ostrowski, temos o caso 1. Se o valor absoluto
é nao arquimediano, como char(K) = 0, temos que Q C K e como
o valor absoluto é nao arquimediano, sua restricao é equivalente a
um valor absoluto p-adico. Como K é completo, segue da
unicidade do completamento que o fecho topolégico de Q em K é
Qp € K. Concluimos entao pelo teorema de espacos normados
localmente compactos, que K ¢é extensao finita de Q.
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