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ExERrcicio 1.
(a) Seja T € L(R?) tal que
1 2
[T]B - |:_2 1:| I

em que B = ((37 1), (4,2)). Determine [T]can, em que can é a base canonica do R?. Determine uma
matriz inversivel P € Ma(R) tal que P~ [T)cnP = [T 5.

(b) Seja T € L(R?) tal que
-2 -1
[T]can = |: 4 92 :| .

Verifique que T o T' = 0. Determine uma matriz inversivel P € M(R) tal que

P [T)eanP = [0 0} .

1 0
REsOLUGAO.
(a) Como
[T]can = [I}B,can ' [T]B . [I]camB = [I]B,can . [T]B : [I]é}ca’rw
——
:[I]E,lcan
€ como

[]B,can = E) ;l] ;
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Além disso, como [T]p é uma matriz diagonal, e como

[T}B - [I]can,B '[T]can : [I]B,can = [I]é,lcan . [T}can : [”B,cana
———

N5 ean

uma tal P é a matriz [I]g cqn-



(b) Como
et = =[5 [3 5] =0 3]

T oT = 0. Para encontrarmos uma matriz inversivel P tal que

. oo
P [T]canP - |:1 0:| bl

notemos, inicialmente, que encontrar uma tal matriz equivale a encontrar uma base ordenada B de R?

tal que [T]p = (1) 8 , e que, se B = (v1,v9) é uma base ordenada de R?, entdo [T]p = {(1) 8] se, €
somente se,
T(Ul) =0-v14+1 vy =9,
e
T(’Ug) :O"Ul +0~U2 = (0,0)
Como T oT = 0, é facil ver, no entanto, que, se v; e vy em R? sdo tais que vy = T(v;), entdo,
necessariamente,

T(v2) =T (T(v1)) = (T o T)(v1) = (0,0)
— a partir do que concluimos, por sua vez, que, se v; € R? é tal que C = (vl,T(vl)) seja uma base

(1) 8} . Sendo assim, como D = ((1,0),7(1,0)) ¢ uma base ordenada de

R? (pois {(1,0),7(1,0)} é LI), podemos concluir que [T]p = [

ordenada de R?, entéo [T]¢ = {

0 0
1 0}. E, como

[T]D = [I]can,D '[T]can : [I]D,can = [I]B,lcan . [T]can . [I]D,can;
——

=15 an

disso resulta, por fim, que uma matriz tal como estamos procurando €, justamente, [I]p can, OU, mais

explicitamente, [(1) _42]

EXERcCICIO 2.
Verifique se as matrizes A e C, abaixo, sdo diagonalizéveis. Se a matriz for diagonalizével, determine uma
matriz inversivel P € M3(R) tal que P! - (matriz) - P seja diagonal.

(a)

00 9
A=1[1 0 -15
01 7
(b)
0 10
C=|-4 5 0
0 0 1

Observagao: pa(t) = (t —3)2(t — 1), e pc(t) = (t — 1)%(t — 4).

RESOLUGAO.



(a) Como pa(t) = (t—3)%(t—1), ma(1) =1 =my(1), e ms(3) = 2. Logo, A sera diagonalizével se, e somente
se, my(3) = 2. Por sua vez, como

-3 0 9 1 -3 -15 1 -3 -15
A-33=|1 -3 -15 ~ -3 0 9 ~ 0 -9 -36
0 1 4 |EV=L|o 1 4 |w=r"s0 |0 1 4
LY=L,
1 -3 -15 1 -3 -15
LY =1 | —g9 _36| L= +LY g o 0
L =1P

podemos concluir que, para cada (,y, z) € R3,
T 0
(A-3I3) - |y| = |0| ®x=3y+15z,ey = —4z.
z 0
Consequentemente,

x 0
V(3):{(m,y,z)ERB:(A—SIP,)- y| =10 }:{(w,y,z)ERB:x:3y+15z,ey:—4z}
z 0

{my, Y ER?:x = 3z, ey——4z} { 4z,z):z€R}
{2(3,-4,1) : z e R} = [(3,—4,1)].

E, como
my(3) = dim (V(3)) =1 < 2,
A ndo é diagonalizavel.!

(b) Como pc(t) = (t—1)%(t—4), ma(4) =1 = my(4), e my (1) = 2. Logo, C sera diagonalizavel se, e somente
se, my(4) = 2. Por sua vez, como

-1
C—I;=|-4
0

1 -1
4
0

o O O

~ 0
L{Y:=L,—4L, |

S O =
o O O

T 0

{xy, YER?: (C—13)- |y| = |0 }:{(x,y,z)€R3:y=ac}
z 0
1

{xwz szR} {x .1, )+z(0,0,1):x,z€R}:[(1,1,0),(0,0,1)].

Sendo assim,
my(1) = dim (V(1)) = 2,

e, por conseguinte, C' é diagonalizével.?

1 -3 -15
L Alternativamente, podemos constatar que A ndo é diagonalizavel observando que, como A — 3I3 ~ |:0 1 4 :|,

posto(A) = 2, e, portanto,
mg(3) = dim (V(3)) =3 — posto(A) =3 -2=1< 2.

-1 1 0
2Poderiamos ter chegado & mesma conclusdo notando que, como C — I3 ~ [ 0o 0 0} , posto(C) = 1, e, consequentemente,
0 0 O

mg(1) = dim (V(1)) = 3 — posto(C) =3 — 1 = 2.



Seja Tc € L(R?) tal que [T¢]ean = C. Como [T¢]ean = C, para encontrarmos uma matriz inversivel
P € M;3(R) tal que P~1CP seja diagonal, basta encontrarmos uma base ordenada B de R? tal que [T¢]p
seja diagonal (pois, se o fizermos, ent&o, como [T¢]g = [I]can.B - [I¢]can - [I1B,can = [I]]}}c(m -C-[1]B,cans
a matriz [I]g cqan serd uma tal P). Encontrar uma base ordenada B de R? tal que [T¢]p seja diagonal,
por sua vez, é o mesmo que encontrar uma base ordenada de R? cujos elementos sejam autovetores de
T. Para isso, vamos, inicialmente, encontrar bases de V(1) e de V/(4). Como V(1) = [(1,1,0),(0,0,1)],

€ como {(17 1,0), (0,0, 1)} é LI, {(1,1,0), (0,0, 1)} é uma base de V(1). Analogamente, como

T 0 -4 1 0 x 0
V(4):{(w,y72)6R3:(C—413)- y| = (0 } {xy, ER3: |4 1 0|-|y|l=1]0 }
z 0 0 0 -3 z 0
{ T,Y, 2 €R3:y:4x,ez:O} :{(x, 42,0) : xER} {gc 1,4,0) : xER} = [(1,470)],
e como {(1,4,0)} ¢ LI, {(1,4,0)} ¢ uma base de V(4). Seja B = ((1,1,0),(0,0,1),(1,4,0)). Como
{(1,1,0),(0,0,1)} e {(1,4,0)} sao bases de V(1) e de V(4), respectivamente, B ¢ uma base ordenada
1 0 0 1 0 1]
de R3 tal que [Tc]p = |0 1 0].Logo, se P:=[I|gcan = |1 0 4|, entdo P é inversivel, e
00 4 0 1 0
[1 0 0
PT'CP = [ ]B can " [IClean - I]Bcan = [Tc]lp =10 1 0
0 0 4

EXERcIicIO 3.
As afirmacdes a seguir sdo verdadeiras ou falsas? Justifique! Prove as verdadeiras. Se a afirmacao for
falsa, mostre que ela é falsa.

(a) Sejam T € L(R®,R?) e S € L(R?,R%). Entao nem S o7 nem T o S podem ser injetoras.

(b) A matriz Z 2} € M>(R) é diagonalizavel quaisquer que sejam a,b € R.
(¢) A matriz Z Z} € M3(R) é semelhante & matriz [a _(|)— b 8} quaisquer que sejam a,b € R.

1
a

(d) A matriz } € M>(R) é diagonalizavel qualquer que seja a € R.

RESOLUGAO.

(a) A afirmacao é falsa, pois, embora, nesse caso, S oT de fato ndo seja injetora (pois ker(T') C ker(S o T),
e dim (ker(T)) =5 — dim (Im(7)) > 5 -3 =2), T o S pode sé-lo. De fato, se

S: R — R®,
(xlaanm?)) — (1:1,%’2,%3,0,0)
€ se

T:R> — R3,

(71, 22,73, 24, 75) — (21,72, T3)
entdo T 0 S: R3 — R3 & a aplicacio identidade — pois, nesse caso,
(T 0 S)(w1, 22, 23) = T(S(21, 22, 23)) = T(21, %2, 23,0,0) = (x1, T2, 23)

qualquer que seja (71,72, 73) € R — e, portanto, ¢ injetora.



(b) A afirmagao é verdadeira. Para constatar isso, fixemos a e b em R de modo arbitrario e vamos mostrar

N I . .
que a matriz [ a} é diagonalizével. Para tanto, notemos, inicialmente, que, como

b

a—t b

(—l)gdet{ b oa—t

]:(a—t)Q—b2:(t—a)2—b2:(t—a—|b|)(t—a+|b)7

. e . |a
o polindmio caracteristico da matriz

b
matriz possui dois autovalores distintos (a saber, a + |b| e a — |b|) e, portanto, é diagonalizavel. Sendo
assim, para concluirmos a demonstracao, basta analisarmos o caso em que b = 0. Nesse caso, contudo, a

Z} ¢ (t—a—|b])(t —a-+|b|]). Disso resulta que, se b # 0, essa

matriz {a Z} ¢ diagonalizéavel porque é diagonal.?

b

(c) A afirmacio é falsa.* Isso porque, se a e b em R sdo tais que a +b =0, e a # 0, entdo
a b ” 0 0] J|a+0b O
a b 0 ol | 0 o]

bea+b0
b 0 O

S

qualquer que seja a matriz inversivel P € M>(R), a tnica matriz em Ms(R) que é semelhante & matriz

. . a - .
e, por conseguinte, nesse caso, as matrizes L ] nao sao semelhantes — ja que, como

0 0], o
0 ol ¢ ela propria.
(d) A afirmacdo é falsa.” De fato, é facil ver que a matriz {(1) ﬂ nao é diagonalizavel (pois, se fosse, entdo,

, L . . .10
como 1 é seu tnico autovalor, ela deveria ser semelhante & matriz 0 1| & como

L 10 o1 o [1 O] _[1 0
P '[0 1}'P_P P[o 1}_[0 1]

qualquer que seja a matriz inversivel P € M>(R), a tnica matriz em Ms(R) que é semelhante & matriz

1 0/, | .
o 1| ¢eclapropria.

3Com efeito, se b = 0, entdo [z Z} = {g 2}

4Pode-se mostrar, no entanto, que, se a e b em R sdo tais que a+b # 0 ou a = b = 0, entdo as matrizes {Z I;} e {a g b 8}

sdo semelhantes.

5 Apesar disso, a matriz “ é diagonalizavel qualquer que seja a em R\ {1} (j& que, para cada a em R\ {1}, essa matriz

0
possui dois autovalores distintos).



