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Aula 38- A parte angular da funfdo de
onda de todo potencial ceritral. O

atomo de hidrogenio na teoria de
Schroedinger
1. A solucdo dos auto-estados de energia pelo método de separagdo

das variaveis angulares da variavel radial.

(a)A parte angular de todas as auto-fungoes de energia de
qualquer potencial ceniral : consevagcao e quantizagdo do
quadrado do momento angular e de sua componente z.

(b)Uma imagem vetorial do momento angular orbital e da sua
componente quantizada, levando em conta que L, e L, nao sao
constantes de movimento e tém valores médios nulos.

2. A parte radial da fungdo de onda do atomo de H - potencial
coulombiano atrativo.

3. Os estados degenerados em energia: estados de mesma energia e
diversos modulos de momento angular e diferentes componente z
do momento angular.
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A equacao de Schroedinger para auto-estados de
energia de um potencial central V(r) no
movimento relativo de duas particulas

1. Uma escolha de sistema de coordenadas conveniente é de
coordenadas esféricas, dada a simetria do potencial. Assim os auto
estados de energia sao: E

y(F )=y (r,0.41)=p(r.0.¢)e "

2. No caso do movimento relativo a origem do potencial é uma das
duas particulas que interagem. Assim a equacdo dos auto-estados
para estados internos de um sistema de duas particulas pode ser

escrita na forma:

W _ 0 ,,0 1 0 0 1 0
B L (I - — (senf—) +———
2u reor  or resend ol 00" r°sen“d og

710(r.0,9) +V (r)o(r,0,¢) = Eo(r,0,9)

3. Ha wum conjunto particular de solu¢gdes nas quais se separa as

variaveis angulares da radial: {¢(r’ 9,¢) = R(I’)Y(@,¢)}

 Multiplicando a equacdo de Schroedinger por 2ur? e dividindo a
direita por R(r)Y(6,¢) se pode deixar todos os termos com
dependéncia angular em um lado da equacadao e todos com
dependéncia radial do outro, o que exige gque sejam iguais a uma

® constante C (resultado nas transparéncias seguin}es : ) s
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Equacao da parte angular (dedugdo em classe)

« A equacado da parte angular (a mesma para todo
potencial central V(r)):

—n°[ = O (sen@g) 12
send 06 06 n°0 0¢°

=L%,,, (0.9)= (L + DR, , (0,9)

] zmg(€1¢):C sz(g 9) =

- Resultados das condicoes fisica sobre a funcdo de
onda (FACA!):

(1) C= ¢(¢+1) com ¢=0,1,2...(n-1) e m,=0, %1, =+ 2... £ / decorre da
imposicdo da fungdo Y(6.4) ser univoca, finita e continua, com
derivadas finitas e continuas e Y(6,0)= Y(627) . Estas funcées sGo
chamadas de harménicas esféricas

° °
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Fungdo da parte angular — os harmonicos esféricos

« A solugcao da parte angular, a mesma para todo
potencial central V(r). Também se acha com o
método de separag&o de variaveis:

Y, (0,4)=P,, (cos@)e™

Os polinobmio P, [(cos@) sdo os polinomios associados de
Legendre. (Legendre viveu entre 1752 e 1833!)

« Observe que vale também:

0 B
E ,m, (9 ¢) o _Ih8_¢Y€,mSO (H! ¢) o mthﬁ,mg (9’ ¢)

« O que significa que uma das componentes do momento
angular, também se conserva.

° °
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Resultados da parte angular da funcao
de onda de potenciais centrais

1. Todo o potencial ceniral tem o quadrado do
momenio angular constante e quantizado:
L2=¢(¢+1)A2 com nUmero quantico £=0,1,2...(n-1).
(Aguarde o numero qudntico n=1,23... que
aparecera em R(r))

2. Consequentemente, o moédulo do momento
angular é constante e quantizado: L=[¢(¢+1)]'/2h.

3. A componente zdo momento angular é constante
e quantizada com numero quantico m,: L=m,h
com m,=0, 1, £ 2... + /.

4. As componentes x e y do momento angular nao
sao constantes de movimento, mas seus valores
. Mmédios sdo nulos (PROVE!) F
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Operadores componentes e modulo ao quadrado
do momento angular em coordenadas esféricas
(Mostre formalmente!)

L. =ik (sin qbg—ﬂ + catﬂcnsqb%) :

L, =1k (— Eﬂﬂgﬁ:% + cotf sin qb%) :

o of 1 8 %, 1 o
" (sinﬂﬂﬂ (Emﬂﬁﬂ) slnﬁﬂﬂqﬁ? '

° °
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Funcbes ortonomais:
parte angular da
funcdao de onda de
toda auto-funcao de
potencial central.

Sao dois numeros
quanticos que
caracterizam esta

parte da funcao de
onda:/em,.

°
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Tabela 7-1 Harmonicos esféricos

g

[ =0 m = 0 , l
)II)IJ = =
N 4
] =1 m = | Y\, = —y/gmsen 0 e
m =0 Yo = \,F cos ¢
m= —1 Y, =+/smsen e i?
» 15 )
[ =2 m=2 Y,, = sen” ) e
327
. 15 |
m =1 Yy, = — — sen ) cos O e'?
ST
_ >
m = () Y, = (3 cos*@ — 1)
167
, )
m= —1 Y, , = — sen € cos e ¢
3T
: 15 : ,
m= —2 Y, ., = sen” 0 e
3271

Nota: Para uma representacao tridimensional dos harménicos esféricos, con-
sulte a pagina da Internet http://www.uniovi.es/~quimica.fisica/qeg/harmonics/
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Normalizacgao da fungao de onda em
coordenadas esféricas — potenciais centrais

[ (r.0,6,0(r,6,4,)r*drsen 6l 6l =

todooespag

—jrz\RM(r)\ dr [[Y, . (0.9),, (0.4,)senddg =1
todode ¢
. A parte radial e a parte angular (fungoes harménicas
esféricas) da fungdo de onda sdo normalizadas de

forma independente.

jr'rz\RM(r)\zdr =1
0

ﬂYe',m'f*(eﬁ)Yf,mg (0,¢,)sencdd¢g =6,,6

todode ¢

° °
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L=hI(+1) =hy2(2 + 1) =h+/6
gl ARSI —l T~
b Y
(o ———3
S e /:’
R e oyt et SR / .
- s Schroedinger: (=2
-~ B
< 1f,’—'_”h___—,37')
™ L~~~ <L> = <L> = 0 para todos os
o s | - i , :
vl g ~_ estados. Dai o pontilhado
( O¢#~gycircular em torno da ponta do
\ TN ; . .
L, o PN 7 vetor L, indicando que L, e L,
T = —— % ——""I>_ “variam de forma uniforme” .
( | .
e L ~
- o™ Compare com o momento
T e angular do modelo de Bohr e de
Kis. 2P e Wilson-Sommerfeld com  os
B e resultados da mecanica quantica
de Schroedinger

Fig. 7-4 Modelo vetorial ilustrando as orientagoes possiveis de L no espago e 0s
yalores possivels de L, para 0 caso em que [ = 2.
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Equacao da parte radial (em classe)

« A equacao da parte radial (diferente para cada
potencial):

{hzsr (r’ 5) + 2ur°[E - V() - ]} R(r)=0

« Para o dtomo de H adotando o modelo atomico de
Rutherford, interagao coulombiana atrativa:

0(¢ +1)h2

/X e’ ((+1)n”
- (" )-[E+ LDh R,, (=0
25 or - or 47250r 2ur’
2
o En - 12 ILIZ[ e ]2 — 12 13,60ev n=1,2,3ooo
n° 2n° 4re, n

- A funcdo de onda que define o estado fisico depende de
ne/ em,.A energia s6 depende de n, igualzinho aos
resultados de Bohr e de Wilson-Sommerfeld sem
correcdo relativistica.

° °
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Equacao da parte radial

 Uma ouira maneira de olhar esta mesma equacgao,
agora pensando em Fisica Cldssica:

2 2 2
{_ h 2 6 (r2 6 B : +€(€+12)h ]} Rn,ﬁ(r):ERn,f(r)
2ur-or - or’ Argr 2.r

« A soma do segundo e terceiro termos entre
colchetes € o que se chama em fisca cldssica de
potencial efetivo (aqui com momento angular
quantizado) dos potenciais centrais. Assim o
primeiro termo, seria o equivalente ao operador

energia cinética de afastamento, ou seja, em fisica
classica: p,2/2p.

° °
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A parte radial da funcao de onda do H

« A funcdo de onda R(r) é determinada a partir da
condicao assintotica R(r—»«) =0, que torna R finita e
normalizavel

Rn,g (r) _ r€ I—n’g (r)e—r/nao _ Gn,g (r)e—r/nao

+ O polinémio G, ,(r) € o polindmio de Laguerre.

+ Observe que o produto rL,, ,(r) (L, ,(r) € chamado de
polindmio associado de Laguerre) domina quando
-0 e que e/ne° (g € o raio de Bohr) domina para
r—>00

« n=1,2,3...
« £=1,23...(n-1)

° 'Y
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Tabela 7-2 Fungdes radiais do dtomo de hidrogénio

> Parte radial
‘1 , — O RIO fo «-—-‘__—x (,—r"'m'» da flll'lgso de
) a; onda do H:
funcbes reais
» ’;2 I =0 B I i = _'_) o124, normalizadas
- &  — 20 T = P
A - J2a 2a, que
dependem de
| S dois numeros
=1 Ry = grise uinticos: n
2./ 64} a, 1 .
el.
3 2 2T 2r* T
[ =if) R_;o — . k = + , 9 e
8 r r L
I = l R - e l e e n e I oaa,
| i 4 r') i r"‘;?.
b [ =2 3 = e
8/ 30a; a;
5 ([ J
Moderna-Tipler e Llewellyn
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Estados degenerados em energia e momento
angular no atomo de H (Schroedinger)

1. Estado Fundamental: n=1, E,=-13,60eV

(=0 e m, =0 (um estado s); = L=0 (degenerescéncia em L —»
241=1); Yy 0,0(r.0.0.1)=R, o(r) Yo,0(0.9)eE

Um uUnico estado fundamental diferentes estados —
n2=12=]

2. Primeiros estados excitado:s n=2, E,=-13,60eV/4=-3,41eV

(=0 e m, =0 (um estado s); = L=0 (degenerescéncia em L -
241=1) Wy 00(r.0.0.1)=R,y 4(r) Yo o(0.9)eE}"

(=1: m~=0; m=1;, e m, =-1 (rés estados p) = L=2V2p;
degenerescéncia em L - 24 1=3; respectivamente

Wa.1,0(r.0.0.1)=Ry1(r)Y; o(08.0)e V% ; wyq 1(r.0.4.8)=Ry 1(r) Y, ,(6.9)eE,

Va1,.1(r.0,0.8)=Ry 1(r) Y, .1(0.9)e &,/

Quatiro diferentes estados com mesma energia —>
degenerescéncia na energia —» n?=22=4 .
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