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Exercício 2.
Seja V := C(R) o espaço vetorial das funções contínuas de R em R. Mostre que T ∈ L(V ) tal que, para

cada f ∈ V e cada x ∈ R, [
T (f)

]
(x) =

∫ x

0

f(t)dt

não tem autovalores.

Resolução.
Suponhamos, por absurdo, que λ ∈ R seja um autovalor de T , e que f ∈ V \ {0V } seja um autovetor de

T associado a λ. Nesse caso, ∫ x

0

f(t)dt = λf(x)

qualquer que seja x ∈ R.
Vamos, inicialmente, analisar o caso em que λ = 0. Nessa situação,∫ x

0

f(t)dt = 0

qualquer que seja x ∈ R, e, portanto, resulta da continuidade de f e do teorema fundamental do Cálculo
que, para cada x ∈ R, f(x) = 0 — o que, por sua vez, é um absurdo, pois, como f é um autovetor de T ,
f ̸= 0V .

Suponhamos, agora, que λ ̸= 0. Nesse caso,

f(x) =
1

λ

∫ x

0

f(t)dt

qualquer que seja x ∈ R, e, por conseguinte, decorre, mais uma vez, da continuidade de f e do teorema
fundamental do Cálculo que f é, na verdade, derivável, e que, para cada x ∈ R,

f ′(x) =
1

λ
f(x).

Sendo assim, como, para cada x0 ∈ R,
d

dx

[
f(x)e−

1
λx

] ∣∣∣
x=x0

= f ′(x0)e
− 1

λx0 − 1

λ
f(x0)︸ ︷︷ ︸

=f ′(x0)

e−
1
λx0 = 0,

podemos concluir que f(x)e−
1
λx = f(0)e−

1
λ 0 qualquer que seja x ∈ R, ou, equivalentemente, que, para cada

x ∈ R, f(x) = f(0)e
1
λx. Consequentemente,

f(x) =
1

λ

∫ x

0

f(t)dt =
1

λ

∫ x

0

f(0)e
1
λ tdt =

1

λ

[
λf(0)e

1
λ t
]x
0

= f(0)e
1
λx︸ ︷︷ ︸

=f(x)

−f(0) = f(x)− f(0)

qualquer que seja x ∈ R, e, portanto, f(0) = 0 — a partir do que concluímos que, para cada x ∈ R,
f(x) = f(0)e

1
λx = 0. Isso, porém, também é um absurdo, pois, por hipótese, f ̸= 0V . Logo, T não possui

autovalores.
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