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Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos). Para melhor compreender a dinâmica de um monociclo
motorizado, um estudante propôs o modelo físico ilustrado na figura ao lado.
A roda é representada como um disco rígido de massa𝑚, raio 𝑅 e momento de
inércia central 𝐽Cz = 𝑘1𝑚𝑅2, que rola sem escorregar sobre uma superfície plana
horizontal com velocidade angular ®ω = −𝜔®k e aceleração angular ®α = −𝛼 ®k. Sobre
esta roda é aplicado um momento ®M = −𝑀®k. A pessoa que guia o monociclo,
por sua vez, é representada como uma barra rígida, de massa𝑚′ = 𝑘2𝑚 e centro
de massa G, idealmente articulada ao centro C do disco. Deseja-se modelar um
cenário em que seja possível manter constante o ângulo 𝜃 que o segmento CG
forma com a vertical. Nestas condições, pede-se:
a) (0,5) os diagramas de corpo livre (DCLs) do disco e da barra;
b) (0,5) as expressões das acelerações dos centros de massa C e G em função dos dados do problema;
c) (1,5) listar e enumerar as equações obtidas pela aplicação dos teoremas da resultante e da quantidade de movimento
angular ao disco e à barra;
d) (0,5) o valor do momento 𝑀 compatível com o movimento modelado em função de𝑚, 𝑔, 𝑅, 𝑘1, 𝑘2 e 𝜃 ;
e) (0,5) o menor valor do coeficiente de atrito estático 𝜇 compatível com a condição de rolamento sem escorregamento.

Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos) A figura ao lado ilustra um sistema composto por um bloco e duas
barras. O bloco B de massa m desliza na vertical, guiado pelo eixo fixo OB. A barra OA, que
gira com velocidade angular constante ®ω = ¤𝜃 ®k ao redor de O, está articulada em A à barra
AB. As barras OA e AB possuem massa m e comprimento L. Considere que na posição inicial,
quando 𝜃 da barra OA é aproximadamente zero, o sistema encontra-se em repouso. Pede-se:
(a) (0,5) determinar a posição do bloco B em função de 𝜃 ;
(b) (1,0) determinar a energia cinética do sistema em função de 𝜃 ;
(c) (1,0) determinar o trabalho das forças externas ao sistema em função de 𝜃 ;
(d) (0,5) determinar a velocidade do bloco B em função de 𝜃 .

Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos)Questão 3 (3,5 pontos). Na figura, no eixo vertical ABC há uma articulação em A e um anel
em C. Soldadas nesse eixo, há uma placa homogênea, de massa m e lado 2a, e uma barra, de
comprimento a com uma massa m fixa em D, conforme mostrado na figura. O conjunto eixo,
placa e barra está no plano Byz e o sistema de coordenadas (B, x, y, z) gira solidariamente ao
conjunto com rotação 𝜔 constante dada. O eixo e a barra têm massas desprezíveis. Pede-se:
(a) (0,5) faça o diagrama de corpo livre (DCL) do conjunto;
(b) (1,0) obtenha a expressão da quantidade de movimento angular do conjunto, em relação
ao polo B, em função da sua rotação 𝜔 ;
(c) (0,5) obtenha os momentos e produtos de inércia do conjunto, envolvidos na expressão
do item (b);
(d) (1,5) obtenha as reações em A e C, em função de 𝜔 .

Formulário da prova: momentos de inércia de sólidos homogêneos

𝐽GY = 𝐽GZ =
1
12𝑚ℓ2

Barra homogênea (massa 𝑚, comprimento ℓ): Placa retangular homogênea
(massa 𝑚, lados 𝑎, 𝑏):

𝐽GX =
1
12𝑚𝑏2 𝐽GZ =

1
12𝑚(𝑎2 + 𝑏2)
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Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)Questão 1 (3,5 pontos)

Resolução:

(a) Os diagramas de corpo livre são indicados na figura abaixo (0,5).
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(b) O disco rola sem escorregar, assim, seu centro C descreve um movimento retilíneo com velocidade ®vC = 𝜔𝑅 ®ı e
aceleração ®aC = 𝛼𝑅 ®ı. A barra, por sua vez, descreve um movimento de translação retilínea, de tal forma que:

®aG = ®aC = 𝛼𝑅 ®ı (0,5)

(c) Aplicando os teoremas, obtêm-se as equações (1) a (3) para o disco e as equações (4) a (6) para a barra (1,5):

𝑚𝑎Cx = 𝑅disco
x : 𝑚𝑅𝛼 = 𝐹a − 𝑋C (1)

𝑚𝑎Cy = 𝑅disco
y : 0 = 𝑁 −𝑚𝑔 − 𝑌C (2)

𝐽Cz𝛼
disco
z = 𝑀disco

Cz : − 𝑘1𝑚𝑅2𝛼 = −𝑀 + 𝑅𝐹a (3)
𝑚𝑎Gx = 𝑅barra

x : 𝑘2𝑚𝑅𝛼 = 𝑋C (4)
𝑚𝑎Gy = 𝑅barra

y : 0 = 𝑌C − 𝑘2𝑚𝑔 (5)

𝐽Gz𝛼
barra
z = 𝑀barra

Gz : 0 = 𝑏𝑋C cos𝜃 − 𝑏𝑌C sin𝜃 (6)

Observação: a equação (3) corresponde ao TQMA aplicado ao disco para o polo C; a equação (6) corresponde ao
TQMA aplicado à barra para o polo G.

(d) Resolvendo o sistema de equações obtido no item anterior, obtemos:

(4), (5) → (6) : 0 = 𝑏 (𝑘2𝑚𝑅𝛼) cos𝜃 − 𝑏 (𝑘2𝑚𝑔) sin𝜃 ⇒ 𝛼 =
𝑔

𝑅
tan𝜃 (7)

(7), (4) → (1) : 𝑚𝑔 tan𝜃 = 𝐹a − 𝑘2𝑚𝑔 tan𝜃 ⇒ 𝐹a = (𝑘2 + 1)𝑚𝑔 tan𝜃 (8)
(5) → (2) : 0 = 𝑁 −𝑚𝑔 − 𝑘2𝑚𝑔 ⇒ 𝑁 = (𝑘2 + 1)𝑚𝑔 (9)

(7), (8) → (3) : − 𝑘1𝑚𝑅𝑔 tan𝜃 = −𝑀 + 𝑅(𝑘2 + 1)𝑚𝑔 tan𝜃 ⇒ 𝑀 = (𝑘1 + 𝑘2 + 1)𝑚𝑔𝑅 tan𝜃 (0,5)

(e) Utilizando as equações (8) e (9), obtemos:

𝜇 ≥ |𝐹a |
𝑁

= tan𝜃 (0,5)
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Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)Questão 2 (3,0 pontos)

Resolução:

(a) Determinar a posição do bloco B em função de 𝜃 : (0,5)

(B − O) = 2𝐿 cos𝜃 ®ȷ ⇒ 𝑥B = 2𝐿 (1 − cos𝜃 ) ⇒ ®vB = − ¤𝑥B®ȷ = −
(
2𝐿 sin𝜃 ¤𝜃

)
®ȷ = − (2𝜔𝐿 sin𝜃 )®ȷ (1)

(b) Determinar a energia cinética do sistema em função de 𝜃 : (1,0)

– Bloco B: 𝑇B =
𝑚

2 |®vB |2 =

(
2𝑚𝐿2 sin2 𝜃

)
𝜔2 (2)

– Barra OA (polo em O): 𝑇OA =
𝐽Oz
2 𝜔2 =

1
2

(
𝑚𝐿2

3

)
𝜔2 =

(
𝑚𝐿2

6

)
𝜔2 (3)

– Barra AB (polo em GAB): 𝑇AB =
𝑚

2 |®vGAB |
2 + 𝐽Gz

2 𝜔AB
2 (4)

Aplicando a expressão do campo de velocidades para o cáculo de ®vA nas duas barras, tem-se:
®vA = ®vO + ⃗⃗⃗⃗

𝜔OA ∧ (A − O) = 𝜔®k ∧
(
−𝐿 sin𝜃®ı + 𝐿 cos𝜃®ȷ

)
= −𝜔𝐿

(
cos𝜃®ı + sin𝜃®ȷ

)
(5)

®vA = ®vB + ⃗⃗⃗⃗
𝜔AB ∧ (A − B) = − (2𝜔𝐿 sin𝜃 )®ȷ +𝜔AB

®k∧
(
−𝐿 sin𝜃®ı − 𝐿 cos𝜃®ȷ

)
= 𝜔AB𝐿 cos𝜃®ı− 𝐿 sin𝜃

(
2𝜔 + 𝜔AB

)
®ȷ (6)

Igualando as expressões (5) e (6), tem-se que ⃗⃗ ⃗⃗
𝜔AB = −𝜔®k. Dessa forma, ®vGAB pode ser calculado aplicando-se

novamente a expressão do campo de velocidades a barra AB:

®vGAB = ®vB + ⃗⃗⃗⃗
𝜔AB ∧ (GAB − B) = − (2𝜔𝐿 sin𝜃 )®ȷ − 𝜔®k ∧ −𝐿2

(
sin𝜃®ı + cos𝜃®ȷ

)
= −𝜔𝐿2

(
cos𝜃®ı + 3 sin𝜃®ȷ

)
(7)

Substituindo (7) e (4), obtém-se a expressão da energia cinética da barra AB:

𝑇AB =
𝑚𝐿2

6

(
1 + 6sin2 𝜃

)
𝜔2 (8)

A energia cinética total do sistema é calculada por meio da soma das expressões (2), (3) e (8):

𝑇 =
𝑚𝐿2

3

(
1 + 9sin2 𝜃

)
𝜔2 (9)

(c) Determinar o trabalho das forças externas ao sistema em função de 𝜃 : (1,0)

– Trabalho da força peso do bloco B: 𝑊B = −Δ𝑈GB = 2𝑚𝑔𝐿 (1 − cos𝜃 ) (10)

– Trabalho da força peso da barra OA: 𝑊OA = −Δ𝑈GOA =
𝑚𝑔𝐿

2
(1 − cos𝜃 ) (11)

– Trabalho da força peso da barra AB: 𝑊AB = −Δ𝑈GAB =
3𝑚𝑔𝐿

2
(1 − cos𝜃 ) (12)

O trabalho total das forças externas ao sistema é calculado por meio da soma das expressões (10-12):

𝑊 ext = 4𝑚𝑔𝐿 (1 − cos𝜃 ) (9)

(d) Determinar a velocidade do bloco B em função de 𝜃 : (0,5)
Sabendo que as forças internas nesse sistema não realizam trabalho, tem-se

Δ𝑇 =𝑊 ext ⇒ 𝑚𝐿2

3

(
1 + 9sin2 𝜃

)
𝜔2 = 4𝑚𝑔𝐿 (1 − cos𝜃 ) ⇒ 𝜔 =

√︄
12𝑔
𝐿

(
1 − cos𝜃

1 + 9sin2 𝜃

)
⇒ ®vB = −

2𝐿 sin𝜃

√︄
12𝑔
𝐿

(
1 − cos𝜃

1 + 9sin2 𝜃

) ®ȷ
3
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Resolução:

(a) DCL ao lado (0,5):

(b) Quantidade de movimento angular em relação ao polo B, com coordenadas (B, x, y, z)
(1,0):

®HB =𝑚(G − B) ∧ ®vB +
(
𝐽Bx𝜔𝑥 − 𝐽Bxy𝜔𝑦 − 𝐽Bxz𝜔𝑧

)
®ı +

(
−𝐽Byx𝜔𝑥 + 𝐽By𝜔𝑦 − 𝐽Byz𝜔𝑧

)
®ȷ+(

−𝐽Bzx𝜔𝑥 − 𝐽Bzy𝜔𝑦 + 𝐽Bz𝜔𝑧

) ®k ⇒ ®HB = −𝐽Byz𝜔®ȷ + 𝐽Bz𝜔®k

(c) Polo B (0,5):

𝐽Byz = [0 +𝑚(𝑎) (𝑎)] + [0 +𝑚(𝑎) (𝑎)] = 2𝑚𝑎2 𝐽Bz =

[
𝑚(2𝑎)2

12 +𝑚𝑎2
]
+𝑚𝑎2 =

7𝑚𝑎2

3

(d) Centro de massa CM do conjunto:

(CM − B) =
𝑚 (𝑥G + 𝑥D) ®ı +𝑚 (𝑦G + 𝑦D)®ȷ +𝑚 (𝑧G + 𝑧D) ®k

2𝑚 = ®0 ⇒ CM ≡ B

Pelo Teorema da Resultante (TR), obtemos (0,5):

𝑚®aB = ®0 = (𝑋A + 𝑋C) ®ı + (𝑌A + 𝑌C)®ȷ + (𝑍A − 2𝑚𝑔) ®k

𝑋A + 𝑋C = 0 (1)
𝑌A + 𝑌C = 0 (2)
𝑍A = 2𝑚𝑔 (3)

Pelo Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA), obtemos (0,5):

®HB = 𝜔

(
−𝐽Byz®ȷ + 𝐽Bz®k

)
⇒ ¤®HB = ¤𝜔

(
−𝐽Byz®ȷ + 𝐽Bz®k

)
+ 𝜔

(
−𝐽Byz

¤®ȷ + 𝐽Bz
¤®k
)
= 𝜔2 𝐽Byz®ı

¤®HB =𝑚®vB ∧ ®vB + ®M
ext
B ⇒ 𝜔2 𝐽Byz®ı = 𝑎 (2𝑌A −𝑚𝑔 +𝑚𝑔 − 2𝑌C) ®ı + 𝑎 (−2𝑋A + 2𝑋C)®ȷ

𝜔2 𝐽Byz = 2𝑎 (𝑌A − 𝑌C) (4)
0 = 2𝑎 (−𝑋A + 𝑋C) (5)

Destas equações obtemos (0,5):

De (1) e (5): 𝑋A = 0 e 𝑋C = 0

De (2) e (4): 𝑌A =
𝜔2 𝐽Byz

4𝑎 =
𝜔2𝑚𝑎

2 e 𝑌C = −
𝜔2 𝐽Byz

4𝑎 = −𝜔
2𝑚𝑎

2

De (3): 𝑍A = 2𝑚𝑔
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