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¢ Esta avaliagdo tem duragdo de 120 minutos e é composta por 3 questdes.
* Nao é permitido utiliza¢do de quaisquer dispositivos eletrdnicos, tampouco consulta a qualquer material externo.

* As questdes podem ser resolvidas a lapis, na ordem escolhida pelo aluno (que deve indicar claramente onde iniciou cada questao).

Questdo 1 (3,5 pontos). Para melhor compreender a dindmica de um monociclo
motorizado, um estudante propds o modelo fisico ilustrado na figura ao lado.
A roda é representada como um disco rigido de massa m, raio R e momento de
inércia central Jc, = kymR?, que rola sem escorregar sobre uma superficie plana

~m

horizontal com velocidade angular & = —wke aceleracdo angular a = —ak. Sobre

esta roda é aplicado um momento M = -Mk. A pessoa que guia o monociclo,
por sua vez, é representada como uma barra rigida, de massa m’ = kom e centro
de massa G, idealmente articulada ao centro C do disco. Deseja-se modelar um
cendrio em que seja possivel manter constante o angulo 6 que o segmento CG
forma com a vertical. Nestas condi¢oes, pede-se:

a) (0,5) os diagramas de corpo livre (DCLs) do disco e da barra;

b) (0,5) as expressoes das acelera¢des dos centros de massa C e G em fungdo dos dados do problema;

) (1,5) listar e enumerar as equagdes obtidas pela aplicagdo dos teoremas da resultante e da quantidade de movimento
angular ao disco e a barra;

d) (0,5) o valor do momento M compativel com o movimento modelado em fungdo de m, g, R, k1, k> e 6;

e) (0,5) o menor valor do coeficiente de atrito estatico ;s compativel com a condicdo de rolamento sem escorregamento.

Questdo 2 (3,0 pontos) A figura ao lado ilustra um sistema composto por um bloco e duas
barras. O bloco B de massa m desliza na vertical, guiado pelo eixo fixo OB. A barra OA, que

gira com velocidade angular constante & = 6k ao redor de O, esta articulada em A a barra
AB. Asbarras OA e AB possuem massa m e comprimento L. Considere que na posigdo inicial,
quando 6 da barra OA é aproximadamente zero, o sistema encontra-se em repouso. Pede-se:
(a) (0,5) determinar a posi¢ao do bloco B em funcdo de 0;

(b) (1,0) determinar a energia cinética do sistema em funcdo de 0;

(c) (1,0) determinar o trabalho das forgas externas ao sistema em funcéo de 6;

(d) (0,5) determinar a velocidade do bloco B em funcao de 6.

Questao 3 (3,5 pontos). Na figura, no eixo vertical ABC hd uma articulagdo em A e um anel
em C. Soldadas nesse eixo, hd uma placa homogénea, de massa m e lado 2a, e uma barra, de _
comprimento 4 com uma massa  fixa em D, conforme mostrado na figura. O conjunto eixo, ‘
placa e barra estd no plano Byz e o sistema de coordenadas (B, x, y, z) gira solidariamente ao C =
conjunto com rotagdo w constante dada. O eixo e a barra tém massas despreziveis. Pede-se: gl QD
(a) (0,5) faca o diagrama de corpo livre (DCL) do conjunto;

(b) (1,0) obtenha a expressdo da quantidade de movimento angular do conjunto, em relacdo
ao polo B, em func¢éo da sua rotagdo w;

(c) (0,5) obtenha os momentos e produtos de inércia do conjunto, envolvidos na expressao
do item (b);

(d) (1,5) obtenha as reacoes em A e C, em funcdo de w.

Formulario da prova: momentos de inércia de sélidos homogéneos

Barra homogénea (massa m, comprimento £): Y Placa retangular homogénea
Y (massa m, lados a, b):
G Jow = J Lo | b GZ 1 1
G = G = —
|‘ = | ) Y Z 12 X]GX — Embz ]GZ — Em(az_'_bZ)
| ¢ | e
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Questio 1 (3,5 pontos)

Resolucéo:

(a) Os diagramas de corpo livre sdo indicados na figura abaixo (0,5).

M/' .

Cl komg
mg

(b) O disco rola sem escorregar, assim, seu centro C descreve um movimento retilineo com velocidade Vc = wR7Te
aceleragdo ac = aR1. A barra, por sua vez, descreve um movimento de translagdo retilinea, de tal forma que:

(c) Aplicando os teoremas, obtém-se as equacdes (1) a (3) para o disco e as equagdes (4) a (6) para a barra (1,5):

macy = RIS ; mRa = F, — Xc 1)
macy =RJ*°:  0=N-mg-Yc 2)
Jepodisee = pdiseo — kimR*a = —M + RF, (3)
magy = R0 komRa = Xc 4)
magy = R?arra : 0=Yc - komg ()
]Gza];arm = Mgzrra : 0 =bXc cos O — bYc sin 6 (6)

Observagdo: a equagdo (3) corresponde ao TQMA aplicado ao disco para o polo C; a equagdo (6) corresponde ao
TQMA aplicado a barra para o polo G.

(d) Resolvendo o sistema de equagdes obtido no item anterior, obtemos:

4), (5) — (6): 0 = b(kymRa) cos 0 — b(kpmg) sinf = a= % tan 0 (7)
(7),4) - (1): mgtanf = F; —kymgtanf =  F = (ky + 1)mgtan@ (8)
(5)— 2): 0=N-mg—kymg = N-=(kr+1)mg 9)
(7),(8) > (3):  —kimRgtanf = -M +R(ky + )mgtanf = ]M = (k1 + ko + 1)ngtan9\ (0,5)
(e) Utilizando as equagdes (8) e (9), obtemos:
F,
u= % =tané (0,5)
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Questio 2 (3,0 pontos)

Resolucéo:

(a) Determinar a posi¢do do bloco B em fungdo de 6: (0,5)

(B-0)=2Lcosfj = [xg=2L(1-cosh)] = GB=—x37=—(2Lsm99‘)j=—(2¢oLsm0)7 (1)

(b) Determinar a energia cinética do sistema em fungdo de 6: (1,0)

~ BlocoB: Ty = %WBF - (sz2 sin? 9) W Q)

2 2
— Barra OA (poloem O):  Toa = ]O—Zw2 = 1 mL w* = mL? w? (3)
2 21 3 6
- Barra AB (polo em Gag): Tap = §|{;GAB|2 + ]GTZ(A)ABZ 4)

Aplicando a expressdo do campo de velocidades para o caculo de VA nas duas barras, tem-se:
VA=Vo+ @, A(A=0) = wk A (~Lsin 61+ L cos f]) = —wL (cos 01 + sin ) (5)
VA = VB+@,5 A(A—B) = — (20Lsin0)j+w, KA (~Lsin i — L cos ) = w,,Lcosi—Lsind (20 +w,,)]  (6)

Igualando as expressdes (5) e (6), tem-se que &, = —wk. Dessa forma, Vg .5 pode ser calculado aplicando-se
novamente a expressdo do campo de velocidades a barra AB:

N D e oo Lo L .
VGas = VB+ @5 A (Gag — B) = = (20Lsin0) ] — wk A -3 (sin 61 + cos 6)) = —% (cos 61 + 3sin ) (7)

Substituindo (7) e (4), obtém-se a expressdo da energia cinética da barra AB:
LZ
Tap = ’”T (1 + 6sin? 9) 0*  (8)

A energia cinética total do sistema é calculada por meio da soma das expressdes (2), (3) e (8):

mLz .2 2
T—T(l+9sm Q)w 9

(c) Determinar o trabalho das forcas externas ao sistema em funcéo de 6: (1,0)
— Trabalho da forca peso do bloco B: W = —AUg, = 2mgL (1 — cos 0) (10)

L
— Trabalho da forga peso da barra OA:  Wpa = -AUg,, = % (1 - cos6) (11)

— Trabalho da forca peso da barra AB:  Wap = —AUg,,, = ?%gL (1-cos®) (12)

O trabalho total das forcas externas ao sistema é calculado por meio da soma das expressdes (10-12):

Wt = 4mgL (1 - cos 6) 9)

(d) Determinar a velocidade do bloco B em fungéo de 6: (0,5)

Sabendo que as forcas internas nesse sistema ndo realizam trabalho, tem-se

LZ
AT =Wt = mT(1+9sin26)w2:4mgL(1—c059) = wz\/

129 ( 1-
2Lsin 6 —g(—l Cosf )T
L \1+9sin*6

@( 1-cosf )
L \1+9sin?0

= {}B:—
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Questio 3 (3,5 pontos)

Resolugéo:

(a) DCL ao lado (0,5):

(b) Quantidade de movimento angular em relagdo ao polo B, com coordenadas (B, x,y, z)
(1,0):

I__)IB =m(G-B) A ‘7]3 + (]wax - ]Bxywy - ]szwz)_f'*' (_]Byxwx +]By(‘i)y - ]Byzwz)T+

(_]Bzxwx - JBzywy + ]Bzwz) 12 = I-_)IB = _]Bysz'F JBZQ)E

(c) Polo B (0,5):

m(122a)2 + md?

Joyz = [0+ m(a)(a)] + [0+ m(a)(a)] = 2ma®

]BZ:[

(d) Centro de massa CM do conjunto:

m(xg+xp)i+m(ygc+yp)j+m(zg+zp)k =

(CM-B) = -0 = CM=B

2m
Pelo Teorema da Resultante (TR), obtemos (0,5):

mag = 6 =(Xp+Xc)T+ (Ya + Yc)j)+ (Za - ng)lz

Xa+Xc=0
Ya+Yc=0
Zpa =2mg

Pelo Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA), obtemos (0,5):

Hg = 0 (— Joyz] + ]lez) = IfIB =w (_]Bsz+]BzE) +w (—JBsz+Jlei) = wZJBsz

= - > o ext - - -
Hg = mvs /\VB+MeBX = Q)ZJBYZIZ a(2Y s —mg+mg—2Yc)1+a(—2XA+2XC)]

OJoyz=2a(Ya-Y) (4
0=2a (—XA +XC) (5)
Destas equagées obtemos (0,5):
De (1)< 6 :
0’ Joyz _ w? %) 2
yz w ma Byz w ma
: Yp = = Yo =- =-
De@e® T 2 € c 4a 2
e

)
3)




